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Abstract

Soit Y une diffusion de Ornstein-Uhlenbeck gouvernée par un régime X : dY; = —a(X;)Yidt+
0(Xy)dW, Yy = yo. On établit que o = E,(a(Xp)) < 0 est une condition suffisante
d’ergodicité de Y lorsque X est stationnaire de loi invariante u. Puis on s’intéresse &
I’existence de moments pour la loi invariante de Y. Utilisant les résultats de Brandt sur
les modeéles a coefficient aléatoire, et le fait que Y est, conditionnellement & X, gaussien,
on établit simplement une condition d’existence du moment d’ordre s > 0 lorsque X est un
processus de saut markovien & nombre fini d’états. On retrouve un résultat de Basak et altri
établi & I’aide de techniques de controle de systéme linéaire.

Mots clés : diffusion de Ornstein-Uhlenbeck & régime stationnaire, modeéle & coefficient
aléatoire, processus markovien de sauts, ergodicité, moment de la loi invariante.

Classification AMS : 60J60, 60J75

1 Introduction

Les modeéles & temps discret Y = (Y,,n € N) gouvernés par une chaine de Markov
X = (Xn,n € N) sont bien adaptés aux situations ou un régime autonome X module la
dynamique de Y. Ces modéles, relativement parcimonieux en nombre de paramétres, élar-
gissent significativement le cas d'un régime unique. Parmi eux, les modéles auto-régressifs a
régime markovien (switching Markov AR model) sont les plus populaires. Leur utilisation en
économeétrie est due & Hamilton (|7, 8]). Leur étude statistique (cf. par exemple [8], [15], [9],
[10]) a précédé les études probabilistes. L’ergodicité a été étudiée par Francq et Roussignol [6]
et par Yao et Attali [17]. Dans ce dernier travail, les auteurs donnent :

(i) des conditions de stabilité d'un AR non-linéaire ¥ & régime markovien X;

(ii) des conditions d’existence d’un moment d’ordre s > 0 pour la loi de Y.

Ces deux résultats, obtenus sous des conditions de sous-linéarité ou de Lipshitz pour la fonction
d’auto-régression, sont préalables & toute étude asymptotique.

Notre objectif est d’établir des résultats (i) et (ii) pour une diffusion de Ornstein-Uhlenbeck
(notée O.U.) Y = (Y;,t > 0) a régime X = (X, ¢ > 0). On obtient une condition générale de
stabilité (i) de Y si le régime X est stationnaire. La question (ii) est étudiée par Basak, Bisi et
Ghosh [1] pour X un processus de saut markovien & nombre fini d’états, ¥ étant multidimen-
sionnelle. Leur approche utilise la stabilité et le controle de systémes linéaires & saut, perturbés
ou non (cf. Mariton [14], Ji et Chizeck [12]). Notre approche de cette question (ii) est différente
: elle repose d’une part sur l'utilisation d’une représentation AR(1) a coefficient aléatoire de
Y = (Y,5,n € N), d’autre part sur les résultats d’ergodicité de Brandt [3] pour les modéles
a coefficient aléatoire, et enfin sur l'utilisation du caractére conditionnellement gaussien de Y.
Nous obtenons ainsi une condition suffisante d’existence de moment d’ordre s > 0 pour la loi



invariante de Y. Quelques manipulations simples montrent que cette condition est équivalente &
celle donnée par [1].

Le modeéle de diffusion & régime X est présenté au §2. On établit au §3 la condition (i)
d’ergodicité de Y si le régime X est stationnaire. Le §4 établit (ii), l'existence d’un moment
d’ordre s > 0 pour la loi invariante de Y lorsque X est un processus de saut markovien a nombre
fini d’états.

2 Diffusion linéaire & régime stationnaire

On dira qu’un processus & temps continu S = (S;);>0 est ergodique s'il existe une mesure de
probabilité v telle que quand ¢ — oo, la loi de S; converge faiblement vers v indépendamment
de la loi initiale de Sy. v sera appelée la loi limite de S. Si S est un processus de Markov, v est
la loi invariante de S et elle est unique.

Nous définissons une diffusion Y & régime X en deux étapes. On se donne d’abord un
processus X = (X;)¢>0, dit de régime. On supposera toujours par la suite que X est stationnaire,
a valeur réelle et défini sur un espace de probabilité (€,, Q).

Soit ensuite W = (W});>0 un mouvement brownien (MB) standard défini sur un espace de
probabilité (©,B,Q"), F = (F;) la filtration du MB. On considérera I'espace produit (2 x ©, x
B,Q®Q"), P=Q®Q et E lespérance associée. Conditionnellement & X, Y = (¥;);>0 est un
processus de diffusion & valeur réelle défini, pour tout w € 2, par :

1. Yp est une v.a. définie sur (0, B, Q’), Fo-mesurable ;
2. Y est solution de ’EDS linéaire
dY; = a(X,)Yidt + o(X,)dW, , > 0. (1)

Ainsi (Y}) est une diffusion linéaire a coefficients aléatoires fonctions d’un processus “exogéne”
(X¢). Ici a et o sont deux fonctions mesurables a valeurs réelles. L’existence et I'unicité d’une
solution forte pour I’'Eq. (1) est assurée par la condition [S] suivante (voir [13], §5.6 ou [16]),
condition que nous supposerons vérifiée par la suite :

[S] : @-ps, t— a(Xi(w)) et t — o(X;(w)) sont localement bornées.

Notons pour 0 < s < ¢,
O(s,t) = @y 4(w) = exp /ta(Xu)du .
Le processus Y admet la représentation ([13]) : 5
Yi=Yit) = 00,0 [Yo + [ @00 o (x 0w,
et pour 0 < s <t, Y vérifie la relation de récurrence

Y, = ®(s,t) [Ys+ /:@(s,urlo(xu)dwu]

t t
= (IJ(s,t)Ys+/ [exp/ a(Xv)dv] o(Xy)dW, .
S u
Il est commode de réécrire cette récurrence sous la forme
Yi(w) = @y (w)Ys(w) + Vap(w) /2 &y (2)

ol & est une variable gaussienne centrée réduite, fonction de (Wy,s <u <t) et

Vii(w) = /St exp [2 /uta(Xv)dv] o?(X,)du . (3)

Pour § > 0, nous appellerons discrétisation & pas 6 de Y le processus a temps discret V(0 =
(Y5)n ot n € N. Notre étude de Y est basée sur celle de ses discrétisations (Y (%)).



3 Ergodicité de Y et existence d’une solution stationnaire

3.1 Ergodicité des processus discrétisés Y
Dans cette section, on fixe § > 0 et on considére le processus discrétisé Y (0. D’apres Eq. (2),
pour n > 0,

Yini1)s(@) = @it () Yos (W) + Vi1 (W) €041 (4)
avec

(n+1)6
Dyq(w) = exp/ a(Xy(w))du ,
nd

)

(n+1)d (n+1)6
Ve (@) =/ exp [2 / a(Xv(w»dv] o2(X,(w))du |

ou (&) est une suite i.i.d gaussienne réduite définie sur (0,5,Q").
L’équation (4) définit un modeéle AR(1) a coefficients aléatoires, la suite des coefficients

(P, an/2§n) étant stationnaire. On peut alors étendre (4) sur Z.

Proposition 1 Supposons que les fonctions mesurables a et o vérifient les conditions suivantes :
1. [la(z)|p(dz) < oo et a:= [ p(dz)a(z) <0 ;
2. [log® o(z)pu(dr) < oo

Alors,
(i) il existe une unique solution stationnaire (Yys) satisfaisant sur Z UEq. J et donnée par

o.¢]
1/2
= OBt BV Rk, EL.
k=0

(1) Si Y est une suite satisfaisant I’Eq. 4 pour n > 0, de wvaleur initiale une v. a. Y
quelconque, alors p.s.

lim sup — log|Yn5 - n5| <ad<0.
n

n—0o0
Preuve. (i). C’est une conséquence du Theoréme 1 de Brandt [3] dont nous vérifions les
conditions d’application, & savoir :
(a) Elog*|@| <oo;  (b) Elog* [1)/?&| <oo;  (c) 11 := Elog|®o| <0.

Pour z,y,a > 0, log" z = max(0, log ) vérifie log™ (zy) < log™ z + log* y et log™ % = alog™ .

(c) : en utilisant le théoréme de Fubini et ’hypothése 1), on obtient :

M o= Elog|<1>0|:E/a du-/ Ea(X,)du = da < 0.

0
Elog™ |®)| = Elog® exp/ a(Xy)du < Elog™ exp/ la(Xy,)|du

= / la(Xy)|du = Ela(Xp)| < oo .



(b) : Elog* [Vi/?&| < Elog" V,/? + Elog™ |¢.

Le deuxiéme terme du majorant est fini puisque &y est gaussien. Pour le premier terme :

Vo = /()6€Xp [2/6a(Xv)dv] 0?(X,)du < /Oéexp [2/:|a(Xv)ldv] o?(X,)du

/anxp [2 :6|a(Xv)|dv] o(X,)du = exp [2/05|a(Xu)ldv] /OJUZ(Xu)dU- (5)

IN

D’ou 5 5
logt Vp < 2/ |a(Xv)|dv+log+/ o?(Xy)du .
0 0

Le premier terme est d’espérance finie d’aprés I'hypothése (1). Pour le second terme, log™*
étant concave

log+ /0 " 2(X)du = logt {5 /0 ' az(Xu)(du/é)}

0
log™ & + log ™ / o2(X,) (du/8)
0

IN

IA

0
log™ § +/ log* 0?(X,)(du/d) ,
0
qui est d’espérance finie d’aprés ’hypothése (2).
(ii). Omnapourn >1, } }
Yis — Yos = @5 @1(Yo — Yo).

Les hypothéses entrainent que p.s.
1
lim —log |®),--- ®1| =71 < 0.
non

La conclusion s’en déduit immeédiatement. B

Une conséquence de la proposition est que sous la loi P, si on note v la loi commune des Y,
pour toute solution Y® = (V,;5), n > 0 de 'Eq. (4), Y,,5 converge en loi vers v quand n — 00 :
Y est ergodique.

3.2 Ergodicité du processus Y

Dorénavant, on choisira le pas ¢ dans la suite (27™) pour des entiers m > 1. Sous les conditions
de la Proposition 1, YZ™™) est ergodique, et pour m’ > m, les processus discrétisés Y™™ et
Y(Tm,) ont la méme loi limite. Si Y est ergodique, sa loi limite est nécessairement celle de tous
ses processus discrétisés Y (). Nous allons établir Pergodicité de Y en évaluant I'écart entre Y
et ses discrétises Y(0),

Proposition 2 Sous les conditions de la proposition 1 et si
[

lim [ o%(X,)du =0, en probabilité (6)
0—0 0

alors la diffusion linéaire Y a régime X définie par 1 est ergodique.

Preuve. Soit v la loi limite commune des processus discrétisés. Soit € > 0 fixé et choisissons
A tel que v{z : |z| > A.} <e. Onnotera ¢ = E[|a(Xp)|]. Pour § =27 et ¢ > 0, soit n; le plus
grand multiple de § inférieur & . On a ny < t < ny + J. La relation de récurrence (2) s’écrit :

Y, =Y, =[@(n,t) — 1] Yy, + e,



avec e; = ant/7 ffnt,t. Nous avons :
B(|Y: = Yol > 26) € P(|[®(ne,t) — 1Yo, > &) + Pllee] > ] - (7)
(1). Controle de e : On a pour K >0

{le] = e} = {led| = & |€n.t

< K}y U{led] 2 &, €l > K}

&ne,t €tant gaussienne réduite, on fixe un K > 0 tel que P(|&y, ] > K) < e. D’ou

Plles] > €] < P[V,}t/j > % te.

D’autre part, de fagon analogue a Eq. (5),

ng+0 ng+0
0 <Vt <exp [2/ |a(XU)|dv] / o?(X,)du .

t t

Ainsi,

P[Vi: > (¢/K)°] < P (exp [2 /nmwm(Xv)ldu] > 2) + P </nnt+5 o2 (X, )du < (5/K)2/2> .

t t

Par l'inégalité de Markov, le premier terme est majoré par 2¢d/log(2) ; le deuxiéme tend vers 0
quand 0 — 0 d’aprés 'hypothése. Il existe donc un d; tel que pour tout § < d1, on a

P(ler] > €] < 3¢ (8)

(2). Contréle du premier terme : utilisant le fait que |e* — 1| < el®l — 1, on a, pour s > 0,

P[|®(ng,t) — 1] >s] < P [ /t a(Xy)du| > log(s + 1)]
< log(s+1)7'E /t a(X,)du| <log(s +1)~! ]E/(ntH) la(X,)|du
= (cd0)/log(s+1). (9)

Par ailleurs, on déduit de la décomposition
{1 t) = 0¥, | > e} = {[[®(ne, £) — i, > &, Vi | < AJU{[B(nes ) = 1¥r,| > &, [V, | > 4.,
que

P{l[®(ns,t) = 1]Yn,| > €] Pll@(ns, 1) = 1| 2 e/Ac] + P[|Yn,| 2 A<

<
< (e0)/log((e/A) +1) + P[[Ya| > A .

Choisissons un § tel que § < 01 et cdlog((e/A:) + 1)~ < e. Avec ce 4, on a
P[D (a0, t) — V| > 2] < P[[Va,| > A +e. (10)

(3). fin de la preuve : En résumé, des estimations (8)-(10) on obtient que Ve > 0, 3A., 34,
Vit > 0, Iny, tels que v{|z] > A} <e,my <t <t+Jet

P(|Y; — Yn,| > 2¢) < P[|Yn,| > Ac] + 4e .

Considérons maintenant une suite (Y3, )i avec t — oco. L’inégalité précédente en t = ¢, donne:

(=

> 2) < P [V, | > A] +4c.

5



D’ou
limsup P (‘y;k ~ Yo,

k—00

> 25) < vf|z| > A} +4e < 5e .

Notons C(v) I'ensemble des points de continuité de la f.d.r F, de la loi v. Soit z € C(v), et
choisissons € > 0 tel que z + 2¢ € C(v). Nous avons

P(Y, <)< P(Y,, <z+2)+ P (‘Ytk Y |2 25) ,
et de fagon analogue
P(Y,, <z—2)< P(Y, <)+ P (‘Ytk Yo, | > 2¢) .

D’ou
F,(x —2¢) —5e < lirr}ﬂinf P(Y;, <z) <limsup P(Y;, <z) < F,(z+ 2¢) + 5e .
k

En faisant tendre € vers 0 (avec x &+ 2e € C(v), ce qui est possible puisque C(v) est dense), on
obtient :
li;?I PY, <z)=F,(z), ze€C(v). i

4 Diffusion linéaire & régime markovien fini

Dans cette section, nous examinons le cas particulier ot le régime X est un processus markovien
de saut a valeur dans un ensemble fini £ = {1,2,--- N}, N > 1 (pms, cf. Feller [5] , Coccoza
[4], ch. 8). On considérera par la suite sa version canonique (2,, (Qz)zcr) ot © = D([0,00[) est
Pespace des fonctions réelles cadlag sur [0, 00[ et sa tribu borélienne associée a la métrique de
Skohokod.

Soit A : E —]0, o] la fonction d’intensité de X que 'on supposera strictement positive : X
est alors ergodique de loi invariante p. Si 7T est le premier instant de saut

Ty :inf{t :t>0 et Xt#XO}

T} suit la loi exponentielle de parameétre A(Xp), et la transition de XTf vers Xp, est définie par

un noyau markovien ¢(x,y) sur F vérifiant ¢(x,z) = 0 pour tout z € E. On définit de la méme
maniére les instants de sauts (73,), avec Ty = 0, par

Vn >0, Tpy=inf{t : t>T, et X,#Xp,}.

La suite des états visités Z = (Z,), Z, = Xr,, est une chaine de Markov de transition g.
Elle est ergodique et on notera w sa loi invariante. Les deux lois invariantes sont reliées par la
relation :

T o< piA(i) , 1 EE.

Par construction, les intervalles de sauts (A, = Tj,4+1 — Tn,n > 0) sont des variables expo-
nentielles de parameétres (A(Z,),n > 0), indépendantes entre elles et indépendantes de la chaine
Z.

Les probabilités produit seront notées P, = Q. ® Q'. En particulier, sous la probabilité
P, = Qu® @', le régime X est stationnaire. La transcription de la Proposition 2 dans le cas
présent donne :

Corollaire 1 On suppose que le processus markovien de sauts X a nombre fini d’états est sta-
tionnaire de loi invariante p. Alors la diffusion de O.U. Y & régime markovien X est ergodique
dés que
Z pia(i) < 0. (11)
i=1,N
Nous allons donner des conditions suffisantes pour I'existence de moments d’ordre s > 0 dans
ce cas particulier. Nous montrerons au paragraphe 4.3 que nos conditions sont équivalentes avec
celles de Basak et al [1]. Toutefois notre méthode de démonstration est trés différente.



4.1 La diffusion U, = Y, aux instants de changement de régime 7,

Soit U = (U, = Yr,,,n > 0) la diffusion aux instants de changement de régime. Utilisant (4), U
est un AR(1) a coefficients aléatoires C' = (C},) :

Up=CyUp_1+e,, n>1,C,= eXp[a(Zn—l)An] , (12)

ot A, =Ty, —Tp,—1 est la longueur du n-iéme intervalle de saut. Sous P, la suite Z = (Z,) des
régimes étant stationnaire et les variables A,, étant exponentielles £(A(Z,_1)) indépendantes,
C = (Cy,) est stationnaire. D’autre part, conditionnellement & X = (X;,t > 0), les variables e,
sont gaussiennes centrées, indépendantes, de variances :

€xXp {2G(Zn71)An} -1

Vary (e, | X) = 0*(Zp-1) 2a(Zp—1)

Une premiére conséquence de la représentation (12) est 'obtention directe de 'ergodicité de
U: ((Cy,en),n > 1) étant stationnaire, log™ C), et log™ |e,| étant intégrables, les résultats de
Brandt [3] (cf. aussi Bougerol et Picard [2]|) assurent que U est ergodique dés que ’exposant
supérieur de Lyapunov de la suite (C),) est négatif, a savoir :

o1
v = 7llrzlfi E Eﬂ [log{CnCn,l s Cl}] <0

Ce coefficient est ici simple & évaluer :

Y = Eu[l()gcl]: EM[G(ZO)AI EM[G(ZO)A(ZO)_I]

On retrouve la condition d’ergodicité (11) de Y établie au paragraphe précedent.

4.2 Existence de moments pour la loi invariante v de Y

Une deuxiéme conséquence est que (12) permet d’estimer les moments de la loi invariante v de
Y. Définissons, pour s > 0, la matrice : Qs = ((q(¢,7)¥(4),4,7 = 1,N), ou

(13)

On a le résultat suivant :

Proposition 3 Supposons que, pour s > 0, les deuzx conditions suivantes sont satisfaites :
1. Yie E : sa(i) — A7) <O0.
2. le rayon spectral p(Qs) de Qs est inférieur a 1.

Alors la loi invariante v de Y admet un moment d’ordre s.

Preuve. Montrons d’abord que ces conditions entrainent v < 0 et par conséquent 1’ergodicité
de Y. Utilisant le Lemme 2 de [17], on a

Zm log (j) = Zm log[1 — sa()A(i)~']™" <logp(Qs) <0 .

La fonction log(1 — sz)~! étant convexe sur {z : z < s™'}, on a :
-1
log (1 —s Zma(z’))\(z')_1> < Zm log(1 — sa(i)A(@) ™)™ <o0.
i i

7



Donc Y, ma(i)A(i) "t = v < 0. Ainsi Y est ergodique de méme loi invariante que U. Plus
précisément, la série

Un = dnken (14)
k=0

avec

k—1
dn,k =CCp1-- Cn—k-i—l = €Xp Z a(Zn—Z—l)An—Z )
=0

converge p.s. et est une solution stationnaire de Eq. (12). Montrons que cette série converge
absolument dans L5.

Conditionnement & X, les d,, . et e, sont respectivement des constantes et des gaussiennes
centrées de variance

Vary, (en—k|X) = UZ(Zn,k,l)eXp{2a(Z"—k—1)An—k} —-1

2a(Zy k1)
D’ou
én,k = ]Eu [|dn,kenfk|s |X] = |dn,k|s X Eﬂ [|en*k|s |X]
exp{20(Zn_k—1)An_k} — 11"
< Cildngl® |0*(Zni-
< 1| n,k| o ( n—k 1) QG(ankfl) ’

ou Cy dépend de s seulement. L’espérance en X, processus qui est résumé par ((Z,,A,)), se
calcule en 2 étapes :

(i) on prend l'espérance en A = (A,) & Z = (Z,,) fixée. Les variables A,, étant exponentielles
et indépendantes, les espérances ci-dessous existent et sont finies & condition que, Vi € F,
sa(i) — A(i) < 0. D’une part, pour Co dépendant de s seul, on a :

exp{2a(Z—1)Ag} — 1%
{ 2a(Zp-1) } |2

E, < B, [{A(LVexp2a(Ze) A} | 2]

< B, 25+ A7 exp{sa(Ze 1)Add | 7]
< G {AZe) P+ [=salZema) + MZea))CH
= OQQ(ZZfl) ;
ou la premiére inégalité découle de
T
-1 <1lve*, z€R
T
et ou on a posé
o(2) = M2) ™% + [A(2) — sa(2)] /2D (15)

D’autre part,
B, [exp{sa(Zy—1)A¢} | Z]) = (Zp—1) .

D’ou, pour C3 dépendant de s seul, on a :

k—1

Z| < C30® (Zn-t=1)0(Zn—k—1) [ [ ¥(Zn-e-1) -
(=0

Eu [Sn,k



(ii) on prend ensuite 'espérance en Z :

By [ldnken—il’] = Eulénil
< Cs > pipo®(io)plio) [ alie—1,ie)d(ic) = Cs u QFL,

10,81, ik EE =1,k

otl u est le vecteur de composantes u; = m;02(i)p(a;) et T le vecteur de composantes toutes
égales & 1. Comme p(Q;) < 1, Q’; tend vers 0 a vitesse exponentielle quand k — oo.

D’ou la convergence absolue de la série U,, dans L. B

4.3 Comparaison avec les résultats [1]

Transposons le résultat de Basak et al [1]. Concernant X, le régime & N états, rien n’est changé
si ce n’est que leur résultat utilise A, le générateur infinitésimal de X :

A(i,j) = { i(;)(?)(i’j) : i?

Considérons une diffusion vectorielle Y € R? solution de (1), mais cette fois ci pour (a(i), (7)), i =
1,..., N des matrices d x d. Leur condition (A2) assurant ’existence d’'un moment d’ordre s > 0
est la suivante :

(A2) 1l existe N matrices d x d symétriques B;, définies positives, v > 0, s > 0 tels que :

/ .
uw Bju

s/2
— 5 < —v|ul?, VueR:, w#£0,i=1,...,N.
u' Bju

N
) 1
u' Bia(i)u + ;u'Biu 231 Aij (
]:

Leur résultat est le suivant (Théoréme 3.1 et Lemme 3.2) :

Proposition 4 Sous la condition (A2) le processus (X,Y;) est ergodique et la loi limite de Yy
admet un moment d’ordre s.

Montrons que (A2) implique les conditions 1. et 2. de la proposition 3 sid = 1. En exprimant
A a partir des X et ¢, quelques manipulations simples montrent que (A2) se réécrit :

(A2) 3b; >0,i=1,...,N, s> 0 tels que :

(sa(i) — A@)b; + > A(i)q(i,j)b; <0,  i=1,...N.
Jiy#i

Ce qui implique la condition 1. D’autre part comme, pour tout 7, sa(i) — A(7) # 0, alors, pour
la matrice Qs définie précédemment, b = (by,...,by)" > 0, ot > est la relation d’ordre strict sur
chaque coordonnées, la condition (A2)’ devient : QsB < B, condition qui implique 2. (voir par
exemple [11], pp. 492).

4.4 Exemple : une diffusion linéaire 4 deux régimes

X est a deux états £ = {1,2}, de fonction d’intensité o = A(1) > 0, 8 = A(2) > 0. La matrice
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suppose également que o(1) > 0, o(2) > 0. On obtient alors :
e Ergodicité de Y si :

de transition des sauts est ¢ = . La loi invariante de X est u = (8,a)/(a+ (). On

(E) :  aa(2)+pa(l) <0



—.l

Figure 1: Diffusion a deux régimes avec a = 1, § = 2 et s = 2 : la zone d’ergodicité (E) se
trouve sous la droite d’équation y = —2z et la zone de stabilité & l'ordre 2 (E2) se trouve en
hachuré.

e Ergodicité et existence d’'un moment d’ordre s pour Y :
(1) sa(l) —a <0, sa(2)—p<0
(E2) :
(17) a(1)B + a(2)a — sa(l)a(2) <0
Dans le plan (a(1),a(2)) :
(i) (E) est délimitée par le demi-plan inférieur de frontiére Sa(2) + aa(1l) = 0.
(ii) (E2) est le demi-espace inférieur de frontiére I’arc d’hyperbole passant par I'origine tangent

a la droite délimitant (E) et d’équation : a(1)8 + a(2)a — 2a(1)a(2) = 0.
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