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Estimation de Yule-Walker d'un CAR(p)

observé a temps discret

Sandie SOUCHET & Xavier GUYON

Résumé
Soit (X (0), X(d),---,X(nd)) une observation discréte & pas § > 0, petit mais fixé, d'un
CAR(p) dont les dérivées ne sont pas observées. Pour estimer les parametres de X, nous nous
basons sur une estimation empirique des équations de Yule-Walker en 0. Cette estimation est
asymptotiquement biaisée et doit étre corrigée pour obtenir la convergence lorsque T' = nd —
+00. Une autre solution consiste a estimer les équations de Yule-Walker non plus en 0 mais
en —(p—1)0. Cette deuxieme méthode fournit directement des estimateurs convergeant,
avec un biais d’ordre principal 6 qui est explicite. Dans les deux cas, les estimateurs obtenus
sont asymptotiquement normaux & la vitesse /T et efficaces en variance. Le coefficient de
diffusion est également estimé et l'estimateur proposé est asymptotiquement normal a la
vitesse VT~ 1.

Abstract
Let be (X(0),X(0),---,X(nd)) a discrete observation, with a fixed and small mesh § > 0,
of a CAR(p) with unobserved derivatives. In order to estimate the parameters of X, we use
an estimation of Yule-Walker equations at point 0. This estimation is asymptotically biased
and must be corrected to converge as T = nd — +00. An alternative method consists to
estimating Yule-Walker equations at point — (p — 1) §. This second method directly provides
convergent estimators with a bias of main order § which is explicit. In both cases, estimators
are asymptotically normal with a rate in v/7" and efficiency in variance. The diffusion coeffi-
cient is also estimated with a precision of order § and the estimator is asymptotically normal
with a rate in V761

Mots clefs
Modele autorégressif continu d’ordre p; équations de Yule-Walker; biais d’estimation; fonction
d’autocovariance; fonctions de covariance dérivée.

Code A.M.S. 62 M 10 - 62 F 12.

1 Introduction :

Soit W = (W (t)),~, un mouvement brownien réel issu de 0 défini sur un espace de probabilité
(2, A4,P). Un CAR(p) de parametre § = (a,0), @ = "(ag, -+ ,ap_1), est un processus
X = (X (t)),5, dérivable & I'ordre p — 1 sur R* tel que, si I'on note XU () = %X (t), on a

([41,[7]) -

dX® (1) + [%X (t) + -+ ap 1 X (1)| dt = odW (1) (1)



Soit P le polyndme caractéristique associé a (1) : P(z) = 2P + ap_12P" 1 + -+ + ap. Si
toutes les racines de P ont une partie réelle négative, il existe une unique diffusion gaussienne
stationnaire et ergodique Y = ¢ (X, xM ... ,X(p_l)) qui satisfait (1) [1]. Dans toute la suite,
nous supposerons que cette condition est vérifiée.

Comme pour les modeles autorégressifs AR(p) & temps discret, les parameétres d’un
CAR(p) peuvent étre estimés a partir des équations de Yule-Walker. Dans le cas continu,
ces équations sont basées sur les fonctions de covariance dérivée (DCVF) (D; ) définies pour

i,7 €{0,1,--- ,p—1} par (cf. [7]) :

Dis () = E[XO ) xD )], Dy P tm L [ X0 (44 5y axe-y
50 =B[XOW XD O], Dy im L[ X0 ¢ maxe g
avec ([7], théoréme 3.1) :
2
g
D1 0) = 2 @)

Les équations de Yule-Walker décalées de h, avec h < 0, sont obtenues en multipliant
léquation (1) par XU (£ 4 h) et en prenant I'espérance sous la loi stationnaire. Ainsi, pour
h <0, ces équations sont :

Djy(h) +ap-1Djp1(h) +--+aDjo(h) =0, j=0,--- ,p—1 (3)

Si on note I' (h) = (Djx (h))j k=0, p1 €6 V() = Y(Doy (), -+ ,Dy_1,(h)), a satisfait le
systeme linéaire suivant :

y(h) +T (h)a=0 (4)

Une estimation des (D; ;) permet donc d’estimer «. Dans [7], Hyndman estime (4) en h =0
en se basant sur une observation continue de X et de ses p — 1 dérivées sur [0,7], c’est-
a-dire lorsque la diffusion multidimensionnelle Y est complétement observée. L’estimateur
de a obtenu est consistant, asymptotiquement normal et efficace lorsque T' — 400. Nous
considérons ici le cas ou la seule donnée est 'observation discrétisée (X (0), X (6),--- , X (nd))
de X sur [0,T], nd =T avec 6 > 0 fixé et T — +o00. Les dérivées de X n’étant pas observées,
elles doivent étre approximées afin de pouvoir définir des estimateurs des DCVF en 0.

Dans le §2, nous rappelons quelques résultats préliminaires sur les DCVF et leur relation
avec la fonction d’autocovariance de X.

Nous définissons au §3 des approximations des dérivées de X et les estimateurs des DCVF
en 0 qui en sont déduits. La corrélation entre les approximations de X ®—1 (¢) et de dX P~V (¢)
engendre un biais multiplicatif systématique dans I'estimation de D,_;, (0). Ce biais étant
explicite en p et indépendant des parametres & estimer, il suffit de renormaliser 'estimateur
concerné pour débiaiser la procédure. On obtient ainsi un systeme d’équations de Yule-Walker
estimées en h = 0 qui conduit & une estimation convergente de « & § pres, asymptotiquement
normale & la vitesse v/T et efficace en variance & un terme (I +o0(1)) prés. L’estimateur du
coefficient de diffusion o2 est convergent & un (1 + O (0)) preés et asymptotiquement normal
a la vitesse VT 1.

Dans le §4, nous étudions une autre procédure qui consiste a estimer les équations de Yule-
Walker (4) non pas en h = 0 mais décalées de h = — (p — 1) 6. Ce décalage élimine le biais
systématique de 'estimation de D,_1 ;. La encore, I'estimateur proposé est asymptotiquement
normal & la vitesse /T, efficace, avec un biais dont la partie principale en § est explicite.

Ces résultats sont mis en oeuvre pour un CAR(2) au §5.



2  Quelques propriétés de la fonction d’autocovariance

Dans la suite, la notation j = 0, p signifie j € {0,--- ,p}.

Les calculs de biais et de variances asymptotiques des méthodes d’estimation sont basés sur

les propriétés de la fonction d’autocovariance (ACVF) de X, r (h) = E[X (¢t + h) X (¢)].
L’ACVF est de classe C??~2 sur R et de classe C* sur R*. De plus, pour tout k& > 2p — 1,

les limites & droite +(*) (07) et & gauche +*) (07) de r¥) en 0 existent et sont finies, avec :

r(2p—1) (07) = _p(2p-1) (o), r(2p) (07) = r(2p) (0™)

Enfin, r et ses dérivées successives sont & décroissance exponentielle.
I1 existe un lien fonctionnel entre 'ACVF, r, et les DCVF, (D; ;) (cf. théoreme 3.1, [7]) :

Propriété 1

1)3' p(i+7) (h) =
1)P 0+P) (p) =
) = (=1)P r(2p—1) (0—) — (_1)P—1 r(2p—1) (0+)

VhERa Vi7j:0ap_]-7 DZ,] (h)
Vh#£0, Yi=0,p—1, Dy, (h)
Dp_lap(

= (-
= (-

(=)

Les équations de Yule-Walker peuvent donc étre exprimées en fonction de 'ACVF et de ses
dérivées. Ainsi, pour tout 1 =0,p — 1, on a :

vh>0, 0P (AF) +ap P Y () - aor® () =0 (5)
Vh<0, (=127 (h7) 4+ (=1)? Lay yrTHP D (B) 4o apr@ (h) = 0 (6)
Le lemme suivant nous permettra de calculer les biais d’estimation.

Lemme 1
Pour tout h > 0 et Vt € |—00, —h] U [0, 400[, on a :

2p k

rt+h) =) %r(k) (tT) + R TR (1) (7)
k=0 "

ou R décroit exponentiellement vers O lorsque |t| — +o0o0. Pour h >0 ett € |—h,0[, on a :

2p hk (t + h)Zp—l B
r(t+h)= kzo Hr(k) (t) + ZWT(ZP D(0%) + 0 (R ()

Ce résultat est une conséquence directe de l'application de la formule de Taylor avec reste
intégral.

3 Estimation des équations de Yule-Walker en h =0

Les DCVF étant liées aux dérivées de X qui ne sont pas observées, nous somimes amenés
a définir des approximations de ces dérivées. Soit A l'opérateur de différence premiere,
AX (t+0) = X (t+06)—X (t), et A son j°m€ itérd, ADX (t+ j5) = S2]_o CL (1) X (t +10).
Il est naturel d’approximer XU) () par 6 7AUWX (¢t + j6). En effet, le théoréme qui suit,



établit que, pour j = 1,p, 6 7AUX (t 4 j0) approche dXU—1 (¢) & § pres.
On introduit, pour (k,j) telsque 1 <k <j<p:

(9)

PourjEN*, keN: afz {:OCJI-(— )‘7 LIk, On vérifie que Vk=0,7—1, asz, agzj!
et adt' =L (j+ 1)

Avec Bo = ap_1ap, @ = Lip =1, B = ap_104; — j—1, Y0 = —PBp—1p et © = 1,--- ,p —1,
Y = Bi-1— Bp-104,0na:

Théoréme 1

AG)x (4 = pil af(5k P(;p p—1 a;5+15p+1 pil 5,X(i) <R )
et k! (p+1)! —~ ! I
+ BY(t) —ap 1 BY (1) + 5,9_13;'*1 (t)
o :
I [ttks I pttko " p—1 '
B (t) = ; /t sy T ) OAW ) et By (1) = ; /t oy ) (Z:; 1 X® ()

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe A.
Ainsi, pour ¢ = 0,p — 1 et j = 0, p, un estimateur empirique de D; ; (0) est :

B = 9 SN NG x (k6 4 18) ADX (k6 + 76
i,j_mkzzo X (kb +1i6) AV X (K + j0)

. . 2p—1
Notons, pour i,j € N: d; j =23, C! (—1)l (‘7(;;)_;! . Les DCVF estimées et les dérivées de
I’ACVF sont en correspondance comme suit :

Théoréme 2
Pourt>0,4i,5=0,petk €Z, ona:

E[ADX (t+i6) AVX (t 4 50 + ké)] = (=1)" AUHDr (56 + ko) = (—1)? AUH)r (16 — k6)  (10)

De plus, si k< —j ouk >1, ona :

Ay (6 + ko) Z Tt v (k0 = i6)T) + 8L R (ko) (11)
I=i+j
ot R est a décroissance exponentielle. Enfin, sik € {—j+1,--- ;i — 1} alors :
» NI
Ay (6 + ko) = > 1w aty T (k=) 0) + 0% diyjpry 770 (07) + 0 (6711) (12)
l=i+7



Démonstration:

Notons : A=E [A(i)X (t+i0) AUX (t + 50 + k6)]. (10) repose sur la définition de AL

A = Z cl(-1)"! zjj CM (—1)"E[X (t+16) X (t + ko + j6 — nd)]

J
= ch ”ZCJ" —1)"r (k& + j& — né — 16)

i+ min{m,i}
= (=)' (-p” ( > oa C;nl) 7 (kS + 56 — md)

I=max{0,m—j}

= (=)' (=1 CP1r (k + j6 — mé) = (—1)" ATy (ki + jo)

m=0
Le membre de droite de ’égalité (10) est obtenue de maniére similaire. Les équations (11) et
(12) résultent d’une application directe du lemme 1.0J

Il est alors facile de montrer que les (5?]) estiment les (D;;(0)) a un O () prés mais que

63—1,;0 est biaisé. En effet, définissant ¢ (p) = —1 +dgp_1,p, on a :

Proposition 1 : Biais des DCVF estimées en h =0
Pouri=0,p—1etj=0,ptelsquet+j<2p—3, ona:

E [EZJ] _ (_1)ir(z‘+j) (0) + 0 (] ; ’l> (_1)i7,(i+j+1) 0) + O (52)

1

= Di;(0)+9 (j 5 > Dij+1(0) + O (8%)

Pouri=p—2etj=p

E [D”

poap| = (CDPRD(0) 45 (<14 dypay) (—1)7 720D (07) + 0 (57)

= Dp1p1(0) =0 (=1+dyp 2p)Dp1,(0)+0 (52)
Pouri=p—1letj=p—1:
B[Dy 1] = (170D (0) 46 dyy gy 1 (-1 @D (07) + 0 (67)
Dy—1,p-1(0) + 8 dzp—2p-1Dp-1, (0) + O (8?)
Pouri=p—1letj=p

J

E [Ag—l,p} = ¢(p) (_l)p—l r(2p—1) (0+) + 5 (_I)P—l r(2p) (0+) +0 (52)

= ¢(p) Dp-1p( Z% p—1,+1 (0) + O (67) (13)



Démonstration :
Utilisant (10) et (12) ,on a, pour i =0,p—1, j=0,peti+j <2p—3:

E[ﬁz’f]} = 5 (IR A(i)X(ié)A(j)X(jé)]:5’(i+j)(—1)iA(i+j)r(j5)
) zij az:ij—i—l
= (—1)Zm 7(i+9) (_@5)+(—1)Z5mr@+ﬂ+l> (—i6) + O (0%)
— (<) D) (—i8) + (~1)'6 (%) rUID (—i5) + O (5%)

Par la formule de Taylor : r(%9) (0) = r(i+9) (—ig) + i6r(++D (=i8) + O (62).
E [B;fj] = (=1)" 0D (0) + (=1)' 5 (%) P70 (Zi5) + O (62)
= (=1)% 0D (0) + (=1)' 5 (%) P+ (0) 4 O (62)
D’aprés la propriété 1: Dy ; (0) = (—1)" 749 (0) et D; j41 (0) = (—=1)" 747+ (0). On obtient
le résultat annoncé.

Pour montrer (13), on utilise de méme (10) et (12) avec i = p—1, j = pet k = 0, le
développement de Taylor de (2?1 et (2P) en 0, puis la propriété 1, on obtient :

E [Ag—l,p} _ (_l)p—l 5—(2p=1) A(2p-1),. (pd)
= (-)P! [szl) (—(p = 1)6) + dap1,7# D (07) + 06 (?) ) (—(p - 1)5)] +0 (5%)

= (—1)P~! [7‘(2”_1) 07)-(p-1) §r(2p) (07) + dyp 1 pr PV (07) +46 (2;02— 1) r(2P) (0_)] + 0 (6%)

= (=P (=14 dyp 1)V (07) + (1) 0 (%) r2) (07) + 0 (6?)

En dérivant (5) pour i = p — 1 et en passant & la limite en 0%, on obtient : (2 ) (0%) =
— Z?;é a;rUtP) (0F). Avec lapropriété 1, ona: (—1)P~" >0 > ardte) (01) = ZJ 0 % Dp_1,j+1(0).
Les autres développements s’ obtlennent de maniére 31m11a1re D

Comme le montre (13), Dj_; , présente un biais multiplicatif systématique. Le coefficient

multiplicateur c(p) est connu en fonction de p et indépendant de (a, o ) On a, par exemple :

cl) =1, c(2) =3, ¢c(3) = 5 = 0.55,¢(4) = L ~ 0.48 et ¢(5) = 252 ~ 0.43. Ainsi, en

renormalisant D" |  par ¢(p), on obtient un estimateur de D,_1, (0) & un O () pres .

p—Lp
D’apres (2), il est naturel d’estimer o? par 2 = —ﬁD;}_Lp. ,
estimé A partir de la variation quadratique de AP~D X, VQ (A(pfl)X) =3 [A(p)X (k6 + pd)]”~.

Une application directe de (10) et (12) permet d’obtenir :

Ce parametre o2 peut aussi étre

E [VQ (A@—Ux)] = (n—p+1)d%Le(p)o® (140 (9))

Concernant «, I' (0) et v (0) sont estimés par :
~ ~ SN ~ PPN
D= (Dly), ey ot 7" =" (Db Dpagrclo) D)

6



(4) est alors estimé par :
r"a+3" =0 (14)

Le résultat suivant montre que, pour § proche de 0 et n — 400, ce systeme admet une
unique solution qui estime « avec un biais de 'ordre de J, biais qui s’explicite en fonction des
quantités suivantes, pour : = 0,p — 3 :

—1 p—1
1% . 1 : 1
Bi = ]ZO @ (7 =) Dijj+1(0), Bpa =3 JZO @ (j = p) Dp—2,j+1 (0) + (—1 + gdzp—zp) o’
1271 «
By1=3) (Z +1-p—c (p)fl) Dy 1,41(0) — p271d2p72,p7102
1=0

Posons I’ = E {f”}, v =E[{"], 0 =E[52]. Ona:

Théoréeme 3 : Convergence de 'estimation de Yule-Walker en h =0
1l existe 0y > 0 tel que pour tout 0, 0 < & < dg, avec une probabilité qui tend vers 1 lorsque

~ N1
n — 400, le systéme (14) admet une unique solution a™ = — (I‘") Fm.

De plus, a" LHad=— (F‘S)_1 v avec a® = a— 0T (0) 't (By,-- , By 1) + O (6%).

De méme, G2 converge en probabilité vers og =02+ % z;:—ol a; Dy 1,11 (0)+0O (52)

Démonstration :

D’aprés la proposition 1, T9 = T'(0) + O (6) et T'(0) est inversible ([7], proposition 3.1).
Il existe donc g > 0 tel que pour 6, 0 < § < &, I’ est inversible. D’aprés [6] (§2.5.3,
proposition 3), la diffusion Y est a-mélangeante avec un coefficient de mélange qui décroit
exponentiellement. Les conditions requises pour appliquer la loi des grands nombres (mais
aussi le théoreme de la limite centrale) a (X (kd)),, sont donc satisfaites. Par application

de la loi des grands nombres, I converge en probabilité vers T'?. Ainsi, avec une probabilité
qui tend vers 1 lorsque n — oo, I est inversible et (14) admet une unique solution a".
Appliquant & nouveau la loi des grands nombres & 4™, on obtient la convergence de a™ vers
of. L’écart entre o’ et « est donné par :

~1
o —a=— (F‘5> [’y‘s + F‘sa] , avec 2 =T(0)+ O ()
Utilisant la proposition 1 ainsi que les équations, (3) ou (5), on montre que :
Y+ =484(By,-,By 1)+ O (62)

On obtient ainsi le biais annoncé.
La convergence de 52 vers og est obtenue en appliquant la loi des grands nombres a D))
I’évaluation du biais d’estimation résulte de (13). O

1p

Ces estimateurs sont asymtotiquement normaux, & la vitesse v/ pour a”, et VT~ pour
G2. Q" est efficace en variance & un facteur (1 + o (1)) prés puisque I' (0) est I'information de

2p—1172
Fisher associée au modele. Notons : d(p) = # zp:_ll Ef:o Cép (-1)! %]

7



Théoréme 4 : Normalité et efficacité de I’estimation de Yule-Walker en h =0

Vi (@2 —o2) PO N (0,Kp), Ky = d(p)o +0(6)

Pour tout 6, 0 < § < dp: Vnd (6?" - a‘s) &)P)Np (0,Vp), Vyg=0c’T(0)"" (I+0(1))

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe B.
Nous allons proposer une procédure d’estimation de «, directe, basée sur les équations de
Yule-Walker avec un décalage de h = — (p — 1) 4.

4 Estimation des équations de Yule-Walker décalées

On sait qu'un CAR(p) observé aux temps discrets kd est un ARMA(p,p-1)([2] [8]). Le
théoreme 1 précise cette correspondance. Avec c¢(p) la constante définie en (13) et si on
note A Popérateur , AX (t) = AP X (t + pd) + Zf:—ol gL AW X (¢ 4 15), on obtient :

Corollaire 1 57 X est stationnaire :
kd+id

AX (ké) = BP (kd) + R (kd), By (ko) 2/5 L (k6 —v) dW (v)
kd+(i—1)6

(BY, R) est un processus gaussien, stationnaire, centré, vérifiant :
(i) R est de variance k(p)o?6?P*L et de covariance a décroissance exponentielle.

(ii) BE est de variance c(p) 0?6**~1. Sa corrélation p est de portée (p—1)d, avec pour k tel
que |k| <p—-1:

ptk ] — P! P (G — P!
) =ct) 3 L(ZC! o ) > cp -

=14k =1

Par exemple, pour un CAR(2), p (1) = %; pour un CAR(3) : p(1) = 33, p(2) = &; pour un
CAR(4), on a: p(1) = 3135, (2) = 303, » (3) = 735-

B} constitue ainsi la composante principale de la partie M A(p — 1). L’estimateur des
moindres carrés a” associé a ce schéma satisfait, pour tout ¢ = 0,p — 1 :

n—p p—1
> AUX (k6 +i8) |APIX (kS +pd) + > #TAVX (k6 + jo)a | =0
k=0 §=0

Ce systeme est celui des équations de Yule-Walker estimées en 0 avant le débiaisage de Dp 1p:

le biais asymptotique s’explique par I'existence d’une corrélation entre le bruit Bb (kd) et la
variable explicative ! (X (kd) ,-- - JAPDX (RS + (p—1) §)). Dans un tel cas, une alternative
classique aux moindres carrés est la méthode d’estimation par variable instrumentale : cette
méthode ([3]) consiste & remplacer la variable explicative corrélée au bruit par un instrument



qui en est décorrélé. By (kd + (p — 1) 8) étant décorrélé de ! (X (k6),--- ,AP~VX (ké + (p — 1) 4)),
une solution consiste donc & estimer a par a" tel que, pour tout i =0,p — 1 :

n+1-2p
Z ADX (ks + i) | AP X (ks + (2p— 1) 6 +Zap INDX (k6 + (j+p—1)0) & | =0

Notant, pour: =0,p—1, 7=0,p:

o _ 00D ST o)
= Al kd + i) A kd —1)4
™ _ [ Pn an _t(pn nn ~n : : : & .
"= (Di’j>z‘,j:0,p71 et Y = (DO,]N ’Dpfl,p)7 a" doit satisfaire le systéme :
"&" +3" =0 (15)

Les (5&) estiment les DCVF non plus en 0 mais en — (p — 1) §, avec les controles des biais

suivants :

Proposition 2 : Biais des DCVF estimées en h = —(p—1)4d
Pouri=0,p—1etj=0,p, E [5&} =D;j(=(p—-1)0)+ 5§i,j + 0 (6%) avec :

~ P — i (i
By =1 (<) (p - 1))

La démonstration de ce résultat repose sur une application directe du théoréme 2.

Si elle existe, a" est la solution des équations de Yule-Walker estimées en — (p — 1) 4. On
montre, comme précédemment :

Théoreme 5 : Estimateurs de Yule-Walker décalés
1l existe 0g > 0 tel que pour tout 0, 0 < & < dg, avec une probabilité qui tend vers 1 lorsque

~ \—1
n — 400, le systéme (15) admet une unique solution o™ = — (I‘") 3" telle que :
~ o\ —1 ~ ~
N (I‘5> . & =a—or() (Bo,--- ,Bp,l) +0(62)
ot, pour i =0,p — =3 E] —0@j (7 —p) Dij41(0). De plus :

Vnd (an ~@) 20N, (0.%), Vo =0T ()7 [T +0(1)]

5 Etude expérimentale

Ces deux méthodes d’estimation sont mises en oeuvre pour un CAR(2) de parametres ap = 2,
a1 = 3 et 02 = 1. Les observations sont simulées & I’aide d’un schéma d’Euler & pas 0.0001 sur
[0, T ceci, pour différents choix de (n, ). Nous calculons la moyenne et la variance empirique
sur N = 200 réalisations des estimateurs présentés. La moyenne et la variance empiriques de
Pestimation de « basée sur les équations de Yule-Walker en 0 sont notées respectivement :



my (@) = & LV @ et VY (a) = ey SV (amt — m?\,)Z. Pour les équations de Yule-
Walker décalées, et pour o2, les notations sont : m% («), VE («), mn (¢2), Vi (02).
La fonction d’autocovariance d’'un CAR(2) est, pour a 7é b ([5]) :

02

r(h) = 2ab (b — a?)

(bexp (—a|h]) —aexp(=blh])), a+b=ai, ab=

Avec ag =2, 1 =3 et 02 =1, 7 (h) = & (exp (— |h|) — 2exp (—2|h])). La variance théorique
de @" et &" est 02T (0)™" (I +0(1)) ot :

. 2@0@1 0 o 12 0

- 0 201 ) 0 6

La variance théorique de 2 est : 3o + O (9).
Les biais théoriques de @", &" et 52 sont de la forme B (a, 02) 0+0 ((52) avec respectivement :

1 _1 . 302
B0 = (5 @iy )+ B0 = (N ) B (o) = I ()

Ces quantités etant exphc1tes nous réduirons l'erreur d’estimation en calculant les Jmoyennes

empiriques a’fv, aN et O'N associées aux estimations partiellement débiaisées : a =an —

Bl s, & =a"—BY(@")d et 5, =52 — B” (a",52) 0.

Le tableau 1 compare les biais réels 04‘5 —a, & —aet ag — 02 a la partie principale des
biais théoriques B (a,az) §. Le tableau 2 donne les estimations de « et de o? comparées &
leur limite théorique et aux estimations partiellement débiaisées. Le tableau 3 compare les

variances empiriques aux parties principales des variances théoriques.

0 —r@ ™

5 |a®—a|BYa)d | a®—a|Ba)d|o2—o? B (a,0?) 6

0.01 | -0.0297 -0.03 -0.0296 -0.03 -0.0173 -0.0175
-0.0248 | -0.025 | -0.0125 | -0.0125

0.05 | -0.1435 -0.15 -0.1407 -0.15 -0.0832 -0.0875
-0.1213 | -0.125 | -0.0629 | -0.0625

0.1 |-0.2749 -0.3 -0.2650 -0.3 -0.1587 -0.175
-0.2356 -0.25 -0.1262 | -0.125

0.5 | -1.0051 -1.5 -0.8956 -1.5 -0.5606 -0.875
-0.9488 -1.25 -0.5953 | -0.625

Table 1: Biais réels et parties principales des biais théoriques pour un CAR(2), ag = 2, a; = 3
et 02 = 1.

Commentaire : les biais réels sont tres proches de leurs parties principales pour ¢ = 0.01,
0 =0.05 et 6 = 0.1. On constate la convergence des estimateurs vers leurs limites théoriques.
L’estimation des variances reste correcte méme pour des valeurs de T relativement faibles,
mais se dégrade rapidement lorsque § croit. Les deux méthodes d’estimation de a sont proches
I'une de l'autre. Le débiaisage partiel des estimations améliore globalement la précision de

Pestimation.
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n m% (o) | a° ok | mb ()| o [a|my(?) ]| of o3
5000 0.01 | 2.094 | 1970 | 2.126 | 2.094 | 1.970 | 2.126 | 2 0.978 0.982 | 0.995
(T=50) 3.024 | 2.975 | 3.050 | 3.032 | 2.987 | 3.044 | 3
0.06 | 1.871 | 1.856 | 2.006 | 1.874 | 1.859 | 2.012 | 2 0.917 | 0.916 | 0.996
(T=250) 2.890 | 2.878 | 3.006 | 2.950 | 2.937 | 3.015 | 3
0.1 1.734 | 1.725 | 1.975 | 1.744 | 1.735 | 1.995 | 2 0.840 | 0.841 | 0.984
(T=500) 2767 | 2.764 | 2977 | 2.876 | 2.873 | 3.003 | 3
0.5 | 0994 |0.994 | 1.504 | 1.103 | 1.104 | 1.767 | 2 0.439 0.439 | 0.759
(T=2500) 2.051 | 2.051 | 2.607 | 2.403 | 2.404 | 2.917 | 3
500 0.06 | 2.124 | 1.856 | 2.282 | 2.126 | 1.859 | 2.288 | 2 0.903 0.916 | 0.982
(T=25) 2.959 | 2.878 | 3.080 | 3.026 | 2.937 | 3.090 | 3
0.1 1.824 | 1.725 | 2.082 | 1.834 | 1.735 | 2.102 | 2 0.838 0.841 | 0.981
(T=50) 2.813 | 2.764 | 3.033 | 2917 | 2.873 | 3.046 | 3
0.5 1.006 | 0.994 | 1.528 | 1.116 | 1.104 | 1.790 | 2 0.436 0.439 | 0.756
(T=250) 2.061 | 2.051 | 2.633 | 2.412 | 2.404 | 2.930 | 3
Table 2: Moyennes empiriques et estimations débiaisées d’” un CAR(2) sur 200 répétitions,
ag = 2, a; =3et 0?2 =1.
n 5 Vi(a) VY (a) o’ (0)~" | Vv (0?) | 20*
13.41 —-0.22 13.40 -0.13 12 0
5000 (T=50) | 0.01 ( 2092 6.20 > ( 013 5.91 ) ( 0 6 > 2.16 2.25
10.32  0.92 10.35 0.94 12 0
(T=250) 0.0 ( 0.92 6.10 > ( 094 5.49 ) ( 0 6 > 1.62 2.25
9.44 1.01 9.64 1.42 12 0
(T=500) 0-1 ( 1.01 6.63 > ( 1.42 491 > ( 0 6 > 172 2.25
3.04 2.28 4.02 1.90 12 0
(T=2500) 0-5 ( 2.28 9.72 > ( 1.90 3.10 > ( 0 6 > 044 2.25
14.27 1.03 14.29 1.03 12 0
500 (T=25) | 0.05 ( 103 818 > ( 103 6.82 ) ( 0 6 > 2.31 2.25
10.96 1.19 11.12 1.37 12 0
(T=50) 0-1 ( 1.19  5.96 > ( 1.37  5.13 ) ( 0 6 > 1.56 2.25
3.88 3.96 4.06 1.77 12 0
(T=250) 0-5 ( 3.96 13.23 > ( 1.77 13.52 ) ( 0 6 > 048 2.25

Table 3: Comparaison des variances empirique et théorique des estimateur d’ un CAR(2) sur
200 répétitions, ag = 2, a1 = 3 et 02 = 1.
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A  Démonstration du théoréeme 1 :

t — X (t) est presque stirement de classe CP~! sur R*. Par application de la formule de
Taylor, on a, pourt > 0et h > 0:

—2 t+h _ o, \P—2
X (t+h)= ZZ—X()(t)Jr/t Ah= w7 ) (u) du

— (p—2)!
Appli t 1a f le de Ito A (4) — (th=0)™ 3 (j) -
ppliquant la formule de Ito & f (v,X (v)) ———X ) (v), on montre que :
(t+h—t=0)"_ R =0" /Hh (t+h—v)"""
— XV (t+h) = o XV (¥) t m = 1) XV (v)dv
t+h _ .\ ]
/ de(y) (v)
t m'
Donc, pour m>1let j=0,p—1:
Hh(t 4+ h—o)™ o Hhit+h—o)™
vre 7 x@ — - x v ax@
/t (=11 XY (v) dv m!X (t) —i—/t g dXV’ (v) (16)
On a donc :
Hh (t 4 b — v)P 2 hp—1 Hh(t 4+ b — )P
TR xeD) () dy = x =1 (4 _|_/ ~re 7 X
=T R T Z Z
PRt 4+ b — )P
+ odW (v
/t (p— D! )
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et :

Pl t+h p—1 p—1
h (t+h—v) ;
k=0 t i=0 t

t+h (t+h—v)P

(p-1)! 1<_

En appliquant (16) deux fois & | p1

notations introduites :

~ P ) AR pn
X(t+h) = IFOHX (t)_ﬁzai (t)+(p+1)!ZBi (t)
= 1=0 1=0
th (t 4 b — )P Hh (t 4+ h — )P
+ L odW (v) — ap_ /
/t (p—1)! () = ' p!
t+h (t + h _ ,U)P+1 t+h (t + h )p+1
+ By L odW (v +/
Y Wr) Ter
Avec les <a§?) définis précédemment, on a :
J
ADX (t+j6) =Y Ch(-1) (t +16)
=0
p—1 _ksk aPop P11 p+15p+1p 1
N0 il a; o
/ i [trRO (t +16— U)P*1 (t 16— v)?
+37 0 (1) / Grb-o
; ]( ) kzl t+(k—1)8 (p—1)! ot !
J i [T (15— ot (S
+3 Ct(—1) ! / —_— X0 d
; 5 (1) ; t+(k=1ys  (p+1)! ;7 (v) | dv

De plus, si k& < 7, af
sommation pour (17) et (18) :

A(j)X (t+50)
- k(sk aP P—L p+1 p—1
— J
-S4xe0-3 X e
= 1=
T ks (t+16 — v)”‘1 (t+16 —v)?
2 e G S e T e
J t+ké J p+1 /p—1
e e e (SO ) )
ot = P+ \Z

13

Bt 4 b — )P
(p—1)!

P o X (v)) dv, on obtient avec les

= 0. Le développement annoncé résulte de 'intervertion de ’ordre de

(t+16 —v)PT

(p+1)!

-1

odW (v)

odW (v)



B Démonstration du Théoreme 4

~ 11 ~
Loi asymptotique de a" : a" — o’ = {F”} <:)7” +I‘"a5) est centré. Notons, pour
i=0p—11=0p-1, g = a?, et pour i = 0,p — 2, B;, =1et ﬁgil = c(p)fl. On
a1y 4 Inad =t ( P Oﬁlngl, o B 1DI’} 1 l) L’application du théoréme de limite

centrale donne :

Vnd (?n + fnaé) @Np (0,Mp), My=(M;;)

7'7.7:0ap71

Notons : A4; X (t) =>7_, 5p*lﬁliA(l)X (t 4+ 10). Les coefficients de My sont, pouri,j = 0,p—1:

1 X PO
M = WZE[A()X(M) AGX (75 + ko) A; (0) A; (kd) |
=0
1 X

+ s 2B [ADX (j0) AOX (0 + kd) AiX (k6) A, X (0)]
k=1

Le processus X étant gaussien et centré, on applique la propriété E( XY ZT) = E(XY)E(ZT)+
lE(XZ) E(YT)+E(XT)E(YZ) avec X = ADX, Y = AUX, Z = A;X et T = A; X, puis
(10). M; j se décompose alors comme suit :

+0o0
52p—1+i+jMZ,,j — Z (_1)i A+, (50 + k6) (Z 5P lﬁl Z(gp qﬂjA (I+q) (g6 + ké)) (19)

k=0
+w p . p . - .

+ (Zaﬂ i (— l+ﬂ>r(j5+k5)> > oral (—1)° ATy (g6 + ko) | (20)
k=0 \[=0 q=0

+oo p
+ (Z(;p l/BZ N NGM ) (Z 5P qﬁy JAq+J (q(g))

=0

p

q=0

k
too /P
+ (Z(;p g (~1)' A NGO ) (Z(gp qﬁ] 1)7 Alata)y (qé))

Par définition de o, (21) et (24) sont nuls. Analysons (19) : utilisant (11), on a pour & > p ,

q=0

AFDp (56 + ko) (Zap LI (— Zap 18I ATD (q5+k5)>

p p

_ 5z+]+2p,r i+j) (Z /Blz l /B r (I+q) ) + 5i+j+2p+1R1 (k(5)
=0

q=0

14

>
k=0
+oo
+ Z (_1)3' NG (i6 + ko) (z 5P~ q53 z 5P lﬁZA I+q) (16 + ké)) (22)
k=1
+0o0
>

(21)

(i 5p—lﬁlz’ (_1)1 A+, (16 + ké)) (Z 51)—!153 (-1)¢ Alag+i),. (10 + k5)> (23)

(24)



Par définition de 53, on a :

P P
z 5 z 7 -(1+4) (k6) =
q=0

=0

p—1
B (=1)" | it (k6) + )~ afrH) (ko)

p

>

1=0 i 4=0 |
p

>

p—1

= B (=D)" | BIrPt) (k) + Y agr9 (ko)
=0 L g=0 ]
r p—1
+ S A (ag - aq> (59 ()
=0 q=0

Puisque o — « = O (8) et que r satisfait les équations de Yule-Walker, on obtient alors :

P p D
D B (=)' IO (ke) = B (- — 1) 2@+ (k§) + 6 Ry (K0)
1=0 q=0 =0
On a ainsi :
+w . .
> (=1 ATy (5 + ko) Zap i (— Zap 1BIATDr (g5 + ko)
k=p
+00
— §itit2p Z pi+9) (ko) [Z ﬁ ) (p+1) (ko) | + §itit2p+l Z R (k6)
k=0

ou R est a décroissance exponentielle. Pour § proche de 0 et compte tenu de la régularité de
r et de ses dérivées, on obtient :

f(—nm(iﬂ (6 + ko) (Z Plpl (- Zap 18I A0 (q5+k5)>
k=p q=0
_ giti+tw—1 /:)o (= 1) pli+) [Z B (— — 1)@ (v) | dv + O (67H+%P)
Donc :
(19) = gititee! /+:o (-1 p(i+d) [iﬂ 1) rp+D) (v)| dv+ O (5z'+j+2p)
v= 1=0

3
L

p p
+ (—=1)" ACDp (5§ + K6) (Z (-1 gl ATy (g6 + ka))

0 (=0 q=0

ES
Il

On montre de maniere similaire que :

00 p
(22) — Sitit+2Zp-l /+ ( z+] |:Z /Bg 1) ,r.(p+l) (U)] dv + O (5i+j+2p)
v=0 q=0
+ Y (=1 A (i5 k) | Y 6P BT (1)1 71 AT Dy (15 + ko)
k=1 q=0 =0
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00 p
(20) = giti+2p—1 /+ (- ) (IB] _ 1 rli+p) (Z/B pU+7) )) dv+ O (5i+j+2p)
v=0

=0
" +00 P

@) = 5t [y (- 10 @) (3 (-0 @) ot 0 (550)
v=0 q=0

D’apres 1’équation (10) du théoreme 2, on a :

p—1 P P
> (1) ATy (i + ko) (Zé”lﬁg( 1) " srapiAlte (15+k5)>
k=1 q=0 =0
p—1
= > (=1)" Ay (55 — ko) (Zap LG (— Zap 185 Ay (q5k5)>
k=1

M; j s’écrit donc :

+oo p
My, = / ) (o) |7 (=) (8] — 1) 1 (0) | do
=0
+oo p
+ / ) () |3 B (—1)7 (81— 1) 1% ()| do
q=0
+oo (i+p) - i1\ ,.(147)
= [ E =) (Z@( Dy (v>> do
=0
+ / ) (B — 1) rU¥P) (v) (ijﬁg(mqr(iﬂ) (v)) dv + 0 (9)
q=0
p—1
* wﬁk E(j )(—W’A“*J r(j0 + ko) (Zé” ‘B (- 2;)61’ 1BIAUFD (q5+k6)>
=(p—1 q=

Or, utilisant (12), on montre que :

p—1
> (=1 ATDr (56 + ko) (Zap i (— Zap 18I Ay (q5+k5))
k=—(p—1) q=0

p—1
=B85 (=P > (=1 AT (j5 + k) APP)r (ps + k) + O (57427
k=—(p—1)

p—1
= BB (1P 6 (1) e (0) YT AP (ps 4 ko) + O (571 12)
k=—(p-1)
avec :
p—1 p—1
S APtk = Y [A@P*l)r (p6 + ko) — AP Dy (ps 4 (k — 1) 5)}
k=—(p—1) k=—(p—1)

ACP=Dr ((2p — 1) 8) — ARP=D(0) = 20%~1 (=1) #(2P=D (0) + O (5%)
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D’oti, Pexpression finale de M; ; :

+m - . . p . .
My = [ ) [Z B (1) (8 = 1) r (v>] dv
v =0

. /+oo (=1)7 #(49) (v) {Z 55’ (—1)¢ (5;') ~1) PP+ (v)] dv

T e ) (S e )

=0

+00 L .
[ -0 o) 308 1 o) | do
v=0

+ 28585 (=1)' P (0) (—1)P PP~
Pour i =0,p —2et j=0,p—2,onaf,=p) =1 Donc:

M;; =2 (=1)" @) (0) (=1)? r@=Y (0F) + 0 (9)

Pouri=0,p—2et j=p—1, onaﬂézlet B]J,‘:c(p)fl. Ainsi :

+o0 p
Mip—1 = <$—1>/ . (=1 Py [Zﬁf p () )] dv
v= l
+00 p
+ %(—1)%%’ D (0) (=1)P #(2r—1) (0+)+0(5)
L N~ gy [ ) () 0 (i+9) () p(+P-1)
= (=) CO A [T @00 09 ) )
+ % (—1)" =1 (0) (=1)? +P=D (0) + O (9)
1 L . +oo
= (=== 1) =0 DB (=0 PP (o) =D (o)
(C(p) > ; : [ 0
s U Y () (<17 (07) +0 9
Utilisant les équations de Yule-Walker en 0, on obtient
Mipy = — (%—1) (=) 77D (0) | (=17 @D (0%) = (=) 2 7) (07)
+ %(—1)%(1”1) (0) (=) r2 D) (0%) + 0 (5)
- [_2 $_1>+%] (=1)! #E27 (0) (<17 D) (0%) + 0 (6)
= 2(=1)"r#P=D(0) (=1)? r=Y (0F) + O (9)
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On montre de maniére similaire que :

Vi=0,p—2 M, 1;=2(-1)7 P75 (0) (=1)? +*~V (0T) + O (9)
My_1 51 =2 (=1)P71 P72 (0) (=1)P r@=D (0F) + O (9)

Etude de la loi asymptotique de 52 : elle repose sur des techniques similaires.

\/E<Ag—1m - E[Ag—l,pD 2E N (0.6y)

ou Cy est donnée par :

2p 1 4o
Cy 54p — > AP ((p—1) 6 + k6) APP)r (ps + ko)
k=—00
2p 1 +oo
54p — > AP ((p—1)6+ k) AP Dr (ps + ko)
k=—00

Or on montre que :

Oy = 7(2 54p)_2 3 [A% (p6 + ka)]
avec, par application du théoreme 2 :

(D ST A )
o Z A i1 k0)] = 00), Sy Z [ACPr (5 + k)] = 0(9)
On a alors :
(—1)2p p—1 ) 9 2p—1
=~ 7 2p
Co 20002 ;1)[A T(p5+k5)} +0( 2541122{ } +0(9)
=—(p—
Utilisant (12), on obtient :
2p—1 4 2p—1 k 2p—1
— ; 2p—1 (2p—1) (+ 2 _ 9 I 1y (k—1)

Co = 551p= kzl [5 dap kT (0 )] +00) =+ 2 ;Czp( 1) 1)

Enfin : Ky = <%)2 Cy.O
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