
HAL Id: hal-00268204
https://hal.science/hal-00268204v1

Preprint submitted on 31 Mar 2008 (v1), last revised 4 Dec 2008 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Comptage de courbes sur le plan projectif éclaté en trois
points alignés

David Bourqui

To cite this version:
David Bourqui. Comptage de courbes sur le plan projectif éclaté en trois points alignés. 2008. �hal-
00268204v1�

https://hal.science/hal-00268204v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


ha
l-

00
26

82
04

, v
er

si
on

 1
 -

 3
1 

M
ar

 2
00

8

Comptage de ourbes sur le plan projetifélaté en trois points alignésDavid BourquiRésumé : Nous établissons une version de la onjeture de Manin pour le planprojetif élaté en trois points alignés, le orps de base étant un orps global dearatéristique positive.Abstrat : We prove a version of Manin's onjeture for the projetive planeblown up in three ollinear points, the base �eld being a global �eld of positiveharateristiVers la �n des années 1980, une série de questions a été soulevée par Maninet ses ollaborateurs (f. [BaMa, FrMaTs℄) sur le omportement asymptotiquedu nombre de points de hauteur bornée des variétés de Fano dé�nies sur unorps global, e qui a initié de nombreux travaux. Ces dernières années, esquestions ont notamment été étudiées de manière intensive pour les surfaesde del Pezzo généralisées dé�nies sur un orps de nombres (f. le survol [Br℄et les référenes y �gurant), en suivant la stratégie initiée par Salberger dans[Sa℄, dont le prinipe onsiste à relever le déompte des points de hauteurbornée à un ertain torseur sous un tore au-dessus de la variété étudiée (engénéral un torseur universel). Dans de nombreux as de surfaes, le problèmede omptage �relevé� peut alors se traiter par des tehniques de théorie an-alytique des nombres. Un des points ruiaux pour l'e�aité de la méthodeest que l'on dispose d'équations expliites pour les torseurs onsidérés.Dans e texte, nous étudions le problème dans le as où la variété on-sidérée X est le plan projetif élaté en trois points aligné, le orps de baseétant un orps global de aratéristique positive. Nous établissons une ver-sion de la onjeture de Manin dans e as (théorème 2.3). Dans e adre, leproblème a une reformulation géométrique simple : on herhe à évaluer lenombre de morphismes d'une ourbe �xée C vers X de degré donné, quandle degré devient grand. Soulignons que la ourbe C est supposée de genrequelonque dans notre étude, alors que les travaux ités préédemment surles surfaes de del Pezzo généralisées se limitent en général au as où le orps1



de base est le orps des rationnels.Nous suivons également la stratégie de Salberger : la première étape de ladémonstration onsiste à relever le problème de omptage au torseur universelau-dessus de X. Nous dérivons ette étape dans la setion 1 où nous nousplaçons en fait dans le adre plus général d'une variété X dont l'anneau deCox est supposé de type �ni. De façon informelle, ei permet de ramenerle dénombrement des morphismes de C vers X de degré donné à elui deertaines familles de setions globales de �brés en droites, setions astreintesà satisfaire deux types de onditions : elles doivent satisfaire les �mêmes�équations que le torseur universel et leurs diviseurs doivent satisfaire ertainesonditions de oprimalité (onditions entièrement expliites en termes desdonnées dérivant le torseur universel). On se reportera à la proposition 1.20pour un énoné préis. Une tehnique standard d'inversion de Möbius permetd'�oublier� la ondition de oprimalité. Le plus ardu est de tenir ompte deséquations satisfaites par les setions dans le dénombrement. À et égard, leas le plus simple apparaît omme étant elui des variétés toriques, où il n'ya pas d'équations. On est alors ramené à estimer la dimension de ertainsespaes de setions globales, e qui peut se faire via le théorème de Riemann-Roh, et mène à la démonstration de la onjeture de Manin dans e as.Cei est fait dans [Bo2℄. Dans et artile nous expliquons omment traiterla première ondition dans le as où X est le plan projetif élaté en troispoints alignés, où il n'y a qu'une équation pour le torseur universel, quiplus est partiulièrement simple. Les tehniques utilisées sont élémentaireset suseptibles de s'adapter à d'autres surfaes de del Pezzo généraliséesdont le torseur universel est donné par une seule équation (f. [De℄ pour lalassi�ation de es surfaes).Nous terminons ette introdution par quelques remarques : dans le asoù le orps de base est le orps des rationnels, l'étude du nombre de pointsde hauteur bornée sur le plan projetif élaté en trois points alignés esttraité via l'usage du torseur universel par Browning dans [Br℄. Dans e as,le résultat déoule aussi d'un théorème plus général de Chambert-Loir etTshinkel sur la validité des onjetures de Manin pour les ompati�ationséquivariantes d'espaes a�nes dé�nies sur un orps de nombres (f. [CLTs1,CLTs2℄). Ces derniers auteurs utilisent des tehniques d'analyse harmonique.Il est probable que leurs arguments s'adaptent dans le as d'un orps globalde aratéristique positive, mais ei resterait à mettre en oeuvre.
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1 Relèvement du problème de omptage au torseuruniversel1.1 Quelques rappels sur la théorie des anneaux de CoxNous faisons quelques rappels sur la théorie des anneaux de Cox, ini-tiée par Cox dans [Co1℄ dans le as des variétés toriques. On peut la voiromme une généralisation des oordonnées homogènes sur les espaes pro-jetifs. Hassett et Tshinkel ont montré qu'elle fournissait un outil e�aepour la détermination expliite des équations de ertains torseurs universels(f. [Ha℄).Soit k un orps et X une variété projetive, lisse et géométriquementintègre dé�nie sur k. On suppose que le groupe de Piard de X est libre derang �ni et déployé, i.e Pic(Xk̄) oïnide ave Pic(Xk sep) et l'ation du groupede Galois absolu est triviale. On suppose en outre que l'anneau de Cox de
X (f. [Ha℄), noté Cox(X) est de type �ni. Soit (si)i∈I une famille �nie desetions globales (non onstantes) qui engendrent Cox(X). Pour i ∈ I, soit
Di le diviseur des zéros de si. On note Di = [Di] sa lasse dans Pic(X). Ondé�nit une Pic(X)-graduation sur k[(si)i∈I ] en posant deg(si) = Di.Soit (Fj)j∈J une famille �nie de polyn�mes Pic(X)-homogènes de k[(si)]de sorte que Cox(X)

∼
→ k[(si)]/Fj(si) (1.1)Ainsi pour tout j ∈ J il existe un élément Dj ∈ Pic(X) tel que Fj s'érive

∑

d∈N I
Dj

αj,d
∏

i∈I

sdi
i (1.2)où N I

Dj

déf
= {d ∈ N I ,

∑

i

diDi = Dj} (1.3)et αj,d ∈ k
(N I

Dj
) est une famille presque nulle d'éléments de k.Soit X0 le omplémentaire de la réunion des Di pour i ∈ I. On a la suiteexate lassique
0 −→ k[X0]

×/k× −→ ⊕
i∈I
ZDi −→ Pic(X) −→ 0. (1.4)D'après le lemme de Rosenliht, k[X0]
×/k× est un Z-module libre de rang�ni.Notation 1.1On note NX le Z-module k[X0]

×/k×.3



Dans la suite, on hoisit arbitrairement une identi�ation de NX à un sous-groupe de k[X0]
×.Remarque 1.2 : Comme les setions si engendrent Cox(X), le �ne e�etifde X, noté Ce�(X), est l'image du �ne ⊕

i∈I
R>0 Di. En partiulier, il est detype �ni. �Le tore de Néron-Severi TNS déf

= Hom(Pic(X),Gm) agit naturellement sur
k[si] via

t.si = t(Di).si (1.5)et ette ation induit une ation de TNS sur Cox(X).La théorie géométrique des invariants permet alors de montrer l'existened'un ouvert non vide TNS-invariant de Spec(Cox(X)), noté TX , tel que lequotient géométrique de TX par TNS existe et s'identi�e naturellement à X.On montre en outre que TX → X représente l'unique lasse de torseursuniversels au-dessus de X (f. [Ha℄).Plus préisément, TX admet la desription suivante : pour un ensembleonvenable IX de parties de I, TX est la réunion des ouverts de Spec(Cox(X))d'équation ∏

i∈I′

si 6= 0 (1.6)pour I ′ dérivant IX . En partiulier l'ouvert de Spec(Cox(X)) d'équation∏
i∈I

si 6= 0 est un ouvert non vide inlus dans TX . On le note TX,0. Pour tout
i ∈ I, l'image réiproque du support du diviseur Di est l'intersetion dufermé de Spec(Cox(X)) d'équation si = 0 ave TX . En partiulier le ferméde d'équation si = 0 renontre TX . On a don

⋂

I′∈IX

I ′ = ∅. (1.7)On a X0 = TX,0/TNS.Notation 1.3On note TNX
le tore Hom(NX ,Gm). La suite exate (1.4) induit don unesuite exate de tores déployés

1 −→ TNS −→ GI
m

πX−→ TNX
−→ 1. (1.8)Notation 1.4On note N I

X le sous-ensemble de N I formé des éléments d véri�ant
∀n ∈ NX ,

∑

i∈I

ni di = 0. (1.9)Remarque 1.5 : D'après la suite exate (1.4) et la remarque 1.2, N I
X s'iden-ti�e à l'image dans ZI de l'intersetion de Ce�(X) ave Pic(X)∨. �4



1.2 Appliation à la desription du fonteur des pointsOn se plae toujours dans le adre de la setion 1.1, dont on onserveles notations. Nous allons utiliser la desription de X omme le quotientgéométrique TX/TNS pour dérire le fonteur des points de X. Le résultatest en fait une généralisation immédiate et naturelle de la desription de Coxdu fonteur des points d'une variété torique projetive et lisse donnée dans[Co2℄.Dé�nition 1.6Soit S un shéma et (Li)i∈I une famille de �brés en droites sur S. Une NX -trivialisation de (Li)i∈I est la donnée d'une famille (cn)n∈NX
d'isomorphismes

cn : ⊗
i

L
ni
i

∼
−→ OS (1.10)véri�ant la onditions suivante : pour tout n,n′ dans NX , on a

cn ⊗ cn′ = cn+n′. (1.11)Remarque 1.7 : Deux NX -trivialisations (cn) et (c′n) de (Li)i∈I di�èrent parune unique famille d'isomorphismes c′′n : OS
∼
→ OS véri�ant la ondition(1.11), i.e. par un morphisme de groupe NX −→ H0(S,OS)

×. En d'autrestermes, l'ensemble des NX-trivialisations de (Li)i∈I est un espae prinipalhomogène sous l'ation du groupe TNX
(H0(S,OS)). �Notation 1.8Soit S un k-shéma. Soit (Li)i∈I une famille de �brés en droites sur S munied'une NX-trivialisation (cn).Soit F un polyn�me Pic(X)-homogène de k[si], de degré D. Érivons

F =
∑

d∈N I
D

αd

∏

i∈I

sdi
i . (1.12)Pour tout a = (ai) ∈ ZI tel que D =

∑
i∈I

aiDi on pose La
déf
= ⊗

i∈I
L
ai
i . Pour tout

d ∈ N I
D tel que αd 6= 0 on a don d − a ∈ NX . L'isomorphisme cd−a induitun isomorphisme

ϕd,a : ⊗
i∈I

L
di
i

∼
−→ La (1.13)Si a′ = (ai) est tel que D =

∑
i∈I

a′iDi, alors a − a′ ∈ NX et l'isomorphisme
ca−a′ induit un isomorphisme

ιa,a′ : La
∼

−→ La′ (1.14)5



qui grâe à la ondition (1.11) véri�e ιa,a′ ◦ ϕd,a = ϕd,a′ pour tout d ∈ N I
D.Ainsi pour toute famille de setions globales ui on a

∑

d∈(N I )D

αdϕd,a

(
⊗
i∈I
u⊗di
i

)
= 0 (1.15)si et seulement si ∑

d∈(N I)D

αdϕd,a′

(
⊗
i∈I
u⊗di
i

)
= 0. (1.16)La ondition (1.15) sera alors notée

F (ui) = 0. (1.17)On omet don dans ette notation la référene à la NX -trivialisation (quidans la suite sera toujours lairement indiquée par le ontexte).Dé�nition 1.9Soit S un k-shéma. Une X-olletion sur S est la donnée pour tout i ∈ Id'un �bré en droites Li sur S et d'une setion globale ui de Li, ainsi qued'une NX -trivialisation (cn) de (Li), es données étant astreintes à véri�erles onditions suivantes :1. Pour tout i ∈ I, la setion ui induit un morphisme OS → Li et pardualité un morphisme L−1
i → OS . On demande que le morphisme induit
⊕

I′∈IX

⊗
i∈I′

L−1
i −→ OS (1.18)soit surjetif.2. Pour tout j ∈ J , on a

Fj(ui) = 0. (1.19)Un isomorphisme entre deux X-olletions ((Li, ui), (cn)) et ((L′
i, u

′
i), (c

′
n))est une famille d'isomorphismes Li

∼
→ L′

i envoyant ui sur u′i et cn sur c′n.On note CX(S) l'ensemble des X-olletions sur S modulo isomorphisme.Remarque 1.10 : Il existe sur X une X-olletion universelle : on prend
Li = O(Di) et ui la setion anonique de O(Di). La NX-trivialisation (cn)est donnée par la suite exate (1.4) (elle dépend du hoix de l'identi�ation
NX ⊂ k[X0]

×). Si π : S → X est un k-morphisme, ((π∗O(Di), π
∗ui), (π

∗cn))est une X-olletion sur S. On obtient ainsi une appliation fontorielle en
S

Homk(S,X) −→ CX(S). (1.20)
�6



Théorème 1.11L'appliation (1.20) induit une bijetion de Homk(S,X) sur l'ensemble deslasses d'isomorphismes deX-olletions sur S. AinsiX représente le fonteurqui à un k-shéma S assoie l'ensemble des lasses d'isomorphisme de X-olletions sur S.La démonstration est une adaptation immédiate de la démonstration duthéorème prinipal de [Co2℄. Indiquons juste de manière informelle om-ment est onstruit le morphisme S → X orrespondant à la X-olletion
((Li, ui), (cn)) : le morphisme en question assoie à s ∈ S le �point de o-ordonnées homogènes (ui(s))�. La suite exate (1.4) montre que le I-uple
(ui(s)) est bien dé�ni modulo l'ation de TNS. Les onditions 1 et 2 de ladé�nition 1.9 assurent que (ui(s)) est dans TX .On note Homk,X0(S,X) l'ensemble des k-morphismes de S vers X dontl'image shématique renontre l'ouvert X0.Dé�nition 1.12Soit S un k-shéma. Une X-olletion sur S ((Li, ui), (cn)) est dite nondégénérée si les setions ui sont toutes non nulles.Compte tenu du fait qu'on a X0 = TX,0/TNS où TX,0 est l'ouvert d'équation∏
si 6= 0, une adaptation immédiate de la démonstration du théorème 1.11permet également de montrer le résultat suivant.Théorème 1.13L'appliation (1.20) induit une bijetion de Homk,X0(S,X) sur l'ensemble des

X-olletions sur S non dégénérées modulo ismorphisme.1.3 Desription des morphismes de C vers X : montéeau torseur universelOn se plae toujours dans le adre de la setion 1.1. Soit C une ourbeprojetive, lisse et géométriquement intègre dé�nie sur k. On note g songenre. Pour d ∈ N I
X , on herhe à dérire l'ensemble des k-morphismes de Cvers X dont l'image renontre X0 et tels qu'on ait

∀i ∈ I, deg f ∗(Di) = di. (1.21)On va montrer que et ensemble se dérit bien en termes des données dé�nis-sant le torseur universel au dessus de X.On suppose pour simpli�er que C admet un diviseur de degré 1 (e quisera de toute façon véri�é pour l'appliation que nous avons en vue, le orps
k étant alors �ni). 7



Notations 1.14On �xe un diviseur de degré 1 sur C , noté D1. On �xe également un sous-ensemble P̃ic
0
(C ) de Div0(C ) de représentants de Pic0(C ).On note P̃ic

0
(C )IX le sous-ensemble de P̃ic

0
(C )I formé des éléments (Ei)véri�ant

∀n ∈ NX ,
∑

i∈I

ni Ei ∼ 0. (1.22)Remarque 1.15 : L'image de P̃ic
0
(C )IX dans Pic0(C )I s'identi�e don ausous-groupe Pic0(C ) ⊗NX . �Notations 1.16Pour tout E ∈ P̃ic

0
(C )IX , on �xe une NX-trivialisation cE de la famille

(OC (Ei)). Pour tout d ∈ N I
X , ei induit une NX -trivialisation naturelle

cE,d de la famille (OC (Ei + di D1)). Par la suite, sauf mention expliite duontraire, la famille (OC (Ei + di D1)) sera toujours munie de ette trivialisa-tion.Pour tout E ∈ P̃ic
0
(C ), et tout d ∈ N on note
HE,d = H0(C ,OC (E + dD1)) (1.23)et

H•
E,d = HE,d \ {0}. (1.24)Le lemme suivant est une onséquene lassique du théorème de Riemann-Roh et nous sera très utile lors de la démonstration du résultat prinipal deet artile.Lemme 1.171. Si d > 2 g − 1, la dimension du k-espae vetoriel HD,d est 1 − g + d.2. La dimension du k-espae vetoriel HD,d est majorée par 1 + d.Notations 1.18On note pour tout E ∈ P̃ic

0
(C )I , et tout d ∈ N I

H•
E,d

déf
=
∏

i∈I

H•
Ei,di

. (1.25)On note
H•
I,X,equiv déf

=
⊔

E∈P̃ic
0
(C )I

X ,

d∈N I
X

H•
E,d. (1.26)

8



Notations 1.19On note C (0) l'ensemble des points fermés de C et Dive�(C ) le monoïde desdiviseurs e�etifs de C , i.e. le monoïde abélien libre de base C (0).Pour tout v ∈ C (0) et D ∈ Dive�(C ), on note v(D) la multipliité de Den v.Pour toute famille (Dα)α∈A de diviseurs e�etifs de C , on note
pgcd ((Dα)α∈A)

déf
=
∑

v∈C (0)

Min
α∈A

(v(Dα)) v (1.27)On pose
DivI,X,prim déf

= {E ∈ Dive�(C )I , pgcd
I′∈IX

(
∑

i∈I′

Ei

)
= 0} (1.28)et

H•
I,X,prim déf

= {(si) ∈
⊔

E∈P̃ic
0
(C )I ,

d∈N I

H•
I,X,E,d, (div(si)) ∈ DivI,X,prim}. (1.29)Pour tout E ∈ P̃ic

0
(C )IX , et tout d ∈ N I

X , l'ation diagonale naturelle de
TNS(k) sur H•

E,d préserve le sous-ensemble (f. notations 1.8)
{(si) ∈ H•

I,X,E,d ∩ H•
I,X,prim, ∀j ∈ J, Fj(si) = 0}. (1.30)Proposition 1.20Soit d ∈ N I

X . On a une bijetion entre :1. les k-morphismes de C vers X dont l'image renontre X0 et véri�ant
∀i ∈ I, deg f ∗(Di) = di ; (1.31)2. la réunion des ensembles quotients

{(ui) ∈ H•
I,X,E,d ∩ H•

I,X,prim, ∀j ∈ J, Fj(si) = 0}/TNS(k) (1.32)pour E parourant P̃ic
0
(C )IX .Démonstration : À tout élément de l'ensemble

{(ui) ∈ H•
I,X,E,d ∩ H•

I,X,prim, ∀j ∈ J, Fj(ui) = 0} (1.33)on assoie la X-olletion non degénérée
((OC (Ei + di D1), ui), cE,d) (1.34)9



(le fait que (ui) soit dans H•
I,X,prim signi�e exatement que la ondition 1 dela dé�nition 1.9 est satisfaite).On va montrer que ei induit une bijetion de l'ensemble dérit dansle point 2 de l'énoné de la proposition sur l'ensemble des lasses d'iso-morphisme de X-olletions non dégénérées ((Li, ui), (cn)) sur C véri�ant

deg(Li) = di, e qui donnera le résultat d'après le théorème 1.13.Toute telle lasse d'isomorphisme ontient un élément de la forme
((OC (Ei + diD1), ui), t.cE,d), (1.35)où (Ei) ∈ P̃ic

0
(C )IX , ui ∈ H•

Ei,di
, et (f. la remarque 1.7) t est un élément de

TNX
(H0(C ,OC )) = TNX

(k).Deux X-olletions
((OC (Ei + di D1), ui), t.cE,d) (1.36)et
((OC (Ei + di D1), u

′
i), t

′.cE,d) (1.37)sont isomorphes si et seulement s'il existe un élément (λi) ∈ (k×)I = GI
m(k)tel que u′i = λi ui et t′ = πX(λi) t (f. notation 1.3).Ainsi dans toute lasse d'isomorphisme, on peut trouver un élément de laforme (OC (Ei + di D1), (ui), cE,d). Par ailleurs les X-olletions

((OC (Ei + di D1), ui), cE,d) (1.38)et
((OC (Ei + di D1), u

′
i), cE,d) (1.39)sont isomorphes si et seulement s'il existe un élément (λi) ∈ GI

m(k) tel que
ui = λi u

′
i et πX(λi) = 1, i.e. d'après (1.8) si et seulement s'il existe unélément (λi) ∈ TNS(k) tel que ui = λi u

′
i. Cei montre le résultat. �1.4 Inversion de MöbiusOn se plae toujours dans le adre de la setion 1.3. A�n de se �débarasser�de la ondition (si) ∈ H•

I,X,prim apparaissant dans la proposition 1.20, il estlassique d'utiliser une inversion de Möbius.Proposition 1.21Il existe une unique fontion µX : Dive�(C )I −→ C véri�ant
∀D ∈ Dive�(C )I , 1DivI,X,prim(D) =

∑

06Ei6Di

µX(E) (1.40)Cette fontion véri�e en outre les propriétés suivantes :10



1. elle est multipliative, 'est-à-dire que si E et D véri�ent
∀i ∈ I, pgcd(Di,Ei) = 0 (1.41)alors on a

µX(D + E) = µX(D)µX(E) ; (1.42)2. pour tout v ∈ C (0) et tout n ∈ N I , µX( (ni v) ) ne dépend que de n (etpas de v) ; on note µ0
X(n) ette valeur. On a µ0

X(n) = 0 s'il existe i telque ni > 2 ou si ∑ ni = 1.Démonstration : Il su�t de reprendre la démonstration de la proposition1 de [Bo2℄. Notons que la dernière assertion déoule aussit�t du fait que si∑
ni = 1 alors ((ni v)) est dans DivI,X,prim e qui provient de (1.7). �Remarque 1.22 : Notons {0, 1}IX l'ensemble des éléments (ni) ∈ {0, 1}I véri-�ant

Min
I′∈IX

∑

i∈I′

ni = 0 (1.43)On a alors
∀n ∈ {0, 1}I , 1{0,1}I

X
(n) =

∑

06m6n

µ0
X(m). (1.44)En partiulier, si n ∈ {0, 1}IX \ {0}, on a µ0

X(m) = 0. �Notation 1.23Si A est un ensemble, n un élément de {0, 1}A et L un orps, on pose
Ln déf

= {(xα) ∈ LA, ∀α ∈ A, xα = 0 si nα = 1}. (1.45)On suppose à présent que k est un orps �ni de ardinal q. Pour v ∈ C (0),on note fv le degré de v et κv le orps résiduel, de sorte que #κv = qfv
déf
= qv.Notation 1.24Pour n ∈ {0, 1}I , on pose

densX,v(n)
déf
=

#{(xi) ∈ κn
v , ∀j ∈ J, Fj(xi) = 0}

q
dim(TX )
v .

(1.46)Lemme 1.25On a la relation
∑

n∈{0,1}I

µ0
X(n) densX,v(n) = (1 − q−1

v )rg(TNS)#X(κv)

q
dim(X)
v

. (1.47)11



Démonstration : On a
∀(xi) ∈ κIv,

(
∃I ′ ∈ IX ,

∏

i∈I′

xi 6= 0 ⇐⇒ ∀n /∈ {0, 1}IX, (xi) /∈ κn
v

) (1.48)On en déduit l'égalité
TX(kv) =

{
(xi) ∈ κIv, ∀n /∈ {0, 1}XI , (xi) /∈ κn

v , ∀j ∈ J, Fj(xi) = 0
} (1.49)Ainsi, d'après (1.44), on a

1TX(kv) =
∑

n∈{0,1}I

µ0(n) 1{(xi)∈kn
v , ∀j∈J, Fj(xi)=0}. (1.50)On en tire

#TX(κv)

q
dim(TX)
v

=
∑

n∈{0,1}I

µ0(n) densX,v(n) (1.51)Pour onlure il su�t de remarquer que ommeX est le quotient géométrique
TX/TNS et que TNS est déployé on a

#X(κv) =
#TX(κv)

(qv − 1)rg(TNS)
(1.52)et dim(TX) = rg(TNS) + dim(X). �1.5 Conjetures de ManinOn se plae toujours dans le adre de la setion 1.3. On suppose désormaispour tout le reste de l'artile que le orps de base k est �ni de ardinal q. Onnote

ZC (T )
déf
=

∑

D∈Dive�(C )

T deg(D) (1.53)la fontion zêta de Dedekind de la ourbe C .Soit D un élément de Pic(X) situé à l'intérieur du �ne e�etif. Pour toutouvert U de X, on note, pour d > 0, ND,U(d) le ardinal de l'ensemble des
k-morphismes f : C → X dont l'image reontre U et qui véri�ent

deg f ∗(D) = d. (1.54)Ce ardinal est �ni si U est assez petit (et toujours �ni si D est ample parexemple). 12



Les onjetures de Manin tentent alors de prédire le omportement asymp-totique de ND,U(d) lorsque d tend vers l'in�ni. Nous énonçons une versionpossible de ette onjeture dans le as où D est la lasse du �bré antianon-ique.Pour ela, on dé�nit, suivant Peyre, les onstantes
α(X)

déf
= lim

T→1
(1 − T )rg(Pic(X))

∑

y∈Ce�(X)∨∩Pic(X)∨

T 〈y , [ω−1
X ]〉 (1.55)et

γ(X)
déf
=

(
lim

T→q−1
(1 − q T )ZC (T )

)rg(Pic(X))

q(1−g) dim(X)
∏

v∈C (0)

(1−q−1
v )rg(Pic(X)) #X(κv)

q
dim(X)
v(1.56)Nous renvoyons à [Pe℄ pour la justi�ation du fait que es onstantes sontbien dé�nies. L'argument de loin le plus déliat onerne la onvergene duproduit eulerien �gurant dans la dé�nition de γ(X), pour lequel on invoqueles onjetures de Weil démontrées par Deligne. Il est à noter que dans tousles as où la onjeture de Manin a été établie, la onvergene peut êtredémontrée diretement, sans faire appel à un résultat aussi �n.Question 1.26Soit

δ = Max{d ∈ N>0,
1

d

[
ω−1
X

]
∈ Pic(X)}. (1.57)A-t-on, pour tout ouvert U de X assez petit,

Nω−1
X ,U(δ d) ∼

d→+∞
α(X) γ(X) d rg(Pic(X))−1q δ d ? (1.58)Une stratégie lassique pour l'étude asymptotique de ND,U(d) est d'essayer depréiser le omportement analytique de la fontion zêta des hauteurs assoiée,i.e. la série génératrie

ZD,U(T )
déf
=
∑

d>0

ND,U(d)T d. (1.59)Dans ette optique, rappelons d'abord deux énonés taubériens élémentaires,onséquenes diretes des estimations de Cauhy.Proposition 1.27Soit (an) ∈ CN, α ∈ C∗ et k > 1 un entier. On suppose que la série ∑ an z
na pour rayon de onvergene |α| et que sa somme se prolonge en une fontion13



f(z) méromorphe sur un disque de rayon stritement supérieur à |α|, ayanten α un p�le d'ordre k et des p�les d'ordre au plus k− 1 en tout autre pointdu erle de rayon |α|. Alors on a
an = (lim

z→α
(z − α)k f(z))nk−1 α−n + O

n→+∞

(
nk−2 |α|−n

)
. (1.60)Dé�nition 1.28On dit que la série∑ an z

n (à oe�ients omplexes) est majorée par par lasérie ∑ bn z
n (à oe�ients réels positifs) si on a |an| 6 bn pour tout n.Proposition 1.29Soit (an) ∈ CN, k > 1 un entier et ρ > 0 un réel. Les onditions suivantessont équivalentes :1. on a

an = O
n→+∞

(
nk−1 ρ−n

)
; (1.61)2. la série∑ anz

n est majorée par une série dont le rayon de onvergeneest supérieur à ρ et dont la somme se prolonge en une fontion méro-morphe sur un disque de rayon stritement supérieur à ρ, ayant desp�les d'ordre au plus k sur le erle de rayon ρ.Dé�nition 1.30On dit que ∑ anz
n est ρ-ontr�lée à l'ordre k si elle véri�e les onditions dela proposition 1.29.Dans le as où D =

[
ω−1
X

] on peut énoner la variante analytique suivantede la question 1.26.Question 1.31On onserve les notations de la question 1.26. On note Z̃ω−1
X ,U(T ) la sérietelle que Z̃ω−1

X ,U(T δ) = Zω−1
X ,U(T ). Est-il vrai que si U est assez petit, la série

Z̃ω−1
X ,U(T ) a pour rayon de onvergene q−δ et que sa somme se prolonge enune fontion méromorphe sur le disque |z| < q−δ+ε ayant un p�le d'ordre

rg(Pic(X)) en z = q−δ, et des p�les d'ordre au plus rg(Pic(X)) − 1 en toutautre point du erle de rayon q−δ, et véri�ant
lim

T→q−δ

(
T − q−δ

)rg(Pic(X))
Z̃ω−1

X ,U(T ) = α(X) γ(X) (1.62)Si la question 1.26 admet une réponse positive, alors d'après la proposition1.27 la question 1.31 admet une réponse positive.14



1.6 Relèvement au torseur universel pour la fontionzêta des hauteursOn onsidère toujours un élément D de Pic(X) situé à l'intérieur du �nee�etif. Nous nous plaçons à présent dans le as où U = X0 et expliquonsomment s'exprime au niveau de la fontion zêta des hauteurs la montéeau torseur universel (donnée par la proposition 1.20) du déompte des mor-phismes de degré borné.Soit (ni,D) ∈ NI
>0 tel que D =

∑
i ni,D [Di] . Nous avons d'après lespropositions 1.20 et 1.21

(q − 1)rg(TNS) ZD,X0(T ) =
∑

(si)∈H•
I,X,equiv∩H•

I,X,prim
∀j, Fj(si)=0

T

∑
i
ni,D deg(si) (1.63)

=
∑

(si)∈H•
I,X,equiv

∀j, Fj(si)=0




∑

E∈Dive�(C )I

Ei6div(si)

µX(E)



T

∑
i
ni,D deg(si)(1.64)

=
∑

E∈Dive�(C )I

µX(E)




∑

(si)∈H•
I,X,equiv

div(si)>Ei

∀j, Fj(si)=0

T

∑
i
ni,D deg(si)

.


(1.65)Notation 1.32Pour tout élément E ∈ Dive�(C ), on note sE la setion anonique de OC (E).Notations 1.33Soit E ∈ Dive�(C )I . On note P̃ic

0
(C )IX,E l'ensemble des éléments E ∈ P̃ic

0
(C )Ivéri�ant

E + (Ei − deg(Ei) D1) ∈ P̃ic
0
(C )IX . (1.66)Remarquons que le morphisme �lasse dans le groupe de Piard� induit unebijetion de P̃ic

0
(C )IX,E sur le sous-ensemble de Pic0(C )I donné par
−([Ei] − deg(Ei) [D1]) + Pic0(C ) ⊗NX . (1.67)15



Pour d ∈ N I
X véri�ant di > deg(Ei), et E ∈ P̃ic

0
(C )I , on note NX(d,E,E)le ardinal de l'ensemble des éléments

(si) ∈
∏

i∈I

H•
Ei,di−deg(Ei)

(1.68)véri�ant
∀j, Fj(si.sEi

) = 0 (1.69)Ainsi on a
(q − 1)rg(TNS) ZD,X0(T )

=
∑

E∈Dive�(C )I

µX(E)
∑

E∈P̃ic
0
(C )I

X,E




∑

E∈P̃ic
0
(C )I

X,E

∑

d∈N I
X ,

di>deg(Ei)

NX(d,E,E)T

∑
i
ni,Ddi


(1.70)Remarque 1.34 : La remarque 1.5 permet de réérire l'égalité (1.70) entermes du �ne e�etif de X, i.e. sous la forme

(q − 1)rg(TNS) ZD,X0(T )

=
∑

E∈Dive�(C )I

µX(E)
∑

E∈P̃ic
0
(C )I

X,E




∑

y∈Pic(X)∨∩Ce�(X)∨

〈y ,Di〉>deg(Ei)

NX((〈y , Di〉),E,E)T 〈y ,D〉


 .(1.71)

�Comme dans le adre des orps de nombres, ette montée au torseur uni-versel ne onstitue qu'une première étape dans une éventuelle démonstrationde la onjeture de Manin pour X. La tâhe di�ile onsiste à évaluer demanière su�samment préise le omportement asymptotique de la quantité
NX(d,E,E). Comme déjà indiqué dans l'introdution, le as le plus favorableà et égard est elui où X est torique, ar il n'y a alors pas d'équations Fjà prendre en ompte. Dans la suite de et artile, nous expliquons ommenttraiter le as du plan projetif élaté en trois points alignés, as où le torseuruniversel est donné par une unique équation, qui plus est partiulièrementsimple. 16



2 Le as du plan projetif élaté en 3 pointsalignés2.1 Desription du torseur universel au-dessus du planélaté en 3 points alignésSoit p1, p2, p3 trois points alignés du plan projetif et S la surfae obtenueen élatant es trois points. Soit p0 un point du plan projetif qui n'est passur la droite 〈p1, p2, p3〉. On note (Ei)i=1,2,3 les diviseurs exeptionnels del'élatement, E0 le transformé strit de la droite 〈p1, p2, p3〉 et (Fi)i=1,2,3 lestransformés strits de droites 〈pi, p0〉.On a d'après D'après [De℄ (f. également [Ha℄), on peut trouver des se-tions globales si (respetivement ti) de diviseur Ei (respetivement Fi) telqu'on ait un isomorphismeCox(S)
∼

−→ k[(si)i=0,...,3, (ti)i=1,2,3]/

3∑

i=1

si ti (2.1)On a
Pic(S) = ⊕

06i64
Z [Ei] (2.2)et pour i = 1, 2, 3

[Fi] =
3∑

j=0,j 6=i

[Ei] . (2.3)La lasse du �bré antianonique est
[
ω−1
S

]
= 4 [E0] + 3

3∑

i=1

[Ei] . (2.4)
TS ⊂ Spec(Cox(S)) est la réunion des ouverts d'équations

s1 s2 t1 t2 t3 6= 0, (2.5)
s2 s3 t1 t2 t3 6= 0, (2.6)
s1 s3 t1 t2 t3 6= 0, (2.7)
s0 s1 s2 t1 t2 6= 0, (2.8)
s0 s1 s3 t1 t3 6= 0, (2.9)
s0 s2 s3 t2 t3 6= 0, (2.10)et s0 s1 s2 s3 6= 0. (2.11)17



Remarque 2.1 : On a d'après e qui préède
∑

y∈Pic(S)∨∩Ce�(S)∨

T 〈y , [ω
−1
S ]〉 =

1

(1 − T 3) (1 − T 2)3
(2.12)

�Remarque 2.2 : D'après e qui préède, l'appliation
(d0, d1, d2, d3, d4) −→ (d0, d1, d2, d3, d0+d1+d3, d0+d2+d3, d0+d1+d2) (2.13)est une bijetion deN4 surN7

S (f. la notation 1.4). Par la suite, on identi�eratoujours N7
S à N4 au moyen de ette bijetion.De même, pour tout E = (E0, (Ei), (Fi)) ∈ Dive�(C )7, l'appliation qui à

(D0, D1, D2, D3) ∈ Pic0(C )4 assoie
(
D0, (Di),

(
D0 + [E0] − deg(E0) [D1] +

∑

j 6=i

[Di + [Ei] − deg(Ei) [D1]] − [Fi] + deg(Fi) [D1]

))(2.14)est une bijetion de Pic0(C )4 sur le sous-ensemble de Pic0(C )7 donné par
− (E0 − deg(E0) [D1] , (Ei − deg(Ei) [D1]), (Fi − deg(Fi) [D1]))+Pic0(C )⊗NS.(2.15)Ainsi (f. la notation 1.33 et la remarque y �gurant) l'appliation

(E0, (Ei), (Fi)) 7→ (E0,E1,E2,E3) (2.16)omposée ave le morphisme �lasse dans le groupe de Piard� induit unebijetion de P̃ic
0
(C )7

S,E sur Pic0(C )4. �2.2 Le résultatThéorème 2.3Soit p1, p2, p3 trois points alignés du plan projetif et S la surfae obtenueen élatant es trois points. Soit p0 un point du plan projetif qui n'est passur la droite 〈p1, p2, p3〉. Soit S0 l'ouvert de S obtenu en retirant les diviseursexeptionnels de l'élatement, et les transformés strits des droites 〈p1, p2, p3〉,et 〈pi, p0〉 pour i = 1, 2, 3.On a alors une ériture
Zω−1

S ,S0
(T ) = ZC (q2 T 3)ZC (q T 2)3Z̃(T ) + Zerr(T ) (2.17)où Z̃(T ) est une série de rayon de onvergene stritement supérieure à q−1véri�ant

Z̃(q−1) = q 2(1−g)
∏

v∈C (0)

(1 − q−1
v )rg(Pic(S)) #S(κv)

q
dim(S)
v

(2.18)18



et Zerr(T ) est une série q−1-ontr�lée à l'ordre 2.La démonstration de e théorème fait l'objet du reste de et artile.Corollaire 2.4On a
Nω−1

S ,S0
(d) = α(S) γ(S) d rg(Pic(S))−1q d + O

d→+∞

(
d rg(Pic(S))−2 q d

)
. (2.19)En partiulier, la réponse à la question 1.26 est positive pour l'ouvert U = S0.Démonstration : Notons qu'on a ii δ = 1. Compte tenu du théorème2.3 et des propositions 1.27 et 1.29, il su�t de montrer qu'on a

lim
T→q−1

(
T − q−1

)4
ZC (q2 T 3)ZC (q T 2)3 = α(S)

(
lim

T→q−1
(1 − q T )ZC (T )

)4(2.20)e qui est immédiat au vu de la remarque 2.1. �2.3 Démonstration du résultat prinipal : préliminairesRappelons (f. la remarque 2.2) que l'on a identi�é N7
S ave N4. Ainsi,en reprenant la notation 1.18, pour E = (E0, (Ei), (Fi)) ∈ Dive�(C )7, E =

(E0, (Ei), (Fi)) ∈ P̃ic
0
(C )7

S,E, et d ∈ N4, NS(d,E,E) désigne le ardinal del'ensemble des éléments
(s0, (si), (ti)) ∈ H•

E0,d0−deg(E0) ×
∏

i

H•
Ei,di−deg(Ei)

×
∏

i

H•
Fi,d0+

∑
j 6=i

dj−deg(Fi)(2.21)véri�ant la relation ∑

16i63

si ti sEi
sFi

= 0. (2.22)On pose
Z(E,E, T )

déf
=

∑

d0>deg(E0)
di>deg(Ei)

d0+
∑
j 6=i

dj>deg(Fi)

NS(d,E,E)T
3d0+2

∑
i
di

. (2.23)
D'après les setions 1.6 et 2.1, la fontion zêta des hauteurs Zω−1

S ,S0
(T )s'érit alors

1

(q − 1)4

∑

E∈Dive�(C )7

µS(E)
∑

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

Z(E,E, T ). (2.24)19



On pose pour 1 6 i 6 3

ψi(d,E)
déf
= d0 +

∑

j 6=i

dj + deg(E0) +
∑

j 6=i

deg(Ej) − deg(Fi). (2.25)A�n d'alléger un peu l'ériture, on hange légèrement les notations : ondésigne désormais par NS(d,E,E) le ardinal de l'ensemble des éléments
(s0, (si), (ti)) ∈ H•

E0,d0
×
∏

i

H•
Ei,di

×
∏

i

H•
Fi,d0+

∑
j 6=i

dj+deg(E0)+
∑
j 6=i

deg(Ej)−deg(Fi)(2.26)véri�ant la relation∑
i

si ti sEi
sFi

= 0.Un hangement de variables immédiat dans l'expression (2.23) permetdon d'érire Z(E,E, T ) sous la forme
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei) ∑

d∈N4

∀16i63, ψi(d,E)>0

NS (d,E,E) T
3d0+2

∑
i
di (2.27)On dé�nit

φ1(d,E)
déf
= d0 + d1 + deg(E0) + deg(E1) − deg(F2) − deg(F3) (2.28)et φ2, φ3 de manière analogue en permutant de manière irulaire les indies

1, 2 et 3.Soit E ∈ Dive�(C )7 et E ∈ P̃ic
0
(C )7

S,E. Soit Z0(E,E, T ) la série dé�nie parla formule (2.27) en restreignant le domaine de sommation aux d véri�ant laontrainte suivante : il existe deux indies distints k et k′ ave 1 6 k, k′ 6 3tels qu'on ait
φk(d,E) > 2 g − 1 (2.29)et
φk′(d,E) > 2 g − 1. (2.30)Pour 1 6 k 6 3, on érit {1, 2, 3} = {k, k′, k′′}. Soit Zk(E,E, T ) la sériedé�nie par la formule (2.27) en restreignant le domaine de sommation aux dvéri�ant les ontraintes
φk(d,E) > 2 g − 1, (2.31)
φk′(d,E) < 2 g − 1 (2.32)et
φk′′(d,E) < 2 g − 1. (2.33)20



Soit en�n Z4(E,E, T ) la série dé�nie par la formule (2.27) en restreignantle domaine de sommation aux d véri�ant les ontraintes
∀i ∈ {1, 2, 3}, φi(d,E) < 2 g − 1. (2.34)On a don l'ériture

Z(E,E, T ) = Z0(E,E, T ) +

3∑

k=1

Zk(E,E, T ) + Z4(E,E, T ). (2.35)La démonstration du théorème 2.3 s'obtient alors en ombinant les proposi-tions 4.1, 4.3 et 4.4.3 Quelques lemmesNous rassemblons dans ette setion quelques lemmes qui nous serontutiles lors de la démonstration du théorème 2.3.3.1 Un lemme ombinatoireNotation 3.1Soit r > 1 un entier. Pour ν ∈ N r posons
Fν(ρ,T )

déf
=
∑

n∈N r

ρMin(ni+νi)
∏

i

T ni
i ∈ Z[[ρ, (Ti)16i6r]] (3.1)et

F̃ν(ρ,T )
déf
= (1 − ρ

∏

i

Ti)
∏

i

(1 − Ti)Fν(ρ,T ). (3.2)Notons que pour tout µ ∈ N on a
F(νi+µ)(ρ,T ) = ρµ Fν(ρ,T ). (3.3)Proposition 3.2Soit ν ∈ N r.1. Soit n ∈ N r. On pose

m = Min(ni + νi) (3.4)
I1 = {i ∈ {1, . . . , r}, ni > 1} (3.5)
I2 = {i ∈ {1, . . . , r}, ni > 2} (3.6)et K = {i ∈ I1, ni + νi > m+ 1}. (3.7)21



Si I1 6= {1, . . . , r}, le oe�ient d'indie n de F̃ν(ρ,T ) vaut




ρm si I1 = ∅

ρm − ρm−1 si I1 6= ∅ et K = ∅

0 si K 6= ∅.
(3.8)Si I1 = {1, . . . , r}, le oe�ient d'indie n de F̃ν(ρ,T ) vaut





0 si I2 ∩K 6= ∅

−ρm si I2 = ∅ et K 6= ∅

0 si I2 6= ∅ et K = ∅

ρm−1 − ρm si I2 6= ∅ et K 6= ∅ et I2 ∩K = ∅

−ρm−1 si I2 = K = ∅.

(3.9)En partiulier on a
F̃(0,...,0)(ρ,T ) = 1 −

∏

i

Ti. (3.10)2. F̃ν(ρ,T ) est un polyn�me dont le degré partiel en haque Ti est majorépar Max(νi) + 1.3. Soit ρ > 1, ε > 0 et (ηi)16i6r des nombres omplexes de module 1. Ona pour tout ν la majoration
∣∣∣F̃ν

(
ρ,
(
ηi ρ

−1
))∣∣∣ 6 (2 + Max(νi) − Min(νi))

r ρMin(νi) (3.11)Démonstration : Montrons le point 1. Notons an le oe�ient en ques-tion.Supposons d'abord I1 6= {1, . . . , r}. Un peu d'attention montre que ans'érit alors ∑

06k6r

(−1)k
∑

J⊂I1,
#J=k

ρMin((ni+νi)i/∈J ,(ni−1+νi)i∈J ) (3.12)soit
an =

∑

06k6r

(−1)k
∑

J⊂I1,
#J=k
J\K 6=∅

ρm−1 +
∑

06k6r

(−1)k
∑

J⊂K,
#J=k

ρm (3.13)On a don, par un argument ombinatoire lassique,
an =





ρm si I1 = ∅

ρm − ρm−1 si I1 6= ∅ et K = ∅

0 si K 6= ∅.
(3.14)22



Supposons à présent I1 = {1, . . . , r}. Alors an s'érit
∑

06k6r

(−1)k
∑

J⊂{1,...,r},
#J=k,

ρMin((ni+νi)i/∈J ,(ni−1+νi)i∈J ) (3.15)
+
∑

06k6r

(−1)k+1
∑

J⊂I2,
#J=k,

ρ1+Min((ni−1+νi)i/∈J ,(ni−2+νi)i∈J ) (3.16)
=
∑

06k6r

(−1)k
∑

J⊂{1,...,r},
#J=k,
J\I2 6=∅

ρMin((ni+νi)i/∈J ,(ni−1+νi)i∈J ). (3.17)On en déduit qu'on a
an =

∑

06k6r

(−1)k
∑

J⊂K,
#J=k
J\I2 6=∅

ρm +
∑

06k6r

(−1)k
∑

J⊂I1,
#J=k
J\I2 6=∅

J\K 6=∅

ρm−1. (3.18)
Or on a, toujours par un argument ombinatoire lassique,
∑

06k6r

(−1)k
∑

J⊂K,
#J=k
J\I2 6=∅

ρm =





0 si I2 ∩K 6= ∅

−ρm si I2 = ∅ etK 6= ∅

0 si I2 6= ∅ etK = ∅

−ρm si I2 6= ∅ etK 6= ∅ et I2 ∩K = ∅

0 si I2 = K = ∅

(3.19)et
∑

06k6r

(−1)k
∑

J⊂I1,
#J=k
J\I2 6=∅

J\K 6=∅

ρm−1 =





0 si I2 ∩K 6= ∅

0 si I2 = ∅ etK 6= ∅

0 si I2 6= ∅ etK = ∅

ρm−1 si I2 6= ∅ etK 6= ∅ et I2 ∩K = ∅

−ρm−1 si I2 = K = ∅ (3.20)On en déduit le point 1.Montrons le point 2. Soit n ∈ Nd tel que le oe�ient d'indie n de
F̃ν(ρ,T ) soit non nul.Supposons I1 6= {1, . . . , r}. Soit i0 ∈ {1, . . . , r} \ I1. On a don

m 6 ni0 + νi0 = νi0 (3.21)Comme le oe�ient d'indie n est non nul, d'après le point 1 on a
∀i ∈ I1, ni + νi = m 6 νi0 (3.22)23



On a don
∀i ∈ {1, . . . , r}, ni 6 Max(νj) (3.23)Supposons à présent I1 = {1, . . . , r}. Comme le oe�ient d'indie n estnon nul, d'après le point 1 on a soit I2 = ∅ soit I2 6= ∅ et K 6= ∅ et

K ∩ I2 = ∅.Si I2 = ∅ alors ni = 1 pour tout i.Supposons à présent I2 6= ∅ et K 6= ∅ et K ∩ I2 = ∅. Comme K 6= ∅ et
K ∩ I2 = ∅, il existe i0 ∈ I1 \ I2 tel que

1 + νi0 = ni0 + νi0 > m+ 1 (3.24)d'où m 6 νi0 .Comme K ∩ I2 = ∅, on a pour tout i ∈ I2

ni + νi = m 6 νi0 (3.25)et don
∀i ∈ I2, ni 6 Max(νj) (3.26)Finalement on a montré que quelle que soit la valeur de n telle que leoe�ient d'indie n est non nul, on a
∀i, ni 6 Max(νj) + 1. (3.27)Montrons le point 3. En utilisant (3.3), on se ramène aussit�t au as où

Min(νi) = 0. Dans e as, on a pour tout n

Min(ni + νi) −
∑

ni 6 0. (3.28)D'après les point 1 et 2, on a
∣∣∣F̃ν(ρ, ηi ρ

−1)
∣∣∣ 6

∑

06ni6Max(νj)+1

2 ρMin(ni+νi)−
∑

i ni (3.29)
6 2 Max(νi + 2)r. (3.30)

�3.2 Une estimationLemme 3.3Soit r > 1 un entier, (an) ∈ CN r et ρ > 0 un réel. On suppose qu'il existeun réel ε > 0 tel que la série
F (z) =

∏

i

(1 − ρ zi)
∑

n∈N r

an

∏

i

zni
i (3.31)24



onverge absolument dans le domaine |zi| 6 ρ−1 + ε.Soit
||F ||ρ−1

déf
= Max

|ηi|=1

∣∣F (ηi ρ
−1)
∣∣ . (3.32)On a alors

∀n ∈ N r, |an| 6
∏

i

(ni + 1) ||F ||ρ−1 ρ

∑
i
ni

. (3.33)Démonstration : Si on érit F (z) =
∑

n∈N r

bn
∏
i

zni
i on a d'après les esti-mations de Cauhy

∀n ∈ N r, |bn| 6 ||F ||ρ−1 ρ

∑
i
ni

. (3.34)Or on a
an =

∑

m+m′=n

bm ρ

∑
i
m′

i
. (3.35)Le résultat en déoule aussit�t. �Lemme 3.4Soit r > 1 et D ∈ Dive�(C )r. On pose pour d ∈ N r

ad,D
déf
=

∑

G∈Dive�(C )r

deg(G)=d

q deg(pgcd(Di+Gi)). (3.36)Il existe une onstante c > 0 (ne dépendant que de C ) telle qu'on ait lapropriété suivante : pour tout réel θ > 0, il existe une onstante cθ > 0 (nedépendant que de q) telle qu'on ait
∀d ∈ N r, |ad,D| 6 cθ c

1+r (2+
∑
v

2 Max(v(Di))−Min(v(Di))
q deg(pgcd(Di) q

(1+θ)
∑
i
di

.(3.37)et
∀d ∈ N r, |ad,D| 6 cθ (d1+1) c

1+r (2+
∑
v

2 Max(v(Di))−Min(v(Di))
q deg(pgcd(Di) q

d1+(1+θ)
∑

26i6r

di

.(3.38)Démonstration : Formons la série génératrie
ZD(T )

déf
=
∑

d∈N r

ad,D

∏
T di
i (3.39)

=
∑

G∈Dive�(C )r

q deg(pgcd(Di+Gi))
∏

T
deg(Gi)
i . (3.40)25



Cette série s'érit omme le produit eulerien (f. les notations de la setion3.1) ∏

v∈C (0)

F(v(Di))(qv,T
fv). (3.41)On a don d'après la proposition 3.2

ZD(T ) =

(
∏

i

ZC (Ti)

)
F (T )GD(T ) (3.42)ave

F (T ) =
∏

v∈C (0)

1 − (
∏
i

Ti)
fv

1 − qv (
∏
i

Ti)fv
(3.43)et

GD(T ) =
∏

v∈C (0)

(v(Di))6=(0)

F̃(v(Di))(qv,T
fv)

1 − (
∏
i

Ti)fv
. (3.44)Compte tenu du point 3 de la proposition 3.2, on a

||GD||q−1 6
∏

v∈C (0)

(v(Di))6=(0)

er (2+Max(v(Di))−Min(v(Di)))q
Min(v(Di))
v

1 − q−r
(3.45)

6 qr#{v∈C (0),(v(Di))6=(0)} e
r
∑
v

(2+Max(v(Di))−Min(v(Di)))
qdeg(pgcd(Di))(3.46)

6 q
r
∑
v

Max(v(Di))
e
r
∑
v

(2+Max(v(Di))−Min(v(Di)))
qdeg(pgcd(Di)). (3.47)D'après le lemme 3.3, on a le résultat voulu. �3.3 Comptage de setions globalesLes résultats de ette partie sont à la base de l'estimation de la quantité

NS(d,E,D) introduite à la setion 2.3. Les démonstrations reposent sur del'algèbre linéaire élémentaire, ainsi que sur le théorème de Riemann-Roh(lemme 1.17).Lemme 3.5Soient D1,D2,D
′
1 et D′

2 des diviseurs de C tels qu'on ait
D1 + D′

1 ∼ D2 + D′
2. (3.48)26



Soit s1 (respetivement s2) une setion globale non nulle de OC (D1) (respe-tivement OC (D2)). On �xe un isomorphisme
OC (D1 + D′

1)
∼
→ OC (D2 + D′

2), (3.49)e qui permet de dé�nir l'appliation linéaire
ϕs1,s2 : H0(C ,OC (D′

1)) ×H0(C ,OC (D′
2)) −→ H0(C ,OC (D1 + D′

1)) (3.50)qui à (t1, t2) assoie t1 s1 + t2 s2.Soit δ le degré de D1 +D′
1 (ou e qui revient au même elui de D2 +D′

2).1. On suppose qu'on a l'inégalité
δ < deg(D1) + deg(D2) − deg(pgcd[div(s1), div(s2)]). (3.51)Alors ϕs1,s2 est injetive.2. On suppose qu'on a l'inégalité
δ > deg(D1) + deg(D2) − deg(pgcd[div(s1), div(s2)]). (3.52)Alors on a

dim(Ker(ϕs1,s2)) 6 1+δ−deg(D1)−deg(D2)+deg(pgcd[div(s1), div(s2)]).(3.53)3. On suppose qu'on a l'inégalité
δ > deg(D1) + deg(D2)− deg(pgcd(div(s1), div(s2))) + 2 g− 1. (3.54)Alors on a

dim(Ker(ϕs1,s2)) = 1−g+δ−deg(D1)−deg(D2)+deg(pgcd(div(s1), div(s2)))(3.55)et
Im(ϕs1,s2) = {s ∈ H0(C ,OC (D1+D′

1))\{0}, div(s) > pgcd(div(s1), div(s2))}∪{0}(3.56)Démonstration : Quitte à remplaer D′
2 par un diviseur linéairementéquivalent, on peut supposer qu'on a

D1 + D′
1 = D2 + D′

2
déf
= D. (3.57)On peut également supposer qu'on a pgcd(div(s1), div(s2)) = 0. Soit (t1, t2) ∈

Ker(ϕs1,s2). Notons qu'on a t1 = 0 si et seulement si t2 = 0. Supposons
(t1, t2) 6= (0, 0). Comme on a s1 t1 = −s2 t2, on adiv(t1) + div(s1) = div(t2) + div(s2) (3.58)27



d'où div(t1) > div(s2). (3.59)En partiulier, on a
deg(D2) 6 (D′

1) = deg(D) − deg(D1) (3.60)e qui montre la première assertion.Par ailleurs on en déduit failement de (3.59) que l'appliation u 7→
(u s2, u s1) est un isomorphisme de H0(C ,OC (D′

1 − D2)) sur Ker(ϕ(s1,s2)).On en déduit les deux dernières assertions, ompte tenu du lemme 1.17. �Corollaire 3.6Soient D1,D2,D3,D
′
1,D

′
2 et D′

3 des diviseurs de C tels qu'on ait
D1 + D′

1 ∼ D2 + D′
2 ∼ D3 + D′

3. (3.61)Soit s1 (respetivement s2, s3) une setion globale non nulle de OC (D1) (re-spetivement OC (D2), OC (D3)).On �xe des isomorphismes
OC (D1 + D′

1)
∼
→ OC (D2 + D′

2) (3.62)et
OC (D1 + D′

1)
∼
→ OC (D3 + D′

3), (3.63)e qui permet de dé�nir l'appliation linéaire
ϕs1,s2,s3 : H0(C ,OC (D′

1))×H
0(C ,OC (D′

2))×H
0(C ,OC (D′

3)) −→ H0(C ,OC (D1+D′
1))(3.64)qui à (t1, t2, t3) assoie t1 s1 + t2 s2 + t3 s3.On note δ le degré de D1 + D′

1.1. Le ardinal de l'ensemble des éléments (t1, t2, t3) de Ker(ϕs1,s2,s3) véri-�ant t3 6= 0 est majoré par
q2+2 δ−deg(D1)−deg(D2)−deg(D3) + q1+deg(D′

3). (3.65)2. On suppose qu'on a
δ > deg(D1) + deg(D2) − 1 (3.66)Le ardinal de l'ensemble des éléments (t1, t2, t3) de Ker(ϕs1,s2,s3) véri-�ant t3 6= 0 est majoré par
q2+2 δ−deg(D1)−deg(D2)−deg(D3). (3.67)28



3. On suppose qu'on a
δ > deg(D1) + deg(D2) + 2 g − 1 (3.68)et
δ > deg(D2) + deg(D3) + 2 g − 1. (3.69)Alors le noyau de ϕs1,s2,s3 est de dimension

2 (δ + 1 − g) −

3∑

i=1

deg(Di) + deg(pgcd(div(si)). (3.70)Démonstration : On peut supposer qu'on a
D1 + D′

1 = D2 + D′
2 = D3 + D′

3
déf
= D (3.71)et qu'on a pgcd(div(si)) = 0.Soit t3 un élément non nul de H0(C ,OC (D′

3)) qui est dans l'image de
Ker(ϕs1,s2,s3) par la troisième projetion. On a dondiv(t3) + div(s3) > pgcd[div(s1), div(s2)] (3.72)soit div(t3) > pgcd[div(s1), div(s2)]. (3.73)D'après le lemme 1.17, le ardinal de l'ensemble des éléments véri�ant ettepropriété est majoré par

q1+deg(D′
3)−deg(pgcd[div(s1),div(s2)]). (3.74)Par ailleurs si t3 est un tel élément, l'ensemble des ouples (t1, t2) tels que

(t1, t2, t3) ∈ Ker(ϕs1,s2,s3) est un espae a�ne de diretion Ker(ϕs1,s2). D'aprèsles points 1 et 2 du lemme 3.5, le ardinal de et ensemble est majoré par
q1+deg(D)−deg(D1)−deg(D2)+deg(pgcd[div(s1),div(s2)]) (3.75)si

1 + deg(D) − deg(D1) − deg(D2) + deg(pgcd[div(s1), div(s2)]) > 0 (3.76)(e qui est toujours véri�é si l'hypothèse 3.66 est satisfaite) et par
q1+deg(D)−deg(D1)−deg(D2)+deg(pgcd[div(s1),div(s2)]) + 1 (3.77)sinon. On en déduit les points 1 et 2.29



Montrons le point 3. D'après le point 3 du lemme 3.5 et l'hypothèse (3.68)un élément t3 non nul de H0(C ,OC (D′
3)) est dans l'image de Ker(ϕs1,s2,s3)par la troisième projetion si et seulement sidiv(t3) + div(s3) > pgcd[div(s1), div(s2)] (3.78)i.e. si et seulement si div(t3) > pgcd[div(s1), div(s2)]. (3.79)Ainsi l'image de la projetion de Ker(ϕs1,s2,s3) sur H0(OC (D′

3)) est isomorpheà H0(OC (D′
3 − pgcd[div(s1), div(s2)])).Or on a

deg(D′
3 − pgcd[div(s1), div(s2)]) > deg(D′

3) − deg(D2) (3.80)soit d'après l'hypothèse (3.69)
deg(D′

3 − pgcd[div(s1), div(s2)]) > 2 g − 1. (3.81)On onlut grâe au lemme 1.17 et au point 3 du lemme 3.5. �Corollaire 3.7Soit d ∈ N4 et E ∈ Dive�(C )7 véri�ant
∀i ∈ {1, 2, 3}, ψi(d,E) > 0. (3.82)1. Pour tout E ∈ P̃ic
0
(C )7

S,E, NS(d,E,E) est majoré par
q
2+3 d0+

∑
i
di+2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi) ∑

(si)∈
∏
i

H•
Ei,di

qdeg(pgcd(div(si)+Ei+Fi))

+ q5+2 d0+2 d1+2 d2+d3+deg(E0)+deg(E1)+deg(E2)−deg(F3) (3.83)2. On suppose qu'il existe j ∈ {1, 2, 3} tel que la ondition
φj(d,E) > 2 g − 1 (3.84)est véri�ée. Alors pour tout E ∈ P̃ic

0
(C )7

S,E, NS(d,E,E) est majorépar
q
2+3 d0+

∑
i
di+2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi) ∑

(si)∈
∏
i

H•
Ei,di

qdeg(pgcd(div(si)+Ei+Fi))(3.85)30



3. On suppose qu'il existe j, k ∈ {1, 2, 3} ave j 6= k véri�ant
φj(d,E) > 2 g − 1 (3.86)et
φk(d,E) > 2 g − 1. (3.87)Alors on a, pour tout E ∈ P̃ic

0
(C )7

S,E, NS,0(d,E,E) est égal à
#H•

E0,d0
q

2(1−g)+2 d0+
∑
i
di+2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)

×
∑

(si)∈
∏
i

H•
Ei,di

qdeg(pgcd(div(si)+Ei+Fi)) (3.88)Démonstration : Quitte à permuter les indies, on peut supposer qu'ona j = 2 et k = 3. Pour tout (si) ∈
∏
i

H•
Ei,di

on applique alors les di�érentsrésultats du orollaire 3.6 ave
Di = Ei + di D1 + Ei + Fi (3.89)et

D′
i = Fi +

(
d0 +

∑

j 6=i

di + deg(E0) +
∑

j 6=i

deg(Ei) − deg(Fi)

)
D1. (3.90)On somme ensuite les ontributions obtenues sur l'ensemble des éléments

(si) ∈
∏
i

H•
Ei,di

. Pour le point 1, on utilise en outre le fait qu'on a, d'après lelemme 1.17,
#
∏

16i63

H•
Ei,di

6 q
3+
∑
i
di

. (3.91)
�En utilisant le lemme 3.4, on déduit aussit�t du orollaire 3.7 le orollairesuivant.Corollaire 3.8Il existe une onstante c > 0 (ne dépendant que de C ) et pour tout réel θ > 0,une onstante cθ > 0 (ne dépendant que de q) telles qu'on ait la propriétésuivante : soit d ∈ N4 et E ∈ Dive�(C )7 véri�ant

∀i ∈ {1, 2, 3}, ψi(d,E) > 0. (3.92)Alors 31



1. pour tout E ∈ P̃ic
0
(C )7

S,E, NS(d,E,E) est majoré par
cθ c

1+
∑
v

2 Max(v(Ei)+v(Fi))−Min(v(Ei)+v(Fi))

× q
2+3 d0+(2+θ)

∑
i
di+2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)+deg(pgcd(Ei+Fi))

+ q5+2 d0+2 d1+2 d2+d3+deg(E0)+deg(E1)+deg(E2)−deg(F3); (3.93)2. si en outre il existe j ∈ {1, 2, 3} tel que la ondition
φj(d,E) > 2 g − 1 (3.94)est véri�ée, pour tout E ∈ P̃ic

0
(C )7

S,E, NS(d,E,E) est majoré par
cθ c

1+
∑
v

2 Max(v(Ei)+v(Fi))−Min(v(Ei)+v(Fi))

× (d1+1) q
2+3 d0+2d1+(2+θ) (d2+d3)+2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)+deg(pgcd(Ei+Fi))
.(3.95)3.4 Quelques propriétés de la fontion µSOn note {0, 1}7

S l'ensemble des éléments (e0, e,f) ∈ {0, 1}7 véri�ant
Min



(
∑

j 6=i

ej +
∑

j

fj

)

i

,

(
e0 +

∑

j 6=i

(ej + fj)

)

i

, e0 +
∑

i

ei


 = 0 (3.96)Lemme 3.91. On a

∀ (e0, e,f) ∈ {0, 1}7, 1{0,1}7
S
(e0, e,f ) =

∑

06e06e0
06e′i6ei

06f ′i6fi

µ0
S(e

′
0, e

′,f ′) (3.97)En partiulier, pour tout (e0, e,f) ∈ {0, 1}7
S \(0, . . . , 0), µ0

S(e0, e,f) estnul.2. Soit e0 ∈ {0, 1}. On a
∑

(e,f)∈{0,1}6

µ0
S(e0, e,f) = 0 (3.98)3. Soit (e0, e,f) ∈ {0, 1}7. On suppose que l'une des onditions suivantesest véri�ée 32



(a) e0 +
∑
i

(ei + fi) = 1 ;(b) e0 = e1 = e2 = e3 = 0 ;() e0 = 0 et il existe un i ∈ {1, 2, 3} tel que ei = 1, fi = 0 et ej = 0pour j 6= i.Alors µ0
S(e0, e,f) est nul.Démonstration : Le premier point n'est autre que le ontenu de la re-marque 1.22 dans le as où X = S, ompte tenu de la de la desription de

IS donnée à la setion 2.1. Les autres points s'en déduisent aussit�t. �Lemme 3.10Pour ε > 0, la série
∑

E∈Dive�(C )7

|µS(E)| q
−( 1

2
+ε)

[
deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)+
∑
i

deg(Fi)

] (3.99)est onvergente.Démonstration : D'après la proposition 1.21, la série en question s'éritomme le produit eulerien
∏

v∈C (0)

1 +
∑

(e0,e,f)∈{0,1}7

(e0,e,f)6=(0,0,0)

∣∣µ0
S(e0, e,f )

∣∣ q
−( 1

2
+ε)

(
e0+

∑
i
ei+fi

)

v (3.100)Pour montrer que e dernier produit onverge, il su�t de montrer que lesonditions
(e0, e,f) 6= (0, 0, 0) et µ0

S(e0, e,f) 6= 0 (3.101)entraînent
−

(
1

2
+ ε

)(
e0 +

∑

i

ei + fi

)
< −1 (3.102)e qui déoule aussit�t du point 3(a) du lemme 3.9. �Lemme 3.11Les séries

∑

E∈Dive�(C )7

|µS(E)| q−
3
2

deg(E0)− 3
4
(deg(E1)+deg(E2))− 3

2
deg(E3)+ 1

8
(deg(F1)+deg(F2))− 3

4
deg(F3)(3.103)33



et
∑

E∈Dive�(C )7

|µS(E)| q
− 3

2

(
deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)

) (3.104)sont onvergentes.Démonstration : En raisonnant omme dans la preuve du lemme 3.10,on voit qu'il su�t de montrer que les onditions
(e0, e,f) 6= (0, 0, 0) et µ0

S(e0, e,f) 6= 0 (3.105)entraînent
−

3

2
e0 −

3

4
(e1 + e2) −

3

2
e3 +

1

8
(f1 + f2) −

3

4
f3 < −1, (3.106)respetivement

−
3

2

(
e0 +

∑

i

ei

)
< −1. (3.107)Cei déoule failement du point 3 du lemme 3.9.

�Lemme 3.12Soit ρ > 0. La série
∑

E∈Dive�(C )7

|µS(E)| ρ

∑
v

2 Max(v(Ei)+v(Fi))−Min(v(Ei)+v(Fi))

× qdeg(pgcd(Ei+Fi))q
− 3

4

[
deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)+deg(Fi)

] (3.108)est absolument onvergente.Démonstration : D'après la proposition 1.21, la série en question s'éritomme le produit eulerien
∏

v∈C (0)


1 +

∑

(e0,e,f)∈{0,1}7

(e0,e,f)6=(0,0,0)

∣∣µ0
S(e0, e,f)

∣∣ ρ2 Min(ei+fi)−Max(ei+fi) q
− 3

4

[
e0+

∑
i

(ei+fi)+Min(ei+fi)

]

v


(3.109)Pour montrer que e dernier produit onverge, il su�t de montrer que lesonditions

(e0, e,f) 6= (0, 0, 0) et µ0
S(e0, e,f) 6= 0 (3.110)34



entraînent
−

3

4

[
e0 +

∑

i

(ei + fi)

]
+ Min(ei + fi) < 1 (3.111)e qui, là enore, déoule failement du point 3 du lemme 3.9. �4 Démonstration du résultat prinipal4.1 Le terme Z4Proposition 4.1Le rayon de onvergene de la série

∑

E∈Dive�(C )7

µS(E)
∑

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

Z4(E,E, T ) (4.1)est stritement supérieur à q−1.Démonstration : Rappelons que pour E et E donnés, Z4(E,E, T ) estdonnée par l'expression
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei) ∑

d0>0

di>0,

ψi(d,E)>0

φi(d,E)<2 g−1

NS (d,E,D) T
3 d0+2

∑
i
di

. (4.2)
Les onditions

∀i ∈ {1, 2, 3}, φi(d,E) < 0 (4.3)entraînent les inégalités
0 6 d0 < deg(F1) + deg(F2) + deg(F3) + 2 g, (4.4)

0 6 d1 < deg(F2) + deg(F3) + 2 g, (4.5)
0 6 d2 < deg(F1) + deg(F3) + 2 g, (4.6)
0 6 d3 < deg(F1) + deg(F2) + 2 g. (4.7)En partiulier Z4(E,E, T ) est un polyn�me en T à oe�ients positifs. Laproposition 4.1 déoule alors du lemme 4.2 i-dessous. �
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Lemme 4.2Il existe un réel θ > 0 tel que la série
∑

E∈Dive�(C )7

|µS(E)|
∑

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

Z4(E,E, q
−1+θ) (4.8)soit onvergente.Démonstration : Fixons E ∈ Dive�(C )7 et E ∈ P̃ic

0
(C )7

S,E. D'après leorollaire 3.8 et la remarque i-dessus, on a
Z4(E,E, q

−1+θ) 6 A(θ) +B(θ) (4.9)ave
A(θ) = cθ q

2+(3 θ−1) deg(E0)+(2 θ−1)
∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)

× qdeg(pgcd(Ei+Fi)) c
1+
∑
v

2 Max(v(Ei)+v(Fi))−Min(v(Ei)+v(Fi))

×
∑

06d0<deg(F1)+deg(F2)+deg(F3)+2 g
06d1<deg(F2)+deg(F3)+2 g
06d2<deg(F1)+deg(F3)+2 g
06d3<deg(F1)+deg(F2)+2 g

q
3 θ d0+3 θ

∑
i
di (4.10)

et
B(θ) = q5+(3 θ−2) deg(E0)+(2 θ−1) (deg(E1)+deg(E2))+(2 θ−2) deg(E3)−deg(F3)

×
∑

06d0<deg(F1)+deg(F2)+deg(F3)+2 g
06d1<deg(F2)+deg(F3)+2 g
06d2<deg(F1)+deg(F3)+2 g
06d3<deg(F1)+deg(F2)+2 g

q 3 θ d0+2 θ d1+2 θ d2+(−1+2 θ) d3 (4.11)
En utilisant, pour ρ > 1 et N > 1, la majoration ∑

06d<N

ρd 6
ρN

ρ−1
, on endéduit les majorations

A(θ) 6 c′θ q
2+24 g θ+(3 θ−1) deg(E0)+(2 θ−1)

∑
i

deg(Ei)+(9 θ−1)
∑
i

deg(Fi)

× qdeg(pgcd(Ei+Fi)) c
1+
∑
v

2 Max(v(Ei)+v(Fi))−Min(v(Ei)+v(Fi))
. (4.12)et

B(θ) 6 c′′θ q
5+18 g θ+(3 θ−2) deg(E0)+(2 θ−1) [deg(E1)+deg(E2)]+(2 θ−2) deg(E3)

× q7 θ deg(F1)+7 θ deg(F2)+(−1+7 θ) deg(F3). (4.13)où cθ et c′′θ sont des onstantes ne dépendant que de θ. Les majorations (4.9),(4.12) et (4.13) ainsi que les lemmes 3.11 et 3.12 montrent le lemme 4.2. �36



4.2 Les termes Zk pour 1 6 k 6 3Proposition 4.3Pour 1 6 k 6 3 la série
∑

E∈Dive�(C )7

µS(E)
∑

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

Zk(E,E, T ) (4.14)est q−1-ontr�lée à l'ordre 1.Démonstration : Nous traitons le as où k = 3, les autres as s'en dé-duisent par permutation des indies.Rappelons que pour E ∈ Dive�(C )7 et E ∈ P̃ic
0
(C )7

S,E, Z3(E,E, T ) estdonnée par l'expression
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei) ∑

d∈N4

∀16i63, ψi(d,E)>0

φ1(d,E)<2 g−1
φ2(d,E)<2 g−1
φ3(d,E)>2 g−1.

NS (d,E,D) T
3 d0+2

∑
i
di (4.15)

Soit θ un réel stritement positif. D'après le orollaire 3.8, Z3(E,E, T ) estmajorée par la série
cθ c

1+
∑
v

2 Max(v(Ei)+v(Fi))−Min(v(Ei)+v(Fi)) (4.16)
× T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei)
q
2+2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)+deg(pgcd(Ei+Fi)) (4.17)
×

∑

d3>0
06d0<

1
2

deg(F1)+ 1
2

deg(F2)+deg(F3)+2 g

06d1<deg(F2)+deg(F3)+2 g
06d3<deg(F3)+deg(F3)+2 g

(d3 + 1) q3d0+(2+θ) (d1+d2) T
3 d0+2

∑
i
di

(4.18)On en déduit que Z3(E,E, T ) est majorée par la série
(
∑

d3>0

(d3 + 1)(q T )d3

)
Z̃3,θ(E, T ) =

1

(1 − q T )2
Z̃3,θ(E, T ) (4.19)
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où Z̃3,θ(E, T ) est donnée par l'expression
cθ c

1+
∑
v

2 Max(v(Ei)+v(Fi))−Min(v(Ei)+v(Fi)) (4.20)
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei)
q
2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)+deg(pgcd(Ei+Fi)) (4.21)
∑

06d0<
1
2

deg(F1)+ 1
2

deg(F2)+deg(F3)+2 g

06d1<deg(F2)+deg(F3)+2 g
06d2<deg(F1)+deg(F3)+2 g

q3 d0+(2+θ) (d1+d2) T 3 d0+2 d1+2 d2 (4.22)En raisonnant omme dans la preuve du lemme 4.2, on montre qu'il existeun réel θ > 0 tel que la série
∑

E∈Dive�(C )7

|µS(E)| Z̃3,θ(E, q
−1+θ) (4.23)soit onvergente, e qui onlut la preuve de la proposition 4.3. �4.3 Le terme Z0Proposition 4.4Il existe une série Z̃0(T ) de rayon de onvergene stritement supérieur à q−1telle quẽ

Z0

(
q−1
)

= (q − 1)4 q 2(1−g)
∏

v∈C (0)

(1 − q−1
v )rg(Pic(S)) #S(κv)

q
dim(S)
v

(4.24)et
Z0(T ) − ZC (q2 T 3)ZC (q T 2)3 Z̃0(T ) (4.25)est q−1-ontr�lée à l'ordre 2.La démonstration de ette proposition oupe le reste de ette setion.4.3.1 Déomposition de Z0Pour E ∈ Dive�(C )7 et E ∈ P̃ic

0
(C )7

S,E, rappelons que Z0(E,E, T ) estdonnée par l'expression
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei) ∑

d∈N4

∀16i63, ψi(d,E)>0

∃k,k′, k 6=k′, φk(d,E)>0et φk′(d,E)>0

NS (d,E,E) T
3 d0+2

∑
i
di

. (4.26)
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Soit Z0,0(E,E, T ) la série dé�nie par l'expression (4.26) où l'on a rem-plaé NS par NS,0, où NS,0(d,E,E) représente le ardinal de l'ensemble deséléments
(s0, si, ti) ∈ H•

E0,d0
×
∏

i

H•
Ei,di

×
∏

i

HFi,d0+
∑
j 6=i

dj+deg(E0)+
∑
j 6=i

deg(Ej)−deg(Fi)(4.27)véri�ant la relation∑
i

si ti sEi
sFi

= 0.Pour 1 6 k 6 3, soit Z0,k(E,E, T ) la série dé�nie par l'expression (4.26)où l'on a remplaé NS par NS,k, où NS,k(d,E,E) représente le ardinal del'ensemble des éléments
(s0, (si), (ti)i6=k) ∈ H•

E0,d0
×
∏

i

H•
Ei,di

×
∏

i6=k

HFi,d0+
∑
j 6=i

dj+deg(E0)+
∑
j 6=i

deg(Ej)−deg(Fi)(4.28)véri�ant la relation ∑
i6=k

si ti sEi
sFi

= 0.Soit en�n Z0,4(E,E, T ) la série dé�nie par l'expression (4.26) où l'on aremplaé NS par NS,4, où
NS,4(d,E,E)

déf
= #H•

E0,d0

∏

i

#H•
Ei,di

. (4.29)On a ainsi
NS,0(d,E,E) = NS(d,E,E) +

3∑

k=1

NS,k(d,E,E) − 2 NS,4(d,E,E) (4.30)d'où l'ériture
Z0(E, T ) = Z0,0(E,E, T ) −

3∑

k=1

Z0,k(E,E, T ) + 2Z0,4(E,E, T ). (4.31)La proposition 4.4 déoule alors des propositions 4.5,4.6, 4.8 et 4.9.4.3.2 Le terme Z0,4Proposition 4.5Le rayon de onvergene de la série
∑

E∈Dive�(C )7

µS(E)
∑

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

Z0,4(E,E, T ) (4.32)est stritement supérieur à q−1. 39



Démonstration : Rappelons que Z0,4(E,E, T ) est donnée par l'expression
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei) ∑

d∈N4

∀16i63, ψi(d,E)>0

∃k,k′, k 6=k′, φk(d,E)>0et φk′(d,E)>0

#H•
E0,d0

∏

i

#H•
Ei,di

T
3 d0+2

∑
i
di (4.33)

D'après le lemme 1.17, pour tout réel θ stritement positif, Z0,4(E, q
−1+θ) estmajorée par

q
4+(3θ−3) deg(E0)+(2 θ−2)

∑
i

deg(Ei) ∑

d∈N4

q
(3 θ−2) d0+(2 θ−1)

∑
i
di

. (4.34)Ainsi pour θ assez petit on a
Z0,4(E,E, q

−1+θ) 6
1

(1 − q−
1
2 )4

q
4+(3θ−3) deg(E0)+(2 θ−2)

∑
i

deg(Ei)
. (4.35)Le lemme 3.11 permet de onlure. �4.3.3 Les termes Z0,k pour 1 6 k 6 3Proposition 4.6Pour 1 6 k 6 3 la série

∑

E∈Dive�(C )7

µS(E)
∑

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

Z0,k(E,E, T ) (4.36)est q−1-ontr�lée à l'ordre 2.Démonstration : Nous traitons le as où k = 1, les autres as s'en dé-duisent par permutation des variables.Rappelons que Z0,1(E,E, T ) est donnée par l'expression
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei) ∑

d∈N4

∀16i63, ψi(d,E)>0

∃k,k′, k 6=k′, φk(d,E)>0et φk′ (d,E)>0

NS,1 (d,E,E) T
3 d0+2

∑
i
di (4.37)

D'après le lemme 4.7 i-dessous, Z0,1(E,E, T ) est majorée par la série
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei) ∑

d∈N4

q5+2 d0+2 d1+2 d2+d3+deg(E0)+deg(E1)+deg(E2)−deg(F3) T
3 d0+2

∑
i
di

,(4.38)40



don par la série
1

(1 − q T )2
Z̃0,1(E, T ), (4.39)où Z̃0,1(E, T ) est donnée par l'expression

T
3 deg(E0)+2

∑
i

deg(Ei) ∑

d0,d3>0

q2 d0+d3+deg(E0)+deg(E1)+deg(E2)−deg(F3) T 3 d0+2 d3 .(4.40)Pour θ > 0 assez petit, Z̃0,1(E, q
−1+θ) est majoré par

1

(1 − q−1)2
q(3θ−2) deg(E0)+(2θ−1) deg(E1)+(2θ−1) deg(E2)+(2θ−2) deg(E3)−deg(F3).(4.41)Le lemme 3.11 montre alors que le rayon de onvergene de la série

∑

E∈Dive�(C )7

|µS(E)| Z̃0,1(E, T ) (4.42)est stritement supérieur à q−1, d'où le résultat. �Lemme 4.7Soit d ∈ N4 et E ∈ Dive�(C )7 véri�ant
∀i ∈ {1, 2, 3}, ψi(d,E) > 0. (4.43)On a pour tout E ∈ P̃ic
0
(C )7

S,E la majoration
NS,1 (d,E,E) 6 q 5+2 d0+2 d1+2 d2+d3+deg(E0)+deg(E1)+deg(E2)−deg(F3). (4.44)Démonstration : Rappelons que NS,1(d,E,E) désigne le ardinal del'ensemble des éléments

(s0, (si), (t2, t3)) ∈ H•
E0,d0

×
∏

16i63

H•
Ei,di

×
∏

26i63

HFi,d0+
∑
j 6=i

dj+deg(E0)+
∑
j 6=i

deg(Ej)−deg(Fi)(4.45)véri�ant la relation
s2 t2 sE2 sF2 = s3 t3 sE3 sF3. (4.46)Si on �xe (s0, (si), t3), il existe au plus un élément t2 satisfaisant la relation(4.46). Ainsi NS,1(d,E,E) est majoré par

#H•
E0,d0

∏

16i63

#H•
Ei,di

#HF3,d0+d1+d2+deg(E0)+deg(E1)+deg(E2)−deg(F3) (4.47)Le lemme 1.17 permet de onlure. �41



4.3.4 Le terme Z0,0Rappelons que Z0,0(E,E, T ) est donnée par l'expression
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei) ∑

d∈N4

∀16i63, ψi(d,E)>0

∃k,k′, k 6=k′, φk(d,E)>0et φk′(d,E)>0

NS (d,E,E) T
3 d0+2

∑
i
di

. (4.48)
Ainsi, d'après le orollaire 3.7, Z0,0(E,E, T ) peut s'érire
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei)
q
2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)

×
∑

d∈N4

∀16i63, ψi(d,E)>0

∃k,k′, k 6=k′, φk(d,E)>0et φk′ (d,E)>0

#H•
E0,d0

q
2+2 d0+

∑
i
di

∑

(si)∈
∏
i
H•

Ei,di

qdeg(pgcd(div(si)+Ei+Fi)) T
3 d0+2

∑
i
di

.

(4.49)On dé�nit Z0,0,prin(E,E, T ) par l'expression
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei)
q
2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)

×
∑

d∈N4

#H•
E0,d0

q
2+2 d0+

∑
i
di

∑

(si)∈
∏
i

H•
Ei,di

qdeg(pgcd(div(si)+Ei+Fi)) T
3 d0+2

∑
i
di

.(4.50)et on pose
Z0,0,err déf

= Z0,0 − Z0,0,prin. (4.51)4.3.5 Le terme Z0,0,errProposition 4.8La série ∑

E∈Dive�(C )7

µS(E)
∑

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

Z0,0,err(E,E, T ) (4.52)est q−1-ontr�lée à l'ordre 2.
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Démonstration : Rappelons que Z0,0,prin(E,E, T ) est donnée par l'ex-pression
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei)
q
2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)

×
∑

d∈A

#H•
E0,d0

q
2+2 d0+

∑
i
di

∑

(si)∈
∏
i
H•

Ei,di

qdeg(pgcd(div(si)+Ei+Fi)) T
3 d0+2

∑
i
di

, (4.53)où A est le sous-ensemble de N4 onstitué des éléments véri�ant l'une dessix onditions suivantes :
ψi(d,E) < 0, 1 6 i 6 3, (4.54)
φi(d,E) < 0, 1 6 i 6 3. (4.55)Nous nous ontentons de démontrer que la série Z0,0,err,ψ1(E,E, T ), donnéepar l'expression

T 3 deg(E0)+2 deg(E1)+2 deg(E2)+2 deg(E3) q 2 deg(E0)+
∑

i deg(Ei)−
∑

i deg(Fi)

∑

d∈N4

ψ1(d,E)<0

#H•
E0,d0

q
2+2 d0+

∑
i
di

∑

(si)∈
∏
i

H•
Ei,di

qdeg(pgcd(div(si)+Ei+Fi)) T
3 d0+2

∑
i
di (4.56)est q−1-ontr�lée à l'ordre 2, le proédé est le même pour traiter l'ensembledu domaine de sommation.D'après le lemme 3.4 et la dé�nition de ψ1, pour tout réel θ > 0, la série

Z0,0,err,ψ1(E,E, T ) est majorée par
cθ c

1+
∑
v

2 Max(v(Ei)+v(Fi))−Min(Ei+Fi)

T
3 deg(E0)+2

∑
i

deg(Ei)
q
2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)

∑

d1>0
06d0<deg(F1)
06d2<deg(F1)
06d3<deg(F1)

(d1 + 1) q5+3d0+2 d1+(2+θ) (d2+d3)qdeg(pgcd(Ei+Fi)) T
3 d0+2

∑
i
di

, (4.57)
don par

1

(1 − q T )2
Z̃0,0,err,ψ1,θ(E, T ) (4.58)
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où Z̃0,0,err,ψ1,θ(E, T ) est donnée par l'expression
cθ c

1+
∑
v

2 Max(v(Ei)+v(Fi))−Min(v(Ei)+v(Fi))

× T
3 deg(E0)+2

∑
i

deg(Ei)
q2 deg(E0)+

∑
i deg(Ei)−

∑
i deg(Fi)

×
∑

06d0<deg(F1)
06d2<deg(F1)
06d3<deg(F1)

q5+3 d0+(2+θ)(d2+d3)qdeg(pgcd(Ei+Fi)) T 3 d0+2 d2+2 d3 . (4.59)En raisonnant omme dans la preuve du lemme 4.2 on montre que pour θ > 0assez petit, la série
∑

E∈Dive�(C )7

µS(E)Z̃0,0,err,ψ1,θ(E, q
−1+θ) (4.60)est onvergente, e qui permet de onlure. �4.3.6 Le terme Z0,0,prinProposition 4.9La série ∑

E∈Dive�(C )7

µS(E)
∑

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

Z0,0,prin(E,E, T ) (4.61)s'érit
ZC (q2 T 3)ZC (q T 2)3 Z̃0,0,prin(T ) (4.62)ou Z̃0,0,prin(T ) est une série de rayon de onvergene stritement supérieur à

q−1, véri�ant
Z̃0,0,prin (q−1

)
= (q − 1)4 q 2(1−g)

∏

v∈C (0)

(1 − q−1
v )rg(Pic(S)) #S(κv)

q
dim(S)
v

(4.63)Démonstration : Rappelons que Z0,0,prin(E,E, T ) est donnée par l'ex-pression
T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei)
q

2 (1−g)+2 deg(E0)+
∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)

×
∑

d∈N4

#H•
E0,d0

q
2 d0+

∑
i
di

∑

(si)∈
∏
i
H•

Ei,di

qdeg(pgcd(div(si)+Ei+Fi)) T
3 d0+2

∑
i
di

. (4.64)
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D'après la remarque 2.2, pour tout d ∈ N4, l'appliation
(s0, (si)) 7→ (div(s0), (div(si))) (4.65)induit une surjetion de l'ensemble

⊔

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

H•
E0,d0

×
∏

i

H•
Ei,di

(4.66)sur l'ensemble des éléments (G0, (Gi)) ∈ Dive�(C )4 de degré d, surjetiondont les �bres sont de ardinal (q − 1)4. Ainsi la somme
∑

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

Z0,0,prin(E,E, T ) (4.67)est égale à
(q − 1)4 T

3 deg(E0)+2
∑
i

deg(Ei)
q

2(1−g)+2 deg(E0)+
∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)

×
∑

(G0,(Gi))∈Dive�(C )4

q
2 deg(G0)+

∑
i

deg(Gi)+deg(pgcd(Gi+Ei+Fi))
T

3 deg(G0)+2
∑
i

deg(Gi)
.(4.68)L'expression préédente peut s'érire omme le produit eulerien (f. les no-tations 3.1)

(q − 1)4 q 2(1−g) T
3 deg(E0)+2

∑
i

deg(Ei)
q
2 deg(E0)+

∑
i

deg(Ei)−
∑
i

deg(Fi)

× ZC (q2 T 3)
∏

v∈C (0)

F(v(Fi)+v(Ei))(qv, qv T
2 fv) (4.69)On pose, pour tout v ∈ C (0),

Z1,v(T )
déf
=

∑

(e0,e,f)∈{0,1}7

µ0
S(e0, e,f) (q2 T 3)fv e0 (q T 2)fv

∑
i ei q−

∑
i fi

v

× F(ei+fi)(qv, qv T
2 fv). (4.70)Ainsi, on a

Z0,0,prin(T ) =
∑

E∈Dive�(C )7

µS(E)
∑

E∈P̃ic
0
(C )7S,E

Z0,0,prin(E,E, T ) (4.71)
= (q − 1)4 q2 ZC (q2 T 3)

∏

v∈C (0)

Z1,v(T ). (4.72)45



On pose
Z2,v(T )

déf
=
(
1 − (q T 2)fv

)3
Z1,v(T ) (4.73)de sorte qu'on a

Z0,0,prin = (q − 1)4q 2(1−g)ZC (q2 T 3)ZC (q T 2)3
∏

v∈C (0)

Z2,v(T ). (4.74)D'après la proposition 3.2, Z2,v(T ) peut s'érire
1

1 − (q4 T 6)fv

∑

(e0,e,f)∈{0,1}7

µ0
S(e0, e,f )(q2 T 3)fv g0 (q T 2)fv

∑
i ei qv

−
∑

i fi

× F̃(ei+fi)(qv, qv T
2 fv). (4.75)La proposition 3.2 montre également que la série ∏

v

Z2,v(T ) a un rayon deonvergene stritement supérieur à q−1.Pour terminer la démonstration, il su�t don de montrer qu'on a pourtout v ∈ C (0) la relation
Z2,v(q

−1) = (1 − q−1
v )rg(Pic(S)) #S(κv)

q
dim(S)
v

. (4.76)On pose, pour (e0, e,f) ∈ {0, 1}7

factv(e0, e,f)
déf
=

1

1 − q−2
v

q
−e0−

∑
i

(ei+fi)

v F̃(ei+fi)

(
qv, q

−1
v

)
. (4.77)On a don

Z2,v(q
−1) =

∑

(e0,e,f)∈{0,1}7

µ0
S(e0, e,f) factv(e0, e,f). (4.78)Le lemme 4.10 i-dessous et le lemme 1.25 montrent que la relation (4.76)est bien véri�ée, e qui onlut la démonstration. �Lemme 4.10On a la relation

∑

(e0,e,f)∈{0,1}7

µ0
S(e0, e,f) factv(e0, e,f )

=
∑

(e0,e,f)∈{0,1}7

µ0
S(e0, e,f ) densS,v(e0, e,f). (4.79)46



Démonstration : Rappelons qu'on a (f. les notations 1.23 et 1.24)
densS,v(e0, e,f) =

#

{
(x0,x,y) ∈ κ

(e0,e,f)
v ,

∑
16i63

xi yi = 0

}

q 6
v

. (4.80)La relation (4.79) (voire même plus diretement le fait que le membrede gauhe de (4.79) oïnide ave le membre de droite de (4.76)) peut trèsbien se véri�er par fore brute, ave l'aide par exemple d'un logiiel de alulformel. Montrons omment on peut la retrouver via un minimum de alul.Fixons e0 ∈ {0, 1}. Tout d'abord, rappelons qu'on a d'après le lemme 3.9
∑

(e,f)∈{0,1}6

µ0
S(e0, e,f) = 0. (4.81)Ensuite, on va montrer i-dessous qu'on a

∀(e,f) ∈ {0, 1}6, factv(e0, e,f) − factv(e0, 1, 1)

= densS,v(e0, e,f) − densS,v(e0, 1, 1). (4.82)Les deux relations (4.81) et (4.82) montrent le lemme.Pour montrer la relation (4.82), on ommene par remarquer que pardé�nition de de F̃(ei+fi) on a
factv(e0, e,f ) = (1 − q−1

v )3 q−e0−
∑

i(ei+fi)
v

∑

n∈N3

qMin(ni+ei+fi)
v q−

∑
i ni

v (4.83)
= (1 − q−1

v )3 q−e0
v

∑

n∈N3

ni>ei+fi

qMin(ni)
v q−

∑
i ni

v . (4.84)Par symétrie, il su�t de montrer qu'on a pour tout (e2, e3,f) ∈ {0, 1}5 larelation
factv(e0, (0, e2, e3),f ) − fact(e0, (1, e2, e3),f)

= densS,v(e0, (0, e2, e3),f) − densS,v(e0, (1, e2, e3),f) (4.85)Considérons le as où f1 = 0. D'après (4.80), le membre de droite de (4.85)vaut alors
q−e0−5
v #

{
(x,y) ∈ κ(0,e2,e3,f)

v , x1 6= 0,
∑

xi yi = 0
}

= q−e0−5
v (qv − 1)#κ(e2,e3,f2,f3)

v(4.86)
= (1 − q−1

v ) q−e0−e2−e3−f2−f3
v (4.87)47



et d'après (4.84) elui de gauhe vaut
(1 − q−1

v )3 q−e0v

∑

(n2,n3)∈N2

n2>e2+f2
n3>e3+f3

qMin(0,n2,n3)
v q−n2−n3

v = (1 − q−1
v ) q−e0−e2−e3−f2−f3v (4.88)d'où l'égalité herhée dans e as.Supposons à présent f1 = 1. D'après (4.80), le membre de droite de (4.85)vaut

q−e0−5
v (qv − 1)#(x2, y2, x3, y3) ∈ κ(e2,e3,f2,f3)

v , x2 y2 + x3 y3 = 0. (4.89)Par un alul faile, on trouve que ette quantité est égale à




q−1−e0−e2−e3−f2−f3
v (qv − 1) si e2 + f2 > 1 et e3 + f3 > 1
q−3−e0−e2−f2
v (qv − 1)(2 qv − 1) si e2 + f2 > 1 et e3 + f3 = 0
q−5−e0
v (qv − 1)(q3

v + q2
v − qv) si e2 + f2 = 0 et e3 + f3 = 0.(4.90)D'après (4.84) le membre de gauhe de (4.85) vaut

(1 − q−1
v )3 q−e0v

∑

(n2,n3)∈N2

n2>e2+f2
n3>e3+f3

qMin(1,n2,n3)
v q−1−n2−n3

v . (4.91)Si e2 + f2 > 1 et e3 + f3 > 1, l'expression (4.91) s'érit
(1 − q−1

v )3 q−e0v

∑

(n2,n3)∈N2

n2>e2+f2
n3>e3+f3

q−n2−n3
v = (1 − q−1

v )q−e0−e2−f2−e3−f3
v . (4.92)Si e2 + f2 > 1 et e3 + f3 = 0, on a(4.91) = (1 − q−1

v )3 q−e0v




∑

(n2,n3)∈N2

n2>e2+f2
n3>1

q−n2−n3
v +

∑

n2>e2+f2

q−1−n2
v




(4.93)
= q−e0v

[
(1 − q−1

v ) q−e2−f2−1
v + (1 − q−1

v )2q−e2−f2−1
v

] (4.94)
= q−3−e0−e2−f2

v (qv − 1)(2 qv − 1) (4.95)48



En�n, si e2 + f2 = e3 + f3 = 0, on a(4.91) = (1 − q−1
v )3 q−e0v


q−1

v +
∑

n2>1

q−1−n2
v +

∑

n3>1

q−1−n3
v +

∑

n2>1
n3>1

q−n2−n3
v


(4.96)

= q−e0v

[
q−1
v (1 − q−1

v )3 + 2 q−2
v (1 − q−1

v )2 + q−2
v (1 − q−1

v )
] (4.97)

= q−5−e0
v (qv − 1)

(
q3
v + q2

v − qv
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