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Comptage de courbes sur le plan projectif
éclaté en trois points alignés

David Bourqui

Résumé : Nous établissons une version de la conjecture de Manin pour le plan
projectif éclaté en trois points alignés, le corps de base étant un corps global de
caractéristique positive.

Abstract : We prove a version of Manin’s conjecture for the projective plane
blown up in three collinear points, the base field being a global field of positive
characteristic

Vers la fin des années 1980, une série de questions a été soulevée par Manin
et ses collaborateurs (cf. [BaMa, FrMaTs|) sur le comportement asymptotique
du nombre de points de hauteur bornée des variétés de Fano définies sur un
corps global, ce qui a initié de nombreux travaux. Ces derniéres années, ces
questions ont notamment été étudiées de maniére intensive pour les surfaces
de del Pezzo généralisées définies sur un corps de nombres (cf. le survol [Br|
et les références y figurant), en suivant la stratégie initiée par Salberger dans
[Sa|, dont le principe consiste a relever le décompte des points de hauteur
bornée a un certain torseur sous un tore au-dessus de la variété étudiée (en
général un torseur universel). Dans de nombreux cas de surfaces, le probléme
de comptage «relevé» peut alors se traiter par des techniques de théorie an-
alytique des nombres. Un des points cruciaux pour lefficacité de la méthode
est que I’'on dispose d’équations explicites pour les torseurs considérés.

Dans ce texte, nous étudions le probléme dans le cas ou la variété con-
sidérée X est le plan projectif éclaté en trois points aligné, le corps de base
étant un corps global de caractéristique positive. Nous établissons une ver-
sion de la conjecture de Manin dans ce cas (théoréme 2.3). Dans ce cadre, le
probléme a une reformulation géométrique simple : on cherche a évaluer le
nombre de morphismes d’une courbe fixée € vers X de degré donné, quand
le degré devient grand. Soulignons que la courbe € est supposée de genre
quelconque dans notre étude, alors que les travaux cités précédemment sur
les surfaces de del Pezzo généralisées se limitent en général au cas ou le corps



de base est le corps des rationnels.

Nous suivons également la stratégie de Salberger : la premiére étape de la
démonstration consiste a relever le probléme de comptage au torseur universel
au-dessus de X. Nous décrivons cette étape dans la section 1 ol nous nous
placons en fait dans le cadre plus général d’une variété X dont I'anneau de
Cox est supposé de type fini. De facon informelle, ceci permet de ramener
le dénombrement des morphismes de € vers X de degré donné a celui de
certaines familles de sections globales de fibrés en droites, sections astreintes
a satisfaire deux types de conditions : elles doivent satisfaire les «mémesy
équations que le torseur universel et leurs diviseurs doivent satisfaire certaines
conditions de coprimalité (conditions entiérement explicites en termes des
données décrivant le torseur universel). On se reportera a la proposition 1.20
pour un énoncé précis. Une technique standard d’inversion de Mobius permet
d’«oublier» la condition de coprimalité. Le plus ardu est de tenir compte des
équations satisfaites par les sections dans le dénombrement. A cet égard, le
cas le plus simple apparait comme étant celui des variétés toriques, ot il n’y
a pas d’équations. On est alors ramené a estimer la dimension de certains
espaces de sections globales, ce qui peut se faire via le théoréme de Riemann-
Roch, et méne a la démonstration de la conjecture de Manin dans ce cas.
Ceci est fait dans [Bo2|. Dans cet article nous expliquons comment traiter
la premiére condition dans le cas ou X est le plan projectif éclaté en trois
points alignés, ou il n'y a qu’une équation pour le torseur universel, qui
plus est particuliérement simple. Les techniques utilisées sont élémentaires
et susceptibles de s’adapter a d’autres surfaces de del Pezzo généralisées
dont le torseur universel est donné par une seule équation (cf. [De| pour la
classification de ces surfaces).

Nous terminons cette introduction par quelques remarques : dans le cas
ou le corps de base est le corps des rationnels, I’étude du nombre de points
de hauteur bornée sur le plan projectif éclaté en trois points alignés est
traité via l'usage du torseur universel par Browning dans [Br|. Dans ce cas,
le résultat découle aussi d’un théoréme plus général de Chambert-Loir et
Tschinkel sur la validité des conjectures de Manin pour les compactifications
équivariantes d’espaces affines définies sur un corps de nombres (cf. [CLTs1,
CLTs2|). Ces derniers auteurs utilisent des techniques d’analyse harmonique.
Il est probable que leurs arguments s’adaptent dans le cas d’un corps global
de caractéristique positive, mais ceci resterait & mettre en oeuvre.



1 Relévement du probléme de comptage au torseur
universel

1.1 Quelques rappels sur la théorie des anneaux de Cox

Nous faisons quelques rappels sur la théorie des anneaux de Cox, ini-
tiée par Cox dans [Col| dans le cas des variétés toriques. On peut la voir
comme une généralisation des coordonnées homogeénes sur les espaces pro-
jectifs. Hassett et Tschinkel ont montré qu’elle fournissait un outil efficace
pour la détermination explicite des équations de certains torseurs universels
(cf. [Hal).

Soit k un corps et X une variété projective, lisse et géométriquement
intégre définie sur k. On suppose que le groupe de Picard de X est libre de
rang fini et déployé, i.e Pic(X}) coincide avec Pic(Xysep) et I’action du groupe
de Galois absolu est triviale. On suppose en outre que I’anneau de Cox de
X (cf. [Ha]), noté Cox(X) est de type fini. Soit (s;);c; une famille finie de
sections globales (non constantes) qui engendrent Cox(X). Pour i € I, soit
D; le diviseur des zéros de s;. On note D; = [D;] sa classe dans Pic(X). On
définit une Pic(X)-graduation sur k[(s;)ic;] en posant deg(s;) = D;.

Soit (F});es une famille finie de polynomes Pic(X)-homogenes de k[(s;)]
de sorte que

Cox(X) 2 k[(s)]/Fy(s:) (1.1)

Ainsi pour tout j € J il existe un élément D; € Pic(X) tel que F} s’écrive

Z Qjd Hsfi (1.2)

deNéj el

ol
N, ©{deN' > d;D;=D;} (1.3)

I
et ajq € NP st une famille presque nulle d’éléments de k.

Soit X le complémentaire de la réunion des D; pour ¢ € I. On a la suite
exacte classique
0 — k[Xo)*/k* — @®ZD; — Pic(X) — 0. (1.4)
iel
D’aprés le lemme de Rosenlicht, k[Xo]*/k* est un Z-module libre de rang
fini.

Notation 1.1
On note Nx le Z-module k[Xo]*/k*.



Dans la suite, on choisit arbitrairement une identification de Nx & un sous-
groupe de k[Xg]*.

Remarque 1.2 : Comme les sections s; engendrent Cox(X), le cone effectif
de X, noté Ceg(X), est I'image du cone ‘EBIR?O D;. En particulier, il est de
type fini. © O

Le tore de Néron-Severi Ts = Hom(Pic(X), G,,) agit naturellement sur
k[s;] via
et cette action induit une action de Tyg sur Cox(X).

La théorie géométrique des invariants permet alors de montrer I'existence
d’un ouvert non vide Tys-invariant de Spec(Cox(X)), noté 7y, tel que le
quotient géométrique de 7Ty par Tyg existe et s’identifie naturellement a X.
On montre en outre que 7x — X représente l'unique classe de torseurs
universels au-dessus de X (cf. [Hal).

Plus précisément, 7x admet la description suivante : pour un ensemble
convenable Jx de parties de I, Tx est la réunion des ouverts de Spec(Cox (X))

d’équation
[[si#0 (1.6)
iel’
pour I’ décrivant Jy. En particulier I'ouvert de Spec(Cox(X)) d’équation
[1s: # 0 est un ouvert non vide inclus dans Zx. On le note 7x . Pour tout
i€l
iee I, 'image réciproque du support du diviseur D; est 'intersection du
fermé de Spec(Cox (X)) d’équation s; = 0 avec Tx. En particulier le fermé
de d’équation s; = 0 rencontre 7x. On a donc

N I'=2 (1.7)
I'edx

On a XO = TX,O/TNS-

Notation 1.3

On note Ty, le tore Hom(Nx, G,,). La suite exacte (1.4) induit donc une
suite exacte de tores déployés

Notation 1.4
On note Ny le sous-ensemble de N formé des éléments d vérifiant

icl
Remarque 1.5 : D’aprés la suite exacte (1.4) et la remarque 1.2, N+ s’iden-
tifie & 'image dans Z’ de lintersection de Cog(X) avec Pic(X)Y. O
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1.2 Application & la description du foncteur des points

On se place toujours dans le cadre de la section 1.1, dont on conserve
les notations. Nous allons utiliser la description de X comme le quotient
géométrique 7y /Txs pour décrire le foncteur des points de X. Le résultat
est en fait une généralisation immédiate et naturelle de la description de Cox

du foncteur des points d’une variété torique projective et lisse donnée dans
[Co2].

Définition 1.6
Soit S un schéma et (L;);c; une famille de fibrés en droites sur S. Une Nx-
trivialisation de (£;);cs est la donnée d’une famille (¢p,)nen, d’isomorphismes

Cn t QLN 5 Og (1.10)
(3
vérifiant la conditions suivante : pour tout n,n’ dans Nx, on a
Cn @ Cnt = Cpymy- (1.11)

Remarque 1.7 : Deux Ny-trivialisations (c,) et (c},) de (£;);e; différent par
une unique famille d’isomorphismes ¢ : Og — Og vérifiant la condition
(1.11), i.e. par un morphisme de groupe Nx — H°(S,0g)*. En d’autres
termes, l’ensemble des Nx-trivialisations de (£;);c; est un espace principal
homogeéne sous I'action du groupe Ty, (H°(S,Og)). O

Notation 1.8
Soit S un k-schéma. Soit (L;);c; une famille de fibrés en droites sur S munie
d’une Nx-trivialisation (cy,).

Soit F' un polynéme Pic(X)-homogeéne de k[s;], de degré D. Ecrivons

F=)Y aq]]s (1.12)

deNﬁ el

Pour tout a = (a;) € Z' tel que D = 3 a; D; on pose Lq & @ L%, Pour tout
iel iel
de Nllj tel que ag # 0 on a donc d — a € Ny. L’isomorphisme cq_, induit
un isomorphisme
Paa : QLT 5 L, (1.13)
il
Sia’ = (a;) est tel que D = > a; D;, alors a — a' € Nx et I'isomorphisme
el
Ca—q Induit un isomorphisme

la,a’ - La = La/ (1.14)

5



qui grace a la condition (1.11) vérifie tgq e © Pd.a = Paa pour tout d € Nj,.
Ainsi pour toute famille de sections globales u; on a

> 0dfda (@u?di) —0 (1.15)
el

de(N1)p
si et seulement si
> aaa (,®Iu?di) = 0. (1.16)
dE(NI)D '€

La condition (1.15) sera alors notée
F(u;) = 0. (1.17)

On omet donc dans cette notation la référence a la Nx-trivialisation (qui
dans la suite sera toujours clairement indiquée par le contexte).

Définition 1.9

Soit S un k-schéma. Une X-collection sur S est la donnée pour tout i € I
d’un fibré en droites L; sur S et d’une section globale u; de L;, ainsi que
d’une Nx-trivialisation (cy,) de (L;), ces données étant astreintes a vérifier
les conditions suivantes :

1. Pour tout ¢ € I, la section u; induit un morphisme Og — L; et par
dualité un morphisme Li_l — Og. On demande que le morphisme induit

® L7 — Og (1.18)
i€l
I'edx
soit surjectif.
2. Pour tout j € J, on a
Fi(u;) = 0. (1.19)

Un isomorphisme entre deux X-collections ((L;,u;), (cn)) et ((LL,ul), (ch,))
est une famille d’isomorphismes L; — L’ envoyant u; sur u} et ¢, sur c.,.

On note Cx (S) 'ensemble des X-collections sur S modulo isomorphisme.
Remarque 1.10 : 1l existe sur X une X-collection universelle : on prend
L; = O(D;) et u; la section canonique de O(D;). La Nx-trivialisation (cy,)
est donnée par la suite exacte (1.4) (elle dépend du choix de I'identification
Nx C k[Xo]*). Sim : S — X est un k-morphisme, ((7*O(D;), 7*u;), (7¢y))
est une X-collection sur S. On obtient ainsi une application fonctorielle en
S

Homy (S, X) — Cx(95). (1.20)

O



Théoréme 1.11
L’application (1.20) induit une bijection de Homy(S, X) sur I’ensemble des
classes d’isomorphismes de X -collections sur S. Ainsi X représente le foncteur
qui & un k-schéma S associe I'ensemble des classes d’isomorphisme de X -
collections sur S.

La démonstration est une adaptation immeédiate de la démonstration du
théoréme principal de [Co2]. Indiquons juste de maniére informelle com-
ment est construit le morphisme S — X correspondant a la X-collection
((L;,u;), (cn)) : le morphisme en question associe & s € S le «point de co-
ordonnées homogeénes (u;(s))». La suite exacte (1.4) montre que le [-uple
(u;(s)) est bien défini modulo 'action de Tys. Les conditions 1 et 2 de la
définition 1.9 assurent que (u;(s)) est dans Ty.

On note Homy, x, (S, X) I'ensemble des k-morphismes de S vers X dont
I'image schématique rencontre 1'ouvert Xj.

Définition 1.12
Soit S un k-schéma. Une X-collection sur S ((L;,u;),(c,)) est dite non
dégénérée si les sections u; sont toutes non nulles.

Compte tenu du fait qu’on a Xy = Tx0/Tns ot Tx o est l'ouvert d’équation
[Is: # 0, une adaptation immédiate de la démonstration du théoréme 1.11
permet également de montrer le résultat suivant.

Théoréme 1.13
L’application (1.20) induit une bijection de Homy, x, (S, X) sur I’ensemble des
X-collections sur S non dégénérées modulo ismorphisme.

1.3 Description des morphismes de % vers X : montée
au torseur universel

On se place toujours dans le cadre de la section 1.1. Soit ¥ une courbe
projective, lisse et géométriquement intégre définie sur k. On note g son
genre. Pour d € N1, on cherche & décrire 1’ensemble des k-morphismes de €
vers X dont I'image rencontre X, et tels qu’on ait

On va montrer que cet ensemble se décrit bien en termes des données définis-
sant le torseur universel au dessus de X.

On suppose pour simplifier que € admet un diviseur de degré 1 (ce qui
sera de toute facon vérifié pour ’application que nous avons en vue, le corps
k étant alors fini).



Notations 1.14

On fixe un diviseur de degré 1 sur €, noté ©,. On fixe également un sous-
—~ 0

ensemble Pic (¢) de Div’(%) de représentants de Pic’(%).

On note Pic (€)% le sous-ensemble de 15\{(:0(%)[ formé des éléments (&;)
vérifiant
Vn € Ny, Y n;€~0. (1.22)

el

— 0
Remarque 1.15 : L’image de Pic (%)% dans Pic’(%)! s’identifie donc au
sous-groupe Pic’(%) ® N. O

Notations 1.16 __

Pour tout € € Pic (¢)%, on fixe une Nx-trivialisation ce de la famille
(04 (€,;)). Pour tout d € N1, ceci induit une Nx-trivialisation naturelle
ceq de la famille (O4(€; 4+ d;©1)). Par la suite, sauf mention explicite du
contraire, la famille (O4(€&; + d; ©,)) sera toujours munie de cette trivialisa-

tion.
— 0
Pour tout € € Pic (%), et tout d € N on note

Hea= H(C,04(€ + dD)) (1.23)

et
o= Hea\ {0}, (1.24)

Le lemme suivant est une conséquence classique du théoréme de Riemann-
Roch et nous sera trés utile lors de la démonstration du résultat principal de
cet article.

Lemme 1.17
1. Sid > 2g— 1, la dimension du k-espace vectoriel Hg 4 est 1 — g+ d.

2. La dimension du k-espace vectoriel Hg 4 est majorée par 1+ d.

Notations 1.18 .y
On note pour tout € € Pic (€)!, et tout d € N’

o  déf .
€ed — H:H i5di (1'25)
el
On note
. deéf .
I,X,equiv — |_| j-cci,d' (126)
ecPic’ (%)L,
deN{



Notations 1.19
On note €*) I'ensemble des points fermés de € et Div.g(%) le monoide des
diviseurs effectifs de €, i.e. le monoide abélien libre de base €.

Pour tout v € €% et D € Diveg(€), on note v(D) la multiplicité de D
en v.

Pour toute famille (D,)aca de diviseurs effectifs de €, on note

pged ((Dy)aca) E Min (v(Da)) v (1.27)
vz
On pose
Divy x.prim = {& € Diver(€)!, pged (Z 8i> =0} (1.28)
I'edx \er
et

° déf ° . .
j'CI,X,pn'm ={(s1) € |_| H{I,X,e,da (div(si)) € Divrx prim}- (1.29)
eebic (¥)!,
deN'

— 0
Pour tout € € Pic (€)%, et tout d € Ny, 'action diagonale naturelle de
Tns(k) sur Hy 4 préserve le sous-ensemble (cf. notations 1.8)

{(50) € My xea NHT xprim» VI E€J,  Fj(si) =0} (1.30)

Proposition 1.20
Soit d € Nx. On a une bijection entre :

1. les k-morphismes de € vers X dont I'image rencontre X, et vérifiant
Viel, degf*(D;)=d; ; (1.31)
2. la réunion des ensembles quotients
{(ui) € My x ea N HY xprim» Vi €J, Fj(si) =0} /Tns(k)  (1.32)
pour € parcourant lgizo(cﬁ)g(

Démonstration : A tout élément de ’ensemble
{(ui) € Hy x ea N HT xprim» V5 € J, Fj(ug) =0} (1.33)
on associe la X-collection non degénérée

(04 (& +diD1),u;), ce.a) (1.34)
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(le fait que (u;) soit dans H7 x ., signifie exactement que la condition 1 de
la définition 1.9 est satisfaite).

On va montrer que ceci induit une bijection de I’ensemble décrit dans
le point 2 de 1’énoncé de la proposition sur lI’ensemble des classes d’iso-
morphisme de X-collections non dégénérées ((L;,u;),(c,)) sur € vérifiant
deg(L;) = d;, ce qui donnera le résultat d’aprés le théoréme 1.13.

Toute telle classe d’isomorphisme contient un élément de la forme

((0¢(€; +d;Dy),u;), t.ce.qa), (1.35)

ou (&) € 131/00(‘5)&, u; € Hy, 4., et (cf. la remarque 1.7) ¢ est un élément de
Ty (HY(%, O)) = Tivy (K).
Deux X-collections

(0% (€; +di D1),u;), t.cea) (1.36)
et
((Og (& + diD1), u;), t' .ce.a) (1.37)

sont isomorphes si et seulement s'il existe un élément (\;) € (k*)! = GZ (k)
tel que u; = \ju; et t' = wx(\;) t (cf. notation 1.3).

Ainsi dans toute classe d’isomorphisme, on peut trouver un élément de la
forme (04 (€; + d; 1), (ui), ce a). Par ailleurs les X-collections

(04 (€ + d;i D1), u;), ce.a) (1.38)

et
((Og (& + diD1), u;), ce.a) (1.39)

sont isomorphes si et seulement s’il existe un élément ();) € G (k) tel que
up = Nup et mx(N\;) = 1, i.e. d’aprés (1.8) si et seulement il existe un
élément ()\;) € Tns(k) tel que u; = A; ul. Ceci montre le résultat. O

1.4 Inversion de Mobius

On se place toujours dans le cadre de la section 1.3. Afin de se «débarasser»
de la condition (s;) € H} x i apparaissant dans la proposition 1.20, il est
classique d’utiliser une inversion de Mdbius.

Proposition 1.21
11 existe une unique fonction px : Diveg(6)! — C vérifiant

VD € Diver(%)',  1pie,ypim(@D) = > pix(E) (1.40)

0<E<D;

Cette fonction vérifie en outre les propriétés suivantes :
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1. elle est multiplicative, c¢’est-a-dire que si € et D vérifient

alors on a

px(D+ &) = ux (D) px(€) (1.42)

2. pour tout v € €© et tout n € N', ux((n;v)) ne dépend que de n (et
pas de v) ; on note % (n) cette valeur. On a % (n) = 0 s'il existe i tel
quen; =2 ousiy, n;=1.

Démonstration : 1l suffit de reprendre la démonstration de la proposition
1 de [Bo2|. Notons que la derniére assertion découle aussitot du fait que si
> n; =1 alors ((n; v)) est dans Divy x prim ce qui provient de (1.7). O
Remarque 1.22 : Notons {0, 1}4 Pensemble des éléments (n;) € {0, 1} véri-
fiant

Min ; n; =0 (1.43)
On a alors
Vn e {07 1}17 1{0,1}5( (n) = Z u%(m) (144)
o<m<n
En particulier, si n € {0,1}% \ {0}, on a u%(m) = 0. O

Notation 1.23
Si A est un ensemble, n un élément de {0,1}* et L un corps, on pose

L™= {(z,) € L*, Va €A, x,=0sin,=1} (1.45)

On suppose a présent que k est un corps fini de cardinal ¢. Pour v € €,
on note f, le degré de v et x, le corps résiduel, de sorte que #r, = ¢/* £ ¢,.

Notation 1.24
Pour n € {0, 1}, on pose

def #{(xz) € ky, VjEJ, F]('TZ) = 0}

densy ,(n) v ) (1.46)
Lemme 1.25
On a la relation
—1\r #X(KVU)
> pk(n) densy(n) = (1-gq,") g(TNS)T(X)- (1.47)
ne{0,1}1 Qv
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Démonstration : On a

\V/(I‘Z) € /{{), <E|I, € jx, HI‘Z 7& 0 <= Vn ¢ {0, l}g(, ({L‘Z) ¢ I{Un> (148)
iel’
On en déduit 1’égalité

Tx (ky) = {(z;) € &1, ¥n ¢ {0,1}], (z;) & k1, Vj € J, Fj(z;) =0} (1.49)

Ainsi, d’aprés (1.44), on a

I = Y. M) Yaerp, vie  F)=o}- (1.50)
ne{0,1}{
On en tire 4T ()
X Ry
m = Z ,uo(n) densX’U(n) (].5].)
Qv ne{0,1}

Pour conclure il suffit de remarquer que comme X est le quotient géométrique
Tx/Tns et que Tys est déployé on a

#Tx (k)

#X(Hv) = (QU _ l)rg(TNs)

(1.52)
et dim(7x) = rg(7Txs) + dim(X). O

1.5 Conjectures de Manin

On se place toujours dans le cadre de la section 1.3. On suppose désormais
pour tout le reste de ’article que le corps de base k est fini de cardinal q. On
note

Zo(T)E Y 1e® (1.53)
DeDiveq(?)
la fonction zéta de Dedekind de la courbe %.

Soit D un élément de Pic(X) situé a I'intérieur du cone effectif. Pour tout
ouvert U de X, on note, pour d > 0, Np 7(d) le cardinal de ’ensemble des
k-morphismes f : € — X dont I'image recontre U et qui vérifient

deg f*(D) = d. (1.54)

Ce cardinal est fini si U est assez petit (et toujours fini si D est ample par
exemple).
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Les conjectures de Manin tentent alors de prédire le comportement asymp-
totique de Np (d) lorsque d tend vers l'infini. Nous énongons une version
possible de cette conjecture dans le cas ou D est la classe du fibré anticanon-
ique.

Pour cela, on définit, suivant Peyre, les constantes

a(X) 2 Jim (1 — Ty 3 7 (v [«x']) (1.55)
YECo(X)Y MPic(X)

g0 6 TT (1—gy ! ystPieo) #:XT%())
Qv

(1.56)

Nous renvoyons a [Pe| pour la justification du fait que ces constantes sont

bien définies. L’argument de loin le plus délicat concerne la convergence du
produit eulerien figurant dans la définition de (X)), pour lequel on invoque

les conjectures de Weil démontrées par Deligne. Il est a noter que dans tous

les cas ou la conjecture de Manin a été établie, la convergence peut étre
démontrée directement, sans faire appel a un résultat aussi fin.

T—q !

y rg(Pic(X))
00 % (Lt (1 T) 24(7))
ve?(0)

Question 1.26

Soit
1
0 = Max{d € N, 7 [wy'] € Pic(X)}. (1.57)
A-t-on, pour tout ouvert U de X assez petit,
Nypo(@d) ~ a(X)y(X)d rg(Pic(X))-156d 9 (1.58)

Une stratégie classique pour I’étude asymptotique de Np ;7(d) est d’essayer de
préciser le comportement analytique de la fonction zéta des hauteurs associée,
i.e. la série génératrice

Zpu(T) =Y Npu(d) T (1.59)

d>0

Dans cette optique, rappelons d’abord deux énoncés taubériens élémentaires,
conséquences directes des estimations de Cauchy.

Proposition 1.27
Soit (a,) € CN, o € C* et k > 1 un entier. On suppose que la série >_ a,, 2"
a pour rayon de convergence |a| et que sa somme se prolonge en une fonction

13



f(z) méromorphe sur un disque de rayon strictement supérieur a |o|, ayant
en o un pole d’ordre k et des poles d’ordre au plus k — 1 en tout autre point
du cercle de rayon |«a|. Alors on a
an = (im(z —a)* f(z))n" ta™+ O (n*7?|a|™). (1.60)
z—a n—-+00
Définition 1.28

On dit que la série Y a,, 2™ (a coefficients complexes) est majorée par par la
série > b, 2™ (a coefficients réels positifs) si on a |a,| < b, pour tout n.

Proposition 1.29
Soit (a,) € CN, k > 1 un entier et p > 0 un réel. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. on a
k—1 —n
= ; 1.61
1= O (1) (1.61)
2. la série Y a,z" est majorée par une série dont le rayon de convergence
est supérieur a p et dont la somme se prolonge en une fonction méro-
morphe sur un disque de rayon strictement supérieur a p, ayant des
poles d’ordre au plus k sur le cercle de rayon p.

Définition 1.30
On dit que ) a,z" est p-contrélée a I'ordre k si elle vérifie les conditions de
la proposition 1.29.

Dans le cas ou D = [w;(l] on peut énoncer la variante analytique suivante
de la question 1.26.

Question 1.31 B
On conserve les notations de la question 1.26. On note Zw;’U(T) la série
telle que Zw;’U(T‘S) = Zw;’U(T). Est-il vrai que si U est assez petit, la série
Zw;,U(T) a pour rayon de convergence q~° et que sa somme se prolonge en
une fonction méromorphe sur le disque |z| < ¢~°*¢ ayant un péle d’ordre
rg(Pic(X)) en z = ¢ %, et des péles d’ordre au plus rg(Pic(X)) — 1 en tout
autre point du cercle de rayon q~%, et vérifiant

lim (T — ¢ ) "™ Z 0 (T) = a(X) 7(X) (1.62)

T—q=3 “x >

Si la question 1.26 admet une réponse positive, alors d’aprés la proposition
1.27 la question 1.31 admet une réponse positive.
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1.6 Relévement au torseur universel pour la fonction
zéta des hauteurs

On considére toujours un élément D de Pic(X) situé a l'intérieur du cone
effectif. Nous nous placons a présent dans le cas ou U = X et expliquons
comment s’exprime au niveau de la fonction zéta des hauteurs la montée
au torseur universel (donnée par la proposition 1.20) du décompte des mor-
phismes de degré borné.

Soit (n;p) € NL, tel que D = >, n;p [D;]. Nous avons d’aprés les
propositions 1.20 et 1.21

n; p deg(s;
(g — 1)rg(TNs) ZD,X()(T) = Z Tg p deg(s:) (1.63)

. . .
(S’L)E}CI,X,equivmf}fI,X,prim

Vi,  Fj(si)=0

SR D SR EL

(si)eﬂ;,X,eqlliv 86Diveﬁ‘(%))l
Vj7 Fj (Si):o Sigdiv(si)

(1.64)

_ Z 1x(€) Z T;ni,D deg(si).

SEDiVeﬁ‘((g)I (Si)eg{;,X,equiv
div(s;)>&;

(1.65)

Notation 1.32
Pour tout élément £ € Diveg(€), on note s¢ la section canonique de O4(&).

Notations 1.33 e o
Soit € € Diveg(€)". On note Pic (€)% ¢ l'ensemble des éléments € € Pic (€)'
vérifiant

—~—0
€ + (& — deg(&;) D) € Pic (¥)%. (1.66)
Remarquons que le morphisme «classe dans le groupe de Picard» induit une

~0
bijection de Pic (€)% ¢ sur le sous-ensemble de Pic’(€)! donné par
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—~0
Pourd € Ny vérifiant d; > deg(&;), et € € Pic (€)’, on noteNx(d, &, €)
Ie cardinal de 'ensemble des éléments

(Si) € H}C.Gi,difdeg(ei) (168)
icl
vérifiant
Vj, Fj(si.se;) =0 (1.69)
Ainsi on a

(¢ — 1)8T) Zp o (T)

- Y wmE® ¥ S Y Nde et

E€Diven(¥)! ecPic’ (¥, . | ecpic (@)L , dENK,
(@x.e (@x.e d;>deg(€:)

(1.70)

Remarque 1.3/ : La remarque 1.5 permet de réécrire 1'égalité (1.70) en
termes du cone effectif de X, i.e. sous la forme

(¢ — 1)8T%) Zp (T

- > w® Y S Nallly, D)€, &) T
EEDiveg(¥)! Qfelsfco @)L ¢ yEPic(X)VNCeg(X)V
’ (y, Di)>deg(€&:)

(1.71)

O
Comme dans le cadre des corps de nombres, cette montée au torseur uni-
versel ne constitue qu’une premiére étape dans une éventuelle démonstration
de la conjecture de Manin pour X. La tache difficile consiste a évaluer de
maniére suffisamment précise le comportement asymptotique de la quantité
Nx(d, €, E). Comme déja indiqué dans I'introduction, le cas le plus favorable
a cet égard est celui ot X est torique, car il n’y a alors pas d’équations Fj
a prendre en compte. Dans la suite de cet article, nous expliquons comment
traiter le cas du plan projectif éclaté en trois points alignés, cas ot le torseur
universel est donné par une unique équation, qui plus est particuliérement
simple.
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2 Le cas du plan projectif éclaté en 3 points
alignés

2.1 Description du torseur universel au-dessus du plan
éclaté en 3 points alignés

Soit p1, po, p3 trois points alignés du plan projectif et S la surface obtenue
en éclatant ces trois points. Soit pg un point du plan projectif qui n’est pas
sur la droite (py,ps,ps). On note (&;);—123 les diviseurs exceptionnels de
I'éclatement, & le transformé strict de la droite (py, p2, ps) et (Fi)iz123 les
transformés stricts de droites (p;, po).

On a d’aprés D’aprés [De| (cf. également [Hal), on peut trouver des sec-
tions globales s; (respectivement t;) de diviseur &; (respectivement F;) tel
qu’on ait un isomorphisme

3

Cox(S) — k[(si)i=0,...3, (ti)i:1,2,3]/zsi i (2.1)
i=1
On a
Pic(S) = Og@@Z (&) (2.2)
et pour 2 =1,2,3
3
Fl= > [&] (2.3)
J=0,j#i
La classe du fibré anticanonique est
3
[ws'] =4 [&]+3)_[&]. (2.4)
i=1

Ts C Spec(Cox(S)) est la réunion des ouverts d’équations

S1 8oty tats # 0, (
5383t 1 tats # 0, (
5183ty tat3 # 0, (
S0 81 89ty ty # 0, (
(
2
2

© ® N D &

— N e N e N N

sos183t1t3 # 0,
808283t2t37£0, ( .
et S0 S1 52 S3 7é 0. ( .

—_ =
— O
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Remarque 2.1 : On a d’aprés ce qui précéde

v, lws']) — 1
3 7l [ws']) — VOV (2.12)

yEPic(S)Y NCegp(S)V

O
Remarque 2.2 : D’aprés ce qui précéde, application

(do, dy, dy,ds, dy) — (do,dy, da, d3, do+di+ds, do+do+ds, do+di+d) (2.13)

est une bijection de N* sur N% (cf. la notation 1.4). Par la suite, on identifiera
toujours Ng a N* au moyen de cette bijection.

De méme, pour tout & = (&g, (&;), (F;)) € Diveg(€)7, 'application qui &
(Dy, Dy, Dy, Ds) € Pic’(€)* associe

(2.14)
est une bijection de Pic’(¢)? sur le sous-ensemble de Pic’(%)7 donné par

— (&0 — deg(&g) [D1], (& — deg(&;) [D1]), (F; — deg(F;) [D1]))+Pic’(€)RNGs.

(2.15)
Ainsi (cf. la notation 1.33 et la remarque y figurant) I'application
(€0, (&), (83)) = (&, €, &y, &3) (2.16)
composée avec le morphisme «classe dans le groupe de Picard» induit une
—~— 0
bijection de Pic (€)5 ¢ sur Pic’(%)*. O

2.2 Le résultat

Théoréme 2.3
Soit p1, pe, ps trois points alignés du plan projectif et S la surface obtenue
en éclatant ces trois points. Soit py un point du plan projectif qui n’est pas
sur la droite (p1, p2, p3). Soit Sy 'ouvert de S obtenu en retirant les diviseurs
exceptionnels de I’éclatement, et les transformés stricts des droites (p1, p2, ps),
et (p;,po) pour i = 1,2, 3.

On a alors une écriture

Zr 5, (T) = Ze(¢* T*) Zg(q T*)’ Z(T) + Zowe(T) (2.17)

ot Z(T) est une série de rayon de convergence strictement supérieure a q—*
vérifiant

S (K
Z(q_l _ q2(1 9) H —1 rg(PlC(S) #duiffs)) (2.18)
Qv

ve? ()
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et Ze(T) est une série ¢~ '-controlée a I'ordre 2.
La démonstration de ce théoréme fait I’objet du reste de cet article.

Corollaire 2.4
On a

Nt g,(d) = a(S) y(S) d 8PN 1g O (areFieEN=2 44y = (2.19)

En particulier, la réponse a la question 1.26 est positive pour l'ouvert U = S.

Démonstration : Notons qu’on a ici 6 = 1. Compte tenu du théoréme
2.3 et des propositions 1.27 et 1.29, il suffit de montrer qu’on a

i, (7= )" 26 %) Zela T = a(8) ( lim, (1~ 4T) Ze(1)

T—q ! T—q~!
(2.20)
ce qui est immeédiat au vu de la remarque 2.1. O

2.3 Démonstration du résultat principal : préliminaires

Rappelons (cf. la remarque 2.2) que l'on a identifié N§ avec N*. Ainsi,
en reprenant la notation 1.18, pour & = (&, (&;), (F;)) € Diveg(¥)", € =

(€0, (&), (F)) € f’\i/co(%)g’g, et d € N*, Ng(d, €, &) désigne le cardinal de
I'ensemble des éléments

(s0, (1), (t:)) € g—c;%mdo—deg(ﬁo) X H}C;%i,di—deg(&) X H}C.&-,do—l— ;dj—deg(a)
7 i JFi

(2.21)
vérifiant la relation
Z sit; se, sg, = 0. (2.22)
1<i<3
On pose
. 3do+2Yd;
ZEens N Ngd&e)T T (2.23)
do>deg(€o)
d; >deg(&;)
do+ ;ldj>deg(fﬂ)
Ve

D’apres les sections 1.6 et 2.1, la fonction zéta des hauteurs Z 1 g (T)
s’écrit alors

! S ows® Y zEen (2.24)

)4
(¢—=1) EEDive(%)7 eePic’ (€)L ¢
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On pose pour 1 <7 < 3

vi(d, €) = do+ Y dj +deg(E) + _ deg(€;) — deg(F). (2.25)
J# J#i
Afin d’alléger un peu l’écriture, on change légérement les notations : on
désigne désormais par Ng(d, E, ) le cardinal de I’ensemble des éléments

(807 (Si)7 (tl>) € j_(’..Qf(),d() X Hg{éi,di X Hg{.&do-f- é'dj—i_deg(&))—’— ;ldeg(t‘lj)—deg(iﬂ)
i . j#i j#i

(2.26)
vérifiant la relation ) s, ¢; se, s, = 0.

Un changement de variables immédiat dans Pexpression (2.23) permet
donc d’écrire Z (&, &, T) sous la forme

T3 deg(£0)+2 Y deg(£:) Z 3do+25ds

Ng (d, &, &) T (2.27)

deN*
VIKi<3, i(d,€)>0

On définit
o1(d, &) = dy + dy + deg (&) + deg(&;) — deg(F) — deg(Fs) (2.28)

et @2, ¢3 de maniére analogue en permutant de maniére circulaire les indices
1, 2 et 3.

Soit € € Diveg(?) et € € f’izo(%)g’g. Soit Zo(E, €, T') la série définie par
la formule (2.27) en restreignant le domaine de sommation aux d vérifiant la
contrainte suivante : il existe deux indices distincts k et k" avec 1 < k, k' < 3
tels qu’on ait

op(d, ) =22g—1 (2.29)
et

Pour 1 < k < 3, on écrit {1,2,3} = {k, k', k"}. Soit Z,(E, &, T) la série
définie par la formule (2.27) en restreignant le domaine de sommation aux d
vérifiant les contraintes

op(d, &) >2g—1, (2.31)

gbk/(d, 8) < 29 —1 (232)
et

(bk//(d, 8) <2g-—1. (233)
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Soit enfin Z,(E, &, T) la série définie par la formule (2.27) en restreignant
le domaine de sommation aux d vérifiant les contraintes

Vie{1,2,3}, ¢i(d,E)<2g—1. (2.34)

On a donc Pécriture
3
Z(&,€.T)=Zy(E € T)+ Y Zy(E & T)+ Zy(E, &T). (2.35)
k=1

La démonstration du théoréme 2.3 s’obtient alors en combinant les proposi-
tions 4.1, 4.3 et 4.4.

3 Quelques lemmes

Nous rassemblons dans cette section quelques lemmes qui nous seront
utiles lors de la démonstration du théoréme 2.3.

3.1 Un lemme combinatoire

Notation 3.1
Soit r > 1 un entier. Pour v € N" posons

= Z Min(ri+vi) H Tnl € Z p, )1<z<r]] (31)
et _ )
Folo. )2 0 [0 T[0T B, T). (3.2

Notons que pour tout 4 € N on a

Fyisp (p, T) = p* Fu(p, T). (3.3)

Proposition 3.2
Soit v € N".

1. Soit n € N". On pose

m = Min(n; + ;) (3.4)
={ie{l,...;r}, n; > 1} (3.5)
={ie{l,...;r}, n; >2} (3.6)

et K—{ZE[l, ni—i—yl-/m—i—l}. (3.7)
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Si Iy # {1,...,r}, le coefficient d’indice n de F,(p,T) vaut

o si [y =0
pr—pml si [ #£2 et K=0 (3.8)
0 si K # 0.

Sil, ={1,...,r}, le coefficient d’indice n de F,(p,T) vaut

0 si [2 NnK §£ 107}
—p™ si b=0 et K#O
0 si L#A2 et K=o (3.9)

Pt —pm si L#£D et K#@ et LNK=0
s L=K=0.

En particulier on a
Fo,.0(pT)=1-]]T. (3.10)

2. F,(p,T) est un polynéme dont le degré partiel en chaque T; est majoré
par Max(y;) + 1.

3. Soit p =1, ¢ >0 et (1;)1<i<r des nombres complexes de module 1. On
a pour tout v la majoration

Fo (p. (mp™))| < 2+ Max() — Min(u)) )™ (3.11)

Démonstration :  Montrons le point 1. Notons a,, le coefficient en ques-
tion.
Supposons d’abord I; # {1,...,r}. Un peu d’attention montre que a,,

s’écrit, alors
Z (_1)k Z pMin((n¢+V¢)¢¢.h(mfler)ieJ) (3.12)
0<k<r JC,

#J=k
soit
= YUY e S 6y
0<k<Lr JClIy, 0<kLr JCK,
#J=k #J=k
I\K+£@

On a donc, par un argument combinatoire classique,

pm si Il =J
an=X pr—p" 1t si [ #0 e K=o (3.14)
0 s K40
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Supposons & présent 1 = {1,...,r}. Alors a,, s’écrit

Z(_l)k‘ Z pMin((niJFVi)igZJv(”i*1+Vi)ieJ) (3.15)

0<k<r JC{L,r),
#J=k,
_'_ Z (_1)k+1 Z p1+Min((ni71+V¢)¢¢J,(n¢72+I/i)ieL]) (316)
0<k<r JCIs,
#J=k,
= Z (_1)k Z pMin((ni+Vi)i§EJ7(ni_1+Vi)i€.l). (3_17)
0<k<r Jc{1,...,r},
#J=k,
I\ #D

On en déduit qu’on a

an= > (=DF Y pm+ D (=DF Y (3.18)

0<k<r JCK, 0<k<r JCIq,
iy sT—k

J\Ig;ﬁ@ J\Ig;ﬁ@

N

Or on a, toujours par un argument combinatoire classique,

0 silhbNNnK # @
—p" sil,=Cet K # &

DD DY =20  sih#getK=0 (3.19)
0<k<r JCK, —p" sily # et K # et LN K =0
Fots 0 sibh=K=0
et

0 silb, NK # @
0 sily =Det K # O
DEDE Y =<0 sil, 2 Det K = @
0<k<r JCh, Pl silh A Get K A PethbNn K =0
#I=k mel s
N o —p sily=K =g
I\K#2
(3.20)
On en déduit le point 1.
_ Montrons le point 2. Soit n € N tel que le coefficient d’indice n de
F,(p,T) soit non nul.

Supposons I; # {1,...,r}. Soit ip € {1,...,7}\ I;. On a donc
m < UZN + Vi, = Vi, (321)
Comme le coefficient d’indice n est non nul, d’apreés le point 1 on a

Viel,, n;+v,=m<uy, (3.22)
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On a donc
Vie{l,...,r}, n; <Max(v;) (3.23)

Supposons & présent [; = {1,...,r}. Comme le coefficient d’indice n est
non nul, d’aprés le point 1 on a soit I, = @ soit I, # T et K # O et
K N [2 =

Si I, = @ alors n; = 1 pour tout i.

Supposons a présent I, # @ et K # J et KNIy, = 3. Comme K # O et
KNI, =@, il existe ig € 11 \ I, tel que

L+vy, =ny +viyg 2m+1 (3.24)
d’ou m < v,

Comme K NIy = @, on a pour tout ¢ € I,

n; + v =m < vy (3.25)
et donc
Vie I, n; <Max(v;) (3.26)

Finalement on a montré que quelle que soit la valeur de n telle que le
coefficient d’indice n est non nul, on a

Vi, n; < Max(v;) + 1. (3.27)

Montrons le point 3. En utilisant (3.3), on se rameéne aussitot au cas ou
Min(z;) = 0. Dans ce cas, on a pour tout n

Min(n; + v;) Z n; < 0. (3.28)

D’aprés les point 1 et 2, on a

v (0, i p‘l)) < Y 2 (3.29)
0<n; <Max(v;)+1

< 2 Max(y; 4+ 2)". (3.30)

U

3.2 Une estimation

Lemme 3.3
Soit r > 1 un entier, (a,) € CN' et p > 0 un réel. On suppose qu’il existe
un réel € > 0 tel que la série

F(z) = H (1= pz) Y an Hz"l (3.31)

neN"
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converge absolument dans le domaine |z;| < p~' + ¢.

Soit
déf _
1Fl],- = %gg |[F(nip™)|- (3.32)
On a alors S
Vne N, lan| <[+ DIIFI, - p7 (3.33)
Démonstration :  Sion écrit FI(z) = > b, ][z on a d’aprés les esti-
neN"T i
mations de Cauchy
, S
Vn e N",  |by| < ||F||p_1 P (3.34)
Or on a S
an=Y_ bmp7 . (3.35)
m+m/=n
Le résultat en découle aussitot. 0

Lemme 3.4
Soit r > 1 et D € Diveg(%€)". On pose pour d € N”

tan der Z qdeg(pgcd(®¢+9i))_ (3.36)

SEDiVeH(%)T
deg(9)=d

II existe une constante ¢ > 0 (ne dépendant que de €) telle qu’on ait la
propriété suivante : pour tout réel 6 > 0, il existe une constante ¢y > 0 (ne
dépendant que de q) telle qu’on ait

1+7r (24> 2 Max(v(D;))—Min(v(D; 140) > d;
VAN, Jago| < cpc T IR MSCDI MDD a4 T
(3.37)
et
1+7r (24+>°2 Max(v(D;))—Min(v(D; di+(1+0) > d;
Vd € N', |ag| < co(di1)c T EFa2 MmC@DTMRODD Cdogipgeacn |

(3.38)
Démonstration : Formons la série génératrice

Zp(T) = Y agn [[7 (3.39)

deNT"

_ Z qdeg(pgcd(@¢+9i)) H j}deg(gi). (340)

GEDiveg ()"
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Cette série s’écrit comme le produit eulerien (cf. les notations de la section
3.1)

II FownlanT™). (3.41)
ve®(0)

On a donc d’aprés la proposition 3.2

Zp(T) = (H %(1})) F(T)Gop(T) (3.42)

avec
1 1—(I17)"
F(T) = i (3.43)
ve%(0) 11— Qv (IZ[T‘@)JCU
et " ;
Flo(m:)) (g, T?")
Go(T)= ][] I (3.44)
UE‘@”(O) 3 !

(v(D:))#(0)

Compte tenu du point 3 de la proposition 3.2, on a

7 (24+Max(v(D;))—Min(v(D;))) qqu\/ﬁn(v(%))

Gl < ] —— (3.45)
ve? (V)
(v(D3))#(0)
< HEE O wD)AO) 5 MDD MREDD) eg(pged(Dr)
(3.46)
< g TN RO M) segpaca(n)) (347)
D’aprés le lemme 3.3, on a le résultat voulu. O

3.3 Comptage de sections globales

Les résultats de cette partie sont a la base de 'estimation de la quantité
Ns(d, €,) introduite a la section 2.3. Les démonstrations reposent sur de
I’algeébre linéaire élémentaire, ainsi que sur le théoréme de Riemann-Roch
(lemme 1.17).

Lemme 3.5
Soient D1, Dy, Dy et D), des diviseurs de € tels qu’on ait

D, + D} ~ Dy + D). (3.48)
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Soit s, (respectivement s,) une section globale non nulle de O (D1) (respec-
tivement O4(Ds)). On fixe un isomorphisme

O (D1 + D) = 0(Dy + D)), (3.49)
ce qui permet de définir Iapplication linéaire
Psr.so 2 HYE,04(D))) x HY(E, 04 (Dy)) — H(€, 04 (D1 + D)) (3.50)

qui a (tl, tz) associe tl S1 + tz S9.
Soit § le degré de Dy + D'} (ou ce qui revient au méme celui de Dy + D))).

1. On suppose qu’on a l'inégalité
§ < deg(D;) + deg(Ds) — deg(pged[div(sy), div(ss)]). (3.51)
Alors @, 5, est injective.
2. On suppose qu’on a I'inégalité
d > deg(Dy) + deg(Dy) — deg(pged[div(sy), div(ss2)]). (3.52)
Alors on a

dim(Ker(gs, s,)) < 1+0—deg(D;)—deg(Ds)+deg(pged[div(sy), div(ss)]).
(3.53)

3. On suppose qu’on a l'inégalité

d > deg(D;) + deg(D2) — deg(pged(div(sy ), div(se))) +2g—1. (3.54)

Alors on a

dim(Ker(ps, s,)) = 1—g+d—deg(Dy)—deg(Dy)+deg(pged(div(sy), div(ss)))
(3.55)

et

Im(@s,.5,) = {s € H(%, 05 (D1+D1))\{0}, div(s) > pgcd(diV(Sl()é %EV)(Sz))}U{O}

Démonstration :  Quitte a remplacer D} par un diviseur linéairement
équivalent, on peut supposer qu’on a

D+ D) =Dy + D) = D. (3.57)

On peut également supposer qu’on a pged(div(sy), div(ss)) = 0. Soit (t1,t2) €
Ker(¢s, s,)- Notons qu'on a t; = 0 si et seulement si t, = 0. Supposons
(t1,t2) # (0,0). Comme on a s1t; = —sytg, on a

div(ty) + div(sy) = div(tz) + div(ss) (3.58)
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d’ou
div(ty) > div(ss). (3.59)

En particulier, on a
deg(D2) < (D1) = deg(D) — deg(Dy) (3.60)

ce qui montre la premiére assertion.

Par ailleurs on en déduit facilement de (3.59) que l'application u +—
(uS9,us1) est un isomorphisme de H(€, 0 (D] — D,)) sur Ker(¢s, sy))-
On en déduit les deux derniéres assertions, compte tenu du lemme 1.17. [

Corollaire 3.6
Soient Dy, Dy, D3, DY, DY, et DY des diviseurs de € tels qu’on ait

Dy + D) ~ Dy + D) ~ Dy + D, (3.61)

Soit sy (respectivement so, s3) une section globale non nulle de O4(Dy) (re-
spectivement O (D3), Oy (D3)).
On fixe des isomorphismes

ch('Dl + 'Dll) = ch('DQ + 'D/Q) (362)
et
04 (D1 + D) = 04 (D3 + D), (3.63)
ce qui permet de définir 'application linéaire
Ps1,52,83 - HO(CK’ O%(gll))XHO(Cg’ OCK(Q/Q))XHO(%a Og(Dg)) - HO(%’ OCK(D1+D,1))
(3.64)

qui a (tq,1ts,t3) associe t1 $1 + ta So + t3 s3.
On note ¢ le degré de Dy + D).

1. Le cardinal de I’ensemble des éléments (t1,t2,t3) de Ker(ps, s,.5,) VEri-
fiant t3 # 0 est majoré par

q2+2 d—deg(D1)—deg(D2)—deg(D3) + q1+deg(®é) ) (365)

2. On suppose qu’on a
0 > deg(Dq) + deg(Dsy) — 1 (3.66)

Le cardinal de I'ensemble des éléments (ty,ts,t3) de Ker(ps, s,.5,) Véri-
fiant t3 # 0 est majoré par

q2+2 d—deg(D1)—deg(D2)—deg(D3) . (367)
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3. On suppose qu’on a
§ > deg(Dy) +deg(Dy) +2g —1 (3.68)

et
d > deg(Dy) + deg(D3) +2g — 1. (3.69)

Alors le noyau de s, s, s, est de dimension

2(604+1— Z deg(D;) + deg(pged(div(s;)). (3.70)

Démonstration :  On peut supposer qu’on a
D+ D) =Dy+Dy=Ds+D, =D (3.71)

et qu’on a pged(div(s;)) = 0.
Soit t3 un élément non nul de H°(%, 04 (D})) qui est dans I'image de
Ker (s, s,.55) Dar la troisiéme projection. On a donc

div(ts) + div(sz) = pged[div(sy), div(sg)] (3.72)

soit
div(t3) = pged[div(sy), div(ss)]. (3.73)

D’aprés le lemme 1.17, le cardinal de ’ensemble des éléments vérifiant cette
propriété est majoré par

q1+deg('Dg)fdeg(pgcd[div(sl),div(SQ)]). (374)
Par ailleurs si t3 est un tel élément, ’ensemble des couples (¢,t5) tels que

(t1,t2,t3) € Ker(ps, s,.55) €st un espace affine de direction Ker(yps, s,). D’aprés
les points 1 et 2 du lemme 3.5, le cardinal de cet ensemble est majoré par

q1+deg(®)fdeg(Dl )—deg(D2)+deg(pged[div(s1),div(s2)]) (3 ) 75)

si
1 + deg(D) — deg(D;) — deg(D2) + deg(pged|[div(sy), div(ss)]) =0 (3.76)
(ce qui est toujours vérifié si ’hypothése 3.66 est satisfaite) et par

q1+deg(®)—deg(®1 )—deg(D2)+deg(pged[div(s1),div(s2)]) +1 (3 ) 77)

sinon. On en déduit les points 1 et 2.
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Montrons le point 3. D’aprés le point 3 du lemme 3.5 et ’hypothése (3.68)
un élément t3 non nul de H°(€, O4(D4)) est dans 'image de Ker(gs, s,.55)
par la troisiéme projection si et seulement si

div(ts) + div(s3) = pged[div(sy), div(ss)] (3.78)
i.e. si et seulement si
div(t3) = pged[div(sy), div(ss)]. (3.79)

Ainsi I'image de la projection de Ker(py, s,.s) sur H%(Og(D})) est isomorphe
a H(O4(Df — pged[div(sy), div(sy)])).
Or on a

deg(D} — pged[div(sy), div(ss)]) = deg(D5) — deg(D,) (3.80)

soit d’aprés ’hypothése (3.69)
deg (D} — pged[div(sy), div(se)]) =29 — 1. (3.81)
On conclut grace au lemme 1.17 et au point 3 du lemme 3.5. 0

Corollaire 3.7
Soit d € N* et & € Divg(€)" vérifiant

Vie{1,2,3}, i(d, &) > 0. (3.82)

1. Pour tout € € 1;1?30(%);,£> Ns(d, €, ) est majoré par

2+3d0+§di+2 deg(80)+¥ deg(ﬁi)—zi deg(i}'i) Z deg(pgcd(div(si)-‘rﬁi-‘r?i))

q q

(s0)€l1%E, o,

_'_ q5+2 do+2d1+2do+ds+ deg(80)+deg(81)+deg(82)fdeg(3’3) (383)

2. On suppose qu’il existe j € {1,2,3} tel que la condition
¢;(d, &) >2g—1 (3.84)

— 0
est vérifiée. Alors pour tout € € Pic ()¢, Ns(d, €, €) est majoré
par

243 d0+2i‘,di+2 deg(So)JrZi deg(&;)f; deg(F7) Z deg(pged(div(ss)+ Ei-+F1))

q q

(Si)EHg‘Céi7di
(3.85)
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3. On suppose qu'’il existe j, k € {1,2,3} avec j # k vérifiant
¢pj(d,E) >2g—1 (3.86)

et
or(d,E) =29 — 1. (3.87)

—~— 0
Alors on a, pour tout & € Pic (%)Ts,g; Nso(d, E, &) est égal a
. 2(1~g)+2do+3"d;+2 deg(Eo)+_ deg(&i)—3 deg(F:)
#j—cemdo q i i i

« Z qdeg(pgcd(div(si)wL8¢+3"i)) (388)
(si)el__[?{éi’di

Démonstration :  Quitte & permuter les indices, on peut supposer qu’on
aj=2et k= 3. Pour tout (s;) € H:Héi,d,- on applique alors les différents
1

résultats du corollaire 3.6 avec
Di=¢+d;D,+E+F (3.89)

et

D=3+ (do + ) di + deg(€g) + > deg(€;) — deg(a)> D, (3.90)
J#i JF#i

On somme ensuite les contributions obtenues sur l’ensemble des éléments

(s:) € [[HE, 4,- Pour le point 1, on utilise en outre le fait qu'on a, d’aprés le

lemme 11.17,
. 3+Zdi
# 1] Hew<a 7 (3.91)

1<6<3

OJ
En utilisant le lemme 3.4, on déduit aussitot du corollaire 3.7 le corollaire
suivant,.

Corollaire 3.8

Il existe une constante ¢ > 0 (ne dépendant que de € ) et pour tout réel 6 > 0,
une constante ¢y > 0 (ne dépendant que de q) telles qu’on ait la propriété
suivante : soit d € N* et & € Divg(€)" vérifiant

Vie{1,2,3}, i(d,&)>0. (3.92)

Alors
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—0
1. pour tout € € Pic (‘5)2’8, Ns(d, €, €) est majoré par

14+>°2 Max(v(&;)+v(F;))—Min(v(&;)+v(F;))
CpC °

2+3do+(240) >d;+2 deg(Eo)+>_ deg(€;)— 3 deg(T;)+deg(pged(E;+77))
X q i i i
+ q5+2 do+2d1+2 d2+d3+deg(80)+deg(81 )ereg(Eg)fdeg(S"g) . (393)

2. si en outre il existe j € {1,2,3} tel que la condition
6i(d, &) =29 —1 (3.94)
—~— 0
est vérifiée, pour tout € € Pic (%)§ ¢, Ns(d, &, €) est majoré par

1452 Max(v(&€;)+v(F;))—Min(v(&;)+v(F;))
CgCc v

243 do+2d1+(240) (d2+d3)+2 deg(Eo)+>_ deg(&E;)—>_ deg(F;)+deg(pged(&;+37))
X (d1+1) q i i

(3.95)

3.4 Quelques propriétés de la fonction ug

On note {0,1}% 'ensemble des éléments (eq, e, f) € {0,1}7 vérifiant

Min (Zej + Zj}) , <eo + Z(ej + fj)) ,eo + Zei =0 (3.96)

J#i J JF#i

Lemme 3.9
1. On a

v (607 €, f) S {07 1}77 1{0,1}%(60’ €, f) = Z M%(ega 6/, f,) (397)
0<eo<eo
0<e] <e;
0<fi< s

En particulier, pour tout (eg, e, f) € {0,1}5\(0,...,0), u%(eo, €, f) est
nul.

2. Soit e € {0,1}. On a

> uleoe f) =0 (3.98)

(e,f)€{0,1}5

3. Soit (eg, e, f) € {0,1}7. On suppose que I'une des conditions suivantes
est vérifiée
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(a) eo+ 3 (ei+ fi) = 1;

(b) eg =e1 =€y =e3=0;
(c) eo =0 et il existe un i € {1,2,3} tel quee; =1, f; =0ete; =0
pour j # i.
Alors ul(eg, e, f) est nul.

Démonstration : Le premier point n’est autre que le contenu de la re-
marque 1.22 dans le cas ot X = S, compte tenu de la de la description de
Js donnée a la section 2.1. Les autres points s’en déduisent aussitot. O

Lemme 3.10
Pour € > 0, la série

—(L14e)|deg(€0)+> de &)+ deg(TF;
S sl g (3+<) | den(eo)+ T den(e 5 dea(s)| (3.99)

EE€Diveg(?)7
est convergente.

Démonstration : D’apres la proposition 1.21, la série en question s’écrit,
comme le produit eulerien

*(%+€)<60+Zei+f¢>

I+ > |usteoe £ a ’

ve? () (e0,e,5)€{0,1}7
(60 7ev.f)7é(07070)

(3.100)

Pour montrer que ce dernier produit converge, il suffit de montrer que les
conditions

(ore, £) £ (0,0,0) et pl(en,e, £) £ 0 (3.101)
entrainent
1
_ (5 -+ 8) (60 + Zei + f@> < —1 (3102)
ce qui découle aussitot du point 3(a) du lemme 3.9. O

Lemme 3.11
Les séries

Z ls(8)] q*% deg(€0)— 3 (deg(&1)+deg(€2))—3 deg(€3)+ 3 (deg(F1)+deg(F2))—2 deg(F3)

E€Diveg(€)7
(3.103)
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et
73 deg(&o)+>_ deg(&;)
> sl g ( ) (3.104)
EEDivea(%)7

sont convergentes.

Démonstration : En raisonnant comme dans la preuve du lemme 3.10,
on voit qu’il suffit de montrer que les conditions

(co. e, F) # (0,0,0) et ul(eo, e, f) # 0 (3.105)
entrainent
3 1 3
—560—1(614—62)—§€3+§(f1—|—f2)—1f3< -1, (3.106)
respectivement

_g (60+Zei> < —1. (3.107)

Ceci découle facilement du point 3 du lemme 3.9.

OJ
Lemme 3.12
Soit p > 0. La série
32 Max(v(&€;)+v(F;))—Min(v(&€; ) +v(F;))
> ns(&)] o
EEDives(%)7
o qdeg(pgcd(si+?i))q_% deso) 2 deg(&)meg(%)} (3.108)

est absolument convergente.

Démonstration : D’apres la proposition 1.21, la série en question s’écrit
comme le produit eulerien

—2 leo+X (ei+fi)+Min(ei+f:)
H 1+ Z }u%<60’ e, f)‘ p2 Min(e;+ f;)—Max(e;+ f;) ” 4 { o+ - +fi)+ 4 }

ve? () (e0,e,£)€{0,1}7
(eo7e7f)¢(07070)

(3.109)

Pour montrer que ce dernier produit converge, il suffit de montrer que les

conditions

(co, e, ) # (0,0,0) et u3(eo, e, f) # 0 (3.110)

34



entrainent

- + Min(e; + f;) < 1 (3.111)

€+ Z(el + fz)

ce qui, la encore, découle facilement du point 3 du lemme 3.9. O

4 Démonstration du résultat principal

4.1 Le terme Z,

Proposition 4.1
Le rayon de convergence de la série

S owm Y zaEern )
EEDivg ()7 €ePic’ (6)% ¢

est strictement supérieur a ¢ 1.

Démonstration : Rappelons que pour € et & donnés, Z4(E, &, T) est
donnée par ’expression

3 deg(& 2% deg(&; 3do+2) d;
SO S Ny e D) T (4.2)
do =0
d; >0,
¥i(d,€)>0
¢i(d,8)<29—1
Les conditions
Vie{1,2,3}, ¢i(d,E) <O (4.3)
entrainent les inégalités
0 < do < deg(F1) + deg(Fs) + deg(F3) + 29, (4.4)
0 < dy < deg(Fa) + deg(Fs) + 24, (4.5)
0 < dy < deg(Fy) + deg(F3) + 29, (4.6)
0 < ds < deg(Fy) + deg(Fz) +2¢. (4.7)

En particulier Z4(&€, €, T) est un polyndéme en T a coefficients positifs. La
proposition 4.1 découle alors du lemme 4.2 ci-dessous. O]
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Lemme 4.2
Il existe un réel 0 > 0 tel que la série

Z |:u5(8)| Z Z4(8a e’q—H—G) (48)

EEDiven(?)7 echic’ ()he

soit convergente.

— 0
Démonstration :  Fixons & € Diveg(%)” et € € Pic (€)§¢. D’aprés le
corollaire 3.8 et la remarque ci-dessus, on a

Z4(87 QE) q_1+0) < A(e) + B(@) (49)

avec
2+(30—1) deg(€0)+(20-1) 3_ deg(&:)—3_ deg(Fi)
A(0) =cy q i i

> qdeg(pgcd

30do+360Yd;
x > ¢ (4.10)

0<dp<deg(F1)+deg(F2)+deg(F3)+2¢g
0<dy <deg(F2)+deg(F3)+2g
0<d2<deg(F1)+deg(F3)+2¢g
0<d3<deg(T1)+deg(F2)+2g

(E4F)) cl—l—zv:Z Max(v(&;)+v(F;))—Min(v(E; )+v(F;))

et

B(e) — q5+(3 0—2) deg(€o)+(20—1) (deg(E1)+deg(E2))+(20—2) deg(E3)—deg(F3)

X E q39d0+29d1+29d2+(71+29)d3 (411)
0<dp<deg(F1)+deg(F2)+deg(F3)+2¢g
0<di <deg(F2)+deg(Fz)+2g

0<da<deg(F1)+deg(Fz)+2g
0<d3<deg(F1)+deg(F2)+2g

En utilisant, pour p > 1 et N > 1, la majoration  p¢ < 4 on en

déduit les majorations

2424 g0+(30—1) deg(E0)+(20—1) Y deg(&:)+(90—1) deg(F;)
A(0) < cyq g g

« gleB(pred(E ) (M2 MREES @D M EN T o)
et
B(@) < c'g' q5+1896+(36—2) deg(€0)+(20—1) [deg(E1)+deg(E2)]+(20—2) deg(E3)
x 70 deg(F1)+70 deg(F2)+(~1+76) deg(Fs) (4.13)

ol ¢y et ¢ sont des constantes ne dépendant que de 6. Les majorations (4.9),
(4.12) et (4.13) ainsi que les lemmes 3.11 et 3.12 montrent le lemme 4.2. [
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4.2 Les termes Z, pour 1 <k <3

Proposition 4.3
Pour 1 < k < 3 la série

dous&) Y. Zi& €T (4.14)

EEDives(€)7 €ePic’ (4)7 ¢

est g '-controlée a 'ordre 1.

Démonstration : Nous traitons le cas ou k = 3, les autres cas s’en dé-
duisent par permutation des indices.

Rappelons que pour € € Diveg(%)" et € € ﬁi/co(%)g’g, Z3(E,&,T) est
donnée par 'expression

T3 deg(80)+2zi deg(&;) Z 3do+2 Zidz'

Ns (d, €,D) T (4.15)
deN*
VIKi<S,  ¢i(d,€)>0

¢1(d,E)<2g—1
¢2(d,E)<2g—1
#3(d,€)>2g—1.

Soit @ un réel strictement positif. D’aprés le corollaire 3.8, Z3(E, &, T) est
majorée par la série

1+> 2 Max(v(E;)+v(F;))—Min(v(E; ) +v(EF;
cpc Xv: (v(Ei)+v(F)) (v(Ei)+v(Fy)) (4.16)

3 deg(€0)+23  deg(&;) 242 deg(€o)+3_ deg(&:)—3_ deg(F;)+deg(pged(€i+37))

X q (4.17)
v Z (dy + 1) gPdot+(2+0) (di+d) T?’dO’LQz,;di
ds >0
0<d0<% deg(fﬂ)—i—% deg(F2)+deg(Fz)+2g

0<di <deg(F2)+deg(F3)+2g
0<ds<deg(F3)+deg(F3)+2g

(4.18)

On en déduit que Z3(&E, &, T') est majorée par la série
~ 1 -
(Dds + 1>(qT>d3) Zaal&.T) = (= aenl®T) (119)
d3 >0 q
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ol Zgﬂ(&,T) est donnée par 1’expression

1452 Max(v(&€;)+v(F;))—Min(v(&;)+v(F;))

. (4.20)
T3 dog(£0)+2 3 deg(£4) q2 deg(€o)+2_ deg(&:)—2_ deg(Ji)+deg(pged (€:+53)) (4.21)
Z ¢ Do+ (2+0) (di+da) P3do+2di+2dz (4.22)

0<do<3 deg(F1)+1 deg(Fa)+deg(Fs)+2g
0<di <deg(F2)+deg(F3)+2g
0<da<deg(F1)+deg(F3)+2g

En raisonnant comme dans la preuve du lemme 4.2, on montre qu’il existe
un réel 0 > 0 tel que la série

> us(8) Zso(€,¢7) (4.23)
EE€Diveg ()7
soit, convergente, ce qui conclut la preuve de la proposition 4.3. 0

4.3 Le terme %

Proposition 4.4
11 existe une série Zy(T) de rayon de convergence strictement supérieur a ¢!
telle que

— - — —1\r ic #S Ry
Zo(¢7) = (q—1)*q**9 J] (1— g, )= dii(s)) (4.24)
ve?(0) Qv
et -
Zo(T) — Zg (P T?) Zg (g T?)? Zo(T) (4.25)

est ¢~ '-controlée a 'ordre 2.

La démonstration de cette proposition occupe le reste de cette section.

4.3.1 Décomposition de 7,

— 0
Pour € € Diveg(€)" et € € Pic (€)§ ¢, rappelons que Zy(E, €, T) est
donnée par 'expression

T3 deg(80)+2zi deg(&;) Z 3do+2 ;di

Ns(d, &, &) T (4.26)
deN*4
VIKi<3, ¢i(d,€)>0

Elk7k/7 k#klv ¢k(d78)>0
et by (d,€)>0
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Soit Zyo(E, €, T) la série définie par I'expression (4.26) ou I'on a rem-
placé Ng par Ngg, oit Ngo(d, €, €) représente le cardinal de 'ensemble des
éléments

(50,81, 1) € Ho gy ¥ [ [ 300 ¥ T F50do 52 a racs(eors - des(e;)—den()
i i J#i J#i

(4.27)
vérifiant la relation ) _s; ¢; se, s, = 0.

Pour 1 < k < 3, soit Zyx(E, &, T) la série définie par expression (4.26)
ou l'on a remplacé Ng par Ngy, ot Ngy(d, E, €) représente le cardinal de
I’ensemble des éléments

(S0, (80), (t0)izh) € Higgqo X H He, 4, % H Hs, do+Zd +deg(80)+Z deg(&;)—deg(J3)
i i#£k
(4.28)

vérifiant la relation Y s;t; s¢, s, = 0.
i#k
Soit enfin Zy4(E, &, T) la série définie par I'expression (4.26) ot 'on a
remplacé Ng par Ng 4, ol

Nsa(d, &, €) = #3He, 4, H#:}cg » (4.29)
On a ainsi

3
Nso(d, €, €) = Ng(d, &, &)+ > Ngu(d, &, &) —2Ng4(d, €, €)  (4.30)

k=1
d’ou I’écriture
3
Zo(E.T) = Zoo(E,€.T) = > Zoi(E & T)+22Z04(E €T).  (4.31)
k=1

La proposition 4.4 découle alors des propositions 4.5,4.6, 4.8 et 4.9.

4.3.2 Le terme 74

Proposition 4.5
Le rayon de convergence de la série

S s Y zueer) .
EEDiVes(€)7 €ePic (4)% ¢

est strictement supérieur a ¢ .
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Démonstration : Rappelons que Zy 4(E€, €, T) est donnée par 'expression

3 deg(€0)+23 deg(&:) 3do+23% d;
> s

Z #}C%Ovdo H#}C.mdi T ’ (433)
deN? i
V13,  ¢i(d,€)>0
k', kAR, pp (d€) >0
et ¢y (d,€)>0
D’aprés le lemme 1.17, pour tout réel § strictement positif, Zy4(E, ¢ 19) est
majorée par

44(30—3) deg(E0)+(20—2) 3 deg(&:) (30—2) do+(20—1) X d;
q i > g z’ (4.34)
deN*
Ainsi pour 6 assez petit on a
1 4+(30—3) deg(€0)+(26—2) Y deg(&;)
Zo4(€, €, < ———— ¢ o T (s
(1—q2)*

Le lemme 3.11 permet de conclure. O

4.3.3 Les termes Z; pour 1 <k <3

Proposition 4.6
Pour 1 < k < 3 la série

dSous&) D Zow(& €T) (4.36)

€eDiven(?)" eePic’ (€)7 ¢

est ¢~ '-controlée a I'ordre 2.

Démonstration : Nous traitons le cas ou £k = 1, les autres cas s’en dé-
duisent par permutation des variables.
Rappelons que Z; (€, &, T) est donnée par I'expression

> Neu(d.€€)T
deN4
V1<i<3,  ¢;(d,€)>0

Elk7k/7 k;ék/v Pk (d78)20
ot dpr (d,€)30

T3 deg(&0)+2 3 deg(&:) 3do+23 d;

(4.37)

D’aprés le lemme 4.7 ci-dessous, Zy 1 (€, €, T) est majorée par la série

7 deg(€0)+23_ deg(&:) Z P2 o212 dadtdeg(£0)-+eg(€1) eg(€2)~deg(T3)

deN*

40

3do+2 Zdi
1

)

(4.38)



donc par la série

OJT)?Z]:(E’ T), (4.39)

ol 2;;(8, T') est donnée par ’expression

T3 deg(€0)+2 2 deg(&;) Z q2 do+ds+deg(€o)+deg(€1)+deg(€2)~deg(F3) 3 do+2ds

do,d3 20

(4.40)

Pour 0 > 0 assez petit, 2;;(8, q 1Y) est majoré par

1 (30—2) deg(Eo)+(20—1) deg(E€1)+(20—1) deg(Ex)+(20—2) deg(E3)—deg(F3)
1o 4 .
(1—q)
(4.41)
Le lemme 3.11 montre alors que le rayon de convergence de la série
> |us(€)] Zoa(€,T) (4.42)
EE€Diveg ()7
est strictement supérieur a ¢!, d’on le résultat. O
Lemme 4.7
Soit d € N* et & € Diveg(%)7 vérifiant
Vie{1,2,3}, (d,€E)>0. (4.43)
—~—0
On a pour tout € € Pic (%)§ ¢ la majoration
NSl (d e e) < q5+2d0+2d1+2d2+d3+deg(80)+deg(81)+deg(82)fdeg(3’“3). (444)

Démonstration : Rappelons que Ng;(d,E, &) désigne le cardinal de
I’ensemble des éléments

<80’ <8i>’ (t2’ t?’)) < g-cz”io,do X H j_c.ivdi X H g{&',dowL 2 dj+deg(€o)+ 3 deg(€;)—deg(Ji)
1<6i<3 2<i<3 J#i i#i

(4.45)

vérifiant la relation
Sota Se, S, = S3t3 Sey Sy (4.46)
Si on fixe (s, (s;),t3), il existe au plus un élément ¢, satisfaisant la relation
(4.46). Ainsi Ng(d, €, €) est majoré par
#H o a0 [T #H te #H 3 do s +do+deg(€0)deg(€r)+deg(Ea)—deg(Ts)  (447)
1<i<3

Le lemme 1.17 permet de conclure. 0
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4.3.4 Le terme 7

Rappelons que Zyo(E, €, T) est donnée par I'expression

3 deg(€o)+2> " deg(&;) 3do+23%"d;
/AN > Ne(d, &, &) T 4 (4.48)
deN*
VIi<3,  i(d,€)>0
Ik, kAK!, pi (d€) >0
et ¢y (d,€)>0
Ainsi, d’aprés le corollaire 3.7, Zyo(E, €, T) peut s’écrire
3 deg(€0)+23" deg(&;) 2 deg(&o)+3_ deg(&;)—3_ deg(F;)
x ST #He . . Aok § glestpesdivi+EctT) e
0,00
deN* (s))€l]HE, 4,
V1<i<3,  ¢i(d,€)>0 '
3k kK, dr(d,€) >0
et ¢k/(d,8)20
(4.49)
On définit Zj g princ(€, €, T') par 'expression
T3 deg(€0)+2 Y deg(€;) 2 deg(E0)+Y deg(€:)—Y deg(F:)
1 q 1 1
S HI gt T qlestveediv ) AR
pLede]
deN* ()€1, 4,
(4.50)
et on pose
def
Zooerr = Zo.0 — Zo,0.princ- (4.51)

4.3.5 Le terme Zjgcrr

Proposition 4.8
La série

Soous®) D Zogenl€ €,T) (4.52)

E€Diven(4)7 ecPic’ (€)% ,

est ¢~ '-controlée a I'ordre 2.

42



Démonstration : Rappelons que Zg o princ(E€, €,T) est donnée par l'ex-
pression

3 deg(€0)+23" deg(&;) 2 deg(&o)+3_ deg(&;)—3_ deg(F;)

q

o 242 d()—}—Zdi e c (s ) . 3do+2 Zdl
> Z #IHe, 4, 7 Z qleapeed(div(si)+&i+30) 7, (4.53)
deA ()€1, a,

ou A est le sous-ensemble de N* constitué des éléments vérifiant 'une des
six conditions suivantes :

Yi(d,E) <0, 1<

/N

3, (4.54)

¢i(d,€) <0, 1<i<3. (4.55)

Nous nous contentons de démontrer que la série Z g erryp, (€, €,T'), donnée
par 'expression

T3 deg(€0)+2 deg(E1)+2 deg(E2)+2 deg(€3) 2 deg(Eo)+Y,; deg(&:)—>", deg(F;)

q
Z #HHG 4 q2+2d0+zidi E geslpeed(div(si)+Eit5:) T3d0+22idi (4.56)
0,40
deN* (s))€l[HE, a;

¥1(d,€)<0

est g l-controlée a l'ordre 2, le procédé est le méme pour traiter ’ensemble
du domaine de sommation.

D’aprés le lemme 3.4 et la définition de 11, pour tout réel # > 0, la série
Zop,errpr (€, €, T) est majorée par

1+>°2 Max(v(Ei)+v(3"¢))7Min(8i+?¢)T3 deg(€o)+2 Z deg(&;) 2 deg(&))-l—z deg(Ei)—Z deg(F;)

Cop C q
Z (dl + 1) q5+3d0+2 d1+(2+6) (d2+d3)qdeg(pgcd(8i+3’i)) T3d0+2;di’ (457)
d1>0

0<d0<1deg(3’“1)

0<d2<deg(F1)

0<d3z<deg(JF1)

donc par
1 ~
mzo,o,err,zplﬂ(a,,_r) (458)
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ol Zogerrp1,0(E, 1) est donnée par 'expression

1452 Max(v(&;)+v(F;))—Min(v(&;)+v(F;))
cpC v

3 deg(&o)+2 ; deg(&;) q2 deg(€0)+Y,; deg(&:)—Y",; deg(F;)

X Z q5+3d0+(2+9)(d2+d3)qdeg(pgcd(eiquﬂ')) T3 do+2da+2 d3. (459)
0<do<deg(J1)

0<d2 <deg(iﬁf1)
0<ds <deg(J1)

En raisonnant comme dans la preuve du lemme 4.2 on montre que pour 6 > 0
assez petit, la série

Z MS(E:)ZO,O,err,wl,G(gu g (4.60)
E€Diveg(?)7
est convergente, ce qui permet de conclure. 0

4.3.6 Le terme ZO,O,princ

Proposition 4.9

La série
Z /’65(8) Z ZO,O,princ(87 67T) (461)
EEDivea(?)7 ecFic (6)], 5
s’écrit N
Zig (@ T*) Zg(q T?)? Zo,0,princ(T) (4.62)

ou Zo0. princ(1") est une série de rayon de convergence strictement supérieur

g1, vérifiant

> — — —1\rg(Pic #S Ky
Zo,o,pn'nc (q 1) _ (q . 1)4q2(1 9) (1 —q 1) g(Pic(S)) % (4.63)
(5)

veg () v

Démonstration : Rappelons que Zg o princ(E€, €,T) est donnée par l'ex-
pression

3 deg(€0)+23_ deg(&;) 2(1—g)+2 deg(Eo)+3_ deg(&i)—>_ deg(F;)
. 2d0+Zdi o cd(div(s: ) : 3d0+22di
X Z #4100 3 Z qoe(pecd (div(s:)+E450) T (4.64)

deN* (si)enﬂébdi
7
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D’aprés la remarque 2.2, pour tout d € N*, Papplication

(S0, (8:)) — (div(so), (div(s;))) (4.65)
induit une surjection de ’ensemble
L] e > [[ e, (4.66)
ecPic (¢)] i

sur lensemble des éléments (G, (G;)) € Diveg(%)* de degré d, surjection
dont les fibres sont de cardinal (¢ — 1)*. Ainsi la somme

Z ZO,O,princ(‘ga QE) T) (467)

eePic (€)1 ¢
est égale a

3 deg(&o)+2 Z deg(&;) 2(1—g)+2 deg(&))-l—z deg(Si)—Z deg(F;)

(¢q—1)'T q
o Z q2 deg(90)+zi deg(9;)+deg(pged(Gi+E:+37)) T3 deg(90)+221_ deg(gi)'

(S0,(G:))EDives(%)4
(4.68)

[expression précédente peut s’écrire comme le produit eulerien (cf. les no-
tations 3.1)

3 deg(€o)+2 3" deg(&;) 2 deg(€o)+) deg(&;)—>_ deg(F:)

(g—D)*q*9 T q

x Ze (@ T ] Fooworoen (@ @ ) (4.69)
ve? ()

On pose, pour tout v € €0,
ZLv(T) d:éf Z lug<eo7 €, f) <q2 TS)‘fU €o (q TZ)fv DIFEEY qU— > fi

(eo0,e,f)e{0,1}7
X F(ei-l-fi)(QUa Qv TQfU)- (4.70)

Ainsi, on a

ZO,O,princ (T) = Z NS(S) Z ZO,O,princ(aa Qf, T) (471)

EEDiveg(%)7 eePic (€)L ¢
= (=)' Ze(T%) [] Z10(T). (4.72)
ve(g(o)
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On pose

é 3
Zo(T) < (1= (qT))" Z1,4(T) (4.73)
de sorte qu’on a
Zooprine = (0 = 1)*q* 0 Zp (P T%) Zo(q T ] ZowlT).  (4.74)
ve? ()

D’aprés la proposition 3.2, Z, ,(T") peut s’écrire

1 v
1— (A T8)F Y ulleo e HG@ T (qT? 2ict gm0
(e0,e,£)€{0,1}7

X f(erf'fi)(QanU T2fv)- (4.75)

La proposition 3.2 montre également que la série [[Z2,(T) a un rayon de
v

convergence strictement supérieur a ¢t
Pour terminer la démonstration, il suffit donc de montrer qu’on a pour
tout v € €© la relation

#5 (ko)

Zow(g™") = (1 — g, )T dim(S) - (4.76)
On pose, pour (607 €, f) € {0’ 1}7
1 —eo—> (eit+fi) _ 3
factv(eo, e, f) e 1—72f2 Qv ‘ F(eHrfi) (%7 d, 1) : (4'77)

On a donc
Zlg = Y illene f) facty(eo e, f).  (478)
(e0,e,f)e{0,1}7

Le lemme 4.10 ci-dessous et le lemme 1.25 montrent que la relation (4.76)
est bien vérifiée, ce qui conclut la démonstration. O]

Lemme 4.10
On a la relation

Z 1 (eo, e, f) fact,(eo, €, f)

(eo,e, f)€{0,1}7

— Z 13 (e, e, f) densg,(eo, e, f). (4.79)

(e0,e,£)€{0,1}7
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Démonstration :  Rappelons qu’on a (cf. les notations 1.23 et 1.24)

1<6G<3

densg (€0, €, f) = (4.80)

qs

La relation (4.79) (voire méme plus directement le fait que le membre
de gauche de (4.79) coincide avec le membre de droite de (4.76)) peut trés
bien se vérifier par force brute, avec I'aide par exemple d’un logiciel de calcul
formel. Montrons comment on peut la retrouver via un minimum de calcul.

Fixons ¢y € {0, 1}. Tout d’abord, rappelons qu’on a d’aprés le lemme 3.9

> ugleo.e ) =0. (4.81)
(e,£)€{0,1}¢
Ensuite, on va montrer ci-dessous qu’on a
V(e, f) € {0,1}5 fact,(eg, e, f) — fact,(eg, 1,1)
= densg (€, €, f) — densg,(eo, 1,1). (4.82)

Les deux relations (4.81) et (4.82) montrent le lemme.
Pour montrer la relation (4.82), on commence par remarquer que par
définition de de Fl, 1y, on a

fact, (e, e, f) = (1 —q, ") ¢, Zileitf) Z qu(nﬁeﬁf' S L (4.83)
neN3
=(1- 0y gyt gz (4.84)
neN3
n;ze;+fi

Par symétrie, il suffit de montrer qu’on a pour tout (es, e3, f) € {0,1}° la
relation

faCtv(€07 (07 €2, 63)7 f) - faCt<€07 (17 €2, 63)7 f)
= denss ,(eo, (0, €2, €3), f) — denss ,(eo, (1, €2, €3), f) (4.85)

Considérons le cas ou f; = 0. D’aprés (4.80), le membre de droite de (4.85)
vaut alors

¢, # {(w, y) € RO a £0, Y wiy = 0} = 4,77 (qu — Dpprizes o)

(4.86)

— (1 _ q;l) q*60*62*63*f2*f3

(2

(4.87)
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et d’apres (4.84) celui de gauche vaut

(1 N q;1>3 q;eo Z q11>/[1n(0 M2,n3) q;nQ*ns _ (1 . q;l) q;607627637f27f3
(n2,n3)€N?

na>ez2+f2
ng2es+f3

(4.88)

d’ou I’égalité cherchée dans ce cas.
Supposons & présent f; = 1. D’aprés (4.80), le membre de droite de (4.85)
vaut

0y (@ — D)# (w2, Y2, 23, y3) € w2y yo +ayy = 0. (4.89)

Par un calcul facile, on trouve que cette quantité est égale a

q, o mmhs (g, — 1) si ea+fo=>1 et es+ f3>1
q, e 2 (g, —1)(2%—1) Sioeg+fo=1 et es+f3=0
7 (g — D)@+ —q) si eat+fo=0 et es+ f3=0.

(4.90)
D’aprés (4.84) le membre de gauche de (4.85) vaut
(1 _ qv—1)3 qv—eO Z q}}/[ln(l ,n2,n3) qv 1—n2—n3. (491)
(ng,n3)6N2
ng zea+[f2
n3zes3+f3

Siey+ fo=>1etes+ fz > 1, expression (4.91) s’écrit

(T—gq;" g D g™ =(1—q g o fef (492
(n2,m3)EN?

ng ez fo
ng>es+f3

8162+f2 1et63+f3—0 on a

A9 =(1—g" g | Y. g™+ ) g™ (4.93)

(n2,n3)eN? ng >ea+ f2
ng ez fo
n3>1 i
=, [(1=¢, ") g+ (1—¢q, 1) g "] (4.94)
=g, (g, = 1)(2¢, — 1) (4.95)
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Enfin, si es + fo = ez + f3 =0, 0n a

(491) = (1=, g + Y a7+ D T Y g

n221 nz=1 ng>1
nz>1
(4.96)
=, (¢, (1—¢,") +2¢,°(1—¢,")* + ¢, (1 — ¢, )] (4.97)
=q,""(q — 1) (¢ + ¢} — qv) (4.98)
d’ou le résultat cherché. O
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