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Résumé

Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, V un anneau de val-
uation discrète complet de corps résiduel k et corps des fractions K de car-
actéristique 0, et S un k-schéma séparé de type fini.

Lorsque S est lisse sur k, nous prouvons ici partiellement une conjecture
de Berthelot portant sur la surconvergence des images directes du faisceau
structural par un morphisme f : X → S propre et lisse ; pour k parfait et
V modérément ramifié de telles images directes sont toujours convergentes
non seulement pour le faisceau structural mais aussi pour (presque) tous les
F -isocristaux convergents. Plus généralement, nous prouvons cette surcon-
vergence lorsque f est relevable sur V, ou que X est une intersection complète
relative dans des espaces projectifs sur S, et en prenant pour coefficients des
isocristaux surconvergents quelconques.

Nous appliquons ensuite ces résultats aux fonctions L avec pour co-
efficients de telles images directes avec structure de Frobenius : nous en
déduisons des propriétés de rationalité ou de méromorphie pour ces fonc-
tions L (conjecture de Dwork), et nous étudions leurs zéros et pôles unités
p-adiques (conjecture de Katz) ; un cas explicite concerne les schémas abéliens
ordinaires.

Un exposé plus précis des résultats par chapitres est fourni dans l’intro-
duction.

Abstract

Let k be a perfect field of characteristic p > 0, V a complete discrete
valuation ring with residue field k and field of fractions K of characteristic
0, and S a separated k-scheme of finite type.

When S is smooth over k, we partially prove here a conjecture of Berth-
elot about the overconvergence of the higher direct images of the structure
sheaf under a proper smooth morphism f : X → S ; when k is perfect and V
is tamely ramified such direct images are always convergent, not only for the
structure sheaf but also for (almost) every convergent F -isocrystals. More
generally, we prove this overconvergence when f is liftable over V, or when
X is a relative complete intersection in some projective spaces over S, and
taking as coefficients any overconvergent isocrystals.
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We then apply these results to L-functions with coefficients such direct
images with Frobenius structure : we derive rationality or meromorphy for
these L-functions (Dwork’s conjecture), and we study their p-adic unit ze-
roes and poles (Katz’s conjecture) ; and explicit case concerns the ordinary
abelian schemes.

A more precise presentation of results by chapters is given in the intro-
duction.
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1. Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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5.2. Caractérisation des schémas abéliens ordinaires. . . . . . . . . .206

5.3. Explicitation des fonctions L
(r)
α et conjecture de Dwork . . 212

Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .215



0. Introduction

0.1. Relèvements et algèbres de Monsky-Washnitzer

Le chapitre I, qui rassemble un certain nombre de résultats généraux, est
largement préparatoire pour les autres chapitres.

On développe au §1 un formalisme qui aboutira au §2 à préciser les liens
entre le complété faible A† d’une V-algèbre de type fini A et le complété Â,
où V est excellent : par exemple, si A† est réduit, alors A† est intégralement
fermé dans Â [théo (2.2)], ce qui est l’analogue d’un théorème de Bosch,
Dwork et Robba.

On généralise, avec les théorèmes (2.3) et (2.4), des résultats de [Et 4] en
prouvant la pleine fidélité du foncteur de la catégorie des A†-algèbres étales
vers la catégorie des Â-algèbres étales : ce foncteur est une équivalence de
catégories en se restreignant aux algèbres finies étales, et un foncteur quasi-
inverse est fourni par le passage à la fermeture intégrale [théo (2.4)].

Le §3 rassemble des résultats de relèvement de schémas, de la caractéristique
p > 0 à la caractéristique 0, qui nous serviront, aux chapitres II, III, IV, à
établir la convergence ou la surconvergence des images directes d’isocristaux
dans les cas relevables : sur une base affine, les deux cas les plus importants
seront celui d’un morphisme fini [théo (3.4)], avec son utilisation ultérieure au
IV pour relever le Frobenius via [cor (3.6)], et celui d’un morphisme projectif
lisse [théo (3.3)] et son corollaire [cor (3.3.7)] pour les intersections complètes,
ou plus particulièrement d’un morphisme fini étale [théo (3.1)], ou fini étale
galoisien [cor (3.7)].

9
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0.2. Espaces rigides analytiques et images di-

rectes

Dans le chapitre II on définit les images directes d’isocristaux surconver-
gents par un morphisme f : X → S et on prouve leur surconvergence dans
le cas où f est propre et lisse relevable, ou X est une intersection complète
relative dans des espaces projectifs sur S.

L’outil essentiel pour ce dernier résultat est le théorème de changement
de base propre du §1 : on établit celui-ci d’abord dans le cadre des schémas
formels [théo (1.1)], puis dans le cadre des espaces rigides analytiques [théo
(1.2)] grâce aux travaux de Bosch et Lütkebohmert.

La notion de voisinage strict étant étroitement liée à celle de surconver-
gence des isocristaux, on développe au §2 quelques propriétés de ces voisi-
nages stricts dans le cas plongeable : dans le cas cartésien, l’image inverse
d’un système fondamental de voisinages stricts est un système fondamental
de voisinages stricts [prop (2.2.3)] ; le même résultat vaut pour un morphisme
fini et plat, ou fini étale, ou fini étale galoisien [prop (2.3.1)].

Après avoir rappelé au §3 la définition des images directes d’isocristaux
surconvergents donnée par Berthelot dans une note non publiée [B 5] (voir
les articles [C-T], [LS] de Chiarellotto-Tsuzuki et Le Stum pour la publica-
tion des détails), on établit leur surconvergence pour un morphisme propre
et lisse relevable, en même temps que le théorème de changement de base
[théo (3.4.4)] : un ingrédient essentiel est l’extension aux voisinages stricts
du théorème de changement de base propre [théo (3.3.2)].

Des résultats de relèvement du chapitre I on déduit alors la surconver-
gence des images directes d’un isocristal surconvergent par un morphisme
f : X → S projectif et lisse, où S est lisse sur le corps de base k et X relev-
able en un V-schéma plat [théo (3.4.8.2)] (resp X est une intersection relative
dans des espaces projectifs sur S [cor (3.4.8.6)]). Une variante, étudiée dans
le théorème (3.4.9), ramène la preuve de la surconvergence du cas projectif
lisse au cas où la base S est affine et lisse sur k.

Ces théorèmes (3.4.8.2), (3.4.8.6) et (3.4.9) [resp. le théo (3.4.4)] résolvent
partiellement une conjecture de Berthelot [B 2] sur la surconvergence des im-
ages directes : dans le chapitre IV nous en donnons une version avec structure
de Frobenius.
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Dans le cas où la base S est une courbe affine et lisse sur un corps
algébriquement clos k (resp. S est une courbe lisse sur un corps parfait k)
la conjecture a été prouvée pour le faisceau structural par Trihan [Tri] (resp.
Matsuda et Trihan [M-T]) ; dans le cas relevable, la conjecture a aussi été
prouvée indépendamment par Tsuzuki par des voies différentes [Tsu 4].

0.3. F -isocristaux convergents sur un schéma

lisse, et images directes

Avec le chapitre III on introduit une structure de Frobenius sur les isocristaux
considérés, tout en restant dans le cadre «convergent». Les résultats concer-
nent deux aspects de la théorie : d’une part l’allure des F -isocristaux con-
vergents sur un schéma lisse aux §1 et §2, d’autre part la convergence des
images directes par un morphisme propre et lisse f : X → S au §3.

Au §1 on obtient une description des F -isocristaux convergents sur un
schéma affine et lisse [cor (1.2.3)] qui est l’analogue de celle de type Monsky-
Washnitzer obtenue par Berthelot dans le cas surconvergent [B 3]. Cette
description s’étend au cas lisse relevable dans le §2 [théo (2.2.1)].

L’un des ingrédients essentiels au §3 est le passage par la cohomologie
cristalline et l’utilisation des objets «consistants» au sens de Berthelot-Ogus
[B-O] : dans ce cas on est amené à supposer le corps k parfait, l’indice de
ramification e plus petit que p−1 et à se limiter aux cristaux plats pour pou-
voir appliquer le théorème de changement de base en cohomologie cristalline.

Avec les restrictions précédentes on obtient la convergence des images
directes dans le cas propre et lisse, et le théorème de changement de base :
si le morphisme propre et lisse f : X → S est relevable en un morphisme
propre et lisse sur V, on peut lever la restriction de platitude [théo (3.3.1)].
En fait, si le morphisme f : X → S est projectif et lisse et que, ou bien f
est relevable, ou bien que X est une intersection complète relative dans des
espaces projectifs sur S, alors on peut lever toutes les restrictions précédentes
(i.e. sur l’indice de ramification, sur la platitude et la perfection de k) [théo
(3.3.2)] : la preuve n’utilise pas la cohomologie cristalline, mais repose sur le
cas plongeable du [II, 3.4]. De plus les images directes commutent au pas-
sage aux fibres [prop (3.4.4)]. Dans le cas fini étale toutes les restrictions
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précédentes sont levées [théo (3.5.1)], et dans le cas galoisien la cohomologie
convergente commute aux points fixes sous le groupe du revêtement [théo
(3.5.1)].

0.4. Images directes de F -isocristaux surcon-

vergents

Au chapitre IV on étudie les images directes des F -isocristaux dans le
cadre «surconvergent». Tout le problème est d’obtenir de «bons» relèvements
du Frobenius.

Sur la base S, la question est résolue par le diagramme (1.2.4), qu’il s’agit
ensuite de «tirer en haut» par le morphisme propre et lisse f : X → S.

Dans le cas où f est relevable on arrive à effectuer en parrallèle des
relèvements du Frobenius et des bons choix de compactifications. D’où le
théorème de surconvergence des images directes dans le cas relevable [théo
(2.1)] : le point clé est de montrer que le Frobenius, sur les images directes sur-
convergentes, est un isomorphisme ; par le théorème de changement de base
on est ramené à la même propriété dans le cas convergent vu au [III, (3.3.1)].
Dans le cas où f est projectif lisse relevable, ou X intersection complète
relative dans des espaces projectifs sur S, abordés au §3, ou fini étale au
§4, on construit comme au II §3 des foncteurs Rifrig∗ sur la catégorie des
F -isocristaux surconvergents [théos (3.1), (4.1)].

Lorsque f est propre et lisse et ou bien génériquement projectif relevable,
ou bien génériquement projectif et X intersection complète relative dans des
espaces projectifs sur S, on utilise les résultats du III : on est ainsi amené à
supposer k parfait, e 6 p − 1 et à se restreindre à des F -isocristaux plats.
Grâce aux propriétés de descente étale des F -isocristaux surconvergents de
[Et 5] et de pleine fidélité du foncteur d’oubli de la catégorie surconvergente
vers la catégorie convergente de Kedlaya [Ked 2], on prouve encore la sur-
convergence des images directes [théo (3.2)].

Dans le §5, où f est supposé seulement plongeable, on procède différemment :
comme il n’y a plus de relèvements globaux du Frobenius comme précédemment
on utilise la fonctorialité des images directes pour construire un morphisme
de Frobenius ; il reste alors à prouver que c’est un isomorphisme. Par un
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résultat de Berthelot il suffit de voir que tel est le cas dans la catégorie
convergente : le théorème de changement de base et un résultat de Bosch-
Güntzer-Remmert [B-G-R] nous ramène à le vérifier aux points fermés de S,
pour lesquels l’assertion est connue [III, (3.3.1.18)]. Pour f plongeable on a
ainsi des foncteurs images directes sur la catégorie des F -isocristaux surcon-
vergents [théo (5.2)].

0.5. Cohomologie syntomique

La cohomologie syntomique introduite au chapitre V fait le lien entre la
cohomologie étale et la cohomologie rigide, lien qui sera utilisé au chapitre VI
pour résoudre une conjecture de Katz sur les zéros et pôles unités p-adiques
des fonctions L.

Comme pour le topos étale [Mi, II, theo 3.10] on obtient au §1 une de-
scription du topos syntomique [théo (1.3)] calquée sur celle de [SGA 4,T 1,
IV, théo (9.5.4)], SGA 4 qui travaille en termes de sous-topos ouvert et du
sous-topos fermé complémentaire. On en déduit les suites exactes courtes
usuelles de localisation [théo (1.5)].

Au §2 la cohomologie syntomique à supports compacts est définie : en
particulier il faut s’assurer de l’indépendance par rapport à la compactifi-
cation choisie [prop (2.1)]. Les suites exactes courtes de localisation du §1
fournissent alors la suite exacte longue de localisation en cohomologie syn-
tomique à supports compacts [théo (2.6)].

Au §3 on établit que les cohomologies syntomique et étale à supports com-
pacts d’un faisceau lisse F cöıncident [théo (3.2)]. De même la cohomologie
rigide à supports compacts d’un F -isocristal surconvergent unité E associé
à F cöıncide avec une limite de la cohomologie syntomique à supports com-
pacts d’un Em-cris

n associé à F [ théo (3.3.13)(1) et (3.3.16)]. Comme il existe
une suite exacte courte sur le site syntomique qui relie F et Em-cris

n [théo
(3.3.12)], on en déduit que la cohomologie étale à supports compacts de F
s’identifie aux points fixes du Frobenius agissant sur la cohomologie rigide à
supports compacts de E [théo(3.3.13) (2) et (3)].
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0.6. Fonctions L

Dans le chapitre VI on donne une définition unifiée des fonctions L des
F -modules (resp. F -isocristaux) convergents ou surconvergents et des F -
cristaux : elle redonne celle utilisée en cohomologie cristalline par Katz [K
1] ou [Et 2], ou celle en cohomologie rigide de [E-LS 1], ou celle utilisée par
Wan [W 2]. Le but ici est d’obtenir des propriétés de méromorphie ou de ra-
tionalité de ces fonctions L (conjecture de Dwork) et d’étudier leurs zéros et
pôles unités p-adiques ( conjecture de Katz) ; on explicite ces résultats pour
les schémas abéliens ordinaires au §5.

Au §1 les résultats de Wan permettent d’établir la méromorphie attendue
pour les fonctions L de F -modules surconvergents.

Au §2 la définition des fonctions L des F -isocristaux convergents donne
une forme globale des fonctions L des F -modules convergents du §1, et
généralise les fonctions L des F -cristaux du cas cristallin [Et 2], et les fonc-
tions L des F -isocristaux surconvergents du cas rigide [E-LS 1] : si e 6 p−1,
on obtient la rationalité des fonctions L des images directes du faisceau struc-
tural par un morphisme propre et lisse [théo (2.1.4)].

Au §3 on introduit la notion de F -isocristaux Dwork-surconvergents :
il s’agit des F -isocristaux convergents dont le Frobenius est surconvergent.
Contrairement aux F -isocristaux surconvergents on n’y suppose pas la con-
nexion surconvergente ; mais la surconvergence du Frobenius suffit à assurer
la méromorphie p-adique des fonctions L

(r)
α [théo (3.2.10)], ce qui prouve la

conjecture de Dwork pour de tels coefficients.

Au §4 les fonctions L
(r)
α d’un F -isocristal surconvergent E sont définies

comme étant celles du F -isocristal convergent E associé : un F -isocristal sur-
convergent fournit un F -isocristal Dwork-surconvergent par oubli de la sur-
convergence de la connexion, ainsi, grâce au §3, la méromorphie de L

(r)
α (E)

est établie [théo (4.2.1)(i)] ; la rationalité de L(r)(E) résulte de la cohomologie
rigide [théo (4.2.1)(ii)].

En utilisant les résultats du IV et du V de surconvergence des images
directes on en déduit la méromorphie de

L(r)
α (Rifrig∗(E)) (4.3.2.3)

et la rationalité de
L(r)(Rifrig∗(E)) (4.3.2.2) .
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Toujours dans ce §4 on aborde la preuve de la conjecture de Katz dans
le cas surconvergent [théo (4.3.1)] : on y lève l’hypothèse de prolongement à
une compactification qui avait été faite dans [E-LS 2 ; théo 6.7], grâce aux
suites exactes en cohomologie syntomique à supports compacts du V [V,
(3.3.13)(2)], tout en précisant la preuve de Emerton et Kisin [(4.3.1.3)].

On explicite au §5 les conséquences des résultats précédents pour les
schémas abéliens ordinaires. Nous avons adopté la définition d’ordinarité
d’un morphisme de Illusie [Iℓ 2], celle d’ordinarité d’un groupe p-divisible
de Raynaud [R 3], et celle d’ordinarité d’un F -cristal de Katz et Deligne [K
2] et [Deℓ 2]. Si f : X → S est un schéma abélien, on note G le groupe
p-divisible associé et D(G) son F -cristal de Dieudonné : tout d’abord il est
équivalent de dire que X/S est ordinaire, ou que G est ordinaire, ou que D(G)
est ordinaire [théo (5.2.9)]. Pour un schéma abélien ordinaire f : X → S on
a des descriptions des fonctions L suivantes

Lα(R
ifcris∗(OX/W )) , L(r)

α (Rifcris∗(OX/W ))

en termes de fonctions L usuelles associées aux cristaux de Dieudonné des
groupes p-divisibles Gét et Gtm provenant de G [théo (5.3.1)].

Remerciements. L’auteur tient ici à remercier P. Berthelot et B. Le Stum
pour avoir mis à sa disposition leurs preprints [B 5] et [LS], ainsi que M.-F.
Chériaux pour l’aide apportée à la frappe du manuscrit.
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I. Relèvements et algèbres de
Monsky-Washnitzer

1. Généralités

1.0. Notations

Tous les anneaux considérés dans cet article sont (sauf mention du con-
traire) commutatifs et unitaires.

Soient V un anneau noethérien, I 6⊆ V un idéal, A une V-algèbre telle
que l’anneau A soit noethérien et IA 6= A. On note Â le séparé complété
I-adique de A, An = A/In+1A et A† ⊂ Â le complété faible de A au-dessus
de la paire (V, I) [M-W, § 1] : on désignera toujours par un indice ( )0 la
réduction mod I d’une V-algèbre ou d’un V-morphisme.

Si B est une V-algèbre, on dit que B est faiblement complète de type fini
(f.c.t.f. en abrégé) si B est la complétée faible d’une V-algèbre de type fini ;
une telle algèbre B est appelée “w.c.f.g.” dans la terminologie de [M-W, § 2].

Considérons la partie multiplicative T = 1+IA de A ; notons AT = T−1A
et (Ã, Ĩ) le hensélisé de (A, IA) au sens de Raynaud [R 2, déf 4 p 24] :
rappelons qu’on a supposé IA 6= A, si bien que 0 6∈ T ; sinon les anneaux
AT , Ã, Â et A† seraient égaux à {0}.

On rappelle [Et 4] que si A est une V-algèbre de type fini, alors il existe
des morphismes canoniques AT → Ã→ A† → Â tous fidèlement plats et que
tous ces anneaux ont même séparé complété I-adique égal à Â.

Proposition (1.1). Soient A,A,B des anneaux noethériens munis de mor-
phismes

A
ϕ1−→A

ϕ2−→B
ϕ3−→ Â

avec ϕ3 fidèlement plat. On suppose que Spec Â −→ Spec A est un mor-
phisme normal (resp. régulier) [EGA IV, (6.8.1)] : cette dernière hypothèse

17
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est vérifiée si A est excellent. Alors :
(1) Le morphisme

h = Spec (ϕ2 ◦ ϕ1) : Spec B → Spec A

est normal (resp. régulier).
(2) Si de plus ϕ2 est plat, alors

f = Spec (ϕ2) : Spec B → Spec A

est un morphisme normal.
(3) Si ϕ2 est plat et (A, IA) est un couple hensélien tel que Â ≃ Â, alors

f : Spec B → Spec A

est un morphisme normal à fibres géométriquement intègres.
(4) Si ϕ2 est plat, (A, IA) est un couple hensélien tel que Â ≃ Â et A

est réduit, alors A est intégralement fermé dans B et dans Â.

Démonstration. Le (1) résulte de [EGA IV, (6.5.4) (i) (resp. (6.5.2) (i))].
Pour le (2) notons g = Spec ϕ1 : Spec A → Spec A. Soit q ∈ Spec A et

k′ une extension finie du corps résiduel k(q) : il s’agit de montrer que

f−1(q)k′ = Spec (k′ ⊗A B)

est normal [EGA IV, (6.8.1)]. Comme Spec k′ est normal et h un morphisme
normal, on sait par [EGA IV, (6.14.1)] que Spec (k′ ⊗A B) est normal.
Considérons les applications

k′ ⊗A B
ψ
−→ k′ ⊗A B ≃ k′ ⊗A (A ⊗A B)

ϕ
−→ k′ ⊗A B

x⊗ b 7−→ x⊗ (1A ⊗ b)
x⊗ (a⊗ b) 7−→ x⊗ (ϕ2(a).b) ;

clairement ϕ ◦ ψ = Id. Pour p ∈ Spec (k′ ⊗A B), m := ϕ−1(p) on a p =
ψ−1(ϕ−1(p)) = ψ−1(m) et ψ et ϕ induisent des morphismes

(k′ ⊗A B)p

ψ′

−→(k′ ⊗A B)m

ϕ′

−→(k′ ⊗A B)p

dont le composé est encore l’identité.
Par hypothèse D := (k′⊗A B)m est intégralement clos, de corps des fractions
noté L ; en particulier C := (k′ ⊗A B)p est intègre : notons K son corps des
fractions. Il s’agit de montrer que C est intégralement clos : soit x ∈ K un

élément entier sur C, annulé par le polynôme R(X) = Xn+
n−1

Σ
i=0

ai X
i, ai ∈ C.

L’injection ψ′ induit une injection :
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ψ′′ : K →֒ L ;

puisque D est intégralement clos on a ψ′′(x) ∈ D et x1 := ϕ′(ψ′′(x)) ∈ C
est racine de R(X) : en effet ψ′′ induit ψ̃′′ : K[K] → L[X], R(X) 7→
R̃(X) ∈ D[X] et ϕ′ induit ϕ̃′ : D[X] → C[X], R̃(X) 7→ R(X). D’où
R(X) = (X −x1)R1(X) avec R1(X) ∈ C[X]. Si x = x1 on a terminé, sinon x
est racine de R1(X) et on itère : finalement x ∈ C, donc C est intégralement
clos, i.e. f−1(q)k′ est normal.

Pour le (3), on sait par le (2) que le morphisme g : Spec Â = Spec Â→
Spec A est normal, donc ses fibres sont géométriquement intègres par un
théorème de Raynaud [R 2, théo 3, p.126]. Or Â est une B-algèbre fidèlement
plate, donc les fibres de f sont aussi géométriquement intègres.

Pour le (4), le théorème de Raynaud [loc. cit.] prouve queA est intégralement
fermé dans Â : comme ϕ3 est injectif, A est aussi intégralement fermé dans
B. �

Pour la commodité des références nous avons rassemblé ci-après quelques
lemmes qui résultent des EGA.

Lemme (1.2). Soient A et B deux anneaux noethériens tels que B soit une
A-algèbre. Les propriétés (i) et (ii) ci-après sont équivalentes :

(i) Spec B → Spec A est un morphisme régulier.
(ii) Pour tout q ∈ Spec A et tout p ∈ Spec B au-dessus de q, le mor-

phisme Aq → Bp est formellement lisse pour les topologies préadiques
respectives (i.e. définies par q Aq et p Bp respectivement).

Démonstration. En utilisant la définition d’un morphisme régulier [EGA IV,
(6.8.1)], l’équivalence résulte de [EGA OIV , (22.5.8) et (19.7.1)]. �

Lemme (1.3). Soient A et B deux anneaux noethériens tels que B soit une
A-algèbre. Si Spec B → Spec A est formellement lisse pour les topologies
discrètes, alors c’est un morphisme régulier.

Démonstration. Si B est une A-algèbre formellement lisse pour les topologies
discrètes [EGA OIV , (19.3.1)], alors pour tout q ∈ Spec A et tout p ∈ Spec B
au-dessus de q, le morphisme

Aq→ Bp

est formellement lisse pour les topologies discrètes [EGA OIV , (19.3.5)(iv)],
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donc aussi pour les topologies préadiques sur Aq et Bp [EGA OIV , (19.3.8)] ;
d’où la conclusion par le lemme (1.2). �

Lemme (1.4). Soient A un anneau, B une A-algèbre et J ⊂ A un idéal.
Si Spec B → Spec A est formellement lisse pour les topologies discrètes,
alors c’est un morphisme formellement lisse pour les topologies J -adiques
sur A et B.

Démonstration. Via [EGA OIV , (19.3.8)]. �

Lemme (1.5). Soient A un anneau et S ⊂ A une partie multiplicative. Alors
(i) Le morphisme f : X = Spec (S−1A)→ Spec A = Y est formellement

étale pour les topologies discrètes.
(ii) En particulier f est régulier si A est noethérien.
(iii) De plus :
∗ si y ∈ Y \ f(X), alors f−1(y) = φ
∗ si y ∈ f(X), alors f induit un isomophisme

f−1(y)
∼
−→Spec k(y).

Démonstration. La première assertion n’est autre que [EGA OIV , (19.10.3)
(ii)] ; la deuxième en résulte grâce au lemme (1.3). La dernière assertion est
conséquence de [Bour, AC II, § 2, n◦ 5, prop 11]. �

Lemme (1.6). Soient A et B deux anneaux noethériens tels que B soit une
A-algèbre ; notons

f : Spec B → Spec A

le morphisme canonique. Alors :

(1) On a les implications :
(i) f est réduit et A réduit ⇒ B réduit.
(ii) f normal et A normal ⇒ B normal.
(iii) f régulier et A régulier ⇒ B régulier.

(2) Si f est fidèlement plat, on a les implications :
(i) B réduit ⇒ A réduit.
(ii) B normal ⇒ A normal.
(iii) B régulier ⇒ A régulier.

Démonstration.
(1) (i) On utilise la définition d’un morphisme réduit [EGA IV, (6.8.1)] et
la caractérisation des schémas noethériens réduits de [EGA IV, (5.8.5)] via
les propriétés ≪ R0 et S1 ≫ : comme A vérifie ≪ R0 et S1 ≫, il en est de
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même de B via [EGA IV, (6.5.3) (ii) et (6.4.2)], donc B est réduit.

Pour (ii) (resp. (iii)) on utilise [EGA IV, (6.5.4) (ii)] (resp. [EGA IV, (6.5.2)
(ii)]).

(2) (i) Le fait qu’un schéma X est réduit s’exprime via les anneaux locaux
OX,x [EGA 0I , (4.1.4)] : le (i) résulte de [EGA IV, (2.1.13)].

Le (ii), c’est [EGA IV, (6.5.4) (i)] et le (iii) c’est [EGA IV, (6.5.2) (i)]. �

La proposition suivante généralise des assertions de [Et 4, prop 2, prop
11].

Proposition (1.7). Soient A une V-algèbre (resp. une V-algèbre de type fini)
telle que A soit un anneau noethérien. Notons B l’un des anneaux Ã, Â (resp.
A†). Alors

(1) AT et B sont des anneaux de Zariski.

(2) On a les implications :
(i) A réduit ⇒ AT réduit ⇔ Ã réduit.
(ii) A normal ⇒ AT normal ⇔ Ã normal.
(iii) A régulier ⇒ Â régulier (resp. ⇒ A† régulier)
⇒ Ã régulier ⇒ AT régulier.

(iv) A intégralement clos ⇒ AT intégralement clos.

(3) Si fT : Spec Â→ Spec AT est le morphisme canonique et f le composé
f : Spec Â−→

fT

Spec AT −→ Spec A, on a l’implication

f réduit (resp. normal ; resp. régulier)
⇒ fT réduit (resp. normal ; resp. régulier).

(4)
(i) Si f est réduit on a les implications :
A réduit ⇒ AT réduit ⇔ B réduit.

(ii) Si f est normal on a les implications :
A normal ⇒ AT normal ⇔ B normal.

(iii) Si f est régulier on a les implications :
A régulier ⇒ AT régulier ⇔ B régulier.

(iv) Si f est normal on a les implications :
A intégralement clos ⇒ AT intégralement clos ⇔ B intégralement
clos.
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Démonstration.

(1) AT est noethérien [Bour, AC II, § 2, n◦ 4, cor 2 de prop 10], de même
que Ã [R 2, p 125] et Â [Bour, AC III, § 3, n◦ 4, prop 8]. De plus si
A est de type fini sur V, alors A† est noethérien [M-W, theo 2.1]. De
plus par [Et 4, § 1] on a les inclusions IAT ⊂ Rad AT , IÃ ⊂ Rad Ã,
IA† ⊂ Rad A†, IÂ ⊂ Rad Â ; donc les anneaux AT , Ã, A† et Â sont de
Zariski.

(2) Grâce aux lemmes (1.5) et (1.3), l’implication

A réduit (resp. normal ; resp. régulier)⇒ AT de même,

résulte du [lemme (1.6), (1)] et l’équivalence

AT réduit (resp. normal)⇔ Ã de même,

c’est [R 2, p 125].
Si A est régulier, alors Â l’est [EGA OIV , (17.3.8.1)] : par fidèle plati-
tude de Â sur A†, Ã et AT , ces derniers sont aussi réguliers [EGA IV,
(6.5.2)(i)].
Si A est intégralement clos, rappelons que 0 /∈ T , donc AT est intègre
de même corps des fractions que A, par suite AT est intégralement clos
[Bour, AC V, § 1, n◦ 5, prop 16].

(3) Résulte du [lemme (1.5) (iii)] et de [EGA IV, (6.8.1)].

(4) D’après le (2) et le (3) on est ramené à prouver le (4) en remplaçant A
par AT et f par le morphisme fidèlement plat fT .

Les assertions (i) à (iii) sont fournies par le lemme (1.6).

Pour le (iv) supposons d’abord B intégralement clos : par fidèle platitude
de B sur AT on en déduit que Spec AT est connexe, normal [EGA IV, (2.1.13)]
et noethérien, donc AT est intègre [EGA I, (4.5.6)] et intégralement clos par
[Bour, AC II, § 3, n◦ 3, cor 4 du théo 1 et AC V, § 1, n◦ 2, cor de prop 8].

Réciproquement supposons A := AT intégralement clos : par fidèle plat-
itude de Â sur B il nous suffit de montrer que Â = Â est intégralement
clos. Puisque A est intègre, l’idéal IA est sans torsion, par suite A = ∩

p
Ap

et IA = ∩
p
IAp où p parcourt l’ensemble M des idéaux maximaux de A

[Bour, AC II, § 3, n◦ 3, cor 4 du théo 1] ; comme A/IA ≃ A/IA 6= {0}
par hypothèse, il existe donc p ∈ M tel que IAp⊂

6=
Ap. Soit p ∈ M tel que

IAp⊂
6=
Ap : l’idéal IAp est contenu dans le seul idéal maximal pAp de Ap. Or
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l’inclusion A →֒ Ap donne l’inclusion ϕ : Â →֒ (̂Ap) := lim
←
n

Ap/I
n Ap, où

(̂Ap) est local d’idéal maximal p(̂Ap) [Bour, AC III, § 3, n◦ 4, prop 8 (ii)] :

le schéma Spec (̂Ap) est connexe et son image par le morphisme dominant

Spec ϕ : Spec (̂Ap)→ Spec Â

est un connexe dense, donc Spec Â est connexe ; comme Â est noethérien (cf
(1)) et normal (cf (4) (ii)), il en résulte que Â est intègre [EGA I, (4.5.6)] et
intégralement clos. �

2. Des équivalences de catégories

Théorème (2.1). Soit A une V-algèbre telle que l’anneau A soit noethérien.
On suppose que le morphisme canonique Spec Â→ Spec A est normal (vrai
par exemple si A est excellent). Alors

(1) Le morphisme canonique

f : Spec Â→ Spec Ã

est normal, fidèlement plat, à fibres géométriquement intègres.

(2) (i) Si Ã est réduit alors Ã est intégralement fermé dans Â.
(ii) Le (i) est vérifié si A est réduit.
(iii) On a les équivalences :
Ã intègre (resp. intégralement clos)
⇔ Â intègre (resp. intégralement clos).

Démonstration. Pour le (1), Â est le séparé complété I-adique de Ã, et Ã est
de Zariski [prop (1.7) (1)], donc f est fidèlement plat [Bour, AC III, § 3, n◦ 5,
prop 9]. L’hypothèse entrâıne alors que f est normal à fibres géométriquement
intègres via [prop (1.1) (3)], car (Ã, Ĩ) est un couple hensélien [R 2, théo 3,
p126].

Le (2) (i) résulte de [prop (1.1) (4)], car (Ã, Ĩ) est un couple hensélien, et
le (2) (ii) provient de [prop (1.7) (2) (i)].

Dans le (2) (iii) l’assertion dans le cas “intégralement clos” est prouvée
dans [prop (1.7), (4) (iv)]. Pour le cas “intègre”, comme Ã →֒ Â est fidèlement
plat, il suffit de prouver que si Ã est intègre, alors Â l’est : supposons
Ã intègre, alors Â est réduit [prop (1.7) (4) (i)] ; or les fibres de f sont
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géométriquement intègres, ainsi Spec Â est irréductible [EGA IV, (2.3.5)
(iii)] et réduit, donc Â est intègre. �

Théorème (2.2). Soit A une V-algèbre de type fini ; on suppose que le mor-
phisme canonique Spec Â → Spec A est normal (vrai par exemple si V est
excellent). Alors :

(1) Les morphismes canoniques

g : Spec Â −→ Spec A† , h : Spec A† −→ Spec Ã

sont normaux, fidèlement plats, à fibres géométriquement intègres.

(2) (i) Si Ã est réduit, Ã est intégralement fermé dans A† et dans Â.
(ii) Si A† est réduit, A† (resp. A†

K) est intégralement fermé dans Â

(resp. dans ÂK).
(iii) Les hypothèses (i) et (ii) sont satisfaites si A est réduit.
(iv) On a les équivalences :
Ã intègre (resp. intégralement clos)
m
A† intègre (resp. intégralement clos)
m
Â intègre (resp. intégralement clos).

Démonstration.

(1) La preuve pour g est identique à celle du théorème précédent en remar-
quant que (A†, IA†) est un couple hensélien [Et 4, théo 3].
Le cas de h a été traité dans [prop (1.1) (3)].

(2) Le (i) et le (ii) ont été vus dans le (4) de [prop (1.1)].
Le (iii) provient du (4) (i) de [prop (1.7)].
Dans le (iv) l’assertion dans le cas “intégralement clos” est prouvée dans
[prop (1.7) (4) (iv)]. Pour le cas “intègre” les inclusions Ã ⊂ A† ⊂ Â
ramènent la preuve au (2) (iii) du théorème (2.1). �

Remarque (2.2.1). Lorsque V est un anneau de valuation discrète complet
et A une V-algèbre de type fini, A est excellent [EGA IV, (7.8.3)]. Si A† est
réduit le (2) (ii) du théorème (2.2) prouve que A† est intégralement fermé
dans Â : on retrouve ainsi l’analogue du théorème 2 de Bosch, Dwork, Robba
de [Bo-Dw-R] lorsque la valuation de K de [loc. cit.] est discrète ; cf. aussi
[Bo].

Les théorèmes (2.3) et (2.4) qui suivent améliorent la théorème 15 de [Et
4].
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Théorème (2.3). Soit A une A-algèbre telle que l’anneau A soit noethérien.
On suppose que le morphisme canonique Spec Â→ Spec A est normal (vrai
si A est excellent). Alors

(1) Le foncteur E de la catégorie des Ã-schémas étales dans la catégorie
des Â-schémas étales défini par

f : Spec Â→ Spec Ã

est pleinement fidèle.

(2) (i) Le foncteur F : B 7→ B ⊗Ã Â de la catégorie des Ã-algèbres finies

étales dans la catégorie des Â-algèbres finies étales défini par f est une
équivalence de catégories.
(ii) Si Ã est réduit (c’est le cas par exemple si A est réduit), le foncteur
G qui à une Â-algèbre finie étale C associe la fermeture intégrale de Ã
dans C est un foncteur quasi-inverse de F .

Démonstration. Le (1) et le (2) (i) se démontrent comme le (1) du théorème
15 de [Et 4].

Pour (2) (ii) il suffit, grâce au fait que F est une équivalence de catégories,
de prouver que si B est une Ã-algèbre finie étale, alors B est la fermeture
intégrale de Ã dans B ⊗Ã Â ≃ B̂.

Supposons Ã réduit et soit B une Ã-algèbre finie étale : alors (B, IB)
est un couple hensélien [R 2, prop 2 (1) p 124], B est réduit par le (1) (i)
du [lemme (1.6)] et Spec B̂ → Spec B est un morphisme normal [EGA IV,
(6.8.3) (iii)] ; par le (4) de la [prop (1.1)] on en déduit que B est intégralement
fermé dans B̂. Comme B est fini sur Ã, B est bien la fermeture intégrale de
Ã dans B̂. �

Théorème (2.4). Soit A une V-algèbre de type fini ; on suppose que le mor-
phisme canonique Spec Â → Spec A est normal (vrai par exemple si V est
excellent) et on désigne par (A,B) l’un des couples (Ã, A†), (A†, Â). Alors

(1) Le foncteur E de la catégorie des A-schémas étales dans la catégorie
des B-schémas étales défini par

f : Spec B → Spec A

est pleinement fidèle.

(2) (i) Le foncteur : F : B 7→ B ⊗A B de la catégorie des A-algèbres finies
étales dans la catégorie des B-algèbres finies étales défini par f est une
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équivalence de catégories.
(ii) Si A est réduit (c’est le cas par exemple si A est réduit), le foncteur
G qui à une B-algèbre finie étale C associe la fermeture intégrale de A
dans C est un foncteur quasi-inverse de F .

Démonstration.

(1) Ici f est fidèlement plat et quasi-compact, donc universellement sub-
mersif [EGA I, (3.9.4) (ii) et (7.3.5)] ; de plus les fibres de f sont géomé-
triquement intègres [théo (2.2)]. En vertu de [SGA 1, IX, cor 3.4] le
foncteur E défini par f est pleinement fidèle.

(2) Le (i) se montre comme [Et 4, théo 15, 2 (i) et (ii)]. La preuve du (ii)
est la même que celle du (2) (ii) du [théorème (2.3)] si l’on rappelle que
toute A†-algèbre finie B est “f.c.t.f ” [Et 4, prop 1] et que (B, IB) est
un couple hensélien [loc. cit, théo 3]. �

Remarque (2.4.1). La partie (1) des théorèmes (2.3) et (2.4) précédents
est une généralisation de [EGA IV, (18.9.5)].

3. Schémas formels et relèvements de schémas

Théorème (3.1). Soit A une V-algèbre normale de caractéristique zéro telle
que A soit un anneau noethérien ; on suppose A excellent et 0 /∈ T := 1+IA.
On note A0 = A/IA. Alors

(1) Si ϕ : S ′ → Spec A0 =: S est un morphisme fini étale, il existe un
morphisme fini

ψ : Spec B → Spec A

relevant ϕ, où B est normal (resp. B est intégralement clos si A l’est)
et tel que

ψT : Spec BT → Spec AT

soit un relèvement fini étale de ϕ.

(2) De plus il existe g0 ∈ A0 et g ∈ A relevant g0 tels que

ψg : Spec Bg → Spec Ag

soit un relèvement fini étale de

φg0 : S ′
g0
→ Spec (A0g0

).
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(3) Supposons de plus V excellent, A de type fini sur V et fixons une
présentation

A = V[t1, ..., tn]/(f1, ..., fr).

Notons P la fermeture projective de Spec A dans PnV , P ′ le normalisé de
P et P ′′ la fermeture intégrale de P dans l’anneau R (Spec B) des fonctions
rationnelles sur Spec B. Les morphismes structuraux P ′′ → P ′ et P ′ → P
sont finis, leur composé θ : P ′′ → P aussi, et on a des carrés cartésiens

Spec B � � //

ψ
��

P ′′

θ

��
Spec A � � // P

Spec B � � //

ψ
��

P ′′

θ′

��
Spec A � � // P ′

où les flèches horizontales sont des immersions ouvertes fournissant par pas-
sage aux séparés complétés des carrés cartésiens

S ′ := SpfB̂
j′

−֒→ P̂ ′′ =: S ′

ψ̂ ↓ ↓ θ̂
S := SpfÂ −֒→

j̃
P̂ =: S̃

Spf B̂ −֒→ P̂ ′′ = S ′

ψ̂ ↓ ↓ θ̂′

Spf Â −֒→
j

P̂ ′ = S

où ψ̂ est un relèvement fini étale de ϕ, θ̂ et θ̂′ sont finis, P̂ ′ est normal et les
flèches horizontales sont des immersions ouvertes.

De plus OP̂ ′′ est la fermeture intégrale de OP̂ (resp. de OP̂ ′) dans OS′ [EGA
II, (6.3.2)].

Enfin, θ̂ (resp.θ̂′) est plat si et seulement si sa réduction module I est plate.

Donnons tout de suite un corollaire et sa démonstration avant de prouver le
théorème.

Corollaire (3.2). Soit V un anneau de valuation discrète complet de car-
actéristique zéro, d’idéal maximal I et de corps résiduel k. Si A0 est une
k-algèbre lisse et ϕ : Spec B0 → Spec A0 est un morphisme fini étale, alors
il existe une V-algèbre lisse A et un morphisme fini ψ : Spec B → Spec A
relevant ϕ et satisfaisant aux propriétés du théorème (3.1).

Démonstration du corollaire (3.2). L’existence d’une V-algèbre lisse A rele-
vant A0 résulte du théorème 6 de Elkik [Eℓ]. Le V du corollaire est régulier
[EGA OIV , (17.1.4) (ii)] et excellent [EGA IV, (7.8.3)] : comme A est lisse
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sur V, A est régulier [EGA IV, (17.5.8)] et excellent [EGA IV, (7.8.3)]. Il
suffit alors d’appliquer le théorème (3.1). �

Démonstration du théorème (3.1).

(1) et (2) . D’après [EGA IV, (18.3.2)] il existe une Â-algèbre finie étale C
telle que Spec C → Spec Â relève ϕ. Puisque A est noethérien normal on

peut décomposer Spec A en somme de ses composantes connexes
∐

i

Spec Ai,

avec Ai intégralement clos, et
∐

i

Spec Âi est une décomposition de Spec Â

en somme de ses composantes connexes, avec Âi intégralement clos [prop
(1.7) (4) (iv)] : C est aussi normal noethérien et on le décompose de même.
Comme Spec C → Spec Â est fini et plat, on est ramené au cas où ce mor-
phisme est surjectif avec C et Â intégralement clos.

Soient L le corps des fractions de Â et L1 celui de C : d’après [EGA II,
(6.1.8)] L →֒ L1 est une extension finie de corps de caractéristique nulle (donc
l’extension est séparable) et C est la fermeture intégrale de Â dans L1. Par
le théorème de l’élément primitif il existe x ∈ L1 tel que L1 = L[x] : x est
séparable sur L [Bour, A V, prop 6 p 38], son polynôme minimal f(X) ∈ L[X]
est séparable [Bour, A V, prop 5 p 38], donc f ∧ f ′ = 1 dans L[X] [Bour, A
V, prop 3 p 36] ; appliquant Bézout dans L[X], il existe g1 ∈ Â tel que f ,
f ′ ∈ (Â)g1[X] et tel qu’il existe u, v ∈ (Â)g1[X] vérifiant l’identité uf+vf ′ = 1

dans (Â)g1[X]. Ainsi le morphisme canonique

µ : (Â)g1 −→ (Â)g1[X] / (f)

est fini étale [Mi, I, 3.4] et s’insère dans le carré cocartésien

(Â)g1
µ //

��

(Â)g1[X]/(f) =: D

��

Frac(Â)g1 = L
� � // L1 = L[X]/(f) = L⊗(Â)g1

D ;

par suite µ est fidèlement plat puisqu’il est injectif. La platitude de µ fournit
l’injectivité de D →֒ L1, donc D est intègre (de corps des fractions L1) et
normal [EGA IV, (17.5.7)], donc intégralement clos ; donc D est la fermeture
intégrale de (Â)g1 dans L1. Par changement de base, µ fournit le morphisme
fini étale fidèlement plat
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ρ : (̂Â)g1 →֒ (̂Â)g1[X] / (f̂),

où f̂ est l’image de f dans (̂Â)g1[X].

Soit g2 ∈ A un relèvement de (g1 mod I) ∈ A0 : comme (̂Â)g1 est une
A-algèbre formellement étale par les topologies I-adiques il existe un unique
A- morphisme (en fait un Â-morphisme)

ν : (̂Â)g1 −→ (Âg2)

relevant l’identité de Ag2 / IAg2 et ν est un isomorphisme [EGA OI , (6.6.21)].
Notons f1(X) ∈ Ag2[X] un polynôme unitaire relevant

f(X)modI ∈ (Â)g1 [X] / I(Â)g1[X] ≃ Ag2 [X] / IAg2 [X] ;

alors, si f̂1 désigne l’image de f1 dans (Âg2)[X], (Âg2)[X] / (f̂1) est fini et

plat sur (Âg2) car f̂1 est unitaire [Mi, I, 2.6 (a)]. Comme ρ est fini étale, que

D et Âg2 [X] / (f̂1) ont même réduction mod I et que (̂Â)g1 s’identifie à Âg2
via ν, il existe un unique Âg2-morphisme

Âg2[X] / (ν(f̂))→ Âg2 [X] / (f̂1)

qui est un isomorphisme [EGA OI , (6.6.21)] relevant l’identité de D/ID.
Puisqu’on a des injections

(Â)g1 →֒ (Â)g1,T →֒
̂

((Â)g1,T ) = ̂((Â)g1),

Ag2 →֒ Ag2T →֒ (̂Ag2,T ) = Âg2

et que f et f1 sont unitaires on en déduit que

ν(f̂ ) = f̂1,

i.e. que dans l’écriture L1 = L[X] / (f) on peut supposer f = f1 ∈ Ag2[X] :
ainsi il existe g3 ∈ A tel que f, f ′ ∈ Ag3[X] et tel qu’il existe u, v ∈ Ag3 [X]
vérifiant l’identité uf + vf ′ = 1 dans Ag3 [X]. En particulier le morphisme
canonique

η : Ag3 → Ag3[X] / (f)

est fini étale et s’insère dans le diagramme commutatif
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Ag3[X]/(f) τ // (Â)g3[X]/(f) // L1

Ag3

η

OO

� � // (Â)g3

OO

� � // L

OO

;

par suite η est injectif, donc fidèlement plat. Par le même raisonnement que
ci-dessus pour D = (Â)g1[X] / (f) on montre que (Â)g3 [X] / (f) est intègre
et intégralement clos de corps des fractions L1. La platitude de η fournit l’in-
jectivité de τ : donc Ag3 [X] / (f) est intègre de corps des fractions noté K1 ;
on notera K le corps des fractions de A. On sait par [EGA IV, (18.10.12)]
que K1 est une extension finie étale de K et que Ag3 [X] / (f) est la fermeture
intégrale de Ag3 dans K1 : comme f est irréductible dans L[X], il l’est aussi
dans K[X] ⊂ L[X], d’où K1 = K[X] / (f).

Comme A est excellent, il est universellement japonais [EGA IV, (7.8.3)
(vi)] : la fermeture intégrale B de A dans K1 = K[X] / (f) est une A-
algèbre finie, Spec B → Spec A est surjectif et Bg3 = Ag3[X] / (f) ; B est
aussi la fermeture intégrale de A dans Ag3[X] / (f), BT est la fermeture
intégrale de AT dans Ag3,T

[X] / (f), et le corps des fractions de B est K1

(donc B est intégralement clos). Comme Spec Â→ Spec A est un morphisme
régulier [EGA IV, (7.8.3) (v)], donc normal, la fermeture intégrale de Â dans
(Â)g3[X] / (f) est égale à B̂ = B⊗A Â [EGA IV, (6.14.4)] : or (Â)g3[X] / (f)

est intégralement clos ; donc B̂ est la fermeture intégrale de Â dans L1, d’où
B̂ = C. On en déduit que B et C ont même réduction mod I, d’où l’existence
du morphisme fini

ψ : Spec B → Spec A

relevant ϕ et il suffit de prendre g = g3, g0 = g mod I.

De plus Spec Â = Spec ÂT → Spec AT est un morphisme normal
puisque AT est excellent : par suite la fermeture intégrale de Â = ÂT
dans (Â)g3[X] / (f), qu’on sait être égale à C = B̂, est aussi égale à

BT ⊗AT
Â = B̂T = B̂ [EGA IV, (6.14.4)]. Par passage aux séparés complétés

ψ induit

ψ̂ = Spec B̂ → Spec Â

qui s’identifie à notre morphisme fini étale

Spec C → Spec Â ;



I. Relèvements et algèbres de Monsky-Washnitzer 31

par fidèle platitude de Â sur AT le morphisme

ψT = Spec BT → Spec AT

est donc fini étale et c’est clairement un relèvement de ϕ : S ′ → Spec A0.

(3) On se ramène à A et B intégralement clos comme en (1) dont on reprend
les notations. Le schéma P est intègre, car on a supposé A intègre [EGA I,
(6.10.5)], d’où R(P ) = R (Spec A) = Frac A = K est un corps [EGA I,
(8.1.5)]. Le schéma P est excellent, donc pour chaque ouvert U = Spec R ⊂
P , R est japonais [EGA IV, (7.8.3)] : ainsi la fermeture intégrale P ′ (resp. P ′′)
de P dans R (Spec A) = K (resp. dans R (Spec B) = K1 = K[X] / (f)) est
un P -schéma fini et on a R(P ′) = K (resp. R(P ′′) = K1) [EGA II, (6.3.7)] :
évidemment P ′′ est aussi la fermeture intégrale de P ′ dans K1 et P ′′ → P ′

est fini. De plus P ′ est intégralement clos car noethérien normal et intègre
[EGA II, (6.3.8)] ; comme A est intégralement clos, P ′ est aussi la fermeture
intégrale de P dans Spec A : on a donc une immersion ouverte

Spec A →֒ P ′

[R 2, cor 2, p 42]. Par [EGA II, Rq entre (6.3.4) et (6.3.5)] ou [EGA IV,
(6.14.4)] les carrés

Spec B � � //

ψ
��

P ′′

θ

��
Spec A � � // P

Spec B � � //

ψ
��

P ′′

θ′

��
Spec A � � // P ′

sont cartésiens.

On conclut la démonstration du théorème (3.1) par passage aux séparés
complétés : que OP̂ ′′ soit la fermeture intégrale de OP̂ (resp. OP̂ ′) dans OS′

résulte de [EGA IV, (6.14.4)] compte tenu du fait que P̂ → P est un mor-

phisme normal, car P est excellent. De même P̂ ′ → P ′ est normal : ainsi P̂ ′

est normal car P ′ l’est [prop (1.7)].

Il nous reste à montrer que si θ̂ mod I (resp. θ̂′ mod I) est plat, alors θ̂

(resp. θ̂′) est plat : faisons la démonstration pour θ̂. Comme ci-dessus on peut
supposer P intègre et se limiter à un ouvert affine V = Spec R de P : alors
l’ensemble U des points de V tels que la restriction de θ à θ−1(U) soit plate
est un ouvert non vide de V [EGA IV, (11.1.1), (2.4.6), (6.9.1)] et U contient
la réduction V0 de V modulo I par hypothèse. En posant : Ũ := U×V Spec R̂
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et P̃ ′′ := Ũ ×P P ′′, soit θ̃ : P̃ ′′ → Ũ l’image inverse de θ par le changement
de base Ũ → P : θ̃ est plat. Or Ũ est un ouvert de Spec R̂ qui contient V0,
donc Ũ = Spec R̂ via [EGA IV, (18.5.4.3)] car (Spec R̂, V0) est un couple

hensélien [Et 4, théo 3]. Par passage aux complétés formels, θ̂ : P̂ ′′ → P̂ est
plat. �

Théorème (3.3). Soient V un anneau excellent normal, I ⊂ V un idéal
et V0 = V/I tel que (V,V0) soit un couple hensélien au sens de [EGA IV,
(18.5.5)] ; on suppose V0 normal. Soient S0 = Spec A0 un V0-schéma affine
et lisse, A = V[t1, ..., td]/J une V-algèbre lisse relevant A0 et dont on a fixé
une présentation et S = Spec A : on note Â le séparé complété de A pour
la topologie I-adique, A† son complété faible, Ã l’hensélisé de A au sens de
Raynaud et Ŝ = Spec Â, S† = Spec A†, S̃ = Spec Ã. On désigne par S
l’adhérence schématique de S dans PdV , et par S (resp. S) le complété formel
I-adique de S (resp. de S).

Soit f : X0 → S0 un V0-morphisme projectif. Alors

(3.3.1) Il existe un carré cartésien

(3.3.1.1)

X
� � //

h

��

X

h
��

S
� � // S

dans lequel h est projectif, h est un relèvement projectif de f et les
flèches horizontales sont des immersions ouvertes.

(3.3.2) Considérons le diagramme commutatif à carrés cartésiens déduit
de (3.3.1.1)

(3.3.2.1)

XŜ
//

h
Ŝ

��

XS†
//

h
S†

��

XS̃
//

hS̃

��

X
� � //

h

��

X

h
��

Ŝ // S† // S̃ // S
� � // S

dans lequel h, hS̃, hS†, hŜ sont des relèvements projectifs de f .

Alors on a équivalence entre les propriétés suivantes :
(i) X est plat sur V et f est plat.
(ii) hŜ est plat.
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(iii) hS† est plat.
(iv) hS̃ est plat.

(3.3.3) Alors on a équivalence entre les propriétés suivantes :
(i) X est plat sur V et f est lisse.
(ii) hŜ est lisse.
(iii) hS† est lisse.
(iv) hS̃ est lisse.

(3.3.4) Le carré cartésien (3.3.1.1) fournit par passage aux complétés
formels un carré cartésien de V-schémas formels

(3.3.4.1)

X
� � //

ĥ
��

X

ĥ
��

S
� � // S

dans lequel ĥ est un relèvement projectif de f , ĥ est projectif et les
flèches horizontales sont des immersions ouvertes.
De plus on a équivalence entre les propriétés suivantes :
(i) X est plat sur V et f est plat (resp. f est lisse).
(ii) ĥ est plat (resp. ĥ est lisse).

Démonstration. Quitte à décomposer les schémas normaux noethériens Spec V
et S0 en somme de leurs composantes connexes on supposera dans toute la
suite que Spec V et S0 sont connexes, donc intégralement clos.

Pour (3.3.1). Le morphisme projectif f se factorise en f : X0
i0
→֒PnA0

s0→S0 =
Spec A0 où i0 est une immersion fermée et s0 est le morphisme canonique.
Soient (x0, x1, ..., xn) les coordonnées projectives sur PnA0

(resp. sur PnS) :
alorsX0 est isomorphe à Proj(A0[x0, x1, ..., xn]/J 0) pour un certain idéal ho-
mogène J 0 de l’anneau noethérien A0[x0, x1, ..., xn] : J 0 est engendré par un
nombre fini de polynômes homogènes f 1

0 , ..., f
r
0 . Pour α ∈ {1, ..., r} relevons

fα0 en un polynôme homogène fα ∈ A[x0, x1, ..., xn] de même degré en relevant
coefficient par coefficient de A0 à A, et soit J l’idéal (homogène) engendré
par f 1, ..., f r

J = (f 1, ..., f r) ⊂ A[x0, x1, ..., xn] .

Désignons par

i : X = Proj(A[x0, x1, ..., xn]/J ) →֒ PnS

l’immersion fermée et par pS : PnS → S = Spec A la projection canonique.
Alors le morphisme composé
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h = pS ◦ i : X → S

est un relèvement projectif de f . Notons pS : Pn
S
→ S la projection canon-

ique, X la fermeture intégrale de Pn
S

dans X, i : X →֒ Pn
S

l’immersion fermée

et h = pS ◦ i : h est projectif. On dispose ainsi d’un carré cartésien

(3.3.1.1)

X
� �

jY

//

h

��

X

h
��

S
� �

jS

// S

où les flèches horizontales sont des immersions ouvertes.

Pour (3.3.2). On a le lemme suivant :

Lemme(3.3.2.2). On a l’équivalence :

X est plat sur V ⇐⇒ XŜ est plat sur V .

Démonstration du lemme. Notons v le morphisme composé X
h
→S → Spec V

et w le composé de v avec le morphisme plat XŜ → X. Si v est plat, w l’est.
Supposons que w soit plat : d’après le critère de platitude par fibres [EGA
IV,(11.3.10)] v est plat sur sa fibre spéciale X0, donc au-dessus de V0. Or
par le théorème de platitude générique [EGA IV, (6.9.1)] il existe un ouvert
non vide V de Spec V au-dessus duquel v est lisse ; comme cet ouvert V
contient Spec V0 d’après le raisonnement fait ci-dessus, il résulte de [EGA
IV, (18.5.4.3)] que V = Spec V puisque (V,V0) est un couple hensélien. D’où
le lemme. �

On montre de la même façon le lemme suivant :

Lemme(3.3.2.3). Avec V comme dans le théorème (3.3), soit B une V-
algèbre de type fini, de séparé complété I-adique noté B̂. Alors on a l’équivalence :

B est plat sur V ⇐⇒ B̂ est plat sur V .
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Par fidèle platitude des morphismes Ŝ → S† et S† → S̃ les propriétés
(ii), (iii), (iv) sont équivalentes.

Supposons (ii) vérifié : alorsXŜ est plat sur V, donc par le lemme (3.3.2.2)
X est plat sur V et (i) est clair. Il nous reste à prouver que (i)⇒ (ii).
Supposons la propriété (i) vérifiée. Puisque XŜ est plat sur V (car X est
plat sur V) et f est plat, le critère de platitude par fibres [EGA IV,(11.3.10)]
prouve que hŜ est plat en tous les points au-dessus de S0. Or Spec Â est
connexe car S0 = Spec A0 l’est [Et 4, cor 2 du théo 3] ; comme A est normal
et que le morphisme A→ Â est normal, car régulier [EGA IV, (7.8.3) (v)], il
résulte de la [prop (1.7) 4 (ii)] que Â est normal, donc que Â est intégralement
clos. Par le théorème de platitude générique [EGA IV, (6.9.1)] il existe un
ouvert non vide V de Spec Â tel que la restriction hV : h−1

Ŝ
(V ) → V de

hŜ soit plate. Or V contient Spec A0 d’après le raisonnement fait ci-dessus,

donc V = Spec Â =: Ŝ puisque (Ŝ, S0) est un couple hensélien [EGA IV,
(18.5.4.3)].

Pour (3.3.3). Par fidèle platitude des morphismes Ŝ → S† et S† → S̃
les propriétés (ii), (iii), (iv) sont équivalentes. Comme (ii) ⇒ (i) est clair, il
nous reste à prouver que (i)⇒ (ii).
Supposons la propriété (i) vérifiée. D’après (3.3.2) hŜ est plat. Appliquons

[EGA IV, (12.2.4)] au morphisme projectif et plat hŜ : l’ouvert W des s ∈ Ŝ

où hs : (XŜ)s → s est lisse contient Spec A0 puisque f est lisse, donc W = Ŝ

là encore en utilisant le caractère hensélien du couple (Ŝ, S0). Ainsi on a
obtenu un relèvement projectif et lisse hŜ : XŜ → Ŝ de f .

Pour (3.3.4). Il suffit de prendre le complété formel du carré (3.3.1.1) :
on obtient un carré cartésien de V-schémas formels

(3.3.4.1)

X
� �
jY //

ĥ
��

X

ĥ
��

S
� �

jS

// S ,

dans lequel ĥ et ĥ sont projectifs. Puisque Â est un anneau de Zariski et que
ĥ est le complété de h, hŜ, il résulte de [Bour, AC III, §5 ; no 4, prop 2, et

no 2, théo 1] que la platitude (resp. la lissité) de ĥ équivaut à celle de hŜ ;
d’où l’équivalence des propriétés (i) et (ii) . �
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Remarques (3.3.5). Supposons que V est un anneau de valuation discrète
complet, I son idéal maximal, k son corps résiduel et π une uniformisante.
(i) L’hypothèse de platitude de X sur V dans (3.3.2), (3.3.3) et (3.3.4)
équivaut à OX sans π-torsion.
(ii) Lorsque S = Spec V, un exemple de Serre [S 1] prouve qu’il existe des
cas où X n’est pas plat sur V : dans ce cas h n’est pas plat. Nous allons voir
ci-dessous en (3.3.7) une condition suffisante de platitude de h, celle où le
morphisme projectif f identifie X à une intersection complète dans un espace
projectif (cf définition (3.3.6)).

En nous inspirant de la définition donnée par Deligne des intersections
complètes dans un fibré projectif [SGA 7, II, exp.XI, 1.4] on adoptera la
définition suivante :

Définition (3.3.6). Soit f : X → S un morphisme de schémas. On dira que
X est une intersection complète relativement à S dans des espaces projectifs
sur S si il existe un recouvrement de S par des ouverts de Zariski Sα, S =⋃
α

Sα et, en désignant par fα : Xα → Sα le morphisme déduit de f par le

changement de base Sα → S, il existe, pour chaque α, un couple (nα, rα) ∈
N∗ × N et une Sα-immersion fermée iα qui factorise fα

(3.3.6.1)

Xα
� � iα //

fα !!D
DD

DD
DD

D
Pnα
Sα

pα

��
Sα

où pα désigne la projection canonique, telle que :

(i) fibre à fibre, iα est de codimension rα, i.e. pour tout s = Spec k(s) ∈ Sα,
si iα,s : Xα,s →֒ Pnα

s désigne la fibre de iα au-dessus de s, on a rα=
codim (Xα,s,Pnα

s )

(ii) il existe un recouvrement de Sα par des ouverts de Zariski Sα,β, Sα =⋃
β

Sα,β tels que, en désignant par

(3.3.6.2)

Xα,β
� �
iα,β //

fα,β ##G
GG

GG
GG

GG
Pnα
Sα,β

pα,β

��
Sα,β

le diagramme déduit de (3.3.6.1) par le changement de base Sα,β → Sα,
chaque Xα,β = Proj(OSα,β

[x0, x1, ..., xnα]/Jα,β) est l’intersection de rα
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hypersurfaces (de certains degrés) au sens schématique, i.e. l’idéal Jα,β
est engendré par rα éléments homogènes.

On dit alors que Xα est une intersection complète relativement à Sα dans
Pnα
Sα

de codimension rα.

Nous allons établir le corollaire suivant du théorème (3.3) :

Corollaire (3.3.7). Soient V un anneau local normal d’idéal maximal I ⊂ V,
complet pour la topologie I-adique, de corps résiduel k = V/I. Soient S0 un
k-schéma lisse et séparé, f : X0 → S0 un k-morphisme projectif et lisse
tel que X0 est une intersection complète, relativement à S0, dans des es-
paces projectifs sur S0, Sα,β = Spec A0 un k-schéma affine et lisse tel qu’en
(3.3.6.2), A = V[t1, ..., td]/J une V-algèbre lisse relevant A0, dont on a fixé
une présentation, et S = Spec A : on note Â le séparé complété de A pour
la topologie I-adique, A† son complété faible, Ã l’hensélisé de A au sens de
Raynaud et Ŝ = Spec Â, S† = Spec A†, S̃ = Spec Ã. On désigne par S
l’adhérence schématique de S dans PdV , et par S (resp. S) le complété formel
I-adique de S (resp. de S).
Alors le X construit en (3.3.1) est plat sur V et les morphismes hS̃, hS† , hŜ de
(3.3.2) sont des relèvements projectifs et lisses du morphisme fα,β : Xα,β →
Sα,β déduit de f par le changement de base Sα,β → S0. De plus on dispose

d’un diagramme tel que (3.3.4.1) dans lequel ĥ est un relèvement projectif et
lisse de f .

Démonstration. L’anneau V est excellent [EGA IV, (7.8.3)(iii)]. Quitte à
faire le changement de base Sα,β → S0 on supposera dans la suite de la
démonstration que fα,β = f . Quitte à décomposer les schémas normaux
noethériens Spec V, S0 et X0 en somme de leurs composantes connexes on
supposera dans toute la suite que Spec V, S0 et X0 sont connexes, donc
intégralement clos. En utilisant alors les notations de la preuve de (3.3), avec
X0 = Proj(A0[x0, x1, ..., xn]/J 0), on dispose du diagramme commutatif

X0
� � i0 //

f !!C
CC

CC
CC

C
PnS0

pS0

��
S0

.

Comme f est plat et S0 connexe, pour tout s ∈ S0, la dimension de X0,s =
f−1(s) est constante [H 2, III, cor 9.10], donc la codimension Codim (X0,s,Pnk(s))
aussi : notons r cette dernière. Puisque X0 est une intersection complète,
relativement à S0, dans PnS0

, l’idéal J 0 possède une famille génératrice con-
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stituée de r éléments homogènes : notons ceux-ci f 1
0 , ..., f

r
0 , que l’on relève

comme dans la preuve de (3.3) en f 1, ..., f r ; d’où un diagramme tel que
(3.3.1.1). Notons An

S,(j), j ∈ J0, nK, chacun des espaces affines qui recou-

vrent PnS et X(j) = Spec (A[x0, ..., xn]/(xj − 1, f 1, ..., f r)) le schéma in-
duit sur An

S,(j) par X. Il s’agit de montrer que, pour tout j, X(j) est plat

sur S. Pour j ∈ J0, nK, notons X0,(j) (resp An
S0,(j)

) la réduction de X(j)

(resp An
S,(j)) mod I et f ℓ0,(j)(x0, ..., xj−1, xj+1, ..., xn) = f ℓ0(x0, ..., xj−1, xj =

1, xj+1, ..., xn), ℓ ∈ J1, rK. Pour prouver la platitude de X(j) sur S, il suf-
fit d’après [Mi, I, Rk 2.6 (d)] de prouver que (f 1

0,(j), ..., f
r
0,(j)) est une suite

régulière, ce qui équivaut ici [EGA 0IV , (15.2.2) et (15.2.3)] à prouver qu’elle
est quasi-régulière. Or i0 est une immersion fermée régulière d’après [EGA
IV, (17.12.1)], i.e., pour tout j ∈ J0, nK, l’idéal J 0

(j) := (f 1
0,(j), ..., f

r
0,(j)) est

régulier [EGA IV, (16.9.2)] : donc, d’après [EGA 0IV , (15.2.2)] et [EGA IV,
(16.1.2.2)], l’homomorphisme (ii) de [EGA IV, (16.9.3)] est bijectif. Comme
i0 est régulière, donc quasi-régulière, le faisceau conormal NX0/Pn

S0
est lo-

calement libre [EGA IV, (16.9.8)], i.e. pour tout j ∈ J0, nK J 0
(j)/(J

0
(j))

2 est
localement libre : or ici, fibre à fibre au-dessus de chaque point s ∈ S0,
il est de rang égal à rg (J 0

(j)/(J
0
(j))

2)= Codim (X0,s,Pnk(s))= r. Donc, pour

tout j ∈ J0, nK, J 0
(j)/(J

0
(j))

2 est localement libre de rang r. Or les images de

f 1
0,(j), ..., f

r
0,(j) dans J 0

(j)/(J
0
(j))

2 l’engendrent en tant que OX0,(j)
/J 0

(j)-module :

étant au nombre de r c’en est une base [Bour, AC II, §3, cor 5 du théo 1] ; ainsi
[EGA IV, (16.9.3)] la suite (f 1

0,(j), ..., f
r
0,(j)) est quasi-régulière. Ceci achève la

preuve du corollaire. �

Dans le théorème qui suit on particularise les hypothèses faites sur l’an-
neau V dans le théorème (3.1) ce qui permet d’étendre celui-ci du cas “fini
étale” au cas “fini” :

Théorème (3.4). Soient V un anneau excellent normal de caractéristique
zéro, I ⊂ V un idéal et V0 = V/I tel que (V,V0) soit un couple hensélien au
sens de [EGA IV, (18.5.5)] . Soient A0 et C0 deux V0-algèbres lisses et

ϕ0 : A0 → C0

un V0-morphisme fini (resp. fini et plat ; resp. fini et fidèlement plat ; resp.
fini étale) ; fixons deux V-algèbres lisses A et C relevant respectivement A0

et C0 et notons Â, Ĉ leurs séparés complétés I-adiques.

Alors

(1) Il existe un V-morphisme
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ϕ : Â→ Ĉ

fini (resp. fini et plat ; resp. fini et fidèlement plat ; resp. fini étale)
relevant ϕ0.

(2) (i) Il existe une V-algèbre de type fini B normale (resp. intégralement
close si A l’est) relevant C0, un V-morphisme fini

ψ : A→ B

relevant ϕ0 et un V-isomorphisme Ĉ ≃ B̂ s’insérant dans un triangle
commutatif

Â
ψ̂ //

ϕ
��=

==
==

==
B̂

≃
��

Ĉ .

(ii) De plus les V-morphismes

ψT : AT → BT et ψ† = ψ ⊗A A
† : A† → B† ≃ B ⊗A A

†

sont finis (resp. finis et plats ; resp. finis et fidèlement plats ; resp. finis

étales) et relèvent ϕ0 ; les morphismes ψ̂T et ψ̂† s’identifient à ψ̂.

(3) Fixons de plus une présentation de la V-algèbre A

A = V[t1, ..., tn]/(f1, ..., fr)

et reprenons les notations du (3) du théorème (3.1). On a les mêmes
carrés cartésiens, mais où cette fois ψ̂ est un relèvement fini (resp.
fini et plat ; resp. fini et fidèlement plat ; resp. fini étale) de ϕ0 et où

θ, θ′, θ̂, θ̂′ sont finis. De plus θ̂ (resp. θ̂′) est plat si et seulement si sa
réduction modulo I est plate.

Démonstration de (3.4).

(1) L’existence de A et C résulte du théorème 6 de Elkik [Eℓ] et celle de ϕ
se déduit de la lissité formelle de Â sur V : donc ϕ est un morphisme
fini [Bour, AC III, § 2, n◦ 11, prop 14].
On conclut comme dans le théorème 17 de [Et 4].
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(2) et (3) Décomposant les schémas normaux Spec A, Spec C en somme
de leurs composantes connexes, on peut supposer A et C intégralement
clos : alors Â et Ĉ sont aussi intégralement clos [prop (1.7) (4) (iv)],
car A et C sont excellents. Le théorème de platitude générique [EGA
IV, (6.9.1)] prouve alors la surjectivité du morphisme fini Spec(ϕ) :
Spec Ĉ → Spec Â.

Soient L le corps des fractions de Â et L1 celui de Ĉ : la suite de la
démonstration est alors identique celle du théorème (3.1). �

Corollaire (3.5). Avec V comme dans le théorème (3.4) fixons une V-algèbre
lisse A. Notons C†f (resp. C†fp ; resp.C†ffp ; resp.C†fét) la catégorie des A†-
algèbres finies B (resp. finies et plates ; resp. finies et fidèlement plates ; resp.
finies étales) telles que B soit formellement lisse sur V pour la topologie I-

adique : on notera Ĉ (resp. C̃ ; resp.
◦

C) les catégories analogues obtenues en
remplaçant A† par Â (resp. par Ã ; resp. par A0) ; ici on a omis les indices
“f”, “fp” .... Alors

(1) Le foncteur

F : B 7→ B ⊗A† Â (resp. F : B 7→ B ⊗Ã A
†)

est une équivalence de catégories de la catégorie C†f (resp. C̃f) dans

la catégorie Ĉf (resp. C†f ) : on a les mêmes résultats avec les indices
fp, ffp et f ét.

(2) Un foncteur quasi-inverse de F est fourni par le foncteur G qui à une
Â-algèbre (resp. A†-algèbre) finie D associe la fermeture intégrale de
A† (resp. Ã) dans D.

(3) (i) Le foncteur

H̃(resp. H† ; resp. H∧) B 7→ B / IB

est un foncteur plein et essentiellement surjectif de la catégorie C̃f (resp.

C†f ; resp. Ĉf ) dans la catégorie
◦

Cf : on a les mêmes résultats avec les
indices fp et ffp.
(ii) Le foncteur

Hét : B 7→ B / IB

est une équivalence de catégories de la catégorie C̃fét (resp. C†fét ; resp.

Ĉfét) dans la catégorie
◦

Cfét .
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Démonstration.
Le (3) (ii) est ici pour mémoire car montré dans [théo 2.4].

(1) et (2). On fait la démonstration pour l’indice “f”, et F : C†f → Ĉf , les
autres étant analogues.

Le foncteur F est fidèle d’après [EGA IV (2.2.16)].

Prouvons que F est essentiellement surjectif. Soit : ϕ : Â → C
un objet de Ĉf ; la réduction mod I, C0, de C est une V0-algèbre lisse
que l’on relève par le théorème de Elkik en une V-algèbre lisse D : par
lissité formelle de C sur V il existe un V-morphisme θ̂1 : C → D̂ et
c’est un isomorphisme ; comme le diagramme suivant commute :

C
θ̂1

����
��

��
�

D̂ Âoo_ _ _

ϕ

OO

V

__???????

OO

on peut voir θ̂1 comme un Â-isomorphisme au moyen de la flèche en
pointillé θ̂1 ◦ ϕ. Le théorème (3.4) fournit alors une A-algèbre finie B,
ψ : A→ B, et un Â-isomorphisme

θ̂2 : D̂→̃B̂

s’insérant dans le diagramme commutatif

Â
ϕ //

ψ̂
�� ��>

>
>

> C

θ̂1≃
��

B̂ D̂
θ̂2

≃oo

donc ϕ →̃ F(ψ† : A† → B†) et F est essentiellement surjectif.

Prouvons que F est plein. Soient ϕ : Â → C et ϕ′ : Â → C ′ deux
objets de Ĉf et λ : C → C ′ un Â-morphisme. On vient de montrer qu’il
existe des morphismes finis ψ : A→ B,ψ′ : A → B′ s’insérant dans le
diagramme commutatif
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Â
ϕ

""

ψ̂′

��

ψ̂

��>
>>

>>
>>

>

B̂

λ′

��

C
≃

θ
oo

λ

��
B̂′ C ′≃

θ′
oo

où l’on a posé λ′ = θ′ ◦ λ ◦ θ−1. Il s’agit de trouver un A†-morphisme
λ† : B† → B′† induisant λ′ par passage aux complétés.
Comme dans le théorème (3.4) on se ramène au cas où A, Â, C et C ′

sont intégralement clos. On a vu dans la démonstration du théorème
(3.4) (semblable à celle de (3.1)) qu’il existe a ∈ A et f, g ∈ Aa[X]
tels que ψa et ψ′

a soient finis étales et s’identifient aux morphismes
canoniques :

ψa : Aa → Ba = Aa[X] / (f)

ψ′
a : Aa → B′

a = Aa[X] / (g);

ψ̂a, ψ̂′
a sont finis étales et s’identifient à

(ψ̂)a : (Â)a → (B̂)a = (Â)a[X] / (f)

(ψ̂′)a : (Â)a → (B̂′)a = (Â)a[X] / (g)

et font commuter le triangle dont les flèches sont finies étales

(̂Aa) = (̂(Â)a)

̂((ψ̂)a) //

̂((ψ̂′)a) ''PPPPPPPPPPPP
(̂(B̂)a) = (̂Ba)

(̂λ′a)
��

(̂(B̂′)a) = (̂B′
a)

.

Par l’équivalence de (3) (ii) il existe un morphisme ρ fini étale, qui

relève (λ̂′a) et fait commuter le triangle

(Aa)
† (ψa)† //

(ψ′a)† ##G
GG

GG
GG

GG
(Ba)

†

ρ

��
(B′

a)
† .
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D’après la proposition 2 de [Et 5] on a les égalités

A† = (Aa)
† ∩ Â, B† = (Ba)

† ∩ B̂ , B′† = (B′
a)

† ∩ B̂′ ;

comme ρ et λ′ induisent tous deux (λ̂′a), la restriction de ρ et λ′ à
B† = (Ba)

† ∩ B̂ fournit le A†-morphisme cherché

λ† : B† → B′† .

(2) Se démontre comme le (2) (ii) du théorème (2.4).

(3) (i) Il suffit de le prouver pour H∧.

On prouve que H∧ est essentiellement surjectif par une méthode ana-
logue à celle utilisée pour F dans le (1) : étant donnée une A0-algèbre
finie B0, on trouve une A-algèbre finie B relevant B0 et donc B̂ est une
Â-algèbre finie répondant à la question.

Pour montrer queH∧ est plein on part d’un A0-morphisme λ0 : B0 →
B′

0 ; avec B et B′ comme ci-dessus et lissité formelle de B̂ sur V on en
déduit un V-morphisme (en fait un Â-morphisme) λ : B̂ → B̂′ qui
relève λ0. �

Corollaire (3.6). Avec les hypothèses et notations du (3) du théorème (3.4),
supposons de plus donné un carré cartésien de V-schémas formels

X
� � //

h

��

X

h
��

S
� �

j
// S

où h est propre. Alors le V-schéma formel X ′ défini par le produit fibré

X ′ //

h′

��

X

h
��

S ′

ψ̂

// S

admet une compactification X ′ définie par le cube à faces cartésiennes
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X
� � //

h

��

X

h

��

X ′ //

h′

��

??~~~~~~~~
X ′

��

θ′

??~~~~~~~

S
� � j // S

S ′ �
�

j′
//

ψ̂
??

S ′

θ̂

??~~~~~~~~

où θ̂ est fini.
De plus on a les mêmes résultats en remplaçant S par S̃.

Démonstration. Comme j′ est une immersion ouverte il en est de même de
X ′ → X ′. De plus X ′ → X est fini puisque θ̂ l’est [théo (3.4) (3)] ; d’où le
corollaire. �

Corollaire (3.7). Avec les hypothèses et notations du théorème (3.4), sup-
posons de plus ϕ0 fini étale galoisien du groupe G. Alors

(1) ψ̂ : S ′ = Spf B̂ → S = Spf Â est fini étale galoisien de groupe G.

(2) On a un carré cartésien

S ′
0

� �
j′0 //

h0

��

S ′
0

h0

��
S0

� �

j0
// S0

où h0 = Spec ϕ0 = ψ̂ mod I, S0 et S ′
0 sont propres sur V0 et normaux,

h0 est fini, et j0, j
′
0 sont des immersions ouvertes dominantes. De plus

G agit sur S ′
0 par S0-automorphismes et on a un isomorphisme

OS0
−̃→ (h0∗(OS′0))

G.

Démonstration.
Le (1) est classique.

Dans le (2) on prend pour S0 le normalisé de P̂ ′ mod I, et pour S ′
0 la fer-

meture intégrale de S0 dans S ′
0 ; d’où le carré cartésien ci-dessus, et un carré

commutatif
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j0∗h0∗OS′0 = h0∗j
′
0∗OS′0 h0∗OS′0

? _oo

j0∗ Os0

ϕ0

OO

OS0
? _

jS

oo

OO

à flèches horizontales injectives.

Pour l’action de G on peut supposer S0 connexe, donc intégralement clos
puisqu’il est lisse sur V0 : alors S0 est intègre et normal, donc OS0

est un
faisceau d’anneaux intégralement clos, de corps des fractions celui de OS0 .

Considérons g ∈ G et une section x de h0∗OS′0
: alors g(x) est une section

de j0∗h0∗OS′0 qui est entière sur OS0
, donc g(x) est en fait une section de

h0∗ OS′0 car S ′
0 est la fermeture intégrale de S0 dans S ′

0.

Si l’on suppose de plus x fixe par G, alors x est une section de j0∗OS0 car
ϕ0 est galoisien de groupe G ; or x est entière sur OS0

, donc x est une section
de OS0

puisque OS0
est intégralement clos. D’où le corollaire. �
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II. Espaces rigides analytiques
et images directes

0. Notations

Pour les notions sur les espaces rigides analytiques nous renvoyons le
lecteur à [B 3] et [B-G-R]. Sauf mention contraire dans tout ce II on désigne
par V un anneau de valuation discrète complet, de corps résiduel k = V/m
de caractéristique p > 0, de corps des fractions K de caractéristique 0, d’u-
niformisante π et d’indice de ramification e.

On suppose donné un entier a ∈ N∗ et on désigne par C(k) un anneau de
Cohen de k de caractéristique 0 [Bour, AC IX, § 2, no 3, prop 5] : C(k) est
un anneau de valuation discrète complet d’idéal maximal p C(k) [EGA OIV ,
19.8.5] et on note K0 son corps des fractions, K0 = Frac (C(k)). Il existe
une injection fidèlement plate C(k) →֒ V qui fait de V un C(k)-module libre
de rang e [EGA OIV , 19.8.6, 19.8.8] et [Bour, AC IX, § 2, no 1, prop 2]. On
fixe un relèvement σ : V → V de la puissance aième du Frobenius absolu
de k, tel que σ(π) = π comme dans [Et 5, I, 1.1] (un tel σ existe d’après
loc. cit.) ; on notera encore σ l’extension naturelle de σ à K : lorsque k est
parfait C(k) est isomorphe à l’anneau W (k) des vecteurs de Witt de k et
σ est un automorphisme de K. Si k →֒ k′ est une extension de corps de
caractéristique p > 0, V ′ := V ⊗C(k) C(k′), K ′ = Frac(V ′), on peut relever la
puissance aième du Frobenius absolu de k′ en un morphisme σ′ : K ′ → K ′

au-dessus de σ : K → K [Et 5, I, 1.1].

47
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1. Changement de base pour un morphisme

propre

Le théorème suivant est un préalable pour les théorèmes de changement
de base en géométrie rigide.

Théorème (1.1). Soient V un anneau noethérien et I 6⊆ V un idéal ; on
suppose V séparé et complet pour la topologie I-adique. Soit

X ′ v //

g

��

X

f

��
S ′ u // S

un carré cartésien de V-schémas formels (pour la topologie I-adique) de type
fini, avec f propre.

(1) Soit F un OX -module cohérent. Alors, pour tout entier i > 0, Rif∗(F)
est un OS-module cohérent et le morphisme de changement de base

u∗Rif∗(F) −→ Rig∗v
∗(F)

est un isomorphisme.

(2) Soient E•X un complexe borné de OS-modules plats, à composantes des
OX -modules cohérents et E•X ′ = E•X ⊗OS OS′. On suppose S plat sur V
et u plat. Alors, pour tout entier i > 0, Rif∗(E

•
X ) est un OS-module

cohérent et le morphisme de changement de base

u∗Rif∗(E
•
X ) −̃→ Rig∗(E

•
X ′)

est un isomorphisme, qui s’interprète aussi comme un isomorphisme

lim
←
n

u∗nR
ifn∗(E

•
Xn

)−̃→ lim
←
n

Rign∗(E
•
X′n

) ;

(cf. notations plus bas).

Démonstration.

(1) La cohérence de Rif∗(F) sur OS est rappelée pour mémoire [EGA
III, (3.4.2)]. Notons Fn = F/In+1F et ϕn le morphisme canonique
ϕn : Rif∗(F)→ Rif∗(Fn). Posons Cn = Coker ϕn, H = Rif∗(F),Hn =
Rif∗(Fn) et H′

n = H/In+1H. Comme In+1H ⊂ Ker ϕn on a une sur-
jection
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H′
n ։ H/Ker ϕn

de noyau noté Kn. Dans les suites exactes

(1.1.1) 0 −→ Kn −→ H′
n −→ H/Ker ϕn −→ 0

(1.1.2) 0 −→ H/Ker ϕn −→ Hn −→ Cn −→ 0,

les systèmes projectifs (H′
n)n et (H/Ker ϕn)n vérifient la condition de

Mittag-Leffler (notée M-L) car les flèches de transition sont surjectives.
De plus (Hn)n vérifie M-L d’après [EGA III, (3.4.3)], donc (Cn)n aussi
[EGA OIII , (13.2.1)]. D’où l’exactitude de la suite

(1.1.3) 0 −→ lim
←
n

H/Ker ϕn −→ lim
←
n

Hn −→ lim
←
n

Cn −→ 0 .

D’autre part on a un isomorphisme [EGA III, (3.4.3)]

Rif∗(F)−̃→ lim
←
n

Hn ;

comme Rif∗(F) est un OS-module cohérent [EGA III, (3.4.2)], il est
séparé et complet pour la topologie I-adique, donc on a aussi un iso-
morphisme

Rif∗(F)−̃→ lim
←
n

H′
n.

Ainsi le morphisme composé

lim
←
n

H′
n −→ lim

←
n

H/Ker ϕn →֒ lim
←
n

Hn

est un isomorphisme, donc chacune des flèches est un isomorphisme
(car la seconde est injective par (1.1.3)). Par suite lim

←
n

Cn = 0 ; comme

(Cn)n vérifie ML, on en déduit que le pro-objet ≪ (Cn)n ≫ associé
est le pro-objet nul [G 1, 195-03, §2], i.e. pour tout n, il existe n′ > n
tel que Cn′ → Cn soit la flèche nulle. On a donc un isomorphisme de
pro-objets

≪ H/Ker ϕn)n ≫ −̃→≪ (Hn)n ≫ .

De la même façon ≪ (Kn)n ≫ est le pro-objet nul, d’où un isomor-
phisme de pro-objets

≪ (H′
n)n ≫ −̃→ ≪ (H/Ker ϕn)n ≫,
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et par composition avec le précédent, un isomorphisme de pro-objets

(1.1.4) ≪ (H′
n)n ≫ −̃→≪ (Hn)n ≫ .

En notant C (resp. C′ ; resp. Pro C) la catégorie des OS-modules (resp.
des OS′-modules ; resp. des pro-objets de C) le foncteur u∗ : C → C′

s’étend en un foncteur ũ∗ : Pro C → C′. Comme u∗(H) est un OS′-
module cohérent il est séparé et complet pour la topologie I-adique,
d’où un isomorphisme

u∗(H)−̃→ lim
←
n

u∗(H′
n) ;

or (Hn)n et (H′
n)n vérifient M.L, donc d’après [G 1, 195-05, fin du § 2]

et (1.1.4) on a des isomorphismes

u∗(H)−̃→ lim
←
n

u∗(H′
n)

≃ ũ∗(≪ (H′
n)n ≫) [G1, 195]

≃ ũ∗(≪ (Hn)n ≫) (1.1.4)

≃ lim
←
n

u∗(Hn) [G 1, 195]

≃ lim
←
n

u∗n(Hn)

où l’on note

X ′
n

vn //

gn

��

Xn

fn

��
S ′
n un

// Sn

le carré cartésien déduit de celui de la proposition par réduction mod
In+1.

Or le théorème de changement de base pour un morphisme propre [SGA
4, T3, XII, théo 5.1] fournit un isomorphisme

u∗n(Hn) = u∗n(R
ifn∗(Fn))−̃→ Rign∗(v

∗
n(Fn)),

d’où
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u∗(Rif∗(F))−̃→ lim
←
n

Rign∗(v
∗
n(Fn)) = lim

←
n

Rig∗(v
∗
n(Fn))

−̃→ Rig∗(v
∗(F)) [EGA III, (3.4.3)].

D’où le (1) du théorème.

(2) On note Vn = V/In+1, E•Xn
= E•X/I

n+1E•X et E•X′n = E•X ′/I
n+1 E•X ′.

D’après [SGA 4, XVII, théo 4.3.1] on a un isomorphisme dans la catégorie
dérivée des Vn−1-modules sur S ′

n−1 :

Vn−1

L
⊗
Vn

Rfn∗(E
•
Xn

) −̃→ Rfn−1∗(Vn−1

L
⊗ Vn E

•
Xn

).

D’après les hypothèses, E•Xn
est à composantes plates sur Vn (S est plat

sur V) d’où un isomorphisme

Vn−1

L
⊗ Vn E

•
Xn
−̃→ E•Xn−1

.

Or on a un isomorphisme

Vn−1

L
⊗ Vn Rfn∗(E

•
Xn

)
∼
−→ OSn−1

L
⊗OSn

Rfn∗ (E•Xn
) ,

d’où un isomorphisme

(1.1.5) Rfn∗(E•Xn
)

L
⊗OSn

OSn−1 −̃→ Rfn−1∗(E
•
Xn−1

).

Comme Ri+jfn∗ (E•Xn
) est l’aboutissement d’une suite spectrale de

terme Ei,j
1 donné par

Ei,j
1 = Rjfn∗(E

i
Xn

)

et que Ei,j
1 est cohérent sur OSn puisque fn est propre, on en déduit

que Ri+jfn∗ (E•Xn
) est cohérent sur OSn , donc grâce à (1.1.5) et [B-O,

page B-4], que (R fn∗ (E•Xn
))n est un objet “consistant” au sens de loc.

cit : par suite [B-O, page B-7] on a des isomorphismes canoniques de
OS-modules cohérents

(1.1.6) H i(R lim
←
n

Rfn∗(E
•
Xn

)) −̃→ lim
←
n

Rifn∗(E
•
Xn

).
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Dans la démonstration du (1) on a rappelé l’isomorphisme (pour tout
OX -module cohérent F)

Rif∗(F) −̃→ lim
←
n

Rifn∗(Fn)

≃ H i(R lim
←
n

Rfn∗(Fn))

[B-O, page B-7],
d’où un isomorphisme

(1.1.7) Rf∗(E•X ) −̃→ R lim
←
n

Rfn∗(E
•
Xn

),

i.e. compte tenu de (1.1.6)

(1.1.8) Rif∗(E•X ) −̃→ lim
←
n

Rifn∗(E
•
Xn

) ,

et c’est un OS-module cohérent.

Puisque un est plat, le théorème de changement de base [SGA 4, XVII,
théo (4.3.1)] fournit un isomorphisme

u∗nRfn∗(E
•
Xn

)−̃→ Rgn∗(E
•
X′n

),

et par application de R lim
←
n

un isomorphisme

(1.1.9) u∗Rf∗(E•X ) −̃→ Rg∗(E•X ′).

En passant à la cohomologie on obtient les isomorphismes annoncés au
(2) du théorème (1.1). �

Théorème (1.2). Soient V un anneau de valuation discrète séparé et com-
plet pour la topologie m-adique, où m est son idéal maximal, k = V/m son
corps résiduel supposé de caractéristique p > 0, K son corps des fractions de
caractéristique 0.

Soit

X ′ v //

g

��

X

f

��
S ′

u
// S
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un carré cartésien de K-espaces analytiques rigides, avec f propre.

(1.2.1) Soit E un OX-module cohérent. Alors, pour tout entier i > 0,

(1) Rif∗(E) est un OS-module cohérent.

(2) Le morphisme de changement de base

u∗(Rif∗(E)) −→ Rig∗(v
∗(E))

est un isomorphisme.

(1.2.2) Soient E• un complexe borné de OS-modules plats, à composantes des
OX-modules cohérents et E ′• = E• ⊗OS OS′. On suppose u plat. Alors pour
tout entier i > 0

(1) Rif∗(E
•) est un OS-module cohérent.

(2) Le morphisme de changement de base

u∗Rif∗(E
•) −→ Rig∗(E

′•)

est un isomorphisme.

Démonstration du théorème (1.2).

1ère étape. Supposons d’abord démontré le théorème dans le cas où les
K-espaces analytiques rigides sont tous quasi-compacts et quasi-séparés.

Prouvons (1.2.1) dans ce cas. L’assertion (1) est locale sur S puisque
Rif∗(E) est le faisceau associé au préfaisceau

V 7→ H i(f−1(V ), E)

où V parcourt les ouverts de S [SGA 4, V, prop 5.1].
Soient ψ : V −֒→ S un ouvert affinöıde de S et W défini par le carré

cartésien

(1.2.1.1)

W
θ //

f ′

��

X

f
��

V
ψ

// S ;

d’après [loc. cit.] on a alors un isomorphisme canonique
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ψ∗Rif∗(E) ∼= Rif ′
∗(θ

∗(E)).

Or ici V est quasi-compact, quasi-séparé, et W aussi car f ′ est propre ; d’où
l’assertion (1) via le cas quasi-compact, quasi-séparé.

Pour le (2) on reprend le carré cartésien (1.2.1.1) : soient

u′ : V ′ = V ×S S
′ −→ V

et u′′ : V ′′ →֒ V ′ un ouvert affinöıde de V ′,

et on considère le diagramme commutatif suivant

X ′

g

��

X ′

g

��

v // X

f

��

W ′′ v′′ //

g′′

��

θ′′
==zzzzzzzz

W ′ v′ //

g′

��

θ′
=={{{{{{{{

W

f ′

��

θ

>>}}}}}}}}

S ′ ____ ____ ____ ____ S ′ u // S

V ′′ �
� u′′ //

ψ′′
==

V ′ u′ //
ψ′

==

V
ψ

>>}}}}}}}}

dont les faces verticales sont cartésiennes.

Vu le caractère local de l’isomorphisme (2) cherché, il suffit de montrer
que l’on a un isomorphisme

ψ′′∗u∗Rif∗(E)
∼
−→ψ′′∗Rig∗ v

∗(E).

Or ici V et V ′′ sont quasi-compacts, quasi-séparés, donc W et W ′′ aussi car
f ′ et g′′ sont propres et on peut appliquer l’isomorphisme de changement de
base du cas quasi-compact, quasi-séparé pour le carré cartésien

W ′ v′◦v′′ //

g′′

��

W

f ′

��
V ′′

u′◦u′′
// V ;

d’où une suite d’isomorphismes

ψ′′∗u∗Rif∗(E) = (u′u′′)∗ψ∗Rif∗(E)
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= (u′u′′)∗Rif ′
∗(θ

∗(E))
≃ Rig′′∗((v

′v′′)∗(θ∗(E)))
= Rig′′∗(θ

′′∗(v∗(E)))
= ψ′′∗Rig∗(v

∗(E)).
D’où le (2).

Pour prouver (1.2.2) à partir du cas quasi-compact, quasi-séparé la démarche
est analogue.

2ème étape. Prouvons le théorème dans le cas quasi-compact, quasi-séparé.
(1.2.1.) Le (1) est un théorème de Lütkebohmert [Lü, theo 2.7].

Pour le (2) on adopte les notations de [Bo-Lü 1, démonstration de 4.1] :

d’après [loc. cit.] il existe des modèles formels
◦

X , S,
◦

S ′ de X,S, S ′ respec-
tivement et des éclatements admissibles

τX : X →
◦

X , τS′ : S
′ →

◦

S ′

et des morphismes

ϕ : X → S , θ : S ′ → S

tels que

ϕrig = f ◦ τXrig et θrig = u ◦ τS′rig.

Remarquons que tous les schémas formels précédents sont admissibles au
sens de [Bo - Lü 1], donc sont plats sur V [Bo - Lü 1, § 1].
On dispose donc d’un carré cartésien

X ′ θ′ //

ϕ′

��

X

ϕ

��
S ′

θ
// S ,

qui est un modèle formel du carré du théorème : de plus il existe un OX -
module cohérent F tel que Frig = E [Lü, 2.2], ou [Bo-Lü 1, 5.6] et ϕ est

un morphisme propre [Lü, 2.6]. D’après le théorème (1.1) le morphisme de
changement de base

θ∗Riϕ∗(F)→ Riϕ′
∗ θ

′∗(F)

est un isomorphisme ; par passage aux fibres génériques le (1.2.1) en résulte.
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(1.2.2) Par définition [Bo-Lü 1, § 5] un OX -module cohérent M est plat
sur S, s’il existe un modèle formel h : X → S de f et un OX -module cohérent
M tels que M est plat sur S aux points de XK (i.e. tels que M est rig-plat
sur S) : l’existence de h résulte de [Bo-Lü 1, theo 4.1] et celle de M résulte
de [Lü, lemma 2.2] où l’on peut évidemment supposerM sans π-torsion.

Lemme (1.2.2.1). Avec les notations précédentes, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) M est plat sur S.

(ii) M est rig-plat sur S.

(iii) MK est un OSK
-module plat.

De plus le M du (ii) peut être supposé sans π-torsion : si S = Spf V le
(ii) revient à dire que M est plat sur V (V = anneau de valuation discrète
complet).

Démonstration du lemme. Par définition (i) et (ii) sont équivalentes. Prouvons
l’équivalence de (ii) et (iii). Puisque la notion de platitude est locale sur X et
S [Bo-Lü 1, § 5], on peut supposer X et S affines, X = SpfÂ et S = SpfB̂
où A et B sont des V-algèbres de type fini. On note encoreM = Γ(X ,M). Ici
les “rig-points” au sens de [Bo-Lü 1, § 3] sont les relèvements de Teichmüller
τ̂(x) au sens de [Et 6, 2.1] :

0 // px //
� _

��

Â
τ̂(x) //

� _

��

V(x) //

��

0

0 // qx // ÂK τ̂k(x)
// K(x) // 0 .

D’après [Bo-Lü 1], dire queM est rig-plat sur B̂ c’est dire queMpx est plat

sur B̂ : or d’après [Bour, AC II, § 2, no 5, prop 11(iii)] on a un isomorphisme

Mpx−̃→(MK)qx
,

d’où l’équivalence du lemme. �

Alors par [Bo-Lü 2, theo 4.1 et cor 5.9] et quitte à faire un éclatement formel
de S on peut supposer M plat sur OS .

Revenons à la preuve de (1.2.2) : le complexe E• provient d’un complexe
E• de OS-modules, à composantes E i des OX -modules cohérents, et on vient
de voir que, quitte à éclater formellement S, on peut supposer les E i plats
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sur OS .

Il suffit alors d’appliquer le (2) du théorème (1.1) et de passer aux fibres
génériques pour obtenir (1.2.2).

Nous rassemblons pour mémoire dans la proposition suivante quelques
propriétés des immersions.

Proposition (1.3). Soient V et K comme en (1.2). Alors

(1.3.1) Toute immersion (resp. immersion ouverte, resp. immersion fermée)
α : X →֒ Y de K-espaces rigides analytiques quasi-compacts et quasi-
séparés admet un modèle formel β : X →֒ Y au sens de [Bo-Lü 2, cor
5.10] qui est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une
immersion fermée) : en particulier X et Y sont plats sur V.

(1.3.2) Pour tout K-espace analytique rigide X, le faisceau d’anneaux OX est
cohérent.

(1.3.3) Soient α : X →֒ Y une immersion fermée de K-espaces analytiques
rigides et M un OX-module cohérent. Alors, pour tout entier i > 0 on
a

Riα∗(M) = 0

et le morphisme canonique

α∗α∗(M)→M

est un isomorphisme.
De plus le morphisme α∗ commute à tout changement de base plat u :
Y ′ → Y .

Démonstration. Le (1.3.1) n’est autre que [Bo-Lü 2, cor 5.10].

Pour le (1.3.2) la propriété est locale sur X [B-G-R, 9.4.3] : on peut donc
supposer X affinöıde ; par suite X est quasi-compact et quasi-séparé et admet
un modèle formel X . Il suffit de prouver la cohérence du faisceau d’anneaux
OX : comme X est un schéma formel de type fini sur l’anneau noethérien V,
le faisceau OX est un faisceau cohérent d’anneaux par [EGA I, (10.11.2)].

Pour (1.3.3), l’immersion fermée α est propre [B-G-R, 9.5.3, prop 2, 9.6.2
prop 5] d’où l’isomorphisme canonique
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α∗α∗(M)
∼
→M

grâce au théorème (1.2) ; de même pour la commutation de α∗ aux change-
ments de base plats.

L’assertion Ri α∗(M) = 0 pour i > 0 est locale sur Y : on peut donc
supposer Y affinöıde, donc quasi-compact, quasi-séparé et de même pour X
puisque α est propre. On prend alors un modèle formel β : X →֒ Y de α
et un OX -module cohérent M tel que MK = M [Lü, lemma 2.2]. Soient
βn : Xn →֒ Yn la réduction de β mod mn+1 et Mn =M/mn+1 M ; alors

β∗β∗(M)/mn+1 = β∗
n βn∗(Mn)

et puisqueM et β∗(M) sont cohérents [théo (1.1) (1)] on a des isomorphismes

M
∼
→ lim

←−
n

Mn et β∗β∗(M)
∼
→ lim

←−
n

β∗
n βn∗(Mn).

Or le morphisme canonique

β∗
n βn∗(Mn) −→Mn

est un isomorphisme d’après [SGA 4, VIII, 5.7], d’où une nouvelle démonstration
de l’isomorphisme canonique

α∗α∗(M)
∼
→M

en prenant ci-dessus la limite sur n et en passant aux fibres génériques.
L’égalité Riα∗(M) = 0 pour i > 0 s’obtient en appliquant [SGA 4, VIII, 5.6].
�

2. Sorites sur les voisinages stricts

2.0. Rappelons la définition de “voisinage strict” dans un espace rigide
analytique [G-K 2, 2.22].

Si U est un ouvert admissible d’un espace rigide analytique W , un ouvert
admissible V ⊂W est appelé voisinage strict de U dans W si {V,W\U} est
un recouvrement admissible de W . Cette définition redonne celle de [B 3,
(1.2.1)] dans le cas des tubes.
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2.1. Considérons un diagramme commutatif

(2.1.1)

X
� � iX //

f

����

X

h
��

ψ //

�

Y

h
��

S
� �

iS
// S ϕ

// T

dans lequel le carré de droite est un carré cartésien de V-schémas formels
séparés plats de type fini, f est un morphisme de k-schémas, iX , iY = ψ ◦ iX ,
iS et iT = ϕ ◦ iS sont des immersions.

On note h′ : ]X[X −→ ]S[S , h
′
: ]X[Y −→ ]S[T , ψ

′ : ]X[X −→ ]X[Y ,
ϕ′ : ]S[S −→ ]S[T les morphismes induits respectivement par h, h, ψ,
ϕ [B 3, (1.1.11) (i)].

Proposition (2.1.2). Avec les notations précédentes, on a un diagramme
commutatif à carrés cartésiens

]X[X
ψ′ //

h′

��

]X[Y

h
′

��
]S[S

ϕ′
//

� _

��

]S[T� _

��
SK ϕK

// TK .

Démonstration. Pour le carré du bas, ça résulte de la définition des tubes et
du morphisme de spécialisation. Pour le carré du haut, il s’agit de vérifier
que ]X[X satisfait la propriété universelle du produit fibré. Soit Z un espace
rigide analytique s’insérant dans un diagramme commutatif

Z
u //

��

]X[Y

h′

��

� � // YK

hK

��

]S[S
ϕ′

//
� q

""F
FF

FFF
FF

]S[T � q

""E
EE

EE
EE

E

SK ϕK

// TK ;

par propriété universelle de XK = SK ×TK
YK on en déduit une flèche

Z
v
−→XK qui s’insère dans le diagramme commutatif
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X� _

iX
��

X� _

iY
��

X
ψ // Y

Z
v //

u

::

XK

sp

OO

ψK // YK

sp

OO

]X[X
ψ′ //

?�

OO

]X[Y
?�

OO

où sp sont les morphismes de spécialisation. Puisque sp(]X[Y) = X →֒
iY
Y et

compte tenu de la commutativité du diagramme précédent le morphisme v
se factorise par ]X[X en

Z
v //

!!C
CC

CC
CC

C XK

]X[X
?�

OO

;

d’où la proposition. �

2.2. Considérons à présent un diagramme commutatif

(2.2.1)

X
� �
jX1 //

f   B
BB

BB
BB

B X1
� � jY //

f1
��

�

Y
� � iY //

f
��

Y

h
��

S
� �

jT
// T

� �

iT
// T

ρ //W

dans lequel le carré de gauche est cartésien f, f1 et f sont des morphismes
de k-schémas, h et ρ sont des morphismes de V-schémas formels séparés plats
de type fini, jX1 , jY et jT sont des immersions ouvertes, iY et iT sont des

immersions fermées. Notons X2 = h
−1

(S), Y2 = h
−1

(T ) et f2 : X2 → S, f2 :
Y2 → T les morphismes induits par h. Soient Y0 et T0 les réductions modulo π
de Y et T : les immersions fermées iY et iT se factorisent respectivement via
les immersions fermées i2Y0 : Y →֒ Y0, iY0 : Y →֒ Y2 →֒ Y0 et iT0 : T →֒ T0.
On désigne par hX : ]X[Y −→ ]S[T , hY : ]Y [Y −→ ]T [T les morphismes
induits par hK : YK −→ TK [B 3, (1.1.11) (i)], j′Y : ]X[Y −→ ]Y [Y , i

′
Y0

:
]Y [Y −→]Y0[Y = YK, i

′
2Y0

:]Y2[→ YK ceux induits par l’identité de YK et
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j′T : ]S[T −→ ]T [T , i
′
T0

: ]T [T −→ ]T0[T = TK ceux induits par l’identité de

TK . Si V est un voisinage strict de ]S[T dans ]T [T , alors W := h
−1

Y (V ) est un
voisinage strict de ]X1[Y (donc de ]X[Y)dans ]Y [Y [B 3, (1.2.7)] et on note
hV := hY |W : W → V .

Proposition (2.2.2). Sous les hypothèses (2.2) on a :

(2.2.2.1) Supposons que f
−1

(S) = X, alors le diagramme (2.2.1) induit un dia-
gramme commutatif

]X[Y
� �
j′Y //

hX

��
�

]Y [Y
� �
i′Y0 //

hY

��

YK

hK

��
]S[T

� �

j′T

// ]T [T
� �

i′T0

// TK ,

dans lequel le carré de gauche est cartésien et les flèches horizontales
sont des immersions ouvertes .

(2.2.2.2) Supposons que h
−1

(T ) = Y et f
−1

(S) = X. Alors :
Les deux carrés du diagramme précédent sont cartésiens.
Si de plus V décrit un système fondamental de voisinages stricts de

]S[T dans ]T [T , alors h
−1

Y (V ) décrit un système fondamental de voisi-
nages stricts de ]X[Y dans ]Y [Y .

Démonstration.
L’existence du diagramme commutatif dans (2.2.2.1) résulte de (2.2.1) et [B
3, (1.1.11) (i)] via la définition des tubes [B 3, (1.1.1)].

Puisque f
−1

(S) = X le diagramme (2.2.1) se décompose en

(2.2.2.3)

X
� � jY //

��
�

Y
� � iY //

��

Y

h
−1

(S) //

��
�

h
−1

(T ) //

��
�

Y

h

��
S

� �

jT
// T

� �

iT
// T

ρ //W .

On est donc ramené à étudier séparément le cas où h
−1

(T ) = Y et f
−1

(S) =
X et celui où h = id : on montrera d’abord (2.2.2.2) et pour (2.2.2.1) il nous
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suffira de traiter le cas où h = id.

Pour (2.2.2.2). Les carrés du diagramme (2.2.2.1) sont cartésiens d’après

la définition des tubes [B 3, (1.1.1)] et le fait que h
−1

(T ) = Y et f
−1

(S) = X.

Pour la deuxième assertion de (2.2.2.2), on va utiliser les voisinages stan-
darts Vη,λ =

⋃
n∈N Vηn,λn de Berthelot [B 3, (1.2.4)] : rappelons au passage

que si λn < λ′n alors Vηn,λ′n ⊂ Vηn,λn .

Si V est un voisinage strict de ]S[T dans ]T [T , alors h
−1

Y (V ) est un voisi-
nage strict de ]X[Y dans ]Y [Y [B 3, (1.2.7)]. SoitW un voisinage strict de ]X[Y
dans ]Y [Y ; d’après [B 3, (1.2.2)] on se ramène au cas où ]Y [Y est affinöıde,
et avec les notations de [loc. cit.] il existe λ0 < 1 tel que, pour λ0 6 λ < 1,
on ait Uλ ⊂W . Avec les notations de [B 3, (1.2.4) (i)] si Vη,λ(S) parcourt un
système fondamental de voisinages stricts de ]S[T dans ]T [T , alors il existe ηn
et λn assez proches de 1 tels que (hY )−1 (Vηn,λn(S)) ⊂ Uλ car les équations
locales de Y (resp de Z := Y \ X) sont obtenues par image inverse par h
des équations locales de T (resp de T \ S) (cf. aussi [LS, prop 3.2.8]).

Pour (2.2.2.1). Puisque ]X[Y et ]Y [Y sont des ouverts de YK [B 3, (1.1.2)]
il en résulte que j′Y et i′Y0

sont des immersions ouvertes ; de même pour j′T et
i′T0
.

Pour montrer que le carré de gauche du diagramme (2.2.2.1) est cartésien il

nous suffit de traiter le cas où h = id. Comme f
−1

(S) = X, les équations
locales de Z = Y \X sont obtenues par image inverse par f des équations
locales de T \ S : la définition des tubes [B 3, (1.1.1)] fournit alors l’égalité
]X[Y=]S[Y

⋂
]Y [Y , d’où le carré cartésien de (2.2.2.1). �

Proposition (2.2.3). Sous les hypothèses de (2.2) on a :

(2.2.3.1) Supposons h
−1

(T ) = Y, f
−1

(S) = h
−1

(S) = X et h est propre. Alors
hK , hY et hX sont propres. Si V est un voisinage strict de ]S[T dans

]T [T et W = h
−1

Y (V ), alors hV = hY |W : W → V est propre.

(2.2.3.2) Supposons h lisse sur un voisinage de X dans Y. Alors

(i) hX est lisse et quel que soit V un voisinage strict de ]S[T dans
]T [T il existe un voisinage strict W de ]X[Y dans ]Y [Y tel que hK
induise un morphisme lisse hV : W → V . De plus hV (W ) est
un ouvert admissible de V et de TK, et Ωi

W/V est un OW -module
cohérent et localement libre.

(ii) Si l’on suppose aussi que h
−1

(T ) = Y , et h
−1

(S) = X, alors il
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existe un voisinage strict V de ]S[T dans ]T [T tel qu’en posant

W = h
−1

Y (V ) le morphisme hK induise un morphisme lisse
hV : W → V

(iii) Si en outre g : T → Spf V est lisse sur un voisinage de S dans
T , alors on peut prendre le V du (i) lisse sur K et ainsi Ω1

V/K

est localement libre de type fini sur le faisceau cohérent d’anneaux
OV .

(iv) Supposons f surjectif, h
−1

(T ) = Y, h
−1

(S) = X et pour V et W
comme en (ii) posons V ′ = hV (W ).
Si (Wλ)λ est un système fondamental de voisinages stricts de ]X[Y
dans ]Y [Y avec Wλ ⊂ W , alors (hV (Wλ))λ est un système fonda-
mental de voisinages stricts de ]S[T dans V ′.

(v) Sous les hypothèses (iv) supposons h propre. Alors hV induit un
morphisme propre lisse et surjectif

hV ′ : W −→ V ′ .

Démonstration.
Prouvons (2.2.3.1). Sous nos hypothèses les deux carrés de (2.2.2.1) sont
cartésiens [cf (2.2.2.2)]. D’après Lütkebohmert [Lü, theo 3.1] le morphisme
propre h induit un morphisme propre d’espaces analytiques rigides hK :
YK → TK . Comme la notion de morphisme propre est stable par change-
ment de base en géométrie rigide [B-G-R, fin de 9.6.2, p 396], on en déduit
que hY , hX et hV sont propres.

Pour (2.2.3.2).

(i) L’ensemble W ′ des points de ]Y [Y où le morphisme hK est lisse est un
voisinage strict de ]X[Y dans ]Y [Y [B 3, (2.2.1)]. Si V est un voisinage

strict quelconque de ]S[T dans ]T [T ,W = h
−1

Y (V )∩W ′ est un voisinage
strict de ]X[Y dans ]Y [Y [B 3, (1.2.7) et (1.2.10)] et hK induit donc un
morphisme lisse hV : W → V ; en particulier hX :]X[Y→]S[T⊂ V est
lisse.
Puisque hV est plat il est ouvert pour la topologie rigide [Bo-Lü 2,
5.11], donc hV (W ) est un ouvert admissible de V , donc de TK car V
est un ouvert admissible de TK . La lissité de hV prouve que Ωi

W/V est
un OW -module localement libre de type fini, et comme OW est un fais-
ceau cohérent d’anneaux [prop (1.3)], il résulte de [EGA OI , (5.4.1)]
que Ωi

W/V est un OW -module cohérent.
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(ii) Si V décrit un système fondamental de voisinages stricts de ]S[T dans

]T [T , alors h
−1

Y (V ) décrit un système fondamental de voisinages stricts
de ]X[Y dans ]Y [Y [(2.2.2.2)] : ainsi (ii) résulte de (i).

(iii) Supposons en outre g : T → SpfV lisse sur un voisinage de S dans T ;
alors l’ensemble des points de ]T [T où gK est lisse est un voisinage strict
de ]S[T dans ]T [T [B 3, (2.2.1)] : quitte à restreindre le V du(i) [B 3,
(1.2.10)] on peut supposer que la restriction de gK à V est lisse. Ainsi
Ω1
V/K sera un OV -module localement libre de type fini, donc cohérent

sur OV [(1.3)]. D’où (iii).

(iv) et (v) Puisque f est surjectif et h plat au voisinage de X, le morphisme

hX :]X[Y −→ ]S[T

induit par h est surjectif [B 3, (1.1.12)] et lisse puisque c’est aussi
la restriction de hV . On a vu en (i) que V ′ = hV (W ) est un ouvert
admissible de V et hV (W ) contient ]S[T par la surjectivité de hX . Dans
le diagramme commutatif

(2.2.3.2.1)

]X[Y
� � //

hX ����

W = h−1
V (V ′) = h−1

V (V )

hV ′
����

W

hV

��
]S[T

� � // V ′ := hV (W ) � � // V

les carrés sont cartésiens d’après (2.2.2.2)et hV ′, hX sont lisses et sur-
jectifs.

Soit Wλ un voisinage strict de ]X[Y dans ]Y [Y avec Wλ ⊂ W , où W
est défini ci-dessus : le morphisme plat hV envoie le recouvrement ad-
missible {Wλ;W \ ]X[Y} deW sur le recouvrement admissible {hV (Wλ);
hV (W \ ]X[Y)} de V ′ = hV (W ). Par la surjectivité de hV ′ et le fait
que h−1

V (]S[T ) = ]X[Y on a hV (W ) \ ]X[Y) = V ′ \ ]S[T ; par suite
{hV (Wλ));V

′ \ ]S[T } est un recouvrement admissible de V ′, i.e. hV (Wλ)
est un voisinage strict de ]S[T dans V ′.

Supposons maintenant que (Wλ)λ décrive un système fondamental
de voisinages stricts de ]X[Y dans ]Y [Y avec Wλ ⊂W . Soit V ′′ un voisi-
nage strict de ]S[T dans V ′ : montrons que h−1

V ′ (V
′′) est un voisinage
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strict de ]X[Y dans W . D’abord {V ′′;V ′\ ]S[T } est un recouvrement ad-
missible de V ′, donc par image inverse {h−1

V ′ (V
′′); h−1

V ′ (V
′\]S[T )} est un

recouvrement admissible de h−1
V ′ (V

′) = W ; en utilisant encore l’égalité
h−1
V ′ (]S[T ) =]X[Y on en déduit que h−1

V ′ (V
′\ ]S[T ) = W\ ]X[Y : donc

h−1
V ′ (V

′′) est un voisinage strict de ]X[Y dans W . Ainsi il existe µ tel
que Wµ ⊂ h−1

V ′ (V
′′), d’où

hV ′(Wµ) ⊂ hV ′ h
−1
V ′ (V

′′) = V ′′;

par suite (hV (Wλ))λ est bien un système fondamental de voisinages
stricts de ]S[T dans V ′.

Si de plus h est propre alors hV ′ est de surcrôıt propre puisque
(2.2.3.2.1) est à carrés cartésients et hV est propre. �

2.3. Soient S = Spec A0 un k-schéma lisse et f : X = Spec B0 → S un
k-morphisme fini. Désignons par A = V[t1, ..., tn]/(f1, ..., fr) une V-algèbre

lisse relevant A0, S = Spf Â, S̃ = P̂ et S = P̂ ′ comme dans le théorème
(3.4) du I : on sait [loc. cit.] que S̃ et S sont propres sur V, que S est normal,
qu’il existe une A-algèbre finie B et un carré cartésien de V-schémas formels

SpfB̂ = X
� � //

h
��

X = P̂ ′′
1

h
��

SpfÂ = S
� �

j
// S = P̂ ′

où P ′′
1 est la fermeture intégrale de P ′ dans Spec B, avec h fini, h fini et j

une immersion ouverte. On note f : X → S la réduction de h : X → S sur
k = V/m.

Rappelons [I, théo 3.4] qu’il existe a ∈ A et f(t) ∈ Aa[t] tels que B est la
fermeture intégrale de A dans Aa[t]/(f). Fixons d’autre part une présentation
de la V-algèbre B

B ≃ V[t′1, ..., t
′
n′]/(g1, ..., gs).

Soient Y le complété formel de la fermeture projective P ′′
2 de Spec B dans

Pn
′

V et Y sa réduction sur k.

Comme P ′ est le normalisé de P on a un triangle commutatif
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S := P̂ ′

v

��
S

-


j
;;xxxxxxxxx

� �

j̃

// S̃ := P̂

où v est fini et j̃ une immersion ouverte. Un système fondamental de voisi-
nages stricts de SX dans S̃K est fourni par les intersections Ṽλ de (Spec A)anK
avec les boules B(0, λ†) ⊂ An

K pour λ→ 1+ et Ṽλ = Spm Aλ, A
†
K = lim

→
λ

Aλ [B

3, (2.5.1)]. Puisque v est propre, et étale au voisinage de S, il existe λ0 > 1 tel
que tout λ, 1 < λ 6 λ0, v induise un isomorphisme entre Ṽλ et un voisinage
strict Vλ de SK dans SK [B 3, (1.3.5)] : on identifiera Vλ et Ṽλ dans la suite.

Notons P ′′
3 l’adhérence schématique de Spec B plongé diagonalement dans

P ′′
1 ×V P

′′
2 , Z = P̂ ′′

3 le complété formel de P ′′
3 et Z sa réduction mod m. On

a un diagramme commutatif

Y
� � // Y

X
/
�

??��������
� � //
� o

��?
??

??
??

? Z
� � //

v2

OO

v1
��

Z

u2

OO

u1

��

X
� � // X

où les ui, vi sont propres et les ui sont étales au voisinage de X. D’après
[B 3, (1.3.5)] u1K induit un isomorphisme entre un voisinage strict de ]X[Z
dans ZK et un voisinage strict de ]X[X ≃ ]X[X = XK dans XK et par
suite un isomorphisme entre des systèmes fondamentaux de tels voisinages
stricts. De même u2K induit un isomorphisme entre un système fondamental
de voisinages stricts de ]X[Z dans ZK et un système fondamental (W ′

λ′)λ′ =
(Spm Bλ′)λ′ de voisinages stricts de XK dans YK . Par composition il en
résulte pour λ′ → 1+ un isomorphisme entre les W ′

λ′ = Spm Bλ′ et un
système fondamental de voisinages stricts (W ′′

λ′′) de XK dans XK identifiés
ci-après. Pour λ > 1, il existe donc λ′ > 1 et des immersions ouvertes

Spm B̂K = XK →֒ Spm Bλ′
j′
λλ′

−֒→ h
−1

K (Vλ) =: Wλ.
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Proposition (2.3.1). Avec les notations de (2.3) on a :

(1) Si (Vλ)λ est un système fondamental de voisinages stricts de SK dans

SK, alors (Wλ)λ := (h
−1

K (Vλ))λ est un système fondamental de voisi-
nages stricts de XK dans XK.

(2) Supposons de plus f fini et plat (resp. fini et fidèlement plat, resp.fini
étale, resp. fini étale galoisien de groupe G) et Vλ = Spm Aλ. Alors il

existe λ0 > 1 tel que pour tout λ, 1 < λ 6 λ0, et Wλ := h
−1

K (Vλ), le
morphisme induit par hK

hλ := hK|Wλ
: Wλ −→ Vλ

soit fini et plat (resp. fini et fidèlement plat, resp. fini étale, resp. fini
étale galoisien de groupe G), avec Vλ lisse sur K et Ω1

Vλ/K
localement

libre de type fini sur le faisceau cohérent d’anneaux OVλ
.

Démonstration. On utilise les notations du (2.3).

(1) On a déjà prouvé le (1) dans la proposition (2.1.2) : on en donne ici
une autre démonstration. Il suffit de faire la démonstration dans le cas
Vλ = Spm Aλ et on peut supposer A,B, P ′ et P ′′

1 intégralement clos.

Notons Wλ = h
−1

K (Vλ) et hλ := hK|Wλ
: Wλ → Vλ. Comme P ′′

1 est
intègre les immersions ouvertes

XK →֒ Wλ →֒ XK

sont dominantes.
On a vu à la fin de la preuve du (1) de la proposition (2.2.1) que pour
λ assez proche de 1, Vλ est lisse sur K et Ω1

Vλ/K
localement libre de

type fini sur l’anneau cohérent OVλ
, d’où la fin du (2).

Comme Bλ′ est formé d’éléments entiers sur A†
K , il existe µ, 1 < µ 6 λ,

tel que Bλ′ soit fini sur Aµ. Par suite on a un diagramme commutatif
à carré cartésien

W ′
λ′ = Spm Bλ′ j′

λλ′

**

h′

%%

j′
µλ′ ))

Wµ

hµ

��

� �

α′λµ

//Wλ

hλ

��
Vµ = Spm Aµ

� �

αλµ

// Vλ = Spm Aλ
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avec une factorisation j′λλ′ = α′
λµ ◦ j′µλ′ et h′ fini : les immersions ou-

vertes j′λλ′ et α′
λµ admettent des modèles formels qui sont des immer-

sions ouvertes entre schémas formels noethériens [Bo-Lü 2, cor 5.10] ;
en passant par un modèle formel de j′µλ′ , il en résulte que j′µλ′ est aussi
une immersion ouverte et j′µλ′ est dominante car j′λλ′ et α′

λµ le sont.
D’autre part il existe des modèles formels propres de h′ et hµ [Lü, 2.6] :
par suite j′µλ′ est propre ; or j′µλ′ est une immersion ouverte dominante,
donc j′µλ′ est un isomorphisme.

D’où le (1).

(2) Là encore on peut supposer A et B intégralement clos : on traitera à
part le cas fini étale galoisien.

Notons ϕ : A → B le morphisme fini tel que Spec ϕ : Spec B →
Spec A relève f [I, théo 3.4], et ϕ̂ : Â → B̂ (resp. ϕ† : A† → B†)
le morphisme induit sur les séparés complétés (resp. sur les complétés
faibles). D’après le [I, théo 3.4], ϕ† et ϕ̂ sont finis et plats (resp. finis
et fidèlement plats, resp. finis étales) si et seulement si f l’est. Avec les
notations du (2.3) on a :

A†
K = lim

→
>

λ→1

Aλ, B
†
K = lim

→
>

λ→1

Bλ et ϕ†
K : A†

K → B†
K

est la limite inductive des ϕλ : Aλ → Bλ avec

hλ = Spm (ϕλ) : Wλ = Spm Bλ → Vλ = Spm Aλ.

Si f est fini et plat (resp. ...) alors ϕ†
K l’est et pour λ assez proche de

1, ϕλ l’est aussi par [EGA IV, 11.2.6, 8.10.5, 17.7.8], de même pour hλ.
D’où le (2) hormis la cas galoisien.

Considérons à présent le cas galoisien.

Puisque f est galoisien il est surjectif ; ainsi

h : X = Spf B̂ → S = Spf Â

est fini étale surjectif et galoisien de groupe G, d’où en particulier une
injection : Â →֒ B̂. Par suite hK : XK → SK est fini étale surjectif et
galoisien de groupe G.
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Remarquons ensuite que puisque B est la fermeture intégrale de A
dans Aa[t]/(f) et que Spec A→ Spec A† est un morphisme normal [I,
prop (1.1)], il résulte de [EGA IV, (6.14.4)] que B† = B ⊗A A† est la
fermeture intégrale de A† dans (B†)a = (A†)a [t]/(f) : par suite B†

K

est la fermeture intégrale de A†
K dans (A†)a,K [t]/(f). L’anneau A† est

réduit par [I, prop (1.6)], car A est réduit, et A† → B† est fini étale
car Â→ B̂ l’est : donc B† est réduit car A† est réduit [I, lemme (1.5)].
Ainsi B† est intégralement fermé dans B̂ [I, théo (2.2) (2) ii] ; d’où B†

K

est la fermeture intégrale de A†
K dans B̂K .

On a vu ci-dessus que, pour λ suffisamment proche de 1,

hλ : Wλ = Spm Bλ → Vλ = Spm Aλ

est fini étale. Compte tenu du diagramme commutatif

B̂K Bλ
? _oo

ÂK
?�

OO

A†
K

? _oo Aλ? _oo

OO

la flèche Aλ → Bλ induite par hλ est injective, donc hλ est surjectif.
Choisissons un ensemble fini {xi} de générateurs de Bλ sur Aλ. Comme
chaque xi est entier sur Aλ, les éléments gB̂K

(xi) ∈ B̂K , pour g décrivant

G et gB̂K
: B̂K → B̂K induit par g, sont aussi entiers sur Aλ ⊂ A†

K ,

donc a fortiori sur B†
K = lim

→
µ

Bµ. Or on a vu que B†
K est intégralement

fermé dans B̂K : il existe donc λ′, 1 < λ′ 6 λ tel que pour tout i et
tout g ∈ G on ait gB̂K

(xi) ∈ Bλ′ . Ainsi l’action de G s’étend de XK à
Wλ′ = Spm Bλ′ : en effet g ∈ G définit un morphisme gλλ′ : Wλ′ →Wλ

s’insérant dans le diagramme commutatif à carré cartésien

Wλ′
gλλ′

%%

hλ′

��

gλ′ ""
Wλ′

hλ′

��

� � //Wλ

hλ

��
Vλ′

� �

αλλ′
// Vλ ;

d’où la factorisation de gλλ′ par Wλ′ .
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Montrons que le morphisme fini étale surjectif

hλ′ : Wλ′ → Vλ′

est galoisien de groupe G. On a

(Bλ′)
G ⊂ (B̂K)G = ÂK ;

d’où

Aλ′ ⊂ (Bλ′)
G ⊂ Bλ′ ∩ ÂK

et on dispose d’un carré commutatif

Aλ′
� � //

��

ÂK

��
Bλ′

� � // B̂K

avec Aλ′ → Bλ′ fidèlement plat et B̂K = ÂK ⊗Aλ′
Bλ′ : d’après [Et 5

prop 2] on en déduit

Aλ′ = Bλ′ ∩ ÂK = (Bλ′)
G,

d’où la proposition (2.3.1). �

3. Images directes d’isocristaux

3.1 Sections surconvergentes

On suppose donné un diagramme commutatif tel que (2.2.1). Pour un
voisinage strict W (resp. un couple de voisinages stricts W ′ ⊂ W ) de ]X[Y
dans ]Y [Y on note αW (resp.αWW ′) l’immersion ouverte de W dans ]Y [Y(resp.
de W ′ dans W ). Si A est un faisceau d’anneaux sur W et E un A-module,
on pose [B 3,(2.1.1.1)] :

(3.1.1) j†WE := lim
−→

W ′⊂W

αWW ′∗α
∗
WW ′E ,

la limite étant prise sur les voisinages W ′ ⊂W .
De même [B 3,(2.1.1.3)] :
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(3.1.2) j†YE := αW ∗j
†
WE .

(3.1.3) Si V est un voisinage strict de ]S[T dans ]T [T , alorsW = h
−1

K (V ) ∩ ]Y [Y =

h
−1

Y (V ) est un voisinage strict de ]X[Y dans ]Y [Y [B 3, (1.2.7)] et on note
hV la restriction de hY à W , et RihK∗j

†
YE := RihY ∗j

†
YE.

Proposition (3.1.4). Avec les hypothèses et notations de (3.1.3) supposons
que hY : ]Y [Y−→]T [T soit quasi-compact et quasi-séparé ; soit E un faisceau
abélien sur W .

(a) Supposons que h
−1

(T ) = Y et h
−1

(S) = X ; alors, pour tout entier
i > 0, on a des isomorphismes canoniques

(3.1.4.1) RihV ∗(j
†
WE)

∼
−→ j†VR

ihV ∗(E).

(3.1.4.2) RihK∗(j
†
YE)

∼
−→ j†TR

ihV ∗(E).

Si de plus h est une immersion fermée, alors

(3.1.4.3) RihV ∗(j
†
WE) = 0 pour i > 1

et le morphisme canonique

(3.1.4.4) h
∗

KhK∗j
†
YE

∼
−→ j†YE

est un isomorphisme.

(b) Si l’on ne suppose plus que h
−1

(T ) = Y et h
−1

(S) = X, alors, pour
tout entier i > 0, on a des isomorphismes canoniques

(3.1.4.5) RihV ∗(j
†
WE)

∼
−→ j†VR

ihV ∗(j
†
WE).

(3.1.4.6) RihK∗(j
†
YE)

∼
−→ j†TR

ihV ∗(j
†
WE).

Démonstration

(a) Les deux foncteurs
F : E 7−→ hV ∗j

†
WE

et
G : E 7−→ j†V hV ∗E

de la catégorie C des faisceaux abéliens sur W dans la catégorie des
faisceaux abéliens sur V sont exacts à gauche [B 3,(1.1.3)(iii)]. Comme
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la catégorie abélienne C admet suffisamment d’injectifs, les foncteurs
dérivés droits RiF et RiG existent et (RiF)i , (RiG)i sont des δ-
foncteurs universels : puisque j†W et j†V sont exacts [loc. cit.], et que
αW : W −֒→]Y [Y (resp. αV : V −֒→]T [T ) est exact sur la catégorie des
j†WZ-modules (resp. des j†V Z-modules) [B 3, dém. de (2.1.3)], on est
ramené pour le (a) à prouver que F = G.

Comme hY est quasi-compact et quasi-séparé, il en est de même par
changement de base pour hV , donc hV ∗ commute aux limites inductives
filtrantes : de plus les hypothèses entrâınent que si V ′ décrit un système
fondamental de voisinages stricts de ]S[T dans ]T [T , alors h−1

V (V ′) = W ′

décrit un système fondamental de voisinages stricts de ]X[Y dans ]Y [Y
[(2.2.2.2)] ; d’où

hV ∗(j
†
WE) = lim

−→
W ′⊂W

hV ∗αWW ′∗α
−1
WW ′E

= lim
−→

V ′⊂V

αV V ′∗hV ′∗α
−1
WW ′E

= lim
−→

V ′⊂V

αV V ′∗α
−1
V V ′hV ∗E

= j†V hV ∗(E),

ce qui prouve (3.1.4.1) et (3.1.4.2).

Si h est une immersion fermée, alors hK en est une aussi [B 3, (0.2.4)(iv)],
de même que hV par changement de base : en particulier hV est quasi-
compact et quasi-séparé. Ainsi (3.1.4.3) résulte de (3.1.4.2) et (1.3.3).
Pour (3.1.4.4) on utilise la suite d’isomorphismes

h
∗

KhK∗j
†
YE

∼
−→ h

∗

Kj
†
ThV ∗E (3.1.4.2)

∼
←− j†Y h

∗
V hV ∗(E) [B3, (2.1.4.8)]

∼
−→ j†Y (E) (1.3.3).

(b) L’ouvert W = h
−1

Y (V ) est un voisinage strict de ]X1[Y (donc de ]X[Y)
dans ]Y [Y ; la définition de j†W (E) fait intervenir une limite inductive
sur les voisinages stricts W

′
de ]X[Y dans ]Y [Y : si cette fois la limite

inductive est prise sur les voisinages stricts W
′

1de ]X1[Y dans ]Y [Y nous
noterons j†W1

(E) le résultat, et on a [B 3,(2.1.7)]

j†W (E) = j†W ◦ j
†
W1

(E) = j†W1
◦ j†W (E).
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D’où , en appliquant (3.1.4.1) :

RihV ∗(j
†
WE) = RihV ∗j

†
W1

(j†WE)

= j†VR
ihV ∗(j

†
WE);

de même pour (3.1.4.6). �

3.2 Définition des images directes

(3.2.1) On suppose fixé un diagramme commutatif tel que (2.2.1) et on fait
l’hypothèse supplémentaire que h (resp ρ) est lisse sur un voisinage de X
dans Y (resp de S dans T )

X
� � jY //

f

��

Y
� � iY //

f
��

Y

h
��

S
� �

jT
// T

� �

iT
// T

ρ //W.

Soient E ∈ Isoc†((X, Y )/W), W un voisinage strict de ]X[Y dans ]Y [Y
et EW un OW -module cohérent tel que j†YEW =: EY soit une réalisation
de E [B 3, (2.3.2)] ; on notera Isoc†((X, Y )/W)plat la sous-catégorie pleine
de Isoc†((X, Y )/W) formée des E tels qu’il existe un EW qui soit un OW -
module cohérent et plat : lorsque W = SpfV cette condition est automa-
tiquement vérifiée, i.e. on a [B 3, (2.2.3)(ii)] : Isoc†((X, Y )/SpfV)plat =
Isoc†((X, Y )/SpfV) =: Isoc†((X, Y )/K). Lorsque Y est propre sur W on
notera Isoc†((X, Y )/W)plat = Isoc†(X/W)plat [B 3, (2.3.6)] : si de plus
W = SpfV on a Isoc†(X/SpfV)plat = Isoc†(X/SpfV) =: Isoc†(X/K).

Pour E ∈ Isoc†((X, Y )/W) Berthelot a défini dans [B 5,(3.1.11)] les
images directes en cohomologie rigide (cf. aussi [LS, (7.4)] et [C-T, 10]) par
la formule

(3.2.1.1) Rf rig∗((X, Y )/T ;E) := RhK∗(j
†
YEW ⊗O]Y [Y

Ω
•

]Y [Y/TK
),

:= RhY ∗(j
†
YEW ⊗O]Y [Y

Ω
•

]Y [Y/]T [T
);

et la cohomologie de ces complexes est indépendante du Y choisi [B 5, (3.1.2)]
[LS, 7.4.2].
Lorsque X = Y , alors f : X → T et on obtient la cohomologie convergente :

(3.2.1.2) Rf conv∗(X, Y/T ;E) := Rf rig∗((X,X)/T ;E).
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(3.2.2) Sous les hypothèses (3.2.1) supposons de plus h propre : ainsi Y est
une compactification X = Y de X au-dessus de T . Berthelot définit alors
Rfrig∗(X, /T ;E) par la formule [B 5, (3.2.3)] ( cf. aussi [LS, 8.2])

(3.2.2.1) Rfrig∗(X/T ;E) := Rf rig∗((X,X)/T ;E);

et la cohomologie de ce complexe est indépendante du X choisi [B 5,(3.2.2)]
[LS, 8.2.1] [CT, 10.5.3].

3.3 Changement de base

(3.3.1) Avec les notations de (2.2) on considère un parallélépipède commu-
tatif

(3.3.1.1)

X

f

��

� � jY // Y

f

��

� � iY // Y

h

��

X
′ � �

jY ′ //

f
′

��

ϕ′
=={{{{{{{{

Y ′ � �
iY ′ //

f
′

��

ϕ′
==||||||||

Y ′

h
′

��

g′
??~~~~~~~~

S
� � jT // T

� � iT // T
ρ //W

S
′ � �

jT ′
//

ϕ
==

T ′ � �

iT ′
//

ϕ

==

T ′

g

>>~~~~~~~~

ρ′
//W ′

θ

=={{{{{{{{

dans lequel le cube de gauche est formé de k-schémas séparés de type fini, les
morphismes g, h, g′, h

′
, ρ, ρ′, θ sont des morphismes de V-schémas formels

(V-schémas formels que l’on supposera séparés, plats et de type fini), les j
(resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). On suppose θ lisse
et X ′ = X ×S S ′, Y ′ = Y ×T T ′, et Y ′ = Y ×T T ′.
On vérifie alors facilement que l’on a

(3.3.1.2) ]X ′[Y ′=]X[Y×]S[T ]S ′[T ′ , ]Y ′[Y ′=]Y [Y×]T [T ]T ′[T ′ .

Soient V un voisinage strict de ]S[T dans ]T [T et V ′ un voisinage strict

de ]S ′[T ′ dans ]T ′[T ′ tel que V ′ ⊂ g −1
K (V )∩]T ′[T ′ ; alors W := h

−1

K (V )∩]Y [Y

est un voisinage strict de ]X[Y dans ]Y [Y et W ′ := h
′−1

K (V ′)∩]Y ′[Y ′ est un
voisinage strict de ]X ′[Y ′ dans ]Y ′[Y ′ tel que W ′ ⊂ g′−1

K (W )∩]Y ′[Y ′.
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Notons

hV : W → V, gV : V ′ → V, h′V ′ : W
′ → V ′, et g′W : W ′ → W

les morphismes induits respectivement par hK , gK , h
′

K , et g′K .
Ainsi on dispose d’un cube commutatif

(3.3.1.3)

W

hV

��

� � // YK

hK

��

W ′ � � //

h′
V ′

��

g′W

==zzzzzzzzz
Y ′
K

h
′
K

��

g′K
=={{{{{{{{

V
� � // TK

V ′ � � //

gV

==

T ′
K

gK

=={{{{{{{{

dans lequel W ′ = W ×V V ′ et Y ′
K = YK ×TK

T ′
K .

Lemme (3.3.1.4). Avec les hypothèses et notations de (3.3.1) supposons de
plus que g soit plat (resp. que g soit lisse sur un voisinage de S ′ dans T ′).
Alors il existe un voisinage strict V ′ de ]S ′[T ′ dans ]T ′[T ′ tel que gV soit plat
(resp. que gV soit lisse).

Démonstration. Dans le cas plat c’est clair puisque gKest plat ; dans le cas
lisse, c’est le lemme (2.2.1) de [B 3]. �

Définition(3.3.1.5) Soit E un j†TOV -module ; son image inverse surconver-
gente est définie par la formule

(ϕ, ϕ, g)†(E) := j†T ′(g
∗
KE);

lorsque E est une réalisation d’un isocristal E ∈ Isoc†((S, T )/W) on écrira
aussi

(ϕ, ϕ)∗(E) = (ϕ, ϕ, g)†(E) = j†T ′(g
∗
KE).

Théorème (3.3.2) Sous les hypothèses (3.3.1) supposons que h
−1

(T ) =

Y, h
−1

(S) = X et hV propre (cette dernière hypothèse est vérifiée si h est
propre).
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(3.3.2.1) Soit EW un OW -module cohérent. Alors, pour tout entier i > 0, on a :

(1) RihK∗(j
†
YEW ) est un j†TO]T [T -module cohérent et on a un isomor-

phisme

RihK∗(j
†
YEW )

∼
−→ j†TR

ihV ∗(EW ).

(2) (i) On a des isomorphismes de changement de base au sens sur-
convergent

(ϕ, ϕ, g)†(RihK∗j
†
YEW ) ≃ Rih

′

K∗(g
′∗
Kj

†
YEW )

≃ Rih
′

K∗(j
†
Y ′g

′∗
WEW )

≃ j†T ′R
ih

′

V ′∗(g
′∗
WEW ).

(ii) Si de plus ϕ −1(S) = S ′, les isomorphismes précédents devi-
ennent

g∗KR
ihK∗j

†
YEW ≃ Rih

′

K∗(j
†
Y ′g

′∗
WEW )

≃ j†T ′R
ih

′

V ′∗(g
′∗
WEW ),

et l’on a des isomorphismes

g∗VR
ihV ∗j

†
WEW ≃ Rih′V ′∗(g

′∗
W j

†
WEW )

≃ Rih′V ′∗j
†
W ′g

′∗
WEW .

(3.3.2.2) Soit E
•

W un complexe borné de OV -modules plats, à composantes des
OW -module cohérents et

E
•

W ′ = E
•

W ⊗OV
OV ′ = g′∗WE

•

W .

Alors, pour tout entier i > 0, on a :

(1) RihK∗(j
†
YE

•

W ) est un j†TO]T [T -module cohérent et on a un isomor-
phisme

RihK∗(j
†
YE

•

W )
∼
−→ j†TR

ihV ∗E
•

W .

(2) Supposons de plus gV plat, alors

(i) On a des isomorphismes de changement de base au sens sur-
convergent

(ϕ, ϕ, g)†(RihK∗j
†
YE

•

W ) ≃ Rih
′

K∗(j
†
Y ′g

′∗
WE

•

W )

≃ j†T ′R
ih

′

V ′∗(E
•

W ′).
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(ii) Si de plus ϕ −1(S) = S ′, les isomorphismes précédents devi-
ennent

g∗KR
ihK∗j

†
YE

•

W ≃ Rih
′

K∗(j
†
Y ′E

•

W ′)

≃ j†T ′R
ih′V ′∗(E

•

W ′),

et l’on a des isomorphismes

g∗VR
ihV ∗j

†
WE

•

W ≃ Rih′V ′∗g
′∗
W j

†
WE

•

W

≃ Rih′V ′∗j
†
W ′g

′∗
WE

•

W .

Démonstration
Le (1) de (3.3.2.1) résulte de (3.1.4.2) et (1.2.1).
Pour le (i) de (3.3.2.1)(2) on considère le diagramme commutatif

S
� � jT //

�

T

S ′
1

� �

j1T ′

//

ϕ1

OO

T ′

ϕ

OO

S ′ � �

jT ′
//

j

OO

T ′

dans lequel le carré du haut est cartésien et ϕ = ϕ1 ◦ j. On a alors une suite
d’isomorphismes

(ϕ, ϕ, g) †(RihK∗j
†
YEW ) ≃ j†T ′g

∗
KR

ihK∗j
†
YEW [(3.3.1.5)]

∼
→ j†T ′j

†
1T ′g

∗
VR

ihV ∗EW [B 3, (2.1.4.8)]
∼
→ j†T ′g

∗
VR

ihV ∗EW [B 3, (2.1.7)]
∼
→ j†T ′R

ih′V ′∗g
′∗
WEW [Théo(1.2.1)]

∼
← Rih

′

K∗j
†
Y ′g

′∗
WEW [(3.1.4.2)]

∼
← RihK∗g

′∗
Kj

†
YEW [B 3, (2.1.4.8)].

Pour le (ii) de (3.3.2.1)(2) il suffit de remarquer que les hypothèses im-
pliquent que (ϕ, ϕ, g) †(E) = g∗K(E) pour tout faisceau abélien E sur TK ;
la dernière assertion résulte de (3.1.4.1), [B 3,(2.1.4.7)] et (1.2.1) comme ci-
dessus.

Pour (3.3.2.2) on procède de même en utilisant cette fois le (1.2.2) du
théorème (1.2). �
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Remarque (3.3.3) En fait, dans le (3.3.2.1) (2) (ii) du théorème précédent, si
l’on ne suppose plus l’existence de g, mais que l’on suppose toujours l’exis-
tence du carré cartésien

W ′
g′W //

h′
V ′

��

W

hV

��
V ′

gV

// V,

on obtient, pour tout OW -module cohérent EW , un isomorphisme de change-
ment de base

(3.3.3.1)
g∗VR

ihV ∗j
†
WEW

∼
→ Rih′V ′∗g

′∗
W j

†
WEW

∼
→ Rih′V ′∗j

†
W ′g

′∗
WEW .

De même, pour le (3.3.2.2)(2)(ii) du théorème, on a un isomorphisme

(3.3.3.2) g∗VR
ihV ∗jW

†(E
•

W )
∼
→ Rih′V ′∗j

†
W ′(E

•

W ′).

3.4 Surconvergence des images directes.

Nous allons considérer dans le prochain théorème l’une des trois situa-
tions suivantes.

(3.4.1) Dans le premier cas , nous considérons un diagramme com-
mutatif satisfaisant aux hypothèses de (2.2)

(3.4.1.1)

X
� � jY //

�f

��

Y
� � iY //

f
��

�

Y

h
��

S
� �

jT
// T

� �

iT
// T ρ

//W,

et un diagramme commutatif

(3.4.1.2)

S
� � jT // T

� � iT // T
ρ //W

S ′ � �

jT ′
//

ϕ

OO

T ′ � �

iT ′
//

ϕ

OO

T ′
ρ′

//

g

OO

W ′

θ

OO

tel qu’en prenant l’image inverse de (3.4.1.1) par (3.4.1.2) on obtienne un
parallélépipède commutatif tel que (3.3.1.1). On suppose de plus les carrés
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de (3.4.1.1) cartésiens (h
−1

(T ) = Y , h
−1

(S) = X), h propre, h lisse sur
un voisinage de X dans Y , θ lisse, ρ (resp ρ′) lisse sur un voisinage de S
dans T (resp de S ′ dans T ′). On suppose également satisfaite l’une des deux
hypothèses suivantes : g est lisse sur un voisinage de S ′ dans T ′, ou g est plat.

(3.4.2) Dans le deuxième cas , nous considérons un diagramme com-
mutatif tel que (3.4.1.1) et un diagramme commutatif

(3.4.2.1)

S
� � jT // T

� � iT // T
ρ //W

S ′ � �

jT ′
//

ϕ

OO

T ′ � �

iT ′
//

ϕ

OO

T ′
ρ′

//W ′

θ

OO

satisfaisant aux mêmes propriétés que (3.4.1.2) excepté l’existence de g, mais
en supposant ρ propre, et nous noterons

X ′ = X ×S S ′ � �
jY ′ // Y ′ = Y ×T T ′

et

(3.4.2.2)

X

f

��

� � jY // Y

f

��

X ′ � � jY ′ //

f ′

��

ϕ′
<<zzzzzzzz

Y ′

f
′

��

ϕ′
>>}}}}}}}

S
� � jT // T

S ′ � �

jT ′
//

ϕ

<<

T ′

ϕ

>>}}}}}}}}

l’image inverse par (ϕ, ϕ) de (3.4.1.1).

(3.4.3) Dans le troisième cas , qui généralise le premier, nous con-
sidérons des diagrammes commutatifs tels que (3.4.1.1) et (3.4.2.1) mais sans
supposer ρ propre. Par contre nous supposons de plus l’existence d’un dia-
gramme commutatif

(3.4.3.1)

X ′ � � jY ′ //

�f ′

��

Y ′ � � iY ′ //

f
′

��
�

Y ′

h
′

��
S ′ � �

jT ′
// T ′ � �

iT ′
// T ′

ρ′ //W ′
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satisfaisant aux mêmes hypothèses que (3.4.1.1), et dans lequel X ′, Y ′ satis-
font aux propriétés de (3.4.2.2).

Dans le cas relevable le théorème suivant résout une conjecture de Berth-
elot [B 2,(4.3)] et généralise le théorème 5 de loc. cit.

Théorème (3.4.4) Pour tout entier i > 0, on a :

(3.4.4.1) Sous les hypothèses (3.4.3), on a :

(i) f induit un foncteur

Rif rig∗((X, Y )/T ;−) : Isoc†((X, Y )/W)plat −→ Isoc†((S, T )/W ).

(ii) il existe un morphisme de changement de base

(ϕ, ϕ)∗Rif rig∗((X, Y )/T ;E) −→ Rif ′
rig∗((X

′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)∗(E))

et celui-ci est un isomorphisme dans Isoc†((S ′, T ′)/W ′).

(3.4.4.2) Sous les hypothèses (3.4.2) on a :

(i) f induit un foncteur

Rifrig∗(X/T ;−) : Isoc†(X/W)plat −→ Isoc†(S/W).

(ii) L’isomorphisme de changement de base de (3.4.4.1)(ii) existe et
devient

(ϕ, ϕ)∗Rifrig∗(X/T ;E)
∼
−→ Rif ′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)∗(E)).

(iii) Si de plus ρ′ est propre, alors l’isomorphisme de (ii) précédent
devient un isomorphisme dans Isoc†(S ′/W ′) :

ϕ∗Rifrig∗(X/T ;E)
∼
−→ Rif ′

rig∗(X
′/T ′;ϕ′∗(E)).

(iv) Si S ′ = T ′, l’isomorphisme du (ii) précédent devient un isomor-
phisme dans Isoc(S ′/W ′) :

ϕ∗j∗TR
ifrig∗(X/T ;E)

∼
−→ Rif ′

conv∗(X
′/T ′;ϕ′∗(Ê))

où Ê ∈ Isoc(X/W) est l’isocristal convergent associé à E ∈ Isoc†(X/W)
par le foncteur d’oubli Isoc†(X/W) → Isoc(X/W).



II. Espaces rigides analytiques et images directes 81

En particulier si S ′ = T ′ = S, on a un isomorphisme

j∗TR
ifrig∗(X/T ;E)

∼
−→ Rifconv∗(X/T ; Ê)

(3.4.4.3) Sous les hypothèses (3.4.3) avec S = T et S ′ = T ′ on a :

(i) f induit un foncteur

Rifconv∗ : Isoc(X/W)plat −→ Isoc(S/W).

(ii) Il existe un isomorphisme de changement de base dans Isoc(S ′/W ′)

ϕ∗Rifconv∗(X/T ; E)
∼
−→ Rif ′

conv∗(X
′/T ′;ϕ′∗(E)).

Avant de donner la preuve du théorème, faisons quelques remarques :

Remarques (3.4.4.4) :

(i) Sous les hypothèses de (3.4.4.2)(iii), et en supposant de plus que ϕ est
l’identité de S et θ l’identité de W, l’isomorphisme de changement de
base prouve que Rifrig∗(X/T ;E) est indépendant du schéma formel T
dans lequel S est plongé (avec bien sûr T propre sur W, ρ lisse sur un
voisinage de S dans T et h vérifiant (3.4.4)).
La même remarque s’applique à Rifconv∗(X/T ; E).

(ii) D’après [I,(3.3)] les hypothèses de (3.4.4.2)(iii) sont vérifiées pourW =
SpfV, S affine et lisse sur k et certains morphismes f projectifs et lisses.

(iii) En conjuguant (i) et (ii) nous en déduirons plus loin [Théorème (3.4.8.2)]
que les constructions se recollent pour certains morphismes f projectifs
lisses et S un k-schéma lisse ( plus nécessairement affine).

(iv) Lorsque W = SpfV on peut enlever l’indice ”plat” dans (3.4.4.1)(i),
(3.4.4.2)(i) et (3.4.4.3)(i) [cf (3.2.1)].
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Démonstration de (3.4.4).

Le (3.4.4.3) est conséquence directe de (3.4.4.1).

La preuve de (3.4.4.1) et (3.4.4.2) va se faire en six étapes que l’on précise
ici :

Dans les quatres premières étapes on va faire la preuve de (3.4.4.1) sous
l’hypothèse plus particulière (3.4.1) (i.e. existence de g) :

- étape 1© : montrer que Rif rig∗((X, Y )/T ;E) est un j†TO]T [T -module
cohérent.

- étape 2© : montrer l’isomorphisme de changement de base (3.4.4.1)(ii)
lorsque ϕ−1(S) = S ′.

- étape 3© : achever la preuve de (3.4.4.1)(i).

- étape 4© : achever la preuve de l’isomorphisme de changement de base
(3.4.4.1)(ii).

- étape 5© : on prouve (3.4.4.1) sous les hypothèses (3.4.3).

- étape 6© : on prouve (3.4.4.2).

Plaçons-nous d’abord sous les hypothèses (3.4.1).

On se donne donc un diagramme tel que (3.3.1.1) avec h
−1

(T ) = Y , h
−1

(S) =

X : on note S ′
1 = ϕ−1(S) et S ′ j

−→ S ′
1

ϕ1−→ S la factorisation de ϕ où j est une
immersion ouverte ; on en déduit un diagramme commutatif à carrés verti-
caux cartésiens
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X

f

��

� � jY // Y

f

��

� � iY // Y

h

��
S

� � jT // T
� � iT // T

X ′
1

f ′1

��

ϕ′1

DD

















� � j1Y ′ // Y ′

f
′

��

� � iY ′ //

ϕ′

DD

















Y ′

h
′

��

DD


















S ′
1

� � j1T ′ //

ϕ1

DD

T ′ � � iT ′ //

ϕ

DD

T ′

g

DD


















X ′ � �
jY ′ //

f ′

��

2
�

j′

DD

















Y ′

f
′

��

� �
iY ′ //






































Y ′

h
′

��







































S ′ � �

jT ′
//

j

DD

T ′ � �

iT ′
//

id

DD

T ′.







































Pour E ∈ Isoc†((X, Y )/W) on notera (ϕ, ϕ)∗(E) son image inverse par le
couple (ϕ, ϕ) [B 3, (2.3.2)(iv)] pour préciser la dépendance en ϕ et ϕ : d’autres
images inverses seront utilisées, que le contexte précisera (cf. déf. (3.3.1.5)).

Etape 1©. Avec les notations de (3.2) il existe un voisinage strict W de ]X[Y
dans ]Y [Y tel que EY := j†YEW soit une réalisation de E, et d’après (2.2.2.2)

on peut supposer que W est de la forme W = h
−1

Y (V ) pour un voisinage
strict V de ]S[T dans ]T [T ; de plus on a un diagramme commutatif

]X[Y
� � //

hX

��

W
� � αW //

hV

��

YK

hK

��
]S[T

� � // V
� �

αV

// TK

dans lequel les carrés sont cartésiens et où les flèches horizontales sont des
immertions ouvertes, hK est propre et hX est propre et lisse [(2.2.3.2)(i)] :
quitte à restreindre V on peut supposer via [(2.2.3.2)(ii)] que hV est propre
et lisse.
Or Ri+jf rig∗((X, Y )/T ;E) est l’aboutissement d’une suite spectrale de terme

Ei,j
1 donné par

Ei,j
1 = RjhK∗(j

†
YEW ⊗O]Y [Y

Ωi
]Y [Y/TK

)
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avec filtration

Fili := Fili(j†YEW ⊗ Ω•
]Y [Y/TK

)

= j†YEW ⊗ Ω>i
]Y [Y/TK

,

et on a une suite d’isomorphismes

j†YEW ⊗O]Y [Y
Ωi

]Y [Y/TK
= (αW ∗j

†
WE)⊗O]Y [Y

Ωi
]Y [Y/TK

≃ αW ∗(j
†
WEW ⊗OW

α∗
W (Ωi

]Y [Y/TK
))

≃ αW ∗(j
†
WEW ⊗OW

Ωi
W/TK

) car αW est étale

≃ αW ∗(j
†
WEW ⊗OW

Ωi
W/V ) car αV est étale

≃ αW ∗(j
†
WOW ⊗OW

EW ⊗OW
Ωi
W/V ) [B 3, (2.1.3)(ii)]

≃ αW ∗j
†
W (EW ⊗OW

Ωi
W/V ) [loc. cit.]

= j†Y (EW ⊗OW
Ωi
W/V ),

où Ωi
W/V est un OW -module cohérent et localement libre [(2.2.3.2(i)]. D’après

(3.1.4) on en déduit un isomorphisme

Ei,j
1 = RjhK∗(j

†
YEW ⊗O]Y [Y

Ωi
]Y [Y/TK

)
∼
→ j†TR

jhV ∗(EW ⊗OW
Ωi
W/V );

or RjhV ∗(EW ⊗OW
Ωi
W/V ) est un OV -module cohérent d’après le théorème

(1.2), donc Ei,j
1 est un j†TO]T [T -module cohérent. Comme la filtration Fili est

finie, il en résulte que l’aboutissement Ri+jf rig∗((X, Y )/T ;E) est un j†TO]T [T -
module cohérent. Remarquons que pour prouver cette cohérence on aurait
pu appliquer le (1) de (3.3.2.2), puisque EW est un OW -module plat.

Etape 2©. On a vu à l’étape 1© que

Rif rig∗((X, Y )/T ;E) := RihK∗(j
†
YEW ⊗O]Y [Y

Ω•
]Y [Y/TK

)

≃ RihK∗(j
†
Y (EW ⊗OW

Ω•
W/V )),

et les EW ⊗OW
Ωj
W/V sont des OW -module cohérents et plats sur OV car hV

est lisse.
Puisque ou bien g est plat, ou bien g est lisse sur un voisinage de S ′ dans T ′,
on peut d’après (3.3.1.4) et quitte à restreindre V supposer gV plat : le (2)
de (3.3.2.2) nous fournit alors l’isomorphisme de changement de base

(3.4.4.1.1) g∗KR
if rig∗((X, Y )/T ;E)

∼
→ Rif ′

rig∗((X
′
1, Y

′)/T ′; (ϕ′
1, ϕ

′)
∗
(E)).
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Etape 3©. En reprenant la construction de la connexion de Gauß-Manin
décrite explicitement par Katz dans [K 3, 3.4 et 3.5] on prouve que cette con-
nexion agit aussi bien sur le terme Ei,j

1 que sur l’aboutissement [loc. cit., theo.
3.5] : ainsi Rifrig∗(X/T ;E) est muni d’une connexion ∇i (de Gauß-Manin)
intégrable. Pour construire cette connexion de Gauß-Manin ∇i on peut aussi
établir des isomorphismes [B 3, (2.2.5.1)] vérifiant la condition de cocycles :
cette construction cöıncide avec la précédente [B 1,V, 3.6.3, 3.6.4, 3.6.5], et
cette deuxième construction va nous permettre d’établir la surconvergence
de ∇i.
On a un diagramme commutatif à carrés cartésiens

Y
Γh=(1Y×h)

//

h
��

Y ×W T
p′1 //

h×1T
��

Y

h
��

T
∆T

// T ×W T p1T
// T ,

où p1T , p
′
1 sont les premières projections, Γh est le morphisme graphe de h

et ∆T est le morphisme diagonal : Γh est une immersion fermée puisque T
est séparé sur W ; on note alors ]Y [Y×WT le tube de Y dans Y ×W T pour

l’immersion fermée composée Y −֒→ Y
Γh
−֒→ Y ×W T , et ]T [T 2 celui de T

dans T 2 pour l’immersion fermée T −֒→ T −֒→
∆T
T ×W T .

D’après (2.1.2) on a alors un diagramme commutatif à carré cartésien

(3.4.4.1.2)

]Y [Y2

∼
h

ww

p1Y

{{ h′′1zzuuuuuuuuu

]Y [Y

hY

��

]Y [Y×T

h′1
��

p′1oo

]T [T ]T [T 2p1T
oo

où h′1, h
′′
1,

∼

h sont induits respectivement par hK ×1TK
, 1YK

×hK et hK ×hK .
On a de même un diagramme analogue (3.4.4.1.2)′ avec p2 à la place de p1

et h′2, h
′′
2...

D’après (3.2.2.1) et [B 5, (3.2.3) et (3.1.11)(i)] on a les isomorphismes canon-



86 j.-y. etesse

iques

Rif rig∗((X, Y )/T 2;E) = Ri
∼

h∗(p
∗
1Y(EY)⊗ Ω•

]Y [Y2/T 2
K
)

≃ Rih′1∗(p
′∗
1(EY)⊗ Ω•

]Y [Y×T /T 2
K
)

∼
← p∗1TR

ih
∗

Y (EY ⊗ Ω•
]Y [Y/TK

) [étape 2©]

= p∗1TR
if rig∗((X, Y )/T ;E);

l’avant-dernier isomorphisme ci-dessus est réalisable via l’étape 2© car ρ
étant lisse sur un voisinage de S dans T , p1T : T ×W T → T est lisse sur un
voisinage de S dans T ×W T .
Or l’isomorphisme [B 3, (2.2.5.1)]

p∗2Y(EY)
∼
−→ p∗1Y(EY)

assurant l’existence d’une connexion (surconvergente) sur EY fournit aussi
les isomorphismes

Ri
∼

h∗(p
∗
2Y(EY)⊗ Ω•

]Y [Y2/T 2
K
)

∼
−→ Ri

∼

h∗(p
∗
1Y(EY)⊗ Ω•

]Y [Y2/T 2
K
),

c’est-à-dire, par les mêmes arguments que ci-dessus, des isomorphismes

(3.4.4.1.3) p∗2TR
if rig∗((X, Y )/T ;E)

∼
→ Rif rig∗((X, Y )/T 2;E)

∼
← p∗1TR

if rig∗((X, Y )/T ;E)

satisfaisant aux conditions de [B 3, (2.2.5)]. De plus la connexion surcon-
vergente sur Rif rig∗((X, Y )/T ;E) obtenue par l’isomorphisme (3.4.4.1.3) est
bien celle de Gauß-Manin [B 1,V, 3.6.4].

Ceci achève la preuve de l’étape 3©.

Etape 4©. Puisque Rif rig∗((X, Y )/T ;E) est un isocristal surconvergent le

long de T \ S, son image inverse par (ϕ, ϕ) est, d’après l’étape 2©, l’image
inverse par (j, idT ′) de l’isocristal surconvergent (le long de T ′\S ′

1)

Rif ′
rig∗((X

′
1, Y

′)/T ′; (ϕ′
1, ϕ

′)
∗
(E)) = j†1T ′

(Rih′V ′∗(g
′∗
W (EW )⊗OW ′

Ω•
W ′/V ′))(cf (3.3.1.3)).

Le OV ′-module

E iV ′ := Rih′V ′∗(g
′∗
W (EW )⊗OW ′

Ω•
W ′/V ′)

est cohérent, et par définition des images inverses [B 3, (2.3.2)(iv)] on a

(j, idT ′)
∗(j†1T ′

(E iV ′)) = j†T ′(E
i
V ′);
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or d’après [(3.3.2.2)(1)] on a :

j†T ′(E
i
V ′) ≃ Rih

′

K∗(j
†
Y ′(g

′∗
W (EW ))⊗OW ′

Ω•
W ′/V ′)

=: Rif
′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ, ϕ)∗(E)),

d’où l’isomorphisme de changement de base

(3.4.4.1.4) (ϕ, ϕ)∗Rif rig∗((X, Y )/T ;E) ≃ Rif
′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E)),

qui est celui de (3.4.4.1)(ii).

Etape 5©. Plaçons nous sous les hypothèses (3.4.3) et prouvons (3.4.4.1)
dans ce cas.
Considérons les parallélépipèdes commutatifs suivants dans lesquels les faces
verticales sont cartésiennes

(3.4.4.1.5)

X

f

��

� � jY // Y

f

��

� � iY // Y

h

��

X
′ �

� jY ′ //

f
′

��

ϕ′
??�������

Y ′ �
� i′′

Y ′ //

f
′

��

ϕ′
??��������

Y ′′

h
′′

��

p1Y
??�������

S
� � jT // T

� � iT // T ρ
//W

S
′ � �

jT ′
//

ϕ
??

T ′ �
�

i′′
T ′

//
ϕ

??

T ′′ = T ×W T ′

p1T ′′

??�������

(3.4.4.1.6)

X ′

f
′

��

� � jY ′ // Y ′

f
′

��

� �
i′′′
Y ′ // Y ′′′

h ′′′

��

~~||
||

||
||

X
′ � �

jY ′ //

f
′

��

||||||||

||||||||

Y ′ �
� iY ′ //

f
′

��

~~~~~~~~

~~~~~~~~
Y ′

h
′

��

S ′ �
� jT ′ //

id

~~

T ′ �
� i′′

T ′ //

id~~

T ′′

p2T ′′}}||
||

||
||

S
′ �

�

jT ′
// T ′ �

�

iT ′
// T ′

ρ′
//W ′

où pi est la projection sur le ie facteur et i′′T ′ = (iT ◦ ϕ, iT ′).
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On forme aussi le carré cartésien

(3.4.4.1.7)

∼

Y
u2 //

u1

��

Y ′′

h
′′

��
Y ′′′

h
′′′

// T ′′ .

Comme u1 et u2 sont propres, et lisses sur un voisinage de X ′ dans Ỹ , on
peut d’après [B 5, (3.1.2)] et [LS, 7.4.2] faire le calcul de

Rif
′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E))

à l’aide de la cohomologie de de Rham, aussi bien avec h
′′′
, h

′′′
◦ u1 = h

′′
◦

u2 ou h
′′
, qui sont tous les trois propres, et lisses sur un voisinage de X ′

respectivement dans Y ′′′, Ỹ et Y ′′. Or p1T ′′ (resp p2T ′′) étant lisse sur un

voisinage de S ′ dans T ′′, on a d’après l’étape 4© des isomorphismes de

changement de base (le premier calculé via h
′′

et le second via h
′′′
)

(ϕ, ϕ, p1T ′′)
∗Rif rig∗((X, Y )/T ;E) ≃ Rif

′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E))

et

(idS′, idT ′, p2T ′′)
∗Rif

′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E)) ≃ Rif

′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E))

et les seconds membres cöıncident en faisant le calcul de la cohomologie de
de Rham via h

′′′
◦ u1 = h

′′
◦ u2. Ceci achève la preuve de l’isomorphisme de

changement de base.

Etape 6©. L’étape 3© reste inchangée puisqu’on peut faire les changements
de base par p1T et p2T car ils sont lisses sur un voisinage de S dans T ×W T :
en particulier Rif rig∗((X, Y )/T ;E) est un isocristal surconvergent le long de
T \ S. Soit W0 la réduction sur k de W. On note

(3.4.4.2.1)

X ′′ �
� jY ′′ //

f ′′

��

Y ′′ �
� iY ′′ //

f
′′

��

Y ′′ = Y ×W T ′

h
′′

��
S ′′ = S ×Wo S

′ � �

jT ′′=jT×jT ′
// T ′′ := T ×Wo T

′ � �

iT ′′=iT×iT ′
// T ′′ := T ×W T ′

l’image inverse de (2.2.1) par le diagramme commutatif

(3.4.4.2.2)

S
� � jT // T

� � iT // T

S ′′ � �

jT ′′
//

p1S

OO

T ′′ �
�

iT ′′
//

p1T

OO

T ′′

p1T ′′

OO
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où les p1 sont les projections sur le premier facteur : h
′′

est propre et h
′′

est
lisse sur un voisinage de X ′′ dans Y ′′.
De même

(3.4.4.2.3)

X ′ � � jY ′ //

f ′

��

Y ′ � � iY ′′◦ψY //

f
′

��

Y ′′

h
′′

��
S ′ � �

jT ′
// T ′ � �

iT ′′◦ψT

// T ′′

est l’image inverse de (3.4.4.2.1) par le diagramme commutatif

(3.4.4.2.4)

S ′′ � � jT ′′ // T ′′ � � iT ′′ // T ′′

S ′ � �

jT ′
//

ψS=(ϕ,1S′)

OO

T ′ � �

iT ′′◦ψT

//

ψT =(ϕ,1T ′ )

OO

T ′′

idT ′′

où ψS, ψT sont des immersions fermées et ψY est l’immersion fermée définie
par le carré cartésien

Y ′

f
′

��

� � ψY // Y ′′

f
′′

��
T ′ � �

ψT

// T ′′ .

En appliquant (3.4.4.1)(ii) au changement de base par p1T et ψT on obtient
un isomorphisme

ψ∗
Tp

∗
1T ′′R

if rig∗((X, Y )/T ;E) ≃ Rif
′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E)).

Puisque le carré suivant commute

T
� � iT // T

T ′ � �

iT ′′◦ψT

//

p1T ◦ψT =ϕ

OO

T ′′ ,

p1T ′′

OO

pour prouver (3.4.4.2) il suffit d’après [B 3, (2.3.2)(iv)] de prouver que la
projection sur le second facteur p2T ′′ : T ′′ → T ′ induit un isomorphisme

p∗2T ′′R
if

′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E)) ≃ Rif

′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E)).

Considérons alors le diagramme commutatif à carré cartésien
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X ′ �
� jY ′ // Y ′ �

� ψY // Y ′′ �
� iY ′′ // Y ′′

h
′′

  

iY′′ !!C
CC

CC
CC

C
IdY′′

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

Y ′′′
p3Y

//

h
′′′

��

Y ′′

h
′′

��
T ′′

p2T ′′

��
T ′′

p2T ′′
// T ′ .

D’après les hypothèses faites sur ρ, p2T ′′ est propre et p2T ′′ est lisse sur un
voisinage de S ′′ dans T ′′ : ainsi p2T ′′ ◦ h

′′
est propre et p2T ′′ ◦ h

′′
est lisse sur

un voisinage de X ′ dans Y ′′ ; par suite en appliquant (3.4.1.1) on en déduit
que

Rif
′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E)) et Rif

′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E))

sont des isocristaux surconvergents et puisque iY ′′ est propre, que l’on a des
isomorphismes (où p1Y : Y ′′ → Y est la première projection)

p∗2T ′′R
if

′

rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E)) ≃ Rih

′′′

∗ p
∗
3Y((p∗1YEY)⊗ Ω•

]Y ′[Y′′/T
′

K
)

≃ Rih
′′′

∗ (p∗3Yp
∗
1Y(EY)⊗ Ω•

]Y ′[
Y
′′′ /T

′′
K

) [(2.1.2)]

≃ Rih
′′

∗(i
∗
Y ′′
p∗3Yp

∗
1Y(EY)⊗ Ω•

]Y ′[
Y
′′ /T

′′
K

) [B 5, (3.2.2)]

= Rif
′

rig∗((X
′, Y ′)/T

′′
; (ϕ′, ϕ′)

∗
(E)) [(3.2.2)].

D’où (3.4.4.2), compte tenu des définitions (3.2). �

(3.4.5)

(3.4.5.1) Supposons donné un diagramme commutatif

X
� � jY //

f

��
�

Y

h
��

S
� �

jT
// T

ρ //W,

dans lequel le carré est cartésien, f est un morphisme propre de k-schémas
séparés de type fini, h et ρ sont des morphismes de V-schémas formels séparés
plats de type fini, h est propre, h (resp ρ) est lisse sur un voisinage de X
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(resp S) dans Y (resp T ), jY et jY sont des immersions. Soit T l’adhérence
schématique de S dans T et

S −֒→
jT

T −֒→
iT
T

la factorisation de jT : jT est une immersion ouverte dominante et iT est

une immersion fermée. On note Y = h
−1

(T ) et f := h|Y : Y → T. Avec les

notations précédentes on est donc dans la situation (2.2.1) avec f
−1

(S) = X.

(3.4.5.2) Supposons de plus donné un diagramme commutatif

S
� � jT // T

ρ //W

S ′ � � jT ′ //

ϕ

OO

T ′
ρ′ //

g

OO

W ′

θ

OO

dans lequel ϕ est un morphisme de k-schémas séparés de type fini, g, ρ′ sont
des morphismes séparés de V-schémas formels séparés plats de type fini, g
et ρ′ sont lisses sur un voisinage de S ′ dans T ′, θ est lisse et jT ′ est une
immersion.
On définit f ′ : X ′ → S ′ par le carré cartésien

X ′
ϕ′ //

f ′

��

X

f

��
S ′

ϕ
// S .

On note T ′ l’adhérence schématique de S ′ dans T ′ et

S ′ −֒→
jT ′

T ′ −֒→
iT ′
T ′

la factorisation de jT ′ par l’immersion ouverte dominante jT ′ et l’immersion
fermée iT ′ : g induit un k-morphisme ϕ : T ′ → T .
Par image inverse de (3.4.5.1) par (3.4.5.2) on obtient un parallélépipède
commutatif tel que (3.3.1.1), dont on reprend les notations ; on en déduit :

Corollaire (3.4.5.3). Sous les hypothèses (3.4.5.1) et (3.4.5.2) les parties
(3.4.4.1) et (3.4.4.3) du théorème (3.4.4) sont valides.

(3.4.5.4) Supposons donné cette fois un diagramme commutatif

S
� � jT // T

ρ //W

S ′

ϕ

OO

� �

jT ′
// T ′

ρ′
//W ′

θ

OO
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dans lequel ϕ est un morphisme de k-schémas séparés de type fini, ρ, ρ′, θ
sont des morphismes (séparés) de V-schémas formels séparés plats de type
fini, θ est lisse, ρ (resp ρ′) est lisse sur un voisinage de S dans T (resp de
S ′ dans T ′), jT et jT ′ sont des immersions. Et on suppose de plus que ρ est

propre. D’après l’étape 6© de la démonstration du théorème (3.4.4) on a
montré :

Corollaire (3.4.5.5). Sous les hypothèses (3.4.5.1) et (3.4.5.4) la partie
(3.4.4.2) du théorème (3.4.4) s’applique.

3.4.6. Sous les hypothèses de (3.4.5.1) supposons que W = Spf V et que
ρ : T → Spf V est lisse sur un ouvert S de T , avec S contenu dans S.

Soient is : s = Spec k(s) →֒ S un point fermé de S et fs : Xs → s la fibre
de f en s. On note V(s) = W (k(s))⊗W V, où W = W (k), W (k(s)) sont les
anneaux de vecteurs de Witt à coefficients dans k et k(s) respectivement, et
K(s) le corps des fractions de V(s). Le morphisme is définit des foncteurs
images inverses [B 3, (2.3.6)]

(3.4.6.1) i†∗s : Isoc†((S, T )/V) // Isoc†(Spec k(s)/K(s))

≃

��
Isoc(Spec k(s)/K(s)),

qui, pour ρ propre, devient

(3.4.6.2) i†∗s : Isoc†(S/K) // Isoc†(Spec k(s)/K(s))

≃
��

Isoc(Spec k(s)/K(s)),

et qui, pour S = T , devient

(3.4.6.3) î∗s : Isoc(S/K) −→ Isoc(Spec k(s)/K(s)).

Nous allons donner maintenant une réalisation explicite de ces foncteurs :
dans la notation i†∗s , le ()† n’est pas utile, sauf pour insister que l’on travaille
avec la catégorie surconvergente, et pas seulement la convergente.
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Dans le carré cartésien de V-schémas formels plats et séparés

U(s) u′ //

v′

��

S

v

��
Spf V(s) u

// Spf V

les morphismes u et u′ (resp v et v′) sont finis étales (resp lisses et séparés).
Par lissité de S sur V le morphisme composé

Spec k(s)
is
−֒→ S −֒→ S

se relève en un morphisme séparé

gs : Spf V(s) −→ S

tel que gs ◦ v′ = u′ donc v′ est fini et v′ est fini étale puisque v′ est lisse. Par
la propriété universelle du produit fibré, gs se factorise en

gs : Spf V(s)
g̃s−→ U(s)

u′

−֒→ S

avec v′ ◦ g̃s = IdSpf V(s) : comme v′ est étale, on en déduit que g̃s est une
immersion à la fois ouverte et fermée. Ainsi gs = u′ ◦ g̃s est étale. Notons gs
le morphisme composé

gs : Spf V(s)
gs−→ S −֒→ T ;

gs est étale et les foncteurs i†∗s et î∗s sont induits par g∗s [B 3, (2.3.6)].

Théorème (3.4.7). On se place sous les hypothèses et notations de (3.4.6).

(3.4.7.1) Soit E ∈ Isoc†((X, Y )/V). Alors, pour tout entier i > 0 et tout point
fermé s de S, on a des isomorphismes

i†∗s R
if rig∗((X, Y )/T ; E) ≃ Rifs rig∗(Xs/V(s);EXs)

≃ Rifs conv∗(Xs/V(s); ÊXs)
≃ H i

rig(Xs/K(s);EXs)

= H i
conv(Xs/K(s); ÊXs)

où l’isocristal convergent ÊXs ∈ Isoc (Xs/K(s)) = Isoc† (Xs/K(s))
cöıncide avec l’isocristal surconvergent EXs ∈ Isoc

† (Xs/K(s)).
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(3.4.7.2) Supposons ρ T → Spf V propre et soit E ∈ Isoc† (X/K). Alors, pour
tout entier i > 0 et tout point fermé s de S, on a des isomorphismes

i†∗s R
ifrig∗(X/T ; E) ≃ Rifs rig∗(Xs/V(s);EXs)

≃ Rifs conv∗(Xs/V(s); ÊXs)
≃ H i

rig(Xs/K(s);EXs)

= H i
conv(Xs/K(s); ÊXs)

où l’isocristal convergent ÊXs ∈ Isoc (Xs/K(s)) = Isoc† (Xs/K(s))
cöıncide avec l’isocristal surconvergent EXs ∈ Isoc

† (Xs/K(s)).

(3.4.7.3) Supposons que S = T et soit E ∈ Isoc (X/K). Alors, pour tout entier
i > 0 et tout point fermé s de S, on a des isomorphismes

î∗sR
ifconv∗(X/T ; E) ≃ Rifs conv∗(Xs/V(s); EXs)

= H i
conv(Xs/K(s); EXs).

Démonstration. Puisque gs est étale on peut donc appliquer le changement
de base par (is, gs) et les corollaires (3.4.5.3) et (3.4.5.5). �

3.4.8. Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X → S un k-morphisme
projectif et lisse. Notons S =

⋃
α

Sα,0 une décomposition de S en réunion

d’ouverts connexes affines Sα,0 = Spec(Aα,0), Aα = V[t1, ..., tdα]/Jα une V-
algèbre lisse relevant Aα,0 dont on a fixé une présentation et Sα = Spec(Aα).
On désigne par Sα l’adhérence schématique de Sα dans Pdα

V , par Sα (resp Sα)
le complété formel m-adique de Sα (resp Sα) et par

fα : Xα,0 = X ×S Sα,0 −→ Sα,0

la restriction de f . Quitte à décomposer Xα en somme disjointe de ses com-
posantes connexes on peut supposer Xα connexe. D’après [I, (3.3.1)] il existe
un carré cartésien

Xα
� � //

hα

��

Xα

hα

��
Sα

� � // Sα

dans lequel hα est projectif, hα est un relèvement projectif de fα et les flèches
horizontales sont des immersions ouvertes. Le complété formel de ce carré est
d’après [I, théo (3.3)] un carré cartésien de V-schémas formels

(3.4.8.1)

Xα
� � //

ĥα

��

X α

ĥα
��

Sα
� � // Sα
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dans lequel ĥα est projectif, ĥα est un relèvement projectif de la restriction
fα de f et les flèches horizontales sont des immersions ouvertes.

Théorème (3.4.8.2). Sous les hypothèses (3.4.8) supposons que, pour tout
α, Xα est plat sur V. Alors, pour tout entier i > 0, on a un diagramme
commutatif de foncteurs naturels induits par f et définis ci-après en (3.4.8.5)

Isoc†(X/K)
Rifrig∗ //

��

Isoc†(S/K)

��
Isoc(X/K)

Rifconv∗ // Isoc(X/K)

où les flèches verticales sont les foncteurs d’oubli.
De plus ces foncteurs commutent à tout changement de base S ′ → S entre
k-schémas lisses et séparés ; en particulier ils commutent aux passages aux
fibres en les points fermés de S.

Démonstration. Puisque, pour tout α, Xα est plat sur V, le théorème [I, (3.3)]
prouve que ĥα est un relèvement projectif et lisse de la restriction fα de f .
Soient E ∈ Isoc†(X/K) et Eα sa restriction à Xα : grâce à l’existence du
carré cartésien (3.4.8.1) dans lequel ĥα est un relèvement projectif et lisse de
fα on conclut à l’aide du théorème (3.4.4) que

Rifαrig∗(Xα,0/Sα;Eα) ∈ Isoc
†(Sα,0/K).

Montrons que celui-ci ne dépend que de Sα,0 et non de Sα.

Supposons donnés un k-schéma propre S
′

α,0, un V-schéma formel propre

S
′

α, une immersion ouverte dominante j′α,0 : Sα,0 →֒ S
′

α,0 et une immersion

fermée i′α,0 : S
′

α,0 →֒ S
′

α,0 tels que le morphisme S
′

α −→ SpfV soit lisse sur

un voisinage de Sα,0 dans S
′

α. Notons T α,0 l’adhérence schématique de Sα,0
plongé diagonalement dans S

′′

α = Sα,0 ×k S
′

α,0 et S
′′

α = Sα×̂VS
′

α. On a un
diagramme commutatif

(3.4.8.3)

Sα,0
� � jT //

id

��

T α,0
� � iT //

pα

��

S
′′

α

p1,α

��
Sα,0

� �

jS
// Sα,0

� �

iS
// S

dans lequel les flèches verticales sont induites par la première projection, les
i (resp les j) sont des immersions fermées (resp ouvertes). Comme pα est
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propre, le foncteur (pα, p1,α)
∗ est une équivalence de catégorie [B 3, (2.3.5)]

de la catégorie des isocristaux sur Sα,0/K surconvergents le long de Zα,0 =
Sα,0 \Sα,0 dans la catégorie des isocristaux sur Sα,0/K surconvergents le long
de Z ′′

α,0 = T α,0 \Sα,0. De plus p1,α est propre, et lisse sur un voisinage de Sα,0

dans S
′′

α, donc par le théorème (3.4.4) on a isomorphisme de changement de
base

p ∗
1αR

ifαrig∗(Xα,0/Sα;Eα)
∼
−→ Rifαrig∗(Xα,0/S

′′

α;Eα),

et de même

p ∗
2αR

ifαrig∗(Xα,0/S
′

α;Eα)
∼
−→ Rifαrig∗(Xα,0/S

′′

α;Eα),

d’où un isomorphisme canonique

(3.4.8.4) Rifαrig∗(Xα,0/Sα;Eα)
∼
−→ Rifαrig∗(Xα,0/S

′

α;Eα).

Ainsi Rifαrig∗(Xα,0/Sα;Eα) ne dépend que de Sα,0 ; de plus sur Sα,0 ∩ Sβ,0
ces isocristaux se recollent car on a des isomorphismes analogues à (3.4.8.4)
et vérifiant la condition de cocycles. Ces données qui se recollent fournissent
un isocristal surconvergent sur S/K [B 3, (2.3.2)] noté

(3.4.8.5) Rifrig∗(E),

et c’est le seul possible d’après le théorème de pleine fidélité de Kedlaya [Ked
3, Theo 5.2.1].
On raisonne de manière analogue pour Rifconv∗(E) et le carré du théorème
est clairement commutatif.
L’assertion sur les changements de base S ′ → S résulte de (3.4.4.2). �

Corollaire (3.4.8.6). Sous les hypothèses (3.4.8), supposons que f définit
X comme une intersection complète relativement à S dans un espace projec-
tif sur S [I, (3.3.6)]. Alors les conclusions du théorème (3.4.8.2) demeurent
valides.

Démonstration. Avec les notations de [I, (3.3.6.2)], chaque fα,β : Xα,β → Sα,β
se relève d’après [I, (3.3.7)] en un morphisme projectif et lisse au-dessus de
V et donne lieu à un diagramme commutatif tel que (3.4.8.1) en remplaçant
Sα par Sα,β , et on conclut comme pour (3.4.8.2). �

On a la variante suivante du théorème (3.4.8.2) :

Théorème (3.4.9). Supposons que le théorème (3.4.8.2) est vrai pour tout
morphisme projectif et lisse f : X → S avec S un k-schéma affine et lisse
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(donc sans faire l’hypothèse Xα plat sur V). Soient S un k-schéma lisse et
séparé et f : X → S un k-morphisme projectif et lisse. Alors, pour tout
entier i > 0, on a un diagramme commutatif de foncteurs naturels induits
par f et définis à la manière de(3.4.8.5)

Isoc†(X/K)
Rifrig∗ //

��

Isoc†(S/K)

��
Isoc(X/K)

Rifconv∗ // Isoc(S/K)

où les flèches verticales sont les foncteurs d’oubli.
De plus ces foncteurs commutent à tout changement de base S ′ → S entre
k-schémas lisses et séparés ; en particulier ils commutent aux passages aux
fibres en les points fermés de S.

Démonstration. Il suffit de décomposer S en schémas affines et lisses sur k et
d’opérer les recollements comme dans la preuve de (3.4.8.2). �
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III. F -isocristaux convergents
sur un schéma lisse et images
directes

On conserve les notations du II (0).

1. F -isocristaux convergents sur un schéma affine

et lisse

1.1. Notations

Soient X = Spec A0 un k-schéma affine et lisse, A une C(k)-algèbre lisse
relevant A0 [Eℓ, théo 6] et A = A ⊗C(k) V. Fixons une présentation

A = C(k)[t1, ..., tn] / (f1, ..., fs);

soient P le complété formel de la fermeture projective de X = Spec A dans
PnV , Y sa réduction sur k, j : X →֒ Y. Alors ]Y [P = PK ; de plus ]X[P , qui
est l’intersection de X an

K avec la boule unité B(0, 1+) ⊂ An
K , est l’affinöıde

]X[P = Spm (K{t1, ..., tn} / (f1, ..., fs)).

Notons Â (resp. Â) le séparé complété p-adique de A (resp. A), A† ⊂ Â
(resp. A† ⊂ Â) le complété faible de A au-dessus de (C(k), (p)) (resp. de A
au-dessus de (V, (π)) [M-W, § 1], et posons A†

K = A† ⊗V K, ÂK = Â ⊗V K.
On a des isomorphismes

Â ≃ C(k){t1, ..., tn}/(f1, ..., fs) ,

Â ≃ V{t1, ..., tn}/(f1, ..., fs) ≃ Â ⊗C(k) V ,

99
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A† ≃ C(k)[t1, ..., tn]
†/(f1, ..., fs) ,

A† ≃ V[t1, ..., tn]
†/(f1, ..., fs) ≃ A† ⊗C(k) V ,

et aussi [B 3, (2.1.2.4]

Γ(PK , j
†OPK

) ≃ Γ(X an
K , j†OPK

) ≃ A†
K ,

Γ(]X[, j†OPK
) ≃ Γ(]X[,OPK

) = Γ(]X[,O]X[) ≃ ÂK .

On fixe un relèvement FA† : A† → A† de l’élévation à la puissance pa,
FA0 : A0 → A0, au-dessus de σ [vdP, cor 2.4.3] : on peut choisir un tel
relèvement FA† de manière compatible à une extension k →֒ k′ du corps de
base [Et 5, I, 1.2]. Posons FA† = FA† ⊗C(k) V, FÂ = FA† ⊗A† Â ; d’où des

morphismes FA†K
: A†

K → A†
K , FÂK

: ÂK → ÂK au-dessus de σ : K → K.

De même pour V ′ comme ci-dessus et A′ := A ⊗V V ′ il existe d’après [vdP,
cor 2.4.3] un carré commutatif

A′†
F

A′† // A′†

A†
?�

OO

F
A†

// A†
?�

OO

au-dessus du carré commutatif

V ′ σ // V ′

V
?�

OO

σ // V.
?�

OO

On désigne par Fa-Mod(A†
K) (resp. Fa-Modloc(A†

K) ; resp. Fa-Modlib(A†
K))

la catégorie des A†
K-modules de type fini (resp. A†

K-modules projectifs de type
fini ; resp. A†

K-modules libres de type fini) M munis d’un morphisme

φM : F ∗
A†K

(M) =: Mσ −→ M

appelé morphisme de Frobenius. Par analogie avec Wan [W 2, def 2.8] [W
3, def 2.1] nous dirons que M est un Fa-module surconvergent (resp. et
projectif ; resp. et libre) sur A†

K . En considérant les mêmes définitions sur

ÂK au lieu deA†
K on dira queM ∈ Fa-Mod(ÂK) (resp.M∈ Fa-Modloc(ÂK) ;

resp.M ∈ Fa-Modlib(ÂK)) muni de
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φM : F ∗
ÂK

(M) =:Mσ −→ M

est un Fa-module convergent (resp. et projectif ; resp. et libre) sur ÂK .

Lorsque le Frobenius est un isomorphisme on dira que l’on a une struc-
ture de Frobenius forte. On a des notions analogues sur A† et Â, sans ten-
soriser parK : on utilisera alors les notations Fa-Mod(A†), ...Fa-Modlib(Â).

Soit Ω1
A† le module des V-différentielles deA† au sens de Monsky-Washnitzer

[M-W, theo 4.2]

Ω1
A† := Ω1

A†/V /
⋂

n

m
n Ω1

A†/V ,

Ω1
A†K

:= Ω1
A† ⊗V K , Ω1

Â
:= Ω̂1

Â/V
, Ω1

ÂK
:= Ω1

Â
⊗V K.

Notons Fa-Conn†(A†
K) (resp. Fa-Conn(ÂK)) la catégorie des A†

K-modules

(resp. ÂK-modules) projectifs de type finiM (resp.M) à connexion intégrable

∇ : M −→M ⊗A†K
Ω1
A†K

(resp.∇̂ :M−→M⊗ÂK
Ω1
ÂK

)

et munis d’un isomorphisme horizontal

φ† : (F ∗
A†K

(M), F ∗
A†K

(∇)) =: (Mσ,∇σ) −̃→ (M,∇)

(resp. φ̂ : (F ∗
ÂK

(M), F ∗
ÂK

(∇̂) =: (Mσ, ∇̂σ) −̃→ (M, ∇̂)).

On note Conn†(A†
K) (resp. Conn̂(ÂK)) la catégorie des A†

K-modules (resp.

ÂK-modules) projectifs de type fini M (resp.M) à connexion intégrable dont
la série de Taylor converge sur un voisinage strict du tube de la diagonale
dans X an

K × X an
K (resp. dont la série de Taylor converge sur le tube de la

diagonale dans X an
K ×X an

K ).

On utilisera un exposant ( )◦ pour spécifier les sous-catégories des objets
unités (i.e. tels qu’en tout point géométrique les pentes du Frobenius sont
nulles), F a-Mod(A†

K)◦, F a-Mod(ÂK)◦, F a-Conn†(A†
K)◦, F a-Conn(ÂK)◦, ...

ou la restriction de foncteurs aux objets unités.
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On dispose de foncteurs naturels rendant commutatif le diagramme [Et
5, I, § 5]

F a-Isoc†(X/K)
Γ† //

F

��

F a-Conn†(A†
K) //

G
��

F a-Modloc(A†
K)

H
��

F a-Isoc(X/K)
Γ̂ // F a-Conn(ÂK) // F a-Modloc(ÂK),

où Γ† := Γ(X an
K ,−) est une équivalence de catégories [B 3, cor (2.5.8)],

Γ̂ := Γ(]X[,−) est pleinement fidèle [O 2, 2.15, 2.23)] et [Et 5, I, (5.2.2)] et le
foncteur G (resp. H) envoie un A†

K-module projectif de type fini M sur son

séparé complété p-adiqueM = M ⊗A†K
ÂK : G et H sont fidèles [Bour, A II,

§ 5, n◦ 3 , prop 7] et [Bour, AC I, § 3, n◦ 5, prop 9 c)].

La restriction F◦ de F à F a-Isoc†(X/K)◦ est un foncteur pleinement
fidèle [Et 5, théo 5]

F◦ : F a-Isoc†(X/K)◦ −→ F a-Isoc(X/K)◦ ;
comme Γ†◦ est une équivalence de catégories et Γ̂◦ pleinement fidèle, le fonc-
teur G◦ est pleinement fidèle.

Nous allons montrer en 1.2 ci-après que Γ̂ est en fait une équivalence de
catégories.

1.2. Des équivalences de catégories

Avec les notations de 1.1 nous allons montrer que la donnée d’un F a-
isocristal convergent sur X équivaut à celle d’un ÂK-module projectif de
type finiM, muni d’une connexion intégrable

∇ :M −→ M ⊗ÂK
Ω1
ÂK

et d’un isomorphisme horizontal

φ : (Mσ,∇σ) −̃→ (M,∇),

où (Mσ,∇σ) provient de (M,∇) en étendant les scalaires par FÂK
.

Proposition (1.2.1). Avec les notations ci-dessus, le foncteur Γ(]X[,−)
induit une équivalence entre

(i) La catégorie des O]X[-modules cohérents (resp. et localement libres), et

celles des ÂK-modules de type fini (resp. et projectifs) ;
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(ii) La catégorie des O]X[-modules cohérents à connexion intégrable (resp.

des isocristaux convergents sur X), et celle des ÂK-modules projectifs
de type fini munis d’une connexion intégrable (resp. et dont la série de
Taylor converge sur ]X[X 2).

Remarque. Berthelot a fourni une description analogue pour les j†O]X[−-
modules cohérents [B 3, (2.5.2)].

Démonstration. La démonstration est semblable à celle de loc. cit. Remar-
quons simplement que ]X[ étant affinöıde, la donnée d’unO]X[-module cohérent

E équivaut à celle du ÂK-module de type finiM = Γ(]X[, E) [B-G-R, 9.4.2].
De même l’assertion “projectif” en (ii) résulte du fait que K est de car-
actéristique 0 [B 3, (2.2.3) (ii)] [P, 10.3.1]. �

Théorème (1.2.2). Avec les notations de 1.1, soient M un ÂK-module
de type fini, muni d’une connexion intégrable ∇, et (Mσ,∇σ) le module à
connexion intégrable déduit de (M,∇) par l’extension des scalaires FÂK

. On
suppose qu’il existe un isomorphisme horizontal

φ : (Mσ,∇σ) −̃→ (M,∇).

Alors, si (E ,∇) est le O]X[-module correspondant à (M,∇) par l’équivalence
de (1.2.1), la connexion ∇ de E est convergente.

Démonstration. La preuve suit celle de [B 3, (2.5.7)]. Comme l’assertion est
locale sur X [B 3, (2.2.11)] on peut supposer Ω1

X libre de base dz1, ..., dzm. Si
z1, ..., zm ∈ A relèvent z1, ...zm, Ω1

Â
est un Â-module libre de base dz1, ..., dzm.

Soient ∂1, ..., ∂m les dérivations correspondantes, et e1, ..., er une base de M
(M est nécessairement projectif d’après [P, lemme 10.3.1]). Pour tout i et
tout k, posons ∂i ek = Σ

j
bijk ej , et soit Bi ∈ Mr(ÂK) la matrice des bi,j,k ;

la connexion ∇ est déterminée par les Bi. En utilisant l’isomorphisme hori-
zontal φ, on peut supposer, comme dans la preuve de [B 3, (2.5.7)] que les
matrices Bi sont à coefficients dans Â.

Notons η0 = | π |. Pour tout e ∈ M = Γ(]X[, E), ∂ k e est à coeffficients
dans Â, donc ‖ ∂ k e ‖ 6 1, et comme η0 < p−(1/p−1) on en déduit

(1.2.2.1) ‖ 1
k!
∂ k e ‖ η

|k|
0 −→ 0 quand | k | −→ +∞.

Posons ζi = 1⊗ zi − zi ⊗ 1 , τj = 1⊗ tj − tj ⊗ 1.
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Pour η < 1, soient

U = {x ∈ X an
K × X

an
K / ∀j, | (1⊗ tj(x) | 6 1, | (tj ⊗ 1)(x) | 6 1},

Wη = {x ∈ X an
K ×X

an
K / ∀j, | τj(x) | 6 η},

W ′
η = {x ∈ X an

K ×X
an
K / ∀i, | ζi(x) | 6 1},

et Vη = Wη∩U . Pour toute suite croissante η de limite 1, l’ouvert Vη := ∪
n
Vηn

est égal à ]X[X 2 , d’après l’exemple de [B 3, (1.3.10)]. Nous allons constru-
ire une suite η telle qu’il existe sur l’ouvert Vη =]X[X 2 un isomorphisme
ǫ : p∗2 E−̃→p

∗
1 E induisant sur les voisinages infinitésimaux de la diagonale les

isomorphismes ǫn définis par ∇.

Puisque les tj engendrent A, il existe des relations ζi = Σ
j
βij τj , avec

βij ∈ A ⊗V A ; d’où ‖ ζi ‖ 6 Supj ‖ τj ‖ , la norme étant la norme
spectrale sur U . Par suite on a Vη0 ⊂W ′

η0
∩U . On procède alors comme dans

la démonstration de [B 3, (2.2.13)] pour définir sur Vη0 un isomorphisme
ε : p∗2 E −̃→ p∗1 E induisant sur les voisinages infinitésimaux de la diagonale
les isomorphismes εn définis par ∇, en posant

ε(p∗2(e)) = Σ
k

1

k!
∂k e⊗ ζk,

la série convergeant dans Γ(Vη0 , p
∗
1(E)) grâce à (1.2.2.1). On va utiliser ensuite

l’action de Frobenius pour prolonger l’isomorphisme ε de Vη0 à Vη, pour une
suite η convenable : tout d’abord, on peut supposer d’après (1.2.1) qu’il

existe un morphisme FK : ]X[ = Spm(ÂK) −→ ]X[ tel que l’homomorphisme
Γ(]X[,O]X[) −→ Γ(]X[,O]X[) induit par FK soit égal à FÂK

⊗ σ. Le Frobenius
φ de E est alors défini par un isomorphisme φ : F ∗

K E −̃→ E sur ]X[, ce qui
fournit des isomorphismes

φi = p∗i (φ) : (FK × FK)∗ (p∗i E) −̃→ p∗i E sur Vη0 .

On définit une suite croissante η de limite 1 en posant

ηn+1 = η1/pa

n .

Montrons que (FK × FK)(Vηn+1) ⊂ Vηn . Posons

FÂ(tj) = tp
a

j + π aj ,
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avec aj ∈ Â. Pour x ∈ U on a

| (tj ⊗ 1)((FK × FK)(x)) | = | (FÂ(tj)⊗ 1)(x) |

= | ((tp
a

j + π aj)⊗ 1)(x) | 6 1,

de même pour 1 ⊗ tj, de sorte que (FK × FK)(x) ∈ U . D’autre part, si
J = Ker(A⊗V A→ A), on a dans (A⊗V A)∧ la relation

(FÂ × FÂ)(τj) = 1⊗ (tp
a

j + π aj) − (tp
a

j + π aj) ⊗ 1

= τp
a

j + π αj ,

avec αj ∈ J(A ⊗V A)∧. Dans (A ⊗V A)∧ on peut écrire αj sous la forme
αj = Σ

i
γij τi, avec ‖γij‖ 6 1. Alors, pour x ∈ Vηn+1 , on obtient

|π αj(x)| 6 |π| ηn+1 6 ηn

et

|τp
a

j (x)| 6 ηp
a

n+1 = ηn.

Par conséquent on a bien

(FK × FK)(Vηn+1) ⊂ Vηn .

Supposons construit sur Vn := ∪
i6n

Vηi
un isomorphisme ǫ(n) : p∗2 E−̃→ p∗1 E ;

on conclut alors comme dans la preuve de [B 3, (2.5.7)] à l’existence d’un
isomorphisme sur V = ∪

i
Vηi

= ]X[X 2 , d’où la convergence de ∇. �

Corollaire (1.2.3). Soient X = Spec A0 un k-schéma affine et lisse, A une
V-algèbre lisse relevant A0, Â le séparé complété p-adique de A, FÂ : Â→ Â

un relèvement de la puissance aième de l’endomorphisme de Frobenius de A0

au-dessus de σ. Alors la catégorie des F a-isocristaux convergents sur X est
équivalente à la catégorie des ÂK-modules (nécessairement projectifs) de type
finiM, munis d’une connexion intégrable ∇ et d’un isomorphisme horizontal
φ : (Mσ,∇σ) −̃→ (M,∇).

Démonstration. D’après la proposition (1.2.1) la catégorie des isocristaux
convergents sur X est équivalente à celle des ÂK-modules projectifs de type
fini, munis d’une connexion convergente ∇. De plus cette équivalence est
fonctorielle par rapport à Â par des arguments analogues à [B 3, (2.5.6)]. On
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conclut par le théorème (1.2.2). �

2. F -isocristaux convergents sur un schéma lisse

formellement relevable

Nous allons généraliser au cas relevable l’équivalence de catégories du
corollaire (1.2.3) précédent.

2.1. Espaces rigides associés aux schémas formels

Dans ce § 2 on se donne f : X → Spec k un k-schéma lisse tel qu’il existe
un V-schéma formel lisse h : X → Spf V relevant f . Par une construction
de Raynaud on sait associer à X (resp. à h) un espace rigide analytique noté
XK [Bo-Lü 1 et 2] [B 3] (resp. un morphisme hK : XK → Spm K). Si h
est propre alors hK est propre [Lü]. L’espace XK est muni d’une topologie
de Grothendieck [B 3, (0.1.2), (0.2)] et d’un faisceau d’anneaux OXK

: nous
dirons que (XK ,OXK

) est un G-espace annulé [B-G-R, 9.3.1].

Proposition (2.1.1). Sous les hypothèses 2.1 il existe un V-schéma formel
lisse h′ : X ′ → Spf V, un V-isomorphisme X ′−̃→X et des recouvrements par
des ouverts lisses X ′ = ∪

α
Spf Âα, X = ∪

α
Spec Aα,0, où les Aα sont des

V-algèbres lisses et Aα,0 := Aα/πAα.

Démonstration. Dire que X est un V-schéma formel lisse signifie qu’il ex-
iste un recouvrement X = ∪

α
Spf Bα, où les Bα sont des V-algèbres plates

séparées et complètes pour la topologie π-adique et formellement lisses pour
les topologies discrètes sur V et Bα : les Bα sont donc des V-algèbres formelle-
ment lisses pour les topologies π-adiques sur V et Bα [EGA OIV , (19.3.1)].
Pour tout α notons Aα,0 := Bα / π Bα, et Aα une V-algèbre lisse relevant
Aα,0 [Eℓ, théo 6] : d’après [Et 4, cor 1 du théo 4] il existe, pour tout α, un
V-isomorphisme

Âα ←̃− Bα, où Âα := lim
←
n

Aα / π
n Aα.

Désignons par

Pα = Spf Bα, P
′
α = Spf Âα, P

′
αβ := P ′

α ×Pα (Pα ∩ Pβ),
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ψα le V-isomorphisme ψα : P ′
α →̃ Pα, et ψαβ

le V-isomorphisme

P ′
αβ →̃ Pα ∩ Pβ

déduit de ψα par le changement de base Pα ∩ Pβ →֒ Pα. Le V-isomorphisme

ϕαβ
:= ψ−1

βα ◦ ψαβ
: P ′

αβ →̃ P ′
βα

induit des V-isomorphismes

ϕαβγ : P ′
αβ ∩ P ′

αγ →̃ P ′
βα ∩ P ′

βγ

et on a les identités

ϕαβ ◦ ϕβα = Id , ϕαα = Id,

ϕαβγ = ϕγβα ◦ ϕαγβ ,

grâce au fait que les Pα se recollent pour former X . Par conséquent on peut
recoller les P ′

α le long des P ′
αβ : le schéma formel ainsi obtenu est le schéma

formel X ′ cherché. �

Corollaire (2.1.2). Sous les hypothèses 2.1 le morphisme d’espaces rigides
hK : XK → Spm K est lisse.

Démonstration. Compte-tenu de l’isomorphisme X ′ →̃ X de (2.1.1) il suffit
d’appliquer le critère jacobien [B 3, (0.1.11)]. �

Corollaire (2.1.3). Soient S un k-schéma lisse et f : X → S un k-
morphisme lisse et supposons donnés un V-schéma formel lisse S et un V-
morphisme lisse h : X → S de schémas formels relevant f . Alors

(i) Il existe un V-schéma formel lisse S ′ = ∪
α
S ′
α , S ′

α = Spf Âα où les Aα

sont des V-algèbres lisses et un V-isomorphisme S ′ →̃ S.

(ii) Si l’on pose X ′ := X ×S S ′, X ′
α := X ′ ×S S ′

α, il existe de plus un
S ′-schéma formel lisse X ′′ et un S ′-isomorphisme X ′′ →̃ X ′ tel que

X ′′ = ∪
α
X ′′
α , où X

′′
α = ∪

β
X ′′
α,β = ∪

β
Spf B̂α,β ,

les Bα,β étant des Âα-algèbres lisses (resp. des A†
α-algèbres lisses)

(iii) Avec les notations du (ii) il existe aussi un V-schéma formel lisse X ′′′

et un V-isomorphisme X ′′′ →̃ X ′′ tel que
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X ′′′ = ∪
α
X ′′′
α , où X ′′′

α = ∪
β

Spf Ĉα,β

et Cα,β est une V-algèbre lisse munie d’un V-isomorphisme

B̂α,β ≃ Ĉα,β.

Démonstration. La proposition (2.1.1.) fournit le (i).
Pour (ii) et (iii) on utilise encore [Et 4, théo 4 et son cor 1] : on peut recoller
les X ′′

α,β (resp. les X ′′
α , resp. les X ′′′

α ) grâce à l’existence globale de X ′
α (resp.

de X ′, resp. de X ′′). �

Corollaire (2.1.4). Sous les hypothèses (2.1.3) le morphisme d’espaces rigides
hK : XK → SK est lisse. Si de plus h est propre alors hK est propre.

Démonstration. La lissité de hK résulte de (2.1.3) (ii) et du critère jacobien
[B 3, (0.1.11].
La définition d’un morphisme propre d’espaces rigides est donnée dans [Lü,
2.4] : la propreté de h entrâıne celle de hK [Lü, theo 3.1]. �

2.2. F-isocristaux convergents et OXK
-modules

Rappelons que les hypothèses (2.1) sont satisfaites.

La donnée de E ∈ Isoc(X/K) équivaut à celle d’un OXK
-module locale-

ment libre de type fini EX [B 3, (2.3.2), (2.2.3) (ii)] muni d’une connexion
∇ relativement à K, intégrable et convergente. D’après (2.1.1) on a un V-
isomorphisme X ≃ ∪

α
Spf Âα =: ∪

α
Xα où les Aα sont des V-algèbres lisses ;

si Fα1 , Fα2 : Xα → Xα sont deux relèvements de la puissance aième du Frobe-
nius absolu de Xα = Xα mod π, alors on a un isomorphisme canonique [B 3,
(2.2.17)]

F ∗
α1

(EXα) −̃→ F ∗
α2

(EXα) ,

où (EXα,∇α) est la restriction de (EX ,∇) à XαK = Spm (ÂαK).

Supposons fixé pour chaque α un relèvement Fα : Xα → Xα, de la puissance

aième du Frobenius absolu de Xα = Xα mod π, et soit E ∈ F a-Isoc(X/K).
La structure de Frobenius sur E fournit pour tout α un isomorphisme [cor
(1.2.3)]
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φα : (F ∗
α(EXα), F ∗

α(∇α))
∼
−→(EXα,∇α),

avec compatibilités évidentes quand α varie : d’après (1.2.3) la connaissance
de EXα équivaut à celle de Γ(XαK , EXα) avec mêmes données.

Notons Fa-Conn(XK) la catégorie des OXK
-modules localement libres de

type finiM munis d’une connexion ∇ relativement à K, intégrable et d’une
famille compatible d’isomorphismes

φα : (F ∗
α(Mα), F

∗
α(∇α))

∼
−→(Mα,∇α) := (M,∇)|XαK

.

Théorème (2.2.1). Avec les notations de (2.2) la flèche naturelle

F a-Isoc(X/K) −→ F a-Conn(XK)

E 7−→ EX

est une équivalence de catégories.

Démonstration. Nous venons de montrer que si E ∈ F a-Isoc(X/K) alors
EX ∈ F a-Conn(XK).

Réciproquement soit M ∈ F a-Conn(XK) ; puisque M est localement
libre de type fini et que OXK

est cohérent [B 3, (2.1.9)], alorsM est un OXK
-

module cohérent. D’après (1.2.3) l’existence des isomorphismes horizontaux

φα : (F ∗
α(Mα), F

∗
α(∇α))

∼
−→(Mα,∇α)

prouve que la connexion est convergente, car la donnée de (Mα,∇α, φα)
équivaut à celle d’un élément de F a-Isoc(Xα/K) : puisque ces données se
recollent la connexion ∇ est convergente [B 3, (2.2.11)], d’où un élément E
de Isoc(X/K) [B 3, (2.3.2)] tel que EX = M. Enfin les φα définissent un
isomorphisme de Isoc(X/K)

φE : F ∗
σ E

∼
−→E

qui est le Frobenius de E [B 3, (2.3.7)] et (φE)X = φM. �

Rappelons que pour E ∈ Isoc(X/K) la cohomologie convergente de Ogus
[O 3] et [B 5, (3.1.11) (i), (3.1.12) (ii)] est donnée par

(2.2.2) H i
conv(X/K, E) = Hi(XK , EX ⊗ Ω•

XK/K
).
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3. Images directes de F -isocristaux convergents

Dans le cas d’une famille propre et lisse nous allons étendre ici le théorème
7.9 de Ogus [O 3] établissant la finitude de la cohomologie convergente
H i
conv(X/K, E) pour X propre et lisse sur k et E un F -isocristal conver-

gent.

Sauf mention du contraire, on suppose dans ce paragraphe 3 que k est un
corps parfait de caractéristique p > 0, q = pa,V est un anneau de valuation
discrète complet, d’idéal maximal m et corps résiduel k. On suppose le corps
des fractions K de V de caractéristique 0, on fixe une uniformisante π et on
note e l’indice de ramification : on suppose, sauf mention expresse du con-
traire, que e 6 p− 1.

On relève la puissance q sur k en un automorphisme σ de V, tel que
σ(π) = π, suivant la méthode [Et 5, I 1.1] : on note encore σ son extension
à K et ce σ est un automorphisme de K puisque k est parfait [II,0].

3.1. Relèvement de Teichmüller

SoitX = SpecA0 un k-schéma lisse. Pour x ∈ |X| = {points fermés deX},
soit ix = Spec k(x) →֒ X l’immersion fermée canonique : k(x) = A0/mx est
une extension finie étale de k de degré deg x = [k(x) : k]. Notons W = W (k)
(resp. W (x) = W (k(x)) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k
(resp. k(x)),

V(x) = W (x)⊗W V ≃W (x)[π] ,

K0 = Frac W , K0(x) = Frac(W (x)), K(x) = Frac(V(x)), σx la puissance
pa sur k(x), σW (x) = W (σx) le relèvement canonique de σx à W (x), σV(x) =
σW (x)⊗WV et σK(x) (resp. σK0(x)) son extension naturelle àK(x) (resp.K0(x))
définie par σK(x)(u/v) = σV(x)(u)/σV(x)(v) (resp. σK0(x)(u/v) = σW (x)(u)/σW (x)v)).
Le morphisme σK(x) cöıncide, d’après [Et 5, I.1.1] et [B-M 2, (1.2.7) (ii)], avec
le morphisme σ′ : K ′ → K ′ (au-dessus de σ : K → K) de [Et 5, I.1.1] pour
k′ = k(x).

Soit A une V-algèbre lisse relevant A0 et fixons une présentation A =
V[t1, ..., tn]/(f1, ..., fm). On désigne par Â ((resp. A†) le séparé complété (resp.
le complété faible) m-adique de A. Soient P le complété formel de la fermeture
projective de X = Spec A dans PnV , P1 = Spf(V(x)), X1 = Spec(k(x)).
D’après [Et 5, (1.2.1)] il existe un carré commutatif



III. F -isocristaux convergents et images directes 111

A† ⊗V V(x) =: A†(x)
F

A†(x) // A†(x)

A†

OO

F
A† // A†

OO

au-dessus du carré commutatif

V(x)
σV(x) // V(x)

V

OO

σV // V

OO

,

où FA† est un relèvement à A† du Frobenius (puissance q) de A0 ; d’où un
diagramme commutatif

V(x) //

σV(x)

��

A†(x) //

F
A†(x)

��

Â(x) := Â⊗V V(x)

F
Â(x)

��
V(x) // A†(x) // Â(x) .

Par conséquent le morphisme s : A0 → k(x) se relève de manière unique
d’après Katz [K 1] en un morphisme

τ(x) : Â(x)→ V(x)

tel que le diagramme

Â(x)
τ(x) //

F
Â(x)

��

V(x)

σV(x)

��
Â(x)

τ(x) // V(x)

commute : τ(x) est appelé le relèvement de Teichmüller de s (ou de x).
Les morphismes composés

τ̂(x) : Â →֒ Â(x)
τ(x)
−→V(x) ,

τ †(x) : A† →֒ Â
τ̂(x)
−→V(x)

sont surjectifs car la réduction de τ †(x) mod π est le morphisme surjectif
s : A0 → k(x) de départ [M-W, theo 3.2] ; donc V(x) est un quotient de Â et
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V(x) ≃ W (x)[π], qui est un anneau de valuation discrète, est une extension
finie étale de V de rang deg x. Le noyau du morphisme

τ̂K(x) := τ̂(x)⊗V K : ÂK
// // K(x) = Frac(V(x))

est ainsi un idéal maximal qx de ÂK et le diagramme

(3.1.1)

A†
K

� � //

F
A
†
K

��

ÂK

F
ÂK

��

τ̂K (x)// // K(x)

σK(x)

��
A†
K

� � // ÂK
τ̂K (x)// // K(x)

commute. On notera τ †K(x) la flèche composée

(3.1.2) τ †K(x) = τ †(x)⊗V K : A†
K

ϕ
−→ ÂK −−−−−

τ̂K (x)
։K(x) ;

remarquons que τ †K(x) est aussi surjectif car ϕ induit une bijection entre les

idéaux maximaux de ÂK et ceux de A†
K [G-K 2, theo 1.7]. Par le morphisme

de spécialisation [B 3, (0.2.2.1)]

sp : Spm ÂK → Spec A0

l’image de {qx} n’est autre que {mx} ; de plus τ̂(x) : Â ։ V(x) est localisé
en {px} ∈ Spec Â, où px est l’unique idéal maximal de Â au-dessus de mx.
En définissant l’application (encore appelée relèvement de Teichmüller)

(3.1.3) T̂K : Spm A0 → Spm ÂK

par T̂K(x) = {Ker τ̂K(x)} = {qx}, on vient de prouver que T̂K est une sec-
tion du morphisme de spécialisation, considéré comme une application

sp : |Spm ÂK | → |Spec A0|.

3.2. Amplitude des F -isocristaux

Soit X un k-schéma lisse. Berthelot a montré [B 3, (2.4.2)] que pour
tout N ∈ F a-Isoc(X/K) il existe un F -cristal non dégénéré M sur X (i.e.
un cristal M muni d’un Frobenius φ : F ∗M → M et d’un morphisme
V : M → F ∗M tels que φ◦V et V ◦φ soient la multiplication par pb, pour un
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entier b > 0) de type fini sur OX/V et sans p-torsion, et un entier r > 0 tel que
N ≃Man(r) (où Man(r) est le twist à la Tate de Man). L’entier b est appelé
l’amplitude de M (“width” dans la terminologie de Ogus [O 4, 5.1.1]). Notons

(3.2.1) F a-Isoc(X/K)plat

la sous-catégorie pleine de F a-Isoc(X/K) formée des N tels que le M ci-
dessus soit plat sur OX/V (ce qui équivaut à M localement libre puisqu’on
est en situation noethérienne).

3.3. Convergence des images directes

Théorème (3.3.1). Supposons k parfait et e 6 p−1. Soient S un k-schéma
lisse et f : X → S un k-morphisme propre et lisse (resp. relevable en un
morphisme propre et lisse h : X → S de V-schémas formels). Alors

(3.3.1.1) Pour tout entier i > 0, f induit un foncteur

Rifconv∗ : F a-Isoc(X/K)plat −→ F a-Isoc(S/K)

(resp. Rifconv∗ : F a-Isoc(X/K) −→ F a-Isoc(S/K)).

(3.3.1.2) Le foncteur précédent est compatible aux changements de base entre
k-schémas lisses, c’est-à-dire : pour tout carré cartésien

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
S ′

g
// S

avec S ′ lisse sur k et E ∈ F a-Isoc(X/K)plat (resp. E ∈ F a-Isoc(X/K))

on a un isomorphisme de changement de base

g∗Rifconv∗(E)
∼
−→Rif ′

conv∗(g
′∗(E))

compatible aux connexions et aux Frobenius.
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Démonstration.

Première partie de la démonstration : le cas propre et lisse, non nécessairement
relevable.

Dans un premier temps nous ne supposerons pas que le corps k est parfait,
seulement qu’il est de caractéristique p > 0 et que e 6 p − 1 : uniquement
lorsqu’il faudra montrer que le Frobenius est un isomorphisme, nous sup-
poserons que k est parfait.

Soient E ∈ F a-Isoc(X/K)plat et E un F -cristal non dégénéré tel que
E ≃ Ean(r). On va associer àE, f et l’entier i > 0, un objet de F a-Isoc(S/K),
i.e. pour tout ouvert U (affine et lisse) de S on va construire un élément de
F a-Isoc(U/K) avec données de recollement [B 3, (2.3.2) (iii)].

Si T est un V-schéma formel on pose Tn = T /πn+1 T , et pour un
T0−schéma de type fini Y on désigne par (Y/T )cris le topos cristallin [B-
O, 7.17] [O 4, § 3.0]. Le morphisme f induit un morphisme de topos

fcris : (X/V)cris −→ (S/V)cris .

Soit U = SpecA0 →֒ S un ouvert affine et lisse et A une V-algèbre lisse
relevant A0 : posons T = Spf Â, Tn = Spec (A/πn+1 A). Alors (U, Tn, δ), où δ
sont les puissances divisées canoniques sur π OTn(e 6 p−1 : [B 1, I, § 1]), est
un ouvert de Cris (S/V). Le Frobenius FU de U (élévation à la puissance pa

sur OU ) se relève en un endomorphisme FT de T (resp. FTn := FT mod πn+1,
de Tn) et on considère les diagrammes commutatifs

(3.3.1.3)

X ′
U

ϕ //

f ′U
��

XU
� � //

fU

��

X

f

��
U

FU //

iTn
��

U
� � //

iTn
��

S

��
(Tn, π, δ) FTn

// (Tn, π, δ) // Spec Vn ,
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(3.3.1.4)

X ′
U

ϕ //

f ′U
��

XU
� � //

fU

��

X

f

��
U

FU //

iT
��

U
� � //

iT
��

S

��
(T , π, δ)

FT
// (T , π, δ) // Spf V ,

dont les carrés supérieurs sont cartésiens. Soient fXU/Tn [B 1, V, 3.5.2] et
fXU/T [B-O, § 7.21] les morphismes de topos

fXU/Tn : (XU/Tn)cris
uXU /Tn
−→ XUZar

iTn◦fU
−→ TnZar

fXU/T : (XU/T )cris
uXU /T

−→ XUZar

iT ◦fU−→ TZar.

Avec les notations de [B 1, V, 3.2.3] on a

(3.3.1.5) Rfcris∗(E)(U,Tn) = RfXU/T ∗n (ω∗
Tn

(E))

et [B-O, 7.2.2.2] :

(3.3.1.6) RfXU/T ∗(ω
∗
T (E)) ≃ R lim

←
n

RfXU/T ∗n (ω∗
Tn

(E)).

Posons

(3.3.1.7) ˜Rifcris(E)(U,T ) := lim
←
n

RifXU/T ∗n (ω∗
Tn

(E)).

Le schéma formel T , identifié à la limite inductive {Tn} des Tn, est ce que
Ogus appelle un “épaississement fondamental de U relativement à Spf V” [O
4, § 3.0].

Puisque E est localement libre de type fini et f propre et lisse, le complexe
RfXU/T ∗n (ω∗

Tn
(E)) est un complexe parfait de OTn-modules [B 1, VII, 1.1.1] ;

or, par le théorème de changement de base en cohomologie cristalline [B 1,
V, 3.5.2] on a un isomorphisme
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RfXU/T ∗n (ω∗
Tn

(E))
L
⊗OTn

OTn−1

∼
−→RfXU/T

∗
n−1

(ω∗
Tn−1

(E)) :

par suite [B-O, def B-4] RfXU/T
∗
•
(ω∗

T•
(E)) est un objet ”consistant” au sens

de [loc. cit.], donc [B-O, prop B-7]

RifXU/T ∗(ω
∗
T (E)) = H i(RfXU/T ∗(ω

∗
T (E)))

≃ H i(R lim
←
n

RfXU/T ∗n (ω∗
Tn

(E)))

≃ lim
←
n

RifXU/T ∗n (ω∗
Tn

(E)) ,

d’où, via (3.3.1.7), et [B-O, prop B-7], un isomorphisme de OT -modules
cohérents

(3.3.1.8) ˜Rifcris(E)(U,T ) ≃ RifXU/T ∗(ω
∗
T (E)).

Soit V• = (Vα)α
u•=(uα)α
−−−−−→ XU un hyperrecouvrement fini de XU par des

ouverts affines, Vα = Spec(Bα,0) : soient Bα une Â-algèbre lisse relevant Bα,0,

Pα := Spf (B̂α),

hα,n : Pα,n = Spec(Bα/π
n+1 Bα) −→ Tn,

h•,n : P•,n −→ Tn,

hα : Pα −→ T la limite inductive des {hα,n}n et posons

EPα,n = u∗α(ω
∗
Tn

(E)), EP•,n = u∗•(ω
∗
Tn

(E)) ,

EPα = lim
←
n

EPα,n , EP• = {EPα}α ,

h• = {hα}α : P• = {Pα}α −→ T ,

C•
α,n = EPα,n ⊗ Ω•

Pα,n/Tn
,

Ω•
P•/T = {Ω•

Pα/T}α ,

et remarquons que l’on a un isomorphisme

Ω•
Pα/T ≃ lim

←
n

Ω•
Pα,n/Tn

.
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D’après (Iℓ 1, (0.3.2.6.2), (0.3.2.2), (0.3.2.4)] il existe un isomorphisme

RfXU/T ∗n (ω∗
Tn

(E)) ≃ Rh•,n∗(EP•,n ⊗ Ω•
P•,n/Tn

) ,

et avec les notations de [B-O, Appendix B] on a un diagramme commutatif

K(N,OPα,•)
Rhα•∗={Rhα,n∗}n //

RΓ(N,−)

��

K(N,OT•)

RΓ(N,−)

��
K(OPα)

Rhα∗ // K(OT ) ,

puisqu’il en est ainsi avant de passer aux foncteurs dérivés [Et 2, dém. de
III, 3.1.1]. Or le complexe {C•

α,n}n ∈ K(N,OPα,•) a des flèches de transition
surjectives, donc vérifie la condition de Mittag-Leffler ; par suite

R lim
←−
n

Rhα,n∗(C
•
α,n) = Rhα∗(EPα ⊗ Ω•

Pα/T )

et donc

(3.3.1.9) ˜Rifcris∗(E)(U,T ) ≃ RifXU/T ∗(ω
∗
T (E)) ≃ H i(Rh•∗(EP• ⊗ Ω•

P•/T )).

Montrons à présent que ˜Rifcris∗(E)(U,T ) est muni d’un morphisme de
Frobenius

F ∗
T ( ˜Rifcris∗(E)(U,T )) −→ ˜Rifcris∗(E)(U,T ) .

Considérons la factorisation usuelle du Frobenius FX (avec F ∗
X(x) = xq)

(3.3.1.10) X FX

��

f

��

FX/S

  
X ′

f ′

��

πX/S // X

f

��
S

FS // S

où le carré est cartésien ; le morphisme de Frobenius de E, φ : F ∗
X/S E ′ =

F ∗
X E → E, où E ′ := π∗

X/S(E), définit par image inverse

ω∗
Tn

(φ) : F ∗
XU/U

ϕ∗ ω∗
Tn
E = ω∗

Tn
F ∗
X/S E

′ = ω∗
Tn
F ∗
X E → ω∗

Tn
E.
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D’où, en notant ω∗
T (E) = lim

←

n

ω∗
Tn

(E) et ω∗
T (φ) = lim

←

n

ω∗
Tn

(φ) , une flèche

ω∗
T (φ) : F ∗

XU/U
ϕ∗ ω∗

T (E) = F ∗
XU

ω∗
T (E) = ω∗

T F
∗
X(E) → ω∗

T (E) .

La flèche RfXU/T ∗(ω
∗
T (φ)) est un morphisme

RfXU/T ∗(F
∗
XU/U

ϕ∗ ω∗
T (E)) = RfXU/T ∗(F

∗
XU

ω∗
T (E)) → RfXU/T ∗(ω

∗
T (E));

par composition avec le morphisme

RfX′U/T ∗(ϕ
∗ω∗

T (E)) −→ RfXU/T ∗(F
∗
XU/U

ϕ∗ω∗
T (E))

provenant du passage à la limite dans le morphisme de changement de base
en cohomologie cristalline [B 1, V, (3.5.3)] et avec l’isomorphisme

F ∗
T (RfXU/T ∗(ω

∗
T (E)))

∼
−→ RfX′U/T ∗(ϕ

∗ ω∗
T (E))

provenant de la platitude de FT et du passage à la limite dans l’isomorphisme
de changement de base en cohomologie cristalline [B 1, V, (3.5.3)], on obtient
un morphisme

(3.3.1.11) φ̃ : F ∗
T (RfXU/T ∗(ω

∗
T (E))) −→ RfXU/T ∗(ω

∗
T (E)).

Par passage à la cohomologie, φi = H i(φ̃) est le morphisme de Frobenius
recherché

(3.3.1.12)

φi : F ∗
T (RifXU/T ∗(ω

∗
T (E))) //

≃
��

RifXU/T ∗(ω
∗
T (E))

≃
��

F ∗
T ( ˜Rifcris∗(E)U,T ) ˜Rifcris∗(E)(U,T ).

Considérons à présent le point de vue rigide analytique. Notons Ean le
F -isocristal convergent, élément de F a-Isoc(X/K), associé par la construc-
tion de Berthelot [B 3, 2.4] au F -cristal non dégénéré de type fini E.

Par définition des images directes supérieures en cohomologie rigide [B 5,
3.2.3, 3.2.3.2, 3.1.12], [C-T, § 10] et [II, 3.2], on a

(3.3.1.13) RfUrig∗(XU/T , Ean
|XU

) = Rh•K∗(EP•K ⊗ Ω•
P•K/TK

)

où h•K = {hα ⊗V K}α , EP•K = {(EPα)an}α,
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Ω•
P•K/TK

= {(Ω•
Pα/T )an}α.

Vu les descriptions précédentes, on a donc [B 5, (3.2.3.2)]

(3.3.1.14)

RifUrig∗(XU/T , Ean
|XU

) = RifUconv∗(XU/T , Ean
|XU

)

= ( ˜Rifcris∗(E)(U,T ))
an ,

et ce OTK
-module cohérent (d’après (3.3.1.8)) est muni de la connexion de

Gauß-Manin via la description (3.3.1.13) (cf [B 1, V, 3.6]) : par la fonctorialité
de la construction de φ̃ cette connexion est compatible au Frobenius φiK induit
par φi :

(3.3.1.15) φiK : F ∗
TK
RifUrig∗(XU/T , E

an
|XU

)→ RifUrig∗(XU/T , E
an
|XU

).

Nous allons montrer plus bas que φiK est un isomorphisme lorsque k est fini :
puisque la source et le but de φiK sont des OTK

-modules cohérents, il suffit
de montrer cet isomorphisme fibre à fibre aux points fermés de TK [B-G-R,
9.4.2, cor 7].

Soient
is : s = Spec k(s) →֒ S

un point fermé de S et fs : Xs → s la fibre de f en s. On note V(s) =
W (k(s))⊗W V et K(s) le corps des fractions de V(s). Le morphisme is définit
un foncteur image inverse [B 3, (2.3.6), (2.3.7)]

i∗s : F a-Isoc(S/K) // F a-Isoc(Spec(k(s))/K(s))

≃
��

F a-Isoc†(Spec(k(s))/K(s)),

et un morphisme de topos [B 1, III, 2.2.3]

is cris : (Xs/V(s))cris → (X/V)cris.

Le point fermé s est contenu dans un ouvert affine et lisse U = Spec A0 de
S : on considérera is comme un morphisme is : Speck(s) →֒ U . On note

τ̂(s) : Ts = Spf(V(s)) →֒ T
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le relèvement de Teimüller de is [(3.1)]. On obtient alors un diagramme com-
mutatif à carrés cartésiens

Xs
� � iX //

fs

��

XU

fU

��
Spec k(s) � � is //

iTs
��

U = Spec A0

iT
��

Ts = Spf(V(s)) � �

τ̂(s)
// T = Spf(Â) ;

τ̂(s) est un PD-morphisme pour les idéaux πV(s) et π Â munis des puissances
divisées canoniques (car e 6 p− 1).

Par analogie avec (3.1) notons τ̂K(s)

τ̂K(s) : TK(s) = Spm(K(s)) � � // TK = Spm(ÂK)

le morphisme induit par τ̂ (s).

Comme τ̂ (s) définit un morphisme de topos TsZar → TZar, le foncteur τ̂ ∗(s)
est exact [SGA 4, T1, IV 3.1.2] ; ainsi le passage à la limite dans l’isomor-
phisme de changement de base de [B 1, V, (3.5.1)] fournit un isomorphisme

τ̂ ∗(s)RifXU/T ∗(ω
∗
T (E))

∼
→RifXs/T ∗s (ω∗

Ts
(E)).

Comme i∗s est induit par τ̂ ∗(s) [B 3, (2.3.6) p 72], en passant en rigide ana-
lytique on en déduit l’isomorphisme

i∗s R
ifUrig∗(XU/T , E

an
|XU

) = τ̂ ∗K(s)RifUrig∗(XU/T , E
an
|XU

)
∼
→Rifsrig∗(Xs/Ts, E

an
|Xs

),

où, par définition [B 5] et [II, (3.2)], l’on a :

Rifsrig∗(Xs/Ts, E
an
|Xs

) = H i
rig(Xs/K(s), Ean

|Xs
);

d’où l’isomorphisme

(3.3.1.16) τ̂ ∗K(s) RifUrig∗(XU/T , E
an
|XU

)
∼
→H i

rig(Xs/K(s), Ean
|Xs

).

Supposons dorénavant dans cette première partie que k est parfait. Compte
tenu de (3.1.1) et de (3.3.1.16) la fibre en s (identifié à τ̂K(s)) de φiK est donc
un morphisme
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(3.3.1.17)

φiK(s) : τ̂ ∗K(s)F ∗
TK
RifUrig∗(XU/T , Ean

|XU
) // τ̂ ∗K(s)RifUrig∗(XU/T , Ean

|XU
)

σ∗
K(s)τ̂

∗
K(s)RifUrig∗(XU/T , Ean

|XU
) //

≃
��

τ̂ ∗K(s)RifUrig∗(XU/T , Ean
|XU

)

≃
��

σ∗
K(s)H

i
rig(Xs/K(s), Ean

|Xs
) // H i

rig(Xs/K(s), Ean
|Xs

) .

Or, on a la généralisation suivante de [E-LS 1, 2.1] :

Proposition (3.3.1.18). Soient X un k-schéma séparé de type fini, FX
l’itéré a-ième du Frobenius absolu de X, FX = πX/k ◦ FX/k sa factorisation
(3.3.1.10)

X
FX/k // X ′

πX/k // X

et σ : K → K ′ = K le relèvement choisi de la puissance q de k (cf[II, 0]).
Pour E ∈ Isoc†(X/K), on a :

(i) Pour tout entier i > 0, FX/k induit une injection K-linéaire

F ∗
X/k : H i

rig,c(X
′/K ′, π∗

X/k(E))→ H i
rig,c(X/K,F

∗
X(E)).

Si de plus X est lisse sur k, la même assertion vaut pour la cohomologie
rigide sans supports compacts.

(ii) Supposons de plus k parfait. Alors, sous les hypothèses du (i), le mor-
phisme F ∗

X/k précédent est un isomorphisme.

(iii) Supposons k parfait. Alors, pour tout entier i > 0, FX induit une bi-
jection σ-linéaire

F ∗
X : H i

rig,c(X/K,E)→ H i
rig,c(X/K,F

∗
X(E))

c’est-à dire un isomorphisme

σ∗(H i
rig,c(X/K,E))

∼
→H i

rig,c(X/K,F
∗
X(E)).

Si de plus X est lisse sur k, la même assertion vaut pour la cohomologie
rigide sans supports compacts.

Démonstration de (3.3.1.18). La preuve suit celle de [E-LS 1, 2.1].
Pour (i). On notera H i(X/K,E) la cohomologie rigide avec ou sans supports
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compacts. En utilisant la suite exacte longue de localisation en cohomologie
rigide à supports compacts (resp. la suite spectrale de localisation lorsque X
est lisse sur k) on se ramène au cas où X est un sous-schéma de Pnk qui ne
rencontre pas les hyperplans de coordonnées ; comme la cohomologie rigide
commute aux extensions finies de K on peut supposer que K contient les
racines q-ièmes de l’unité. On note FP l’endomorphisme σ-linéaire de P = PnV
défini par F

∗

P (ti) = tqi pour i ∈ J0, nK ; on a la factorisation usuelle de FP

PnV FP

$$

g

��

F=FP/V

##

Pn(σ)
V

g(σ)

��

πP/V // PnV

g

��
Spec(V)

σ // Spec(V)

où le carré est cartésien. En dehors des hyperplans de coordonnées, le mor-
phisme

FK = (FP/V)K : PnK → Pn(σ)
K

est un revêtement étale galoisien de groupe µnq ≃ (Z/qZ)n. Or, si V désigne
un voisinage strict suffisamment petit du tube de X ′, alors FK induit un
revêtement étale galoisien encore noté FK : W → V de groupe µnq ≃ (Z/qZ)n.
De plus, on peut supposer que E ′ = π∗

X/k(E) provient d’un module à connex-
ionM sur V : tout F -automorphisme ψ de PnV induit un automorphisme ψ∗

de F ∗
KM⊗Ω• et l’endomorphisme F∗(

∑
ψ∗) de FK∗F

∗
KM⊗Ω•

V se factorise
de manière unique par le morphisme de complexes

F ∗
K :M⊗ Ω•

V → FK∗F
∗
KM⊗ Ω•

V

pour donner l’application trace

Tr : FK∗F
∗
KM⊗ Ω•

V →M⊗ Ω•
V

(cf [E-LS 1, 2.1] et [Mi, V, lemma 1.12]). Cette application induit des homo-
morphismes

tr : H i(W, j†WF
∗
KM⊗ Ω•)→ H i(V, j†VM⊗ Ω•)

et tr : H i
]X[(W,F

∗
KM⊗ Ω•)→ H i

]X′[(V,M⊗ Ω•).

Puisque F prolonge FX/k, l’application
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F ∗
X/k : H i(X ′/K ′, π∗

X/k(E))→ H i(X/K,F ∗
X(E))

est induite par le morphisme de complexes F ∗
K , et comme Tr ◦ F ∗

K = qn sur
M⊗ Ω•

V , on en déduit que tr ◦ F ∗
X/k = qn sur H i(X ′/K ′, π∗

X/k(E)). D’où

l’assertion du (i).

Pour (ii). Par définition on a FK ◦ Tr = F∗(
∑
ψ∗) sur FK∗F

∗
KM ⊗ Ω•

V .
D’autre part, si l’on note ψ0 la réduction mod π d’un F -automorphisme ψ
de PnV , alors, pour tout i ∈ J0, nK et λi ∈ k, ψ0 vérifie

ψ∗
0(λ

q
i t
q
i ) = ψ∗

0F
∗
X/k(λi ⊗ ti) = F ∗

X/k(λi ⊗ ti) = F ∗
X/k(1⊗ λ

q
i ti) = λqi t

q
i ;

puisque k est parfait on en déduit que ψ0 est l’identité de X. Ainsi on voit
que

F ∗
X/k ◦ tr =

∑
Id∗ = qn

sur H i(X/K,F ∗
X(E)). On a donc montré que (1/qn)tr est un inverse pour

F ∗
X/k.

Pour (iii). Le morphisme du (iii) est le composé

σ∗(H i(X/K,E))
u // H i(X ′/K ′, π∗

X/k(E))
F ∗

X/k // H i(X/K,F ∗
X(E))

où le morphisme u est induit par le changement de base Fk (puissance q sur
k) du carré cartésien

X ′
πX/k //

g′

��

X

g

��
Spec k

Fk

// Spec k .

Puisque k est parfait, Fk et πX/k sont des isomorphismes, donc u en est un
aussi. Ceci achève la preuve de (3.3.1.18). �

Remarque (3.3.1.19). Dans la preuve ci-dessus que u est un isomorphisme
le corps k a été suppose parfait : il est un autre cas où u est un isomorphisme.
Supposons que e 6 p− 1, X propre et lisse sur k et E ∈ F a-Isoc†(X/K)plat :
alors u est un isomorphisme. En effet, d’après [B 3, (2.4.2)] il existe un F -
cristal non dégénéré M sur X et un entier r > 0 tels que E ≃ Man(r) et
par l’hypothèse faite sur E, M est localement libre de type fini : le fait que
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u soit un isomorphisme résulte alors du théorème de changement de base en
cohomologie cristalline [B 1, V, 3.5.7] et de l’isomorphisme

H i
rig(X/K,E) ≃ H i

cris(X/V,M)⊗V K(r)

( resp. de son analogue sur X ′) puisque X est propre et lisse sur k.

Revenons à la preuve de (3.3.1) : d’après (3.3.1.18) la dernière flèche hor-
izontale du diagramme (3.3.1.17) est un isomorphisme ; par conséquent on a
prouvé que φiK est un isomorphisme.

Montrons à présent que ces constructions se recollent pour U variable. Si
U1 et U2 sont deux ouverts de S et

j1 : U3 = U1 ∩ U2 →֒ U1, j2 : U3 →֒ U2

désignent les immersions ouvertes, le morphisme étale j1 se relève de manière
unique en un morphisme étale jn1 : T3,n → T1,n où Ti,n correspond aux Tn
précédents [EGA IV, (18.1.2)] : par passage à la limite on obtient un mor-
phisme j∞1 = lim

→
n

jn1 : T3 = lim
→
n

T3,n → T1 = lim
→
n

T1,n s’insérant dans un

diagramme commutatif

(XU3/T3)cris
(j1X)cris //

uXU3
/T3

��

(XU1/T1)cris

uXU1
/T1

��
XU3

� � j1X //

fU3

��

XU1

fU1

��
U3

� � j1 //

iT3
��

U1

iT1
��

T3
� �

j∞1

// T1 .

D’où, par passage à la limite dans l’isomorphisme de changement de base
en cohomologie cristalline, un isomorphisme

j∞∗
1 RifXU1

/T ∗1
(ω∗

T1
(E)) ∼

−→ RifXU3
/T ∗3

(j∗1Xcris ω
∗
T1

(E))

RifXU3
/T ∗3

(ω∗
T3

(E)).

En passant en rigide analytique, et par unicité du relèvement j∞1 , les
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RifUrig∗(XU/T , E
an
|XU

)

se recollent pour U variable et définissent donc un F -isocristal convergent
sur (S/K) grâce au corollaire (1.2.3) et [B 3, (2.2.11) et 2.3] : on note celui-ci

Rifconv∗(E
an) ∈ F a-Isoc(S/K),

et si Rifcris∗(E) était localement libre ce serait le F -isocristal convergent
associé, grâce à (3.3.1.14. Pour notre E ∈ F a-Isoc(X/K)plat initial, donné
par E ≃ Ean(r), on pose donc

Rifconv∗(E) = Rifconv∗(E
an)(r),

et sa formation commute aux changements de base S ′ → S puisqu’il en est
ainsi pour RifXU/T ∗(ω

∗
T (E)). Ceci achève la preuve de (3.3.1) dans le cas

propre et lisse.

Deuxième partie de la démonstration : cas où f est relevable en h.

Dans le cas où f est relevable en h : X → S propre et lisse de (3.3.1.1) il
n’est plus nécessaire de supposer E localement libre, E sans p-torsion suffit.
La flèche RifUrig∗(XU/T ; (ω∗

TK
(φ)))(r) est un morphisme

RifUrig∗(XU/T ; (F ∗
XU

ω∗
T (E))an)(r) → RifUrig∗(XU/T ; (ω∗

T (E))an)(r);

par composition avec le morphisme de changement de base [B 5, (3.1.11.3)]

F ∗
TK
RifUrig∗(XU/T , (ω

∗
T (E))an)(r) −→ RifUrig∗(XU/T ; (ω∗

T (E))an)(r)

on obtient le morphisme de Frobenius (qu’on prouve être un isomorphisme
comme en (3.3.1.17))

(3.3.1.20) φiK : F ∗
TK
RifUrig∗(XU/T , E|XU

)
∼
→RifUrig∗(XU/T , E|XU

)

valable pour E ∈ F a-Isoc(X/K) et f relevable en h propre et lisse.

On conclut alors à la manière de [II, (3.4.8.2)] via [II, (3.4.4)]. �

Remarque (3.3.1.21). Nous avons prouvé ci-dessus que RifUrig∗(XU/T , Ean
|XU

)

est un OTK
-module cohérent, qu’il est muni d’une connexion intégrable (de

GaußManin) et d’un morphisme de Frobenius sous la seule hypothèse que
le corps k est de caractéristique p > 0 et e 6 p − 1 : c’est seulement pour
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prouver que le Frobenius est un isomorphisme que nous avons été amenés à
supposer que le corps k est parfait.

Le théorème suivant précise (3.3.1) en l’étendant :

Théorème (3.3.2). Supposons k parfait. Soient S un k-schéma lisse et f :
X → S un k-morphisme projectif et lisse satisfaisant aux hypothèses de [II,
(3.4.8.2)] ou [II, (3.4.8.6)] ou [II, (3.4.9)]. Alors, pour tout entier i > 0, f
induit un foncteur

Rifconv∗ : F a-Isoc(X/K)→ F a-Isoc(S/K)

qui commute à tout changement de base S ′ → S entre k-schémas lisses.

Démonstration. Compte tenu de [II, (3.4.8.2), (3.4.8.6) et (3.4.9)] il s’agit
de vérifier que le Frobenius (qui est défini par fonctorialité [L.S, 8]) est un
isomorphisme. D’après [B-G-R, (9.4.2/7)] il suffit de vérifier l’isomorphisme
sur les points fermés de S et le résultat provient alors de [(3.3.1.18)]. �

3.4. Fibres des F -isocristaux convergents

Sous les hypothèses du théorème (3.3.1) avec f propre et lisse, soient

is : s = Spec k(s) →֒ S

un point fermé de S et fs : Xs → s la fibre de f en s. Pour E ∈ F a-Isoc(X/K)plat

on pose

(3.4.1) Rifconv∗(E)s := i∗s R
ifconv∗(E)).

Comme i∗s est induit par τ̂ ∗(s) [B 3, (2.3.6) p 72], on a démontré en (3.3.1.15)
l’isomorphisme

(3.4.2) i∗s R
ifconv∗(E))

∼
→Rifs conv∗(E|Xs) = H i

rig(Xs/K(s); E|Xs).

Compte tenu de [II, (3.4.7) et (3.4.8.2)] on a prouvé :

Proposition (3.4.3). Sous les hypothèses du théorème (3.3.1), avec f pro-
pre et lisse (resp. sous les hypothèses du théorème (3.3.2)), et pour E ∈
F a-Isoc(X/K)plat (resp. E ∈ F a-Isoc(X/K)) et tout point fermé s de S,
la fibre en s de Rifconv∗(E) est un K(s)-espace vectoriel de dimension finie
donné par
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Rifconv∗(E)s ≃ H i
rig(Xs/K(s); E|Xs).

Comme corollaire du théorème (3.3.1), on retrouve un cas particulier d’un
théorème de Ogus sur la finitude de la cohomologie convergente [O 3, 0.7.9] :

Corollaire (3.4.4). Supposons k parfait et e 6 p−1. Soient X un k-schéma
propre et lisse, et E ∈ F a-Isoc(X/K)plat. Alors, pour tout entier i > 0,
les groupes de cohomologie convergente H i

conv(X/K; E) sont des K-espaces
vectoriels de dimension finie.

Démonstration. Il suffit d’appliquer (3.3.1) avec S = Spec k et [B 5, (3.2.3)].
�

3.5. Cas fini étale

Dans le cas fini étale on n’a pas lieu de supposer k parfait ni e 6 p − 1
et de se restreindre, comme dans le théorème (3.3.1), au cas des F -cristaux
localement libres :

Théorème (3.5.1). Soient S un k-schéma lisse et f : X → S un k-
morphisme fini étale. Alors

(3.5.1.1) Pour tout entier i > 0, on a des foncteurs

(i) Rifconv∗ : Isoc(X/K)→ Isoc(S/K),

(ii) Rifconv∗ : F a-Isoc(X/K)→ F a-Isoc(S/K),

(iii) Pour E ∈ Isoc(X/K) et i > 1 on a

Rifconv∗(E) = 0.

(3.5.1.2) Supposons de plus f galoisien de groupe G. Pour E ∈ Isoc(X/K)
on a des isomorphismes canoniques

(i) E
∼
−→ (fconv∗ f

∗(E))G,

(ii) H i
conv(S/K, E)

∼
−→ H i

conv(X/K, f
∗(E))G,

(iii) Si E ∈ F a-Isoc(S/K), ces isomorphismes sont compatibles aux Frobe-
nius.

Démonstration.
Pour (3.5.1.1). Le (i) est là pour mémoire, car prouvé en [II, 3.4.8]. On a vu
dans la démonstration de [loc. cit.] que la définition de Rifconv∗(E) est locale
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sur S : on peut donc supposer S = Spec A0 affine et lisse sur k.

Posons S = Spf Â où A est une V-algèbre lisse relevant A0, et relevons
f : X → S en un morphisme fini étale de V-schémas formels h : X → S [EGA
IV, (18.3.2) ou (18.3.4)], et soit FS : S → S un relèvement du Frobenius de
S. Puisque f est étale, dans la décomposition classique du Frobenius FX de
X

X FX

��

f

��

FX/S

!!

X(q)

f(q)

��

πX/S // X

f

��
S

FS

// S

le morphisme FX/S est un isomorphisme et se relève de manière unique en
un isomorphisme FX/S s’insérant dans le diagramme commutatif à carré
cartésien

X

h

��

FX/S

!!D
DD

DD
DD

D

X (q)

h(q)

��

πX/S // X

h
��

S
FS

// S .

On pose FX = πX/S ◦ FX/S .

Pour E ∈ Isoc(X/K), soit EX une réalisation de E sur XK ; par définition
on a

Rifconv∗(X/S; E) = H i(RhK∗(EX ⊗ Ω•
XK/SK

))

= RihK∗(EX ),

car X est étale sur S. D’où le (iii) par le théorème B de Kiehl car h est affine.

Soit E ∈ F a-Isoc(X/K) et φ : F ∗
X (EX )

∼
−→EX le Frobenius.

D’après [III, (1.2.3)] il suffit de construire un isomorphisme φi (de Frobe-
nius) sur Rifconv∗(E), compatible aux connexions. Comme FS est plat, le
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morphisme de changement de base

F ∗
SK
Rifconv∗(X/S, E)→ Rif

(q)
conv∗(X

(q)/S, E) ≃ Rih
(q)
K∗(π

∗
XK/SK

(EX ))

est un isomorphisme [II, (3.4.4)] ; par composition avec les isomorphismes

Rih
(q)
K∗(π

∗
XK/SK

(EX )) ≃ RihK∗(F
∗
XK

(EX ))

(puisque FX/S est un isomorphisme)
et

RihK∗(φ) : RihK∗(F
∗
XK

(EX )) ≃ RihK∗(EX ),

on obtient le Frobenius φi cherché

φi : F ∗
SK
Rifconv∗(X/S, E) ≃ Rifconv∗(X/S, E).

En reprenant la preuve de [II, (3.4.4)] on vérifie que φi est compatible
aux connexions d’où le (ii).

Pour (3.5.1.2). Soit ES une réalisation de E sur SK . Par définition on a

fconv∗(X/S, f
∗(E)) = hK∗(h

∗
K(ES)).

Comme hK est fini étale galoisien de groupe G [II, (2.3.1)], la flèche canonique

ES → (hK∗(h
∗
K(ES)))G

est un isomorphisme, d’où (i).

L’isomorphisme du (ii) est alors une conséquence classique du (i) [Et 2,
III, 3.1.1].

La fonctorialité des constructions précédentes prouve le (iii). �
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IV. Images directes de
F -isocristaux surconvergents

1. Frobenius

1.1. On fixe dans ce paragraphe 1 un entier a ∈ N∗ ; on pose q = pa. Pour
tout k-schéma S on notera FS le Frobenius de S induit par la puissance q
sur le faisceau OS .

On fixe un relèvement σ : V → V de la puissance q sur k à la manière de
[Et 5, I, 1.1].

Si S est lisse sur k et e 6 p − 1, on notera F a-Isoc†(S/K)plat la sous-
catégorie pleine de F a-Isoc†(S/K) formé des objets dont l’image par le fonc-
teur d’oubli

F a-Isoc†(S/K) −→ F a-Isoc(S/K)

est dans F a-Isoc(S/K)plat, cf [III, 3.1].

1.2. Soit S un k-schéma affine et lisse. En utilisant les notations du [I,
théo (3.4) (3)] il existe une V-algèbre lisse A telle que Spec A relève S et un
V-morphisme fini ψ relevant le Frobenius FS, s’insérant dans un diagramme
commutatif à carrés cartésiens

(1.2.1)

Spec BT
//

ψT

��

Spec B � �
jZ′ //

ψ
��

Z ′

ψ

��
Spec AT // Spec A � � jZ // Z

où les j sont des immersions ouvertes, ψ est fini,ψT est fini et plat, et Z est
un V-schéma propre, normal.

131
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Soit Â le séparé complété m-adique de A : c’est aussi le séparé complété
de AT , et on a un isomorphisme [I, théo (3.4) (2) (i)]

BT ⊗AT
Â ≃ B̂ ≃ Â

tel que dans le diagramme commutatif à carrés cartésiens

(1.2.2)
Spec Â

∼ //

ϕ
((PPPPPPPPPPPP

ρB

))
Spec B̂T

//

ψ̂T

��

Spec B � �
jZ′ //

ψ

��

Z ′

ψ

��
Spec ÂT = SpecÂ ρA

// Spec A � �

jZ
// Z

ϕ est un relèvement de FS.

Le morphisme diagonal Spec Â −→ Spec Â ×V Spec Â est une immersion
fermée, donc Spec Â est isomorphe à son image schématique ∆̂ par ce mor-
phisme. Considérons l’image schématique de ∆̂ par le morphisme composé

Spec Â ×V Spec Â ։
ρ=ρ

A
×ρB

Spec A×V Spec B −֒→
jZ×jZ′=j

Z ×V Z
′ ;

notons ∆ (resp. Z ′′) l’image schématique de ∆̂ (resp. de ∆) par ρA × ρB
(resp. par jZ × jZ′). L’immersion ouverte j induit une immersion ouverte
j′′Z : ∆ →֒ Z ′′ [EGA I, (5.4.4)].

Montrons que ρ(∆̂) = ∆. Quitte à décomposer la V-algèbre lisse (donc
normale) A en somme de ses composantes connexes, on peut supposer A
intègre, donc intégralement clos : ainsi Â est intégralement clos [I, prop (1.6)
(4) (iv)]. Soit I l’idéal de Â⊗V Â définissant ∆̂ = Spec(Â⊗V Â/I) : comme Â
est intègre, I est un idéal premier. L’image de A par ρ est donc l’ensemble des
idéaux premiers de A⊗V B contenant ρ(I) : c’est donc Spec(A⊗V B/ρ̃

−1(I))
où ρ̃ : A⊗V B → Â⊗V Â induit ρ ; comme c’est déjà un sous-schéma fermé
de Spec A×V Spec B, il est égal à ∆.

En remarquant que ρn = ρ mod mn+1 est l’identité, ρn induit un isomor-
phisme

(Spec Â mod m
n+1)

∼
−→(∆̂ mod m

n+1)
∼
−→
ρn

(∆ mod m
n+1).



IV. Images directes de F -isocristaux surconvergents 133

Notons alors S,Z,Z ′,Z ′′ les schémas formels associés respectivement à
Spec Â, Z, Z ′, Z ′′. Ce qui précède fournit un diagramme commutatif à carré
cartésien

(1.2.3)

Z

Z ′′ �
� //

��
vZ′

��

vZ

OO

Z ×V Z ′

proj
zzuuu

uu
uu

uu
u

proj
ddJJJJJJJJJJ

S
/
� jZ′′

>>~~~~~~~~4
�

jZ

GG���������������
� �

jZ′
//

FS :=ϕ̂

��

Z ′

ψ̂=:FZ′
��

S
� � jZ // Z

où Z est propre sur V et normal, [I, théo (3.4) (3) (ii)], ψ̂ est fini ; FS est
un relèvement fini et plat du Frobenius FS ; jZ , jZ′ , jZ′′ sont des immersions
ouvertes induites respectivement par jZ , jZ′, jZ′′ ; i est l’immersion fermée in-
duite par l’immersion fermée Z ′′ →֒ Z ×V Z ′; vZ , vZ′ sont des morphismes
propres par composition de morphismes propres.

Avec les notations de [II, (2.3.1) (2)] soit Vλ = Spm Aλ : il existe λ0 > 1
tel que, pour 1 < λ 6 λ0, Vλ est lisse sur K ; notons W ′

λ = F−1
Z′K

(Vλ) et

W ′′
λ = v−1

Z′K
(W ′

λ).

Puisque (Vλ)λ décrit un système fondamental de voisinages stricts de SK
dans ZK , alors (W ′

λ)λ décrit un système fondamental de voisinages stricts
de SK dans Z ′

K [II, prop (2.1.2)]. Comme vZ′ est étale au voisinage de S, il
existe λ1 > 1 tel que pour tout λ, 1 < λ 6 λ1 6 λ0, on ait un isomorphisme
W ′′
λ

∼
→W ′

λ induit par vZ′ [B 3, (1.3.5)]. De même vZ qui est étale au voisinage
de S, induit un isomorphisme entre un système fondamental de voisinages
stricts de SK dans Z ′′

K et un système fondamental de voisinages stricts de
SK dans ZK : par composition il existe µ, 1 < µ 6 λ 6 λ1, et un morphisme
fini Fλµ rendant cartésien le carré

(1.2.4)

SK
� � //

FSK

��

Vµ

Fλµ

��
SK

� � // Vλ

où les flèches horizontales sont des immersions ouvertes et Vλ est lisse sur K.
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2. Cas relevable

Théorème (2.1). Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X → S un
k-morphisme propre et lisse. On suppose qu’il existe un carré cartésien de V-
schémas formels

(2.1.1)

X
� �
jX //

h

��

X

h
��

S
� �

jS

// S ,

de réduction mod m égale à

(2.1.2)

X
� �
jX //

f

��

X

f
��

S
� �

jS

// S ,

où S est propre sur V, h est propre, h est propre et lisse et les j sont des
immersions ouvertes.

Soit E ∈ F a-Isoc†(X/K) et Ê = E son image dans F a-Isoc(X/K). Alors,
pour tout entier i > 0

(1) Ei := Rifrig∗(X/S, E) ∈ F a-Isoc†(S/K)

(2) Soient Êi = j∗
S
(Ei), Ei = Rifconv∗(X/S, E) et φEi

: F ∗
S Ei → Ei,

φEi
: F ∗

S Ei → Ei les isomorphismes de Frobenius. Le diagramme com-
mutatif d’isomorphismes ci-dessous définit φÊi

et permet les identifica-
tions canoniques

j∗
S
(φEi

) = φÊi
= φEi

j∗
S
F ∗
S R

ifrig∗(X/S, E) ∼

j∗
S
(φEi

)
//

≃
��

j∗
S
Rifrig∗(X/S, E)

F ∗
S j

∗
S
Rifrig∗(X/S, E) ∼

φ
Êi

//

≃

��

j∗
S
Rifrig∗(X/S, E)

≃

��
F ∗
S R

ifconv∗(X/S, E)
∼

φEi

// Rifconv∗(X/S, E).
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Démonstration. L’image inverse F ∗
σ Ei par Frobenius s’obtient [B 3, (2.3.7)]

en appliquant le foncteur de changement de base

σ∗ : Isoc†(S/K) −→ Isoc†(S(q)/K)

puis le foncteur image inverse par le Frobenius FS/k : S → S(q).

Comme σ est fixé on notera F ∗
σ E = F ∗

S E. Il nous reste donc à définir l’iso-
morphisme de Frobenius φEi

de Ei.

Quitte à décomposer S en somme de ses composantes connexes il suffit
de définir φEi

sur chacune de ces composantes connexes. Soit Sα un ouvert
affine d’une composante connexe S0 de S : comme le foncteur

F a-Isoc†(S0/K) −→ F a-Isoc†(Sα/K)

est pleinement fidèle [Et 5, théo 4], il suffit de définir φEi
sur Sα.

Soit jsα : Sα = Spec A0 →֒ S l’immersion ouverte et A une V-algèbre lisse
relevant A0. D’après (1.2.3) on a un diagramme commutatif de V-schémas
formels de type fini, à carré cartésien

(2.1.3)

Sα

S
′′

α

vSα

??��������

v
S
′
α

��

Sα
� �

j
S
′
α

//
)
	

j
S
′′
α

66mmmmmmmmmmmmmmmmmmm+
�

jSα

99rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Fα

��

S
′

α

Fα

��
Sα

� �
jSα // Sα

où Sα = SpfÂ, Sα est propre sur V, vS′α et vSα
sont propres, Fα est un

relèvement fini et plat du Frobenius FSα de Sα, Fα est fini et les j sont
des immersions ouvertes. Notons jT α

: Tα := Sα ×V S −→ T α := Sα ×V S

l’immersion ouverte et uα : T α −→ Sα, vα : T α −→ S les projections ; soient
T α (resp. Tα) la réduction de Tα (resp. Tα) mod m et S̃α l’image schématique
de Sα plongé diagonalement dans Tα :
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Sα
� �

jS̃α

// S̃α
� �
iTα //

iS̃α

66T α
� �
iT α // T α

jS̃α
est une immersion ouverte et les i des immersions fermées. On a alors un

diagramme commutatif à carrés verticaux cartésiens

(2.1.4)

X

f

��

� �
jX // X

f

��

� �
iX // X

h

��
S

� �
jS // S

� �
iS // S

Xα

fα

��

2
�

jXα

DD

















� � // X

f

��

� �
iX //







































X

h

��







































Sα
� � jα //

jSα

DD

S
� �

iS //

id

DD

S

id







































Xα
� � //

fα

��

id







































X̃α
� � //

��

Y α

��

� � //

DD


















Yα

hα

��

DD


















Sα
� �

jS̃α

//

id

DD

S̃α
� � // Tα

� � //

DD

T α .

vα

DD


















Ainsi on a une suite d’isomorphismes

j∗Sα
Rifrig∗(X/S, E)−̃→Rifαrig∗(Xα/S, j

∗
Xα
E) [II, théo(3.4.4)]

(2.1.5) ≃ v∗αK
Rifαrig∗(Xα/S, j∗Xα

E) [B 3, (2.3.6), (2.3.2) (iv)]

→̃Rifαrig∗(Xα/Tα, j∗Xα
E) [II, théo (3.4.4)].

On est donc ramené à construire un isomorphisme de Frobenius sur

Rifαrig∗(Xα/Tα, j
∗
Xα
E) ∈ Isoc†(Sα/K).

A partir du carré commutatif
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Tα
� �

j
T ′α //

FTα :=Fα×1

��

T
′

α := S
′

α ×V S

Fα×1=:F
T ′α

��
Tα

� �

jT α

// T α = Sα ×V S
,

déduit de (2.1.3), et du carré cartésien

Yα
� � //

hα

��

Yα

hα

��
Tα

� �

jT α

// T α
,

où les flèches j sont des immersions ouvertes, on forme les diagrammes com-
mutatifs à carrés cartésiens

(2.1.6)

Xα

fα

��

// Yα

��

� � // Yα

hα

��

� � // Yα

hα

��

X
(q/Sα)
α

//

f
(q)
α

��

;;xxxxxxxxx
Y ′
α

� � //

��

??��������
Y ′
α

��

??��������
� � // Y

′

α

>>~~~~~~~~

��

Sα
iα // Tα

� �
iTα // Tα

� �
jT α // Tα

Sα iα
//

FSα

;;

Tα
� �

iTα

//

FSα×1

??

Tα
� �

j
T ′α

//

FTα

??

T
′

α

F
T
′
α

>>~~~~~~~~

(où iα et iTα sont des immersions fermées), et
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(2.1.7)

Xα

fα

��

� �
jX̃α // X̃α

f̃α

��

// Yα

hα

��

X
(q/Sα)
α

� � //

f
(q)
α

��

πXα

;;xxxxxxxxx

X̃ ′
α

//

f̃ ′α

��

>>~~~~~~~~

Y
′

α

h
′
α

��

==zzzzzzzz

Sα
� �

jS̃α // S̃ ′
α

� �
iS̃α // T

′

α

Sα
� �

jS̃′α

//

FSα

<<

S̃ ′
α

� �

iS̃′α

//
F̃α

??

T
′

α .

F
T
′
α

=={{{{{{{{

D’après [II, théo (3.4.4)] on a un isomorphisme

(2.1.8) F ∗
Sα
Rifα rig∗(Xα/Tα, j∗Xα

E)→̃Rif
(q)
α rig∗(X

(q/Sα)
α /T

′

α, π
∗
Xα

j∗Xα
E).

Notons vT α
:= vSα

× 1S : T
′′

α = S
′′

α ×V S → T α = Sα ×V S et vT ′α
:=

vS′α
× 1S : T

′′

α = S
′′

α ×V S → T
′

α = S
′

α ×V S ; de (2.1.3) on déduit un dia-
gramme commutatif

T α

Sα // Tα
� �

j
T
′′
α //� v

j
T
′
α ))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

(
�

jT α

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk
T
′′

α
v
T ′α

��?
??

??
??

vT α

??~~~~~~~~

T
′

α

où les j sont des immersions ouvertes et Sα → Tα une immersion.

On a un diagramme commutatif dont les carrés verticaux sont cartésiens,
de même que le carré horizontal 1© en bas à droite
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(2.1.9)

X(q/Sα)

f
(q)
α

��

� � // X̃ ′
α

f̃ ′α

��

// Y
′

α

h
′
α

��

X(q/Sα) � � //

f
(q)
α

��

id
uuuuuuuuuuu

uuuuuuuuuuu
X̃ ′′
α

//

f̃ ′′α

��

??~~~~~~~~

Y
′′

α

h
′′
α

��

=={{{{{{{{{

Sα
� �

jS̃′α // S̃ ′
α

� �
iS̃′α // T

′

α

Sα
� �

jS̃′′α

//

id

u
u

u
u

u
u

u
u

u
u

u
u

S̃ ′′
α

� �

iS̃′′α

//

??

1©

T
′′

α .

v
T ′α

=={{{{{{{{

D’après [II, (3.4.4)], v∗
T ′αK

induit un isomorphisme

(2.1.10) Rif
(q)
α rig∗(X

(q/Sα)
α /T

′

α, π
∗
Xα

j∗Xα
E)→̃Rif

(q)
α rig∗(X

(q/Sα)/T
′′

α, π
∗
Xα

j∗Xα
E) :

en effet on peut appliquer [loc.cit.] car le morphisme propre vT ′α , étant étale
au voisinage de Sα, il induit [B 3, (1.3.5)] un isomorphisme entre un voisinage

strict de ]Sα[T ′′α
dans T

′′

αK et un voisinage strict de ]Sα[T ′α
dans T

′

αK .

Notons T
′′

α la réduction de T
′′

α mod m, vTα
la réduction de vT α

mod m et S̃ ′′′
α

l’adhérence schématique de Sα dans T ′′
α ; on a un diagramme commutatif où

les carrés 1© et 2© sont cartésiens

(2.1.11)

S̃ ′′
α � o

i′′

��>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>

S̃ ′′′
α � q

i′′′

""F
FF

FF
FF

FF

-


i′
;;wwwwwwwwww

v−1
Tα

(S̃α)
� � //

vS̃α

��
1©

T
′′

α
� � //

vT α

��
2©

T
′′

α

vT α

��
Sα

� �

jS̃α

//
4
�

jS̃′′′α

GG�����������������
S̃α

� �

iTα

// T α
� � // T α

où les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). Posons
vα = vS̃α

◦ i′′′.
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Soit f̃ ′′′
α : X̃ ′′′

α → S̃ ′′′
α l’image inverse de f̃ ′′

α : X̃ ′′
α → S̃ ′′

α par i′ : S̃ ′′′
α →֒ S̃ ′′

α. On
a un diagramme commutatif

(2.1.12)

X(q/Sα) � � //

f
(q)
α

��

X̃ ′′′
α

� � //

f̃ ′′′α
��

Y ′′
α

h
′′
α

��
Sα

� �
jS̃′′′α // S̃ ′′′

α

iT
��

� �
iS̃′′′α // T ′′

α

v
T ′′α

��
Sα

� �
jS̃α // S̃α

� �
iS̃α // Tα

où les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). Comme
vT α

est étale au voisinage de Sα et que vα est propre on déduit de [B 3, théo
(1.3.5)] que vT αK

induit un isomorphisme entre un voisinage strict de ]Sα[T ′′α
dans ]S̃ ′′′

α [T ′′α et un voisinage strict de ]Sα[T α
dans ]S̃α[T α

. Par suite [II, théo

(3.4.4)] vT αK
induit un isomorphisme

(2.1.13)Rif
(q)
α rig∗(X

(q/Sα)
α /T ′′

α, π
∗
Xα

j∗Xα
E)→̃Rif

(q)
α rig∗(X

(q/Sα)/T α, π∗
Xα

j∗Xα
E).

Par composition des isomorphismes (2.1.8), (2.1.10) et (2.1.13) on obtient

un isomorphisme induit par πXα : X
(q/Sα)
α → Xα

(2.1.14)

F ∗
Sα
Ri fαrig∗(Xα/Tα; j∗Xα

E)
∼ //

≃
��

Ri f
(q)
αrig∗(X

(q/Sα/T α; π∗
Xα
j∗Xα

E)

F ∗
T
′
αK

Rifαrig∗(Xα/Tα; j∗Xα
E).

Si l’on prend l’image inverse de cet isomorphisme par jT ′α
: Tα → T

′

α,
on voit aisément en suivant les diagrammes précédents que l’on obtient l’iso-
morphisme en cohomologie convergente, induit par πXα :

(2.1.15) F ∗
Sα
Rifα conv∗(Xα/Tα, j∗Xα

E) →̃ Rif
(q)
α conv∗(X

(q/Sα)/Tα, π∗
Xα

j∗Xα
E)

où l’on a, comme pour (2.1.5), un isomorphisme

(2.1.16) j∗Sα
Rifconv∗(X/S, E) →̃ Rifα conv∗(Xα/Tα, j∗Xα

E).
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Si FS̃α
désigne le Frobenius (puissance q) de S̃α, on notera X̃

(q/S̃α)
α le

produit fibré défini par le diagramme à carré cartésien

X̃α

FX̃α/S̃α//

f̃α ##F
FF

FF
FF

FF
F

FX̃α

��

X̃
(q/S̃α)
α

πX̃α //

f̃
(q)
α

��

X̃α

f̃α

��

S̃α FS̃α

//
� _

iS̃α
��

S̃α

Tα .

Le calcul de Rif
(q)
α rig∗(X

(q/Sα)/T α, π∗
Xα

j∗Xα
E) étant indépendant de la com-

pactification deX(q/Sα) choisie [B 5, (3.1.11), (3.1.12), (3.2.3)], nous choisirons

dorénavant X̃
(q/S̃α)
α [C-T, § 10] comme compactification de X(q/sα) au lieu de

X̃ ′′′
α . Considérons le diagramme commutatif

Xα

FXα/Sα //
� _

jX̃α

��

X
(q/Sα)
α

��

X̃α

FX̃α/S̃α //

iS̃α
◦f̃α

��

X̃
(q/S̃α)
α

iS̃α
◦f̃

(q)
α

��

T α T α;

FXα/Sα définit par fonctorialité [B 5, (3.1.11) (ii), (3.1.12) (i)] ou [C-T,
(10.5.2)] un morphisme

(2.1.17)

F ∗
Xα/Sα

: Rif
(q)
α rig∗(X

(q/Sα)/T α; π∗
Xα

j∗Xα
E) // Rifα rig∗(Xα/T α;F ∗

Xα/Sα
π∗
Xα
j∗Xα

E)

≃

��

Rifα rig∗(Xα/T α; j∗Xα
F ∗
XE)

≃ // Rifα rig∗(Xα/T α;F ∗
Xα

j∗Xα
E).

Par image inverse par jT α
: Tα →֒ T α il fournit le morphisme en coho-

mologie convergente, induit par FXα/Sα
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(2.1.18) F ∗
Xα/Sα

: Rif
(q)
α conv∗(X

(q/Sα)/Tα, π∗
Xα

j∗Xα
E)→ Rifα conv∗(Xα/Tα, F ∗

Xα
j∗Xα
E).

Enfin, l’isomorphisme de Frobenius de E, φE : F ∗
X→̃E, fournit par fonc-

torialité un isomorphisme

(2.1.19) Rifα rig∗(Xα/T α, j∗Xα
F ∗
XE) →̃ Rifα rig∗(Xα/T α, j∗Xα

E),

dont l’image inverse par jT α
: Tα → T α est l’isomorphisme induit en coho-

mologie convergente par φE : F ∗
X E →̃ E ,

(2.1.20) Rifα conv∗(Xα/Tα, j∗Xα
F ∗
XE) →̃ Rifα conv∗(Xα/Tα, j∗Xα

E).

En composant les morphismes (2.1.14), (2.1.17) et (2.1.19) [resp. (2.1.15),
(2.1.18) et (2.1.20)] on obtient le morphisme de Frobenius souhaité

(2.1.21) φEαi
: F ∗

Sα
Rifα rig∗(Xα/T α, j∗Xα

E) → Rifα rig∗(Xα/T α, j∗Xα
E)

[resp.

(2.1.22) φEαi
: F ∗

Sα
Rifα conv∗(Xα/Tα, j∗Xα

E) → Rifα conv∗(Xα/Tα, j∗Xα
E)

qui est l’image inverse de φEαi
par jT α

].

D’après le [III, théo (3.3.1)] φEαi
est un isomorphisme : nous allons en

déduire que φEαi
est un isomorphisme, ce qui achèvera la preuve du théorème.

On a un diagramme commutatif

(2.1.23)

S̃α

iT α

��

� p

iS̃α

  A
AA

AA
AA

A

v

��

Sα
/
�

jS̃α

??~~~~~~~~
� o

jSα   @
@@

@@
@@

@ T α

u′α
��

� �

iTα

// T α

uα

��

Sα
� �

iSα

// Sα

où jSα
(resp. u′α) est la réduction mod m de jSα

: Sα →֒ Sα (resp. de

uα : Tα → Sα) : les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées).
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De même le triangle commutatif

Tα = Sα ×V S

uα

��

Sα
+
�

∆
88qqqqqqqqqqqq

id MMMMMMMMMMMMM

MMMMMMMMMMMMM

Sα

où ∆ est le morphisme diagonal et uα la projection (uα est lisse), fournit un
triangle commutatif

(2.1.24)

Tα

uα

��
Sα

.
�

i′
>>}}}}}}}}

� �

i
// Sα

où i et i′ sont des immersions fermées.
D’après [B 3, (2.3.1)] le foncteur u∗αK

induit une auto-équivalence de la
catégorie F a-Isoc(Sα/K) : en composant un foncteur quasi-inverse canon-
ique à u∗K (cf. [B 5, (3.1.10)]) avec l’équivalence de catégories du [III, cor
(1.2.3)] on constate que la donnée de l’isomorphisme φEαi

correspond à la
donnée d’un isomorphisme

φM :Mσ−̃→ M

de ÂK-modules projectifs de type fini commutant aux connexions.

De même, d’après [B 3, (2.3.5)] le morphisme propre v de (2.1.23) induit
l’auto-équivalence v∗ = u∗αk

de Isoc†(Sα/K) : en composant un foncteur quasi-
inverse à v∗ avec l’équivalence de catégories de [B 3, (2 ;5 ;2) (ii)], on constate
que la donnée du morphisme φEαi

correspond à la donnée d’un morphisme

φM : Mσ −→M

de A†
K-modules projectifs de type fini commutant aux connexions.

Ce qui précède peut être formalisé par un diagramme commutatif de fonc-
teurs entre catégories
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(2.1.25)

Conn†(A†
K)

G
��

Isoc†(Sα/K)
Γ(SαK,−)

≃
oo

u∗αK

≃
//

j∗
SαK

��

Isoc†(Sα/K)

j∗
T αK

��

Conn∧(ÂK) Isoc(Sα/K)
Γ(SαK,−)

≃
oo

u∗αK

≃
// Isoc(Sα/K)

où les flèches verticales sont les foncteurs d’oubli et les flèches horizontales
des équivalences de catégories : pour les notations et résultats cf. [III, (1.1)
et prop. (1.2.1)]. Ainsi on a un carré commutatif

G(φM) : G(M)σ //

≃

��

G(M)

≃

��
φM :Mσ ∼ //M ,

donc G(φM) est un isomorphisme : par fidèle platitude de ÂK sur A†
K on en

déduit que φM est un isomorphisme. Par suite φEαi
est un isomorphisme. �

Remarque (2.2).
(i) En fait on a prouvé, plus précisément, que le morphisme (2.1.17) in-

duit par FXα/Sα est un isomorphisme.
(ii) Pour construire le morphisme de Frobenius φEi

nous n’avons pas sup-
posé l’existence d’un relèvement à S du Frobenius de S, contrairement
à [C-T, 12.2].

3. Cas propre et lisse

Théorème (3.1). Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X → S un
k-morphisme projectif et lisse satisfaisant aux propriétés de [II, (3.4.8.2)] ou
[II, (3.4.8.6)] ou [II, (3.4.9)]. Alors

(3.1.1) Pour tout entier i > 0, on a un diagramme commutatif de foncteurs
naturels induits par f et définis en [II, (3.4.8.5)]

F a-Isoc†(X/K)
Rifrig∗ //

��

F a-Isoc†(S/K)

��
F a-Isoc(X/K)

Rifconv∗ // F a-Isoc(S/K)

où les flèches verticales sont les foncteurs d’oubli.
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(3.1.2) Le foncteur Rifrig∗ précédent est compatible aux changements de base
entre k-schémas lisses et séparés (en particulier il commute aux passages aux
fibres en les points fermés de S), c’est-à-dire : pour tout carré cartésien

X ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
S ′

g
// S

où S ′ est un k-schéma lisse et séparé et E ∈ F a-Isoc†(X/K) on a un iso-
morphisme de changement de base

g∗Rifrig∗(E)−̃→Rif ′
rig∗(g

′∗(E))

compatible aux connexions et aux Frobenius.

Démonstration.
Pour (3.1.1). Vu la définition locale sur S de Rifrig∗ [cf [II, (3.4.8.5)]) on
peut supposer S affine lisse et connexe et se ramener au cas de [II, (3.4.8.2)] :
alors f est relevable comme dans le théorème (2.1) ci-dessus qu’il suffit d’ap-
pliquer, d’où la conclusion.

Pour (3.1.2). Soient V = Spec A0

jU0
→֒S un ouvert affine de S et Y =

Spec B0 →֒
j′Y0

S ′ un ouvert affine de V ′ = S ′ ×S V ; on note ψV Y : Y → V ,

le morphisme induit par g. Soient A = V[t1, ..., tn]/(f1, ...fr) une V-algèbre
lisse relevant A0, U = Spec A et U la fermeture projective de U dans PnV ,
S et S leurs complétés formels respectifs, jS l’immersion ouverte S →֒ S,
et posons XV = X ×S V , et V = U mod.π. Si V (resp. Y ) parcourt un
recouvrement ouvert affine de S (resp. de V ′) alors Y parcourt un recouvre-
ment ouvert affine de S ′ ; or la donnée de Rifrig∗(E) (resp. de g∗Rifrig∗(E))
équivaut à la donnée des j∗VR

ifrig∗(E) (resp. des j′∗Y g
∗Rifrig∗(E)), donc la

donnée de g∗Rifrig∗(E) équivaut à celle des

ψ∗
V Y j∗V Rifrig∗(E) = ψ∗

V Y Rifrig∗(XV /S, EXV
).

Puisque ψ := ψV Y est de type fini on peut choisir une présentation B0 =
A0[x1, ..., xd]/(g1, ..., gs) de B0 sur A0 : notons Y (resp. Y) le complété formel
de Ad

U (resp. de Pd
U
), Y l’adhérence schématique de Y dans Pd

U
, ψ : Y → V le

morphisme canonique et jY : Y →֒ Y , jY : Y →֒ Y les immersions ouvertes ;

θ : Y → S, θ : Y → S désignerons les projections canoniques. D’où un
diagramme commutatif
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Y
� � //

ψ

��

Y

θ

��

Y
� � //

ψ

��

/
�

??��������
Y

��

.
� jY

>>||||||||

V
θ // S

V
� � //
/
�

??

S .
.
� jS

==||||||||

Ainsi [B 3, (2.3.2) (iv)]

ψ∗Rifrig∗(XV /S, EXV
) = θ

∗
Rifrig∗(XV /S, EXV

)

et j∗
Y
θ
∗
Rifrig∗(XV /S, EXV

)

= θ∗j∗
S
Rifrig∗(XV /S, EXV

)

= θ∗Rifconv∗(XV /S, ÊXV
) [II, (3.4.4)]

= ψ∗Rifconv∗(XV /S, ÊXV
) = ψ∗(Rifconv∗(Ê)|V )

= (g∗(Rifconv∗(Ê))|Y

où Ê est l’isocristal convergent associé à E.

De même on a

j∗
Y
j′∗Y Rif ′

rig∗(g
′∗(E)) ≃ Rif ′

conv∗(X
′
Y /Y , g

′∗(Ê)X′Y )

≃ (Rif ′
conv∗(g

′∗(Ê)))|Y .

Or le théorème [III, (3.2.1)] fournit un isomorphisme de changement de
base

g∗Rifconv∗(Ê) →̃ Rif ′
conv∗(g

′∗(Ê)) ;

donc par le théorème de pleine fidélité pour les F -isocristaux de Kedlaya
[Ked 2, theo 1.1] on en déduit un isomorphisme
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g∗Rifrig∗(E) →̃ Rif ′
rig∗g

′∗(E)

compatible aux connexions et aux Frobenius. �

Théorème (3.2). Soient S =

n∐

α=1

Sα un k-schéma lisse et séparé, décomposé

en la somme de ses composantes connexes, et f : X → S un k-morphisme
propre et lisse vérifiant la propriété P suivante :

P

{
Il existe un ouvert dense U ⊂ Xquasi-projectifsur S tel que
pour tout α ∈ [[1, n]] on ait Sα\f(X\U) 6= φ.

Alors

(3.2.1) La propriété (P) équivaut à dire que f est génériquement pro-
jective, i.e. qu’il existe un ouvert dense V ⊂ S tel que l’application
fV : XV = XXS

V → V induite par f soit projective et lisse.

(3.2.2) Supposons k parfait, e 6 p−1 et que le fV de (3.2.1) satisfait aux
hypothèses de [II, (3.4.8.2)] ou [II,(3.4.8.6)] ou [II, (3.4.9)]. Si E ∈
F a-Isoc†(X/K)plat a pour image E ∈ F a-Isoc(X/K), alors :
(i) E i = Rifconv∗(E) ∈ F a-Isoc(S/K),
(ii) Il existe Ei ∈ F a-Isoc†(S/K), unique à isomorphisme près, tel que
E i soit l’image de Ei par le foncteur d’oubli

F a-Isoc†(S/K) −→ F a-Isoc(S/K)

Ei 7−→ Êi = E i.

Démonstration.
Prouvons (3.2.1). Si f est génériquement projective et lisse on prouve facile-
ment qu’elle vérifie (P).

Réciproquement supposons que f vérifie (P).

Par le lemme de Chow précis de Gruson-Raynaud [R-G, I, cor 5.7.14] il
existe un éclatement U -admissible g : X ′ → X, avec X ′ quasi-projectif sur
S : en particulier g induit un isomorphisme

gU : U ′ = g−1(U) −̃→ U .

De plus, comme f et g sont propres, le morphisme composé f◦g : X ′ → X est
projectif [EGA II, (5.5.3) (ii)]. L’image du fermé Z := X\U par le morphisme
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propre f est un fermé f(Z) de S et l’ouvert V = S\f(Z) =
∐

α

(Sα\f(X−U))

est non vide par hypothèse : comme Sα est connexe et intègre, l’ouvert non
vide Vα := Sα\f(X\U) de Sα est dense, donc l’immersion ouverte j : V →֒ S
est dominante. D’autre part l’ouvert XV = X ×S V de X ne rencontre pas
f−1(f(Z)), donc XV est un ouvert de U : par suite l’isomorphisme gU induit
un isomorphisme

gV : X ′
U = g−1(XV )−̃→XV .

Notons fV : XV → V la restriction de f ; le morphisme composé fV ◦ gV ,
restriction du morphisme projectif f ◦ g, est lui aussi projectif : ainsi fV est
projectif, d’où (3.2.1).

Prouvons le (3.2.2). Le (i) est mis pour mémoire, car prouvé en [III, (3.3.1)].
Pour le (ii) considérons le carré cartésien

XV
� � j
′

//

fV

��

X

f
��

V
� � j // S;

on a un isomorphisme de changement de base en cohomologie convergente
[III, (3.3.1)]

(3.2.2.1) j∗Rifconv∗(E)−̃→RifV conv∗(j
′∗(E)) =: E iV ,

où E désigne l’image deE par le foncteur d’oubli F a-Isoc†(X/K)→ F a-Isoc(X/K),
E 7→ Ê = E .
Pour la suite de la démonstration on peut supposer S connexe, intègre : quitte
à restreindre V on peut supposer V affine, lisse et connexe, V = Spec A0.
On utilise alors les notations introduites dans la démonstration du théorème
(3.1) : jS : S = Spf Â →֒ S. De plus fV se relève en un morphisme projectif
et lisse h : X → S s’insérant dans un carré cartésien de V-schémas formels

X
� � //

h
��

X

h
��

S
� �

jS

// S

où h est projectif [I, théo (3 ;3)]. En notant Ei
V = RifV rig∗(XV /S, j′∗(E)), le

théorème (3.1) prouve que Ei
V ∈ F a-Isoc†(V/K). On peut appliquer le [II,
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(3.4.4)] qui fournit un isomorphisme

(3.2.2.2) Êi
V −̃→ E

i
V

compatible aux Frobenius. Par le théorème 2 de [Et 5], les isomorphismes
(3.2.2.1) et (3.2.2.2) assurent l’existence de Ei ∈ F a-Isoc†(S/K) tel que

E i = Êi et Ei
V = j∗(Ei).

L’unicité de Ei à isomorphisme près provient de la pleine fidélité du foncteur
d’oubli F a-Isoc†(S/K)→ F a-Isoc(S/K) établi par Kedlaya [Ked 2, theo 1.1].
D’où le théorème. �

4. Cas fini étale

Théorème (4.1). Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X → S un
k-morphisme fini étale. Alors, pour tout entier i > 0, f induit des foncteurs
canoniques

Rifrig∗ : Isoc†(X/K) −→ Isoc†(S/K)

Rifrig∗ : F a-Isoc†(X/K) −→ F a-Isoc†(S/K)

et Rifrig∗(E) = 0 pour tout i > 1.

Démonstration. Soient S0 = Spec A0 →֒ S un ouvert affine et A1, A2 deux
V-algèbres lisses relevant A0. On pose S1 = Spec A1, S2 = Spec A2 ; par la
méthode du [I, théo (3.1)] on a des compactifications S1 := P1, S2 := P2 de
S1 et S2 et on note S0 l’adhérence schématique de S0 plongé diagonalement
dans S1 ×V S2. En désignant par f0 la restriction de f à X0 = f−1(S0) et
par S1, S2, S1, S2 les complétés formels de S1, S2, S1, S2 respectivement, le
théorème (3.1) du I fournit des carrés cartésiens, i = 1, 2,

Xi //

hi

��

Xi

hi

��
Si

� � // Si

où hi est fini, hi est fini étale et rélève f0 ; d’où deux cubes commutatifs
(i = 1, 2)
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Xi
� � //

hi

��

X i

hi

��

X1 ×V X2
� � //

h1×h2

��

uXi

::vvvvvvvvvv

X 1 ×V X 2

��

uX i

::tttttttttt

Si
h1×h2 // Si

S1 ×V S2
//

uSi

::

S1 ×V S2 .

uSi

::tttttttttt

Par le théorème [II, (3.4.1)] on sait que pour E ∈ Isoc†(X/K) et E0 sa re-
striction à X0, alors Rif0rig∗(X0/S1, E0) et Rif0rig∗(X0/S2, E0) sont éléments
de Isoc†(S0/K) : de plus ils sont nuls pour i > 1 car h1 et h2 sont finis. De
plus le théorème [II, (3.4.4)] fournit des isomorphismes de changement de
base

u∗
Si

: f0rig∗(X0/Si, E0)−̃→f0rig∗(X0/S1 ×V S2, u
∗
X i
E0);

d’où un isomorphisme

f0rig∗(X0/S1, E0)−̃→f0rig∗(X0/S2, E0) ,

et cet isomorphisme vérifie la condition de cocycles pour trois rélèvements
S1, S2, S3 de S0.

Par suite f induit un foncteur

frig∗ : Isoc†(X/K) −→ Isoc†(S/K)

puisque les constructions se recollent sur les ouverts de S. On pouvait aussi
conclure en appliquant [II, (3.4.8)].

La construction du Frobenius étant locale, on peut, pour montrer que
frig∗ induit un foncteur

frig∗ : F a-Isoc†(X/K) −→ F a-Isoc†(S/K),

supposer que S est affine et lisse. La construction du théorème (2.1) s’ap-
plique ; le morphisme (2.1.17) est alors un isomorphisme car FX/S est un
isomorphisme puisque f est étale : là on n’a pas besoin d’utiliser les résultats
de Ogus via le cas convergent (où l’on avait supposé e 6 p−1). On en déduit
directement que φEi

est un isomorphisme. D’où le théorème. �
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Remarque (4.1.1). Tsuzuki a abordé dans [Tsu 1, theo (2.6.3)] la construc-
tion de frig∗(X0/S,−) dans le cas fini étale, mais il n’étudie pas l’indépendance
par rapport à S et ne prouve pas l’existence d’un V- morphisme fini relevant
le f0 ci-dessus.

Théorème (4.2). Soient S un k-schéma séparé de type fini, E ∈ Isoc†(S/K)
et f : X → S un k-morphisme fini étale galoisien de groupe G.

(4.2.1) Si S est lisse sur k, alors, pour tout entier i > 0, on a des isomor-
phismes canoniques

H i
rig(S/K,E) −̃→ (H i

rig(S/K, frig∗f
∗E))G

−̃→ (H i
rig(X/K, f

∗E))G.

(4.2.2) Si k est parfait, ou si S est affine et lisse sur k, alors, pour tout entier
i > 0, on a des isomorphismes canoniques

H i
rig,c(S/K,E) −̃→ (H i

rig,c(S/K, frig∗f
∗E))G

−̃→ (H i
rig,c(X/K, f

∗E))G.

(4.2.3) Si E ∈ F a-Isoc†(S/K) alors les isomorphismes de (4.2.1) et (4.2.2)
sont compatibles à l’action du Frobenius.

Démonstration. Par additivité de la cohomologie rigide, avec ou sans sup-
ports, on peut supposer, pour le (1) et le (2), que S est connexe.

Pour le (4.2.1), la suite spectrale de Čech en cohomologie rigide nous ramène
à S affine et lisse sur k, S = Spec A0. On choisit une V-algèbre lisse A relevant
A0 et on reprend les notations utilisées dans la preuve de (3.2.2) : il existe
un carré cartésien de V-schémas formels

X
� � //

h

��

X

h
��

S
� � // S

et un système fondamental (Vλ)λ = (Spm Aλ)λ de voisinages stricts de ]S[S
dans SK et λ0 > 1 tel que pour 1 < λ 6 λ0 on ait un diagramme à carrés
cartésiens
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(4.2.1.1)

XK
� � //

hK

��

Wλ
� � //

hλ

��

XK

hK

��
SK

� � // Vλ
� � // SK

avec hK fini, hK et hλ finis étales galoisiens de groupe G [II, (2.3.1)(2)].

(4.2.1.2) Soit Eλ unOVλ
-module localement libre de type fini. Pour 1 < µ 6 λ

on note

αλµ : Vµ →֒ Vλ , αλ : Vλ →֒ SK

α′
λµ

: Wµ →֒Wλ , α′
λ : Wλ →֒ XK ,

les immersions ouvertes et on pose

j†λ Eλ = lim
→
αλµ∗ α

∗
λµ(Eλ),

j′†λ h∗λ Eλ = lim
→
α′
λµ∗ α

′∗
λµ h

∗
λ (Eλ),

j† Eλ = αλ∗ j
′†
λ Eλ,

j′†λ h∗λ(Eλ) = α′
λ∗ j

′†
λ h∗λ (Eλ).

Lemme (4.2.1.3). Avec les notations précédentes on a des isomorphismes
canoniques

(i) (hλ∗ h
∗
λ(Eλ))

G −̃→ Eλ.
(ii) (hλ∗ h

∗
λ j

†
λ Eλ)

G −̃→ j†λ Eλ.

(iii) (hK∗ h
∗

K j† Eλ)
G −̃→ j† Eλ.

Démonstration du lemme (4.2.1.3).
(i) Comme Eλ est localement libre de type fini on a un isomorphisme

hλ∗ h
∗
λ(Eλ) −̃→ hλ∗ h

∗
λ(OVλ

)⊗OVλ
Eλ,

et l’action de G sur le membre de gauche se fait par l’intermédiaire de
hλ∗ h

∗
λ(OVλ

) puisque G agit trivialement sur Eλ : on est ramené au cas
E = OVλ

qui a été prouvé dans la proposition [II, (2.3.1)].
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(ii) On a des isomorphismes

hλ∗ h
∗
λ j

†
λ Eλ ≃ hλ∗ j

′†
λ h∗λ Eλ [B3, (2.1.4.7)]

≃ j†λ hλ∗ h
∗
λ Eλ [II, (3.1.4.1)]

≃ hλ∗ h
∗
λ Eλ ⊗OVλ

j†λ OVλ
[B3, (2.1.3)(ii)].

L’action de G sur hλ∗ h
∗
λ j

†
λ Eλ se fait par l’intermédiaire de hλ∗ h

∗
λ Eλ

puisque G agit trivialement sur j†λ(OVλ
) : le (ii) résulte alors du (i).

(iii) La preuve est semblable à celle du (ii) en utilisant cette fois [B 3,
(2.1.4.8)] et [II (3.1.4.2)]. D’où le lemme. �

Soit E ∈ Isoc†(S/K) : on choisit le Vλ comme ci-dessus de sorte qu’il
existe un OVλ

-module localement libre et cohérent Eλ tel que j†Eλ soit une
réalisation de E.

La cohomologie rigide H∗
rig(S/K;E) est, pour 1 < µ 6 λ, la cohomologie

des complexes

(4.2.1.4)

RΓ(Vµ; j
†
µEµ ⊗OVµ

Ω•
Vµ/K

) ←̃ RΓ(Vλ; j
†
λEλ ⊗OVλ

Ω•
Vλ/K

)

→̃ M ⊗A†K
Ω•
A†K

,

où la première flèche (resp. la deuxième) est un isomorphisme (resp. un quasi-
isomorphisme), où M := Γ(Vλ; j

†
λ Eλ) est un A†

K-module projectif de type
fini à connexion intégrable [B 3, (2.5.2)], où Ω1

Vλ/K
est localement libre de

type fini sur le faisceau cohérent d’anneaux OVλ
[II (2.3.1) (2)] et où Ω1

A†K
est

un A†
K-module projectif de type fini [Et 5, 1.3].

De même la cohomologie rigide

H∗
rig(S/K; frig∗ f

∗ E) (resp.H∗
rig(X/K; f ∗ E))

est la cohomologie des complexes

(4.2.1.5) RΓ(Vλ; hλ∗ h
∗
λ(j

†
λEλ)⊗OVλ

Ω•
Vλ/K

)

[resp. des complexes

(4.2.1.6) RΓ(Wλ; h
∗
λ(j

†
λEλ)⊗OWλ

Ω•
Wλ/K

) ].
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Or la formule de projection, jointe au fait que hλ est étale, fournit des iso-
morphismes

(4.2.1.7)

hλ∗h
∗
λ(j

†
λEλ)⊗OVλ

Ω•
Vλ/K

≃ hλ∗(h
∗
λ j

†
λEλ ⊗OWλ

h∗λ(Ω
•
Vλ/K

))

≃ hλ∗(h
∗
λ j

†
λEλ ⊗OWλ

Ω•
Wλ/K

) ;

donc les complexes (4.2.1.5) et (4.2.1.6) sont quasi-isomorphes puisque hλ est
fini.

Compte tenu du lemme (4.2.1.3) les isomorphismes

H i
rig(S/K;E) →̃ H i

rig(S/K; frig∗f
∗E)G

→̃ H i
rig(X/K; f ∗E)G

s’établissent comme [Et 2, (3.1.1)].

Pour le (4.2.2), comme la cohomologie rigide ne dépend que du schéma
réduit sous-jacent, on supposera S réduit : si k est parfait il existe alors
un ouvert dense U →֒ S avec U affine et lisse sur k et Z := S \ U de dimen-
sion strictement plus petite que celle de S [Et 3, dém. du théo 3]. De plus
Hj(G,H i

rig,c(S/K, frig∗ f
∗E)) = 0 pour j > 1 [S 2, VIII, § 2, cor 1 de prop

4] ; par fonctorialité en E de la cohomologie rigide à supports on en déduit
un morphisme de suites exactes longues

// H i
rig,c(U,E|U)

��

// H i
rig,c(S,E)

��

// H i
rig,c(Z,E|Z)

��

//

// (H i
rig,c(U, fUrig∗f

∗
UE|U))G // (H i

rig,c(S, frig∗f
∗E))G // (H i

rig,c(Z, fZrig∗f
∗
ZE|Z))G //

Par récurrence sur la dimension on est ramené à montrer l’isomorphisme du
(4.2.2) pour S affine et lisse sur k.

Reprenons les notations utilisées pour la démonstration du (4.2.1) et con-
sidérons le diagramme commutatif à carrés cartésiens
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(4.2.2.1)

XK
� � //

hK

��

Wλ

hλ

��

Wλ \ XK

h′λ
��

? _
i′λoo

SK
� � // Vλ Vλ \ SK .? _

iλoo

La cohomologie à supports H∗
rig,c(S/K;E)

[resp.H∗
rig,c(S/K; frig∗ f

∗ E), resp.H∗
rig,c(X/K; f ∗ E)]

est la cohomologie du complexe

(4.2.2.2) RΓ(Vλ; j
†
λEλ ⊗OVλ

Ω•
Vλ/K

−→ iλ∗i
∗
λ(j

†
λEλ ⊗OVλ

Ω•
Vλ/K

))

[resp.

(4.2.2.3) RΓ(Vλ; hλ∗h
∗
λ(j

†
λEλ)⊗OVλ

Ω•
Vλ/K

→ iλ∗i
∗
λ(hλ∗h

∗
λ(j

†
λEλ)⊗OVλ

Ω•
Vλ/K

));

resp.

(4.2.2.4) RΓ(Wλ; h
∗
λ(j

†
λEλ ⊗OWλ

Ω•
Wλ/K

→ i′λ∗i
′∗
λ (h∗λ(j

†
λEλ)⊗OWλ

Ω•
Wλ/K

))].

Le théorème de changement de base pour un morphisme propre [II, théorème
(3.3.2)] fournit des isomorphismes

iλ∗i
∗
λ(hλ∗h

∗
λ(j

†
λEλ)⊗OVλ

Ω•
Vλ

) ≃ iλ∗i
∗
λhλ∗(h

∗
λ(j

†
λEλ)⊗OWλ

Ω•
Wλ

)

≃ iλ∗h
′
λ∗i

′∗
λ (h∗λj

†
λEλ ⊗ Ω•

Wλ
) ≃ hλ∗i

′
λ∗i

′∗
λ (h∗λj

†
λEλ ⊗OWλ

Ω•
Wλ

) ;

donc via (4.2.1.7) les complexes (4.2.2.3) et (4.2.2.4) sont quasi-isomorphes
puisque hλ est fini. L’isomorphisme (4.2.2) du théorème (4.2) en résulte,
compte tenu de (4.2.1.3) (ii).

Pour le (4.2.3), on peut supposer S connexe affine et lisse sur V comme ci-
dessus, dont on reprend les notations ainsi que celles de [II, (2.3.1) (2)]. On
fixe un relèvement FA† : A† → A†

[resp.FB† : B†
1

B†
⊗F

A†

// B† ⊗ A† ∼

F
B†/A†

// B†]
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du Frobenius de A0 [resp. de B0] comme dans [Et 5, (1.2)] : par extension
des scalaires on en déduit FÂK

: ÂK → ÂK et FB̂K
: B̂K → B̂K . On a vu en

(1.2.4) qu’on dispose de carrés cartésiens où Fλµ et F ′
λµ sont finis :

(4.2.3.1)

SK = Spm (ÂK)
� � //

FSK
=Sp F

ÂK
��

Vµ = Spm(Aµ)

Fλµ

��
SK = Spm (ÂK)

� � // Vλ = Spm(Aλ)

et

(4.2.3.2)

XK = Spm (B̂K)
� � //

FXK
=Sp F

B̂K
��

Wµ = Spm(Bµ)

F ′λµ

��

XK = Spm (B̂K)
� � // Vµ = Spm(Bλ) ;

plus précisément, étant donné λ on trouve µ de la façon suivante : en fixant
des générateurs {xi} de Bλ sur Aλ comme dans la preuve de [II, (2.3.1) (2)],
les éléments FB̂K

(xi) sont entiers sur Aλ ⊂ A†
K , donc a fortiori sur B†

K =
lim
→
n

Bλ′ : il existe donc µ, 1 < µ 6 λ tel que pour tout i on ait FB̂K
(xi) ∈ Bµ.

Comme dans la preuve de [II, (2.3.1) (2)] on peut aussi supposer que pour
tout i et tout g ∈ G on a gB̂K

(xi) ∈ Bµ. Ainsi F ′
λµ : Wµ → Wλ (resp.

gλ : Wλ → Wλ est induit par FB† : B† → B† (resp. gB† : B† → B†) ; pour
prouver le lemme suivant :

Lemme (4.2.3.3).

gλ ◦ F
′
λµ = F ′

λµ ◦ gµ.

il suffit de prouver le

Lemme (4.2.3.4).

gB† ◦ FB† = FB† ◦ gB† .

Or g ∈ G induit un morphisme gX : X → X tel que gX ◦ FX = FX ◦ gX ,
puisque g(xq) = g(x)q pour toute section x de OX ; d’où un diagramme com-
mutatif
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(4.2.3.5)
X

1©
X(q/S)

πXoo

2©
X

FX/S

∼
oo

FX

xx

X

gX

OO

X(q/S)
πX

oo

g
(q)
X

OO

X
FX/S

∼oo

gX

OO

.

Le carré commutatif 1© se relève en le carré commutatif

(4.2.3.6)

B†
1

B†
⊗F

A† //

g
B†

��

B† ⊗A†

g
B†

⊗1
A†

��

B†
1

B†
⊗F

A†

// B† ⊗A† .

Par l’équivalence de catégories B† 7−→ B0 de la catégorie des A†-algèbres
finies étales dans la catégorie des A0-algèbres finies étales [Et 4, théo 7], on

relève le carré commutatif 2© en le carré commutatif

(4.2.3.7)

B† ⊗ A†

g
B†

⊗1
A†

��

∼

F
B†/A† // B†

g
B†

��
B† ⊗ A† ∼

F
B†/A†

// B† .

Par composition on a prouvé (4.2.3.4), donc (4.2.3.3).

Compte tenu de la commutation (4.2.3.3) et de la définition de la coho-
mologie rigide (resp. de la cohomologie rigide à supports compacts) donnée
en (4.2.1.4), (4.2.1.5), (4.2.1.6) [resp. en (4.2.2.2), (4.2.2.3), (4.2.2.4)] les iso-
morphismes (4.2.1) et (4.2.2) du théorème (4.2) sont compatibles à l’action
du Frobenius. �

Dans la preuve du théorème (4.2) on a montré au passage :

Lemme (4.3). Si S est un k-schéma séparé de type fini, f : X −→ S
est fini étale (non nécessairement galoisien) et E ∈ Isoc†(X/K) on a des
isomorphismes canoniques
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(1) H i
rig(X/K;E)−̃→H i

rig(S/K; frig∗ E).

(2) H i
rig,c(X/K;E)−̃→H i

rig,c(S/K; frig∗ E).

(3) Si de plus E ∈ F a-Isoc†(X/K) les isomorphismes du (1) et (2) com-
mutent à l’action de Frobenius.

Remarques (4.4).
(i) Les résultats du lemme (4.3) sont donnés par Tsuzuki dans [Tsu 1, cor

(2.6.5) et (2.6.6)], sans précisions de démonstration, notamment pour
le (2) du lemme : nous y avons utilisé le théorème de changement de
base pour un morphisme propre [II, (3.3.2)], qui n’est pas mentionné
par Tsuzuki.

(ii) Le (4.2.2) du théorème (4.2) est une étape essentielle pour établir
la finiture de la cohomologie rigide à supports compacts à coefficients
dans un F -isocristal surconvergent unité à partir de la finitude de la
cohomologie cristalline via la suite exacte longue de localisation en
cohomologie rigide, la preuve de cet isomorphisme crucial n’apparâıt
pas dans la démonstration du théorème 6.1.2 de [Tsu 1].

5. Cas plongeable

5.1. On suppose donné un diagramme commutatif

X
� � jY //

f

��

Y

h
��

S
� �

jT
// T ρ

// Spf V

dans lequel f est un morphisme de k-schémas séparés de type fini, h et ρ
sont des morphismes propres de V-schémas formels, h (resp. ρ) est lisse sur
un voisinage de X dans Y (resp. un voisinage de S dans T ), jY et jT sont des
immersions. Désignons par T (resp. Y ) l’adhérence schématique de S dans
T (resp. de X dans Y), f : Y → T le morphisme induit par h, iY : Y →֒ Y

l’immersion fermée, X1 := f
−1

(S) et f1 : X1 → S le morphisme induit par
f .

On note FS (resp. FX) le Frobenius de S (resp. de X) (élévation à la
puissance q = pa sur le faisceau structural) ; d’où le diagramme commutatif



IV. Images directes de F -isocristaux surconvergents 159

X FX

��

f

((

FX/S !!D
DD

DD
DD

D

X(q)
πX/S //

f(q)

��

X

f

��
S

FS

// S .

Théorème (5.2).

(5.2.1) Sous les hypothèses (5.1) supposons que h
−1

(S) = f
−1

(S) = X ; alors,
pour tout entier i > 0, le morphisme f induit un foncteur

Rifrig∗(X/T ,−) : F a-Isoc†(X/K) −→ F a-Isoc†(S/K).

(5.2.2) Supposons donnés des morphismes

S ′ �
� j′ // T ′ �

� ρ′ // SpfV

où ρ′ est un morphisme propre de V-schémas formels, S ′ est un k-schéma
séparé de type fini, j′ est une immersion et ρ′ est lisse sur un voisinage de
S ′ dans T ′. Alors le foncteur de (5.2.1) commute à tout changement de base
séparé de type fini S ′ → S : en particulier ce foncteur commute aux passages
aux fibres en les points fermés de S.

Démonstration.
Pour (5.2.1), soit (E, φ) ∈ F a-Isoc†(X/K) ; pour tout entier i > 0, on a
d’après [II, (3.4.4)] un isomorphisme

F ∗
SR

ifrig∗(X/T , E)
∼
−→Rif

(q)
rig∗(X

(q)/T , π∗
X/S(E)).

L’identité de S induit un morphisme

θi : Rif
(q)
rig∗(X

(q)/T , π∗
X/S(E)) // Rifrig∗(X/T , F ∗

X/Sπ
∗
X/S(E))

Rifrig∗(X/T , F ∗
X(E)),

et le Frobenius φ de E induit un isomorphisme

Rifrig∗(X/T , F
∗
XE)

∼
−→Rifrig∗(X/T , E).
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Par composition de ces trois morphismes on obtient le Frobenius deRifrig∗(X/T , E)

(5.2.3) φi : F ∗
SR

ifrig∗(X/T , E) −→ Rifrig∗(X/T , E)

et il s’agit de prouver que φi est un isomorphisme : pour ça il suffit de prouver
que c’est le cas pour θi. On sait déjà que θi est un morphisme d’isocristaux
surconvergents : d’après [B 3, (2.1.11) et (2.2.7)] il suffit de montrer que θi

induit un isomorphisme dans la catégorie convergente Isoc(S/K) ; d’après [B-
G-R, 9.4.3/3 et 9.4.2/7] il suffit de le vérifier après passage aux fibres de θi en
les points fermés s de S. Pour un tel point s notons V(s) = W (k(s))⊗W V et
K(s) le corps des fractions de V(s). D’après [II, (3.4.4)] on a un diagramme
commutatif

Rif
(q)
rig∗(X

(q)/T , π∗
X/S(E))s

θs //

≃
��

Rifrig∗(X/T , F ∗
X(E))s

≃

��
Rif

(q)
s rig∗(X

(q)
s /V(s), E

X
(q)
s

) // Rifs rig∗(Xs/V(s), F ∗
Xs

(EXs))

H i
rig(X

(q)
s /K(s), E

X
(q)
s

) // H i
rig(Xs/K(s), F ∗

Xs
(EXs))

H i
rig,c(X

(q)
s /K(s), E

X
(q)
s

) // H i
rig,c(Xs/K(s), F ∗

Xs
(EXs))

où les flèches verticales sont des isomorphismes ; or la flèche horizontale
inférieure est un isomorphisme par [E-LS 1, prop 2.1, où il faut supposer
X lisse sur Fq dans le cas de la cohomologie sans support]. D’où (5.2.1).
L’assertion (5.2.2) résulte de [II, (3.4.4)]. �
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1. Site syntomique

1.1. Si X est un schéma quelconque, le gros site syntomique de X est
défini comme suit [SGA 3, IV, 6.3] : la catégorie sous-jacente est celle des
schémas sur X et la topologie est engendrée par les familles finies surjectives
de morphismes syntomiques (i.e. plats et localement intersection complète).
On rappelle que les morphismes syntomiques sont ouverts, demeurent syn-
tomiques par changement de base, et sont localement relevables le long d’une
immersion fermée. Le gros site (resp. petit site) syntomique de X sera noté
SY NT (X) (resp. synt(X)) et le topos correspondant XSY NT (resp. Xsynt) :
lorsqu’on ne voudra pas distinguer entre les deux situations on notera T (X)
(resp. XT ) l’un ou l’autre de ces deux sites (resp. topos).

Soit j : U →֒ X une immersion ouverte ; j définit un couple de foncteurs
adjoints (j∗, j

−1)

UT

j−1

←−→
j∗
XT .

Dans la suite XT sera annelé par un faisceau d’anneaux A et UT sera annelé
par j−1A, noté A|U : on note AXT (resp. A|UUT ) la catégorie des faisceaux
des A-modules à gauche sur XT (resp. des A|U -modules à gauche sur UT ).
Le foncteur

j∗ : AXT −→ A|UUT

admet un adjoint à gauche j! [Mi, II, Rk 3.18] et [SGA 4, IV, § 14] défini par

(1.1.1)

{
j!(F)(X ′) = F(X ′) si X ′ −→ X se factorise par U
et j!(F)(X ′) = 0 sinon ;

j! est exact [loc. cit].

161
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Remarquons que j∗ est exact puisqu’il admet un adjoint à droite et un ad-
joint à gauche.

De même si i : Z →֒ X est une immersion fermée, i définit un couple de
foncteurs adjoints (i∗, i

−1) :

ZT

i−1

←−→
i∗
XT ;

ZT sera annelé par i−1A, noté A|Z .

Le foncteur
i∗ : AXSYNT −→ A|ZZSYNT

admet un adjoint à gauche i! [Mi, II, Rk 3.18] et i! est exact [loc. cit.] : en
particulier

i∗ : AXSYNT −→ A|ZZSYNT

est exact.
Le foncteur

i∗ : AXsynt −→ A|ZZsynt

est lui aussi exact grâce à [Mi, II, 2.6 et 3.0 p 68] et [EGA 0I , 1.4.12] car les
morphismes syntomiques demeurent syntomiques par changement de base.
De plus le foncteur

i∗ : A|ZZT −→ AXT

est exact, car tout morphisme syntomique se relève, localement le long d’une
immersion fermée, en un morphisme syntomique.

1.2. Soient i : Z →֒ X une immersion fermée, et j : U →֒ X l’im-
mersion ouverte du complémentaire de Z. Pour un X-schéma X ′ on note
U ′ = X ′ ×X U , Z ′ = X ′ ×X Z ; tout recouvrement syntomique W ։ Z ′ se
relève localement en W̃ → X ′ syntomique : pour alléger l’écriture on sup-
posera le relèvement global. Par suite, si Ũ ։ U ′ est surjectif syntomique et
W̃ tel que ci-dessus, alors (Ũ , W̃ ) est un recouvrement syntomique de X ′.

Lemme (1.2.1). Avec les notations de (1.2) et pour F ∈ AXT le carré
suivant, où les flèches sont les flèches canoniques

F //

��

j∗j
∗(F)

��
i∗i

∗(F) // i∗j∗j
∗(F)
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est cartésien.

Démonstration. On notera G le produit fibré.
Pour un X-schéma X ′ on considère un recouvrement (Ũ , W̃ ) de X ′ du type
précédent : comme Ũ → X ′ et W̃ → X ′ sont deux morphismes syntomiques,
on est ramené à établir l’isomorphisme F →̃ G au-dessus d’un X ′-schéma
syntomique W̃ ; la démonstration se fait donc sur le petit site de X ′. On pose
W = W̃ ×X′ Z ′.

Le faisceau j∗j
∗(F) est le faisceau associé au préfaisceau

W̃ 7−→ F(V ) , avec V := W̃ ×X′ U
′,

et i∗i
∗(F) est le faisceau associé au préfaisceau

W̃ 7−→ lim
→
W ′

F(W ′) ,

la limite étant prise sur les diagrammes commutatifs

(1.2.2)

W̃

��

W ′oo Woo

��
X ′ Z ′oo

avec W ′ → W̃ syntomique.
De même i∗i

∗j∗j
∗(F) est le faisceau associé au préfaisceau

W̃ 7−→ lim
→
W ′

F(W ′ ×W̃ V ) = lim
→
W ′

F(W ′ ×X′ U
′),

avec W ′ comme en (1.2.2). On remarque alors que (V,W ′) est un recouvre-
ment syntomique de W̃ : en effet le W̃ -morphisme W → W ′ fournit une
section du morphisme syntomique W ′ ×W̃ W →W ; ce dernier est donc sur-
jectif et on conclut comme pour le recouvrement (Ũ , W̃ ) de X ′.
Ainsi on a bien un isomorphisme F →̃ G au-dessus de W̃ , d’où le lemme. �

Notons T(AXT ) la catégorie des triplets (F1,F2, α) où F1 ∈A|Z ZT , F2 ∈

A|UUT et α est un morphisme α : F1 → i∗j∗F2 ; les morphismes entre deux
tels triplets sont définis de la manière naturelle, analogue à [Mi, II, § 3].

Théorème(1.3). Soient i : Z →֒ X une immersion fermée de schémas et
j : U →֒ X l’immersion ouverte du complémentaire de Z. Le foncteur

F 7−→ (i∗F , j∗F , α)
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où α est le morphisme canonique α : i∗F → i∗j∗j
∗F , induit une équivalence

de catégories entre AXT et T(AXT ).

Démonstration. La démonstration est analogue à celle de Fontaine-Messing
[F-M, 4.4]. Le théorème résulte du lemme (1.2.1) par la même méthode que
pour le site étale [Mi, II, theo 3.10]. �

En identifiant AXT et T(AXT ) via le théorème (1.3) on définit six fonc-
teurs

(1.4)

i∗oo j!oo

A|ZZT
i∗ //

AXT
j∗ //

AUT

i!oo j∗oo

dont la description est la suivante :
i∗ : F1 ← (F1,F2, α : F1 → i∗j∗F2), j! : (0,F2, 0)← F2

i∗ : F1 7→ (F1, 0, 0) , j∗ : (F1,F2, α : F1 → i∗j∗F2) 7→ F2

i! : Kerα← (F1,F2, α : F1 → i∗j∗F2),
j∗ : (i∗j∗F2,F2, id : i∗j∗F2 → i∗j∗F2)← F2.

Théorème(1.5). Avec les notations précédentes on a :

(1) Chaque foncteur est adjoint à gauche de celui écrit la ligne au-dessous ;
en particulier on a un isomorphisme de transitivité (j1j2)! = j1!j2!.

(2) Les foncteurs i∗, i∗, j
∗, j! sont exacts ; les foncteurs j∗, i

! sont exacts à
gauche.

(3) Les composés i∗j!, i
!j!, i

!j∗, j
∗i∗ sont nuls.

(4) Les foncteurs i∗, j∗ et j! sont pleinement fidèles.

(5) Les foncteurs j∗, j
∗, i!, i∗ envoient les injectifs sur les injectifs.

(6) Pour tout F ∈A XT (resp. F ∈A|U UT ) on a des suites exactes courtes
(6.1) 0 −→ j!j

∗F −→ F −→ i∗i
∗F −→ 0

(6.2) 0 −→ i∗i
!F −→ F −→ j∗j

∗F
[resp. (6.3) 0 −→ j!F −→ j∗F −→ i∗i

∗j∗F −→ 0].
De plus le couple de foncteurs (i∗, j∗) est conservatif.

Démonstration.
Le (1) et le (2) ont déjà été vus, et l’isomorphisme de transitivité (j1j2)! =

j1!j2! résulte de la formule (j1j2)
∗ = j∗2j

∗
1 .
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Le (3) et le (4) résultent des descriptions (1.4).

Le (5) résulte de (1) et (2) et du fait qu’un foncteur avec un adjoint à
gauche exact préserve les injectifs [Mi, III, 1.2].

La suite (6.3)) provient de (6.1) en remarquant que j∗j∗F = F .
Compte tenu des identifications (1.4) la suite (6.1) s’écrit

0 −→ (0, j∗F , 0) −→ (i∗F , j∗F , α) −→ (i∗F , 0, 0) −→ 0.

Pour démontrer qu’elle est exacte il nous suffit donc de montrer qu’une suite
de AXT

(6.4) 0 −→ F ′ −→ F −→ F ′′ −→ 0

est exacte si et seulement si les suites

(6.5) 0 −→ i∗(F ′) −→ i∗(F) −→ i∗(F ′′) −→ 0

(6.6) 0 −→ j∗(F ′) −→ j∗(F) −→ j∗(F ′′) −→ 0

de A|ZZT et A|UUT respectivement, sont exactes, i.e. que le couple de fonc-
teurs (i∗, j∗) est conservatif.

L’exactitude de (6.4) entrâıne celle de (6.5) et (6.6) puisque i∗ et j∗ sont
exacts.

Réciproquement, l’exactitude de (6.5) et (6.6) entrâıne celle des suites

(6.7) 0 −→ i∗i
∗(F ′) −→ i∗i

∗(F)
ϕZ−→ i∗i

∗(F ′′) −→ 0,

(6.8) 0 −→ j∗j
∗(F ′) −→ j∗j

∗(F)
ϕU−→ j∗j

∗(F ′′),

(6.9) 0 −→ i∗i
∗j∗j

∗(F ′) −→ i∗i
∗j∗j

∗(F) −→ i∗i
∗j∗j

∗(F ′′),

d’où l’exactitude de

(6.10) 0 −→ F ′ −→ F −→ F ′′

grâce au lemme (1.2.1).

Donc pour tout F ∈A XT on a l’exactitude de la suite
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0 −→ j!j
∗F −→ F −→ i∗i

∗F .

Montrons la surjectivité de ρ : F → i∗i
∗F . Comme pour le lemme (1.2.1),

dont on utilise les notations, on est ramené au petit site de X ′. Soient W̃
un X ′-schéma syntomique, V := W̃ ×X′ U ′ et s ∈ i∗i∗(F)(W̃ ) = lim

→
W ′

F(W ′),

où W ′ est comme dans (1.2.2) : il existe un W ′ et sW ′ ∈ F(W ′) d’image s.
On a vu dans la preuve du lemme (1.2.1) que (V,W ′) est un recouvrement
syntomique de W̃ : notons s′ l’image de s par l’application restriction

i∗i
∗F(W̃ ) −→ i∗i

∗F(W ′)

s 7→ s′ ;

alors sW ′ ∈ F(W ′) a pour image s′ par ρ.

Comme i∗i
∗(F)(V ) = 0, tout sV ∈ F(V ) est un relèvement de s dans

i∗i
∗(F)(V ) = 0. D’où la surjectivité de ρ, et l’exactitude de (6.1).

On a alors un diagramme commutatif à lignes exactes

0 // j!j
∗F //

u

��

F //

v

��

i∗i
∗F //

w

��

0

0 // j!j
∗F ′′ // F ′′ // i∗i

∗F ′′ // 0.

L’exactitude de (6.5) et (6.6) et celle des foncteurs j! et i∗ prouve que u et w
sont surjectifs : d’où la surjectivité de v ; jointe à l’exactitude de (6.10) ceci
prouve que le couple (i∗, j∗) est conservatif.

L’exactitude de (6.2) en résulte via la description de i! fournie en (1.4). �
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2. Cohomologie syntomique à supports com-

pacts

Soit X un schéma séparé de type fini sur un corps k ; on sait par Nagata
que X est ouvert dans un k-schéma propre X ; on note j : X →֒ X l’immer-
sion ouverte.

On se place sous les notations de (1.1) : XT est annelé par un faisceau
d’anneaux A et F est un faisceau de A-modules.

Si F est élement de AXsynt, on notera encore F son image inverse dans

AXSYNT par le morphisme de topos XSYNT → Xsynt et pour tout entier i > 0,
on a [E-LS 2, (1.2)]

H i(Xsynt,F) = H i(XSYNT,F),

et de même pour la topologie étale.

Proposition - Définition (2.1). Sous les hypothèses précédentes, si A
est de torsion et F un élément de A|XXT , le complexe RΓ(XT , j! F) est

indépendant de la compactification X de X, et sera noté

RΓsynt,c(X,F) ;

ses groupes de cohomologie seront notés

H i
synt,c(X,F)

et appelés groupes de cohomologie syntomique à supports compacts.

Démonstration. Si

X
� � j′ //

""F
FF

FF
FF

FF X
′

{{ww
ww

ww
ww

w

Spec k

est une autre compactification de X, on note X
′′

l’image schématique de X
plongé diagonalement dans X ×k X

′
, j′′ : X →֒ X

′′
l’immersion ouverte et

g : X
′′
→ X, g′ : X

′′
→ X

′
les deux projections (propres).

Il s’agit de montrer que
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(2.2) RΓ(XT , j! F) = RΓ(X
′′

T , j
′′
! F).

Ceci va résulter de la proposition plus générale suivante.

Proposition (2.3). Supposons donné un carré cartésien de k-schémas

X ′ �
� j′ //

f

��

X
′

f
��

X
� � j // X ,

où X est propre sur k, f est propre, j, j′ sont des immersions ouvertes. Si
F est un faisceau abélien de torsion sur X ′

T , alors on a des isomorphismes

RΓ(XT , j! Rf∗ F) ≃ RΓ(XT , Rf ∗ j
′
! F)

≃ RΓ(X
′

T , j
′
! F).

En effet (2.1) résulte de (2.3) via le lemme suivant :

Lemme (2.4). Si

X
′′

g

��

X
.
�

j′′
>>}}}}}}}}

� p

j   B
BB

BB
BB

B

X

est un triangle commutatif de schémas, avec j, j′′ des immersions ouvertes
dominantes, alors X est le produit fibré X ×X X

′′
.

Démonstration de (2.4). Soit U ′′ le produit fibré

X
j′′

$$

id

��

ϕ

  A
AA

AA
AA

A

U ′′

f

��

� �

j

// X
′′

g

��
X

� �

j
// X .

Puisque f ◦ ϕ = id, ϕ est une immersion fermée [EGA I, (4.3.6) (iv)] ; or
ϕ est étale, car j̃ ◦ ϕ = j′′ et j̃, j′′ sont étales [EGA IV, (17.3.5)]. Ainsi ϕ
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est une immersion ouverte [EGA IV, (17.9.1) ; EGA I, 4.2]. De plus ϕ est
dominante car j′′ l’est ; donc ϕ est surjective, car ϕ est finie. Une immersion
ouverte surjective est un isomorphisme. �

Démonstration de (2.3). Faisons la démonstration dans le cas des gros topos
syntomiques : pour les petits topos cela résulte de l’égalité

H i(XSYNT,G) = H i(Xsynt,G)

valable pour tout faisceau abélien G sur synt(X), et tout entier i > 0 [E-LS
2, 1.2] et [Mi, II, prop 3.1]. On désigne par un ”ET” en indice les gros topos
étales [E-LS 2, § 1].

On a un cube commutatif de morphismes de gros topos

X ′
SYNT

� �
j′SYNT //

fSYNT

��

βX′

{{xxxxxxxxx
X

′

SYNT

fSYNT

��

β
X
′{{wwwwwwww

X ′
ET

� �
j′ET //

fET

��

X
′

ET

fET

��

XSYNT
� �

jSYNT

//

βX

{{

XSYNT

βX{{vv
vv

vv
vv

v
ZSYNT

βZ{{wwwwwwwww

iSYNToo

XET
� �

jET

// XET ZETiET

oo

où Z = X \X, et un isomorphisme

RΓ(XSYNT, j! RfSYNT∗ F) ≃ RΓ(XET, RβX∗ jSYNT ! RfSYNT∗ F).

Supposons établie la proposition suivante :

Proposition (2.5). Avec les notations précédentes, annelons XSYNT par A
et XET par B = βX∗A. Alors pour tout H ∈ A|XXSYNT on a un isomorphisme

jET! RβX∗(H)
∼
→RβX∗ jSYNT !(H).

Alors on a des isomorphismes

RΓ(XSYNT, j! RfSYNT∗ F) ≃ RΓ(XET, jET! RβX∗ RfSYNT∗ F)
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≃ RΓ(XET, jET! RfET∗ RβX′∗ F)

≃ RΓ(XET, RfET∗ j
′
ET! RβX′∗ F) [SGA 4, XVII, lemme 5.1.6] car F

de torsion.

≃ RΓ(XET, RfET∗ RβX′∗ j
′
SYNT! F) [Prop (2.5)]

≃ RΓ(XET, RβX∗ RfSYNT∗ j
′
SYNT! F)

≃ RΓ(XSYNT, RfSYNT∗ j
′
SYNT! F) ;

d’où la proposition (2.3).

Etablissons la proposition (2.5).
Puisque jET! et jSYNT! sont exacts, il suffit de montrer l’isomorphisme
jET! βX∗

∼
→ βX∗jSYNT!.

Par le lemme du serpent appliqué au morphisme de suites exactes

(2.5.1)

0 // jET!βX∗H //
� _

��

jET∗βX∗H] //

≃

��

iET∗i
∗
ETjET∗βX∗H //

≃
��

0

iET∗i
∗
ETβX∗jSYNT∗H

��
iET∗βZ∗i

∗
SYNTjSYNT∗H

≃
��

0 // βX∗jSYNT!H // βX∗jSYNT∗H // βX∗iSYNT∗i
∗
SYNTjSYNT∗H ,

il nous suffit de montrer que, pour tout faisceau G, on a un isomorphisme

(2.5.2) iET∗ i
∗
ET βX∗(G)

ϕ
∼→ iET∗ βZ∗ i

∗
SYNT(G).

Or iET∗ i
∗
ET βX∗(G) est le faisceau associé au préfaisceau

X ′ 7→ i∗ET βX∗(G)(Z ×X X
′
) = lim

→
X′′

βX∗(G)(X
′′)

= lim
→
X′′

G(X ′′) ≃ G(Z ×X X
′
)
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où X
′
est un X-schéma et la limite inductive est prise sur les diagrammes

commutatifs

X ′′

��

Z ×X X
′oo

��
X Zoo

où X ′′ est un X-schéma ; comme iET∗ βZ∗ i
∗
SYNT(G) a la même description, il

en résulte que ϕ est un isomorphisme. �

Théorème (2.6). Soient i1 : Z →֒ X une immersion fermée entre deux k-
schémas séparés de type fini, j1 : ∪ →֒ X l’immersion ouverte du complémentaire
et F ∈ AXT , où A est un faisceau d’anneaux de torsion. Alors on a une suite
exacte longue de cohomologie syntomique à supports compacts

→ H i
synt,c(U,F|U)→ H i

synt,c(U,F)→ H i
synt,c(Z,F|Z)→ H i+1

synt,c(U,F|U)→

Démonstration. Choisissons une compactification X de X au-dessus de k,
j : X →֒ X l’immersion ouverte dominante et soit Z l’adhérence schématique
de Z dans X. On a alors un diagramme commutatif à carrés cartésiens

(2.6.1)

Z
� � j

′

//
� _

i1
��

Z� _

i
��

X
� �

j

// X

U
?�

j1

OO

U
?�

j

OO

où i est une immersion fermée et j, j
′
des immersions ouvertes.

En appliquant le foncteur exact j! à la suite exacte

0 −→ j1! j
∗
1 F −→ F −→ i1∗ i

∗
1 F −→ 0,

on obtient la suite exacte

(2.6.2) 0 −→ j! j
∗
1 F −→ j! F −→ j! i1∗ i

∗
1 F −→ 0

car j! j1! = j! [Théo (1.5) (1)]. Or l’exactitude des foncteurs i1∗ et i∗, jointe
à la proposition (2.3), donne un isomorphisme
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RΓ(XT , j! i1∗ i
∗
1 F

∼
−→RΓ(ZT , j′! i

∗
1 F) ;

ainsi, par application du foncteur RΓ(XT ,−) à la suite exacte (2.6.2) on
obtient, via (2.1), un triangle distingué

(2.6.3) RΓsynt,c(U,F|U) −→ RΓsynt,c(X,F) −→ RΓsynt,c(Z,F|Z),

qui fournit à son tour la suite exacte longue du théorème. �

3. Comparaison avec la cohomologie étale et la

cohomologie rigide

3.0. On suppose dans ce § 3 que le corps k contient Fq, q = pa. On
désigne par C(k) un anneau de Cohen de k de caractéristique 0 et par K0 le
corps des fractions de C(k).

Comme en III (3.3), V est un anneau de valuation discrète complet, d’u-
niformisante π et σ : V → V un relèvement de la puissance q de k tel que
σ(π) = π construit via [Et 5, 1.1].

On note e l’indice de ramification de V, K = Frac(V), Vσ = Ker{1− σ :
V → V},Vn = V/πn+1V,Vσn = Vσ/πn+1Vσ et Kσ = Frac(Vσ).

Si X est un schéma on dit qu’un Vσn -module F sur ét(X) est localement
trivial (on dit aussi constant-tordu constructible ou encore localement con-
stant constructible) s’il est localement isomorphe à une somme directe finie
de copies de Vσn : c’est alors la même chose de dire qu’il est localement trivial
sur SYNT(X) [E-LS 2, 5.1].

Un Vσ-faisceau lisse F (localement libre de rang fini) surX est un système
projectif F = (Fn)n∈N où, pour tout n, Fn est un Vσn -module localement triv-
ial sur ét(X) et pour n′ > n, Fn = Fn′ ⊗Vσn . Les Kσ-faisceaux lisses sont les
Vσ-faisceaux lisses à isogénie près.

Pour un Vσ-faisceau lisse F (resp. un Kσ-faisceau lisse FQ) sur X on
pose, pour tout entier i > 0

H i
synt,c(X,F) := lim

←
n

H i
synt,c(X,Fn)
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[resp. H i
synt,c(X,FQ) = (lim

←
n

H i
synt,c(X,Fn))⊗Vσ Kσ] .

Proposition (3.1). Soient X un schéma et F un faisceau abélien sur ét(X) ;
on note encore F son image inverse par le morphisme de topos Xsynt → Xét.
Alors, pour tout entier i > 0, on a un isomorphisme

H i
ét,c(X,F)

∼
−→H i

synt,c(X,F).

Démonstration. Résulte de [E-LS 2, 1.3]. �

Théorème (3.2). Supposons k séparablement clos. Soient X un k-schéma
séparé de type fini, FQ un Kσ-faisceau lisse sur X et f : Y → X sur k-
morphisme fini étale galoisien de groupe G. Alors, pour tout entier i > 0, on
a des isomorphismes de Kσ-espaces vectoriels de dimension finie

H i
ét,c(X,FQ) ≃ H i

ét,c(X, f∗f
∗FQ)G ≃ H i

ét,c(Y, f
∗FQ)G

≃ H i
synt,c(X,FQ) ≃ H i

synt,c(X, f∗f
∗FQ)G ≃ H i

synt,c(Y, f
∗FQ)G.

Démonstration. Compte tenu de (3.1) il suffit de montrer l’assertion pour la
cohomologie étale. Puisque f est fini, f∗ est exact, et on est ramené à montrer
l’isomorphisme

(3.2.1) H i
ét,c(X,F)⊗Vσ Kσ ≃ [H i

ét,c(X, f∗f
∗F)⊗Vσ Kσ]G

pour un Vσ-faisceau lisse F .
Comme F est localement libre on établit le lemme suivant comme [Et 2, III
(3.1.2)].

Lemme (3.2.2). Sous les hypothèses précédentes, on a un isomorphisme

F
∼
−→(f∗f

∗(F))G.

Soient X une compactification de X au-dessus de k et j : X →֒ X l’im-
mersion ouverte correspondante. Par exactitude du foncteur j! on déduit de
(3.2.2) des isomorphismes

(3.2.3) j!F
∼
−→ j!(f∗f

∗F)G ≃ (j!f∗f
∗F)G.
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Le corps k étant séparablement clos, les groupesH i
ét,c(X,Fn) etH i

ét,c(X, f∗f
∗Fn)

sont des Vσn -modules de type fini [SGA 4, XVII, 5.3.8] ; par suite les groupes
H i

ét,c(X,F) et H i
ét,c(X, f∗f

∗F) sont des Vσ-modules de type fini, engendrés
par tout sous-ensemble qui les engendre mod.π.

On achève la démonstration de (3.2) comme [Et 2, III, 3.1.1]. �

3.3. Soient X un k-schéma et H un Vσn -module localement trivial sur
SYNT(X). On considère le morphisme de topos annelés [E-LS 2, 5.3]

u = u
(m)
X/Vn−SYNT : ((X/Vn)

(m)
CRIS-SYNT,O

(m)
X/Vn

) −→ (XSYNT,V
σ
n )

et on note

T (m)(H) := u∗(H) = H⊗Vσ
n
O(m)
X/Vn

,

et

T (m)(H)cris := u∗(T
(m)(H)) = u∗u

∗(H) [E-LSfrm−e, 1.11]

(3.3.1) = H⊗Vσ
n
u∗(O

(m)
X/Vn

) = H⊗Vσ
n
Om−cris
n,X ,

où l’on a posé Om−cris
n,X := u∗(O

(m)
X/Vn

).

Soient i : Z →֒ X une immersion fermée et j : U →֒ X l’immersion
ouverte du complémentaire : j et i définissent respectivement des morphismes
de topos [cf (1.1)]

j : USYNT −→ XSYNT ,

i : ZSYNT −→ XSYNT ,

et même des morphismes de topos annelés

(3.3.2) jV : (USYNT,Vσn,U) −→ (XSYNT,Vσn,X)

(3.3.3) iV : (ZSYNT,Vσn,Z) −→ (XSYNT,Vσn,X)

où Vσn,U = j−1(Vσn,X) , Vσn,Z = i−1(Vσn,X),

Vσn,X étant le faisceau d’anneaux Vσn sur XSYNT.
On déduit alors de (1.4) l’existence de six foncteurs
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(3.3.4)

i∗Voo jV!oo

Vσ
n,Z
ZSYNT

iV∗ // Vσ
n,X
XSYNT

j∗V // Vσ
n,U
USYNT

i!Voo jV∗oo

Lemme (3.3.5). Sous les hypothèses précédentes on a des isomorphismes
de faisceaux sur les gros sites syntomiques :

(3.3.5.1) j−1Om−cris
n,X

∼
−→Om−cris

n,U

(3.3.5.2) i−1Om−cris
n,X

∼
−→Om−cris

n,Z .

Démonstration. Comme j−1Om−cris
n,X est le faisceau associé au préfaisceau qui

à tout U -schéma U ′ associe

Om−cris
n,X (U ′) = Γ((U ′/Vn)

(m)
CRIS-SYNT,O

(m)
U ′/Vn) [E-LSfrm-e, 1.10]

= Om−cris
n,U (U ′),

on a bien (3.3.5.1). De même pour (3.3.5.2). �

Grâce au lemme (3.3.5) les morphismes de topos j et i ci-dessus induisent
des morphismes de topos annelés

(3.3.6) jO : (USYNT,O
m−cris
n,U ) −→ (XSYNT,O

m−cris
n,X )

(3.3.7) iO : (ZSYNT,O
m−cris
n,Z ) −→ (XSYNT,O

m−cris
n,X )

et six foncteurs

(3.3.8)

i∗Ooo jO!oo

Om−cris
n,Z

ZSYNT
iO∗ // Om−cris

n,X
XSYNT

j∗O // Om−cris
n,U

USYNT

i!Ooo jO∗oo .
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En utilisant la description (1.4), ou le théorème (1.5) (6.1) on en déduit
la proposition suivante :

Proposition (3.3.9). Sous les hypothèses et notations de (3.3) on a :
(1) Si G est un Om−cris

n,U -module, alors on a un isomorphisme canonique

jV !(G)
∼
→ jO!(G).

(2) Si G est un Vσn,U-module, alors on a des isomorphismes canoniques

jV !(G ⊗Vσ
n,U
Om−cris
n,U ) ≃ jO!(G ⊗Vσ

n,U
Om−cris
n,U )

≃ jV !(G)⊗Vσ
n,X

jV !(O
m−cris
n,U ) ≃ jV !(G)⊗Vσ

n,X
jO!(O

m−cris
n,U )

≃ jV !(G)⊗Vσ
n,X
Om−cris
n,X .

Les formules du (2) sont à comparer à celles de [SGA 4, IV, prop 12.11
(b)].

Supposons à présent que F est un Vσn -module localement trivial sur
SYNT(U) : F étant localement trivial, le morphisme F ∗ : F → F (q) =
F−1
X (F) est un isomorphisme ; on pose F = F ∗−1 : F (q) ∼

→F et φU =
T (m)(F ) : T (m)(F)(q) = T (m)(F (q))

∼
→T (m)(F) qui munit T (m)(F) d’une

structure de F -m-cristal localement trivial [E-LS 2, 5.3].

On note encore φU : T (m)(F)cris → T (m)(F)cris l’homomorphisme obtenu
en composant φcris

U avec F ∗ : T (m)(F)cris → T (m)(F)cris(q) [E-LS 2, 5.2]. Alors
la suite exacte de [E-LS 2, théo 5.5] s’interprète, via (3.3.1), comme une suite
exacte sur SYNT(U) :

(3.3.10) 0 −→ F −→ u∗ u
∗(F) −→

1−φU

u∗ u
∗(F) −→ 0

ou encore

(3.3.11) 0 −→ F −→ F ⊗Vσ
n
Om−cris
n,U −→

1−φU

F ⊗Vσ
n
Om−cris
n,U −→ 0 .

En lui appliquant le foncteur exact jV ! [théo 1.5], on obtient encore une suite
exacte, ce qui, compte tenu de (3.3.9), établit le théorème suivant :

Théorème (3.3.12). Sous les notations de (3.3), si F est un Vσn -module
localement trivial sur SYNT(U), alors on a des suites exactes de Vσn -modules
sur SYNT(X) :
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0 // jV ! F // jO!(F ⊗Vσ
n
Om−cris
n,U )

1−φ
//

≃
��

jO!(F ⊗Vσ
n
Om−cris
n,U ) // 0

0 // jV ! F // jV !(F)⊗Vσ
n
Om−cris
n,X 1−φ

// jV !(F)⊗Vσ
n
Om−cris
n,X

// 0

où φ = jV !(φU).

Les suites exactes du théorème (3.3.12) vont nous permettre en passant
à la cohomologie dans le théorème suivant de relier cohomologie étale et co-
homologie rigide.

Théorème (3.3.13). On suppose le corps k parfait. Soient X un k-schéma
séparé de type fini, FQ un Kσ-faisceau lisse sur X et EK ∈ F a-Isoc(X/K)◦

le F -isocristal convergent associé à FQ [E-LS 2 ; 5.6) et on suppose que EK
provient de E†

K ∈ F
a-Isoc†(X/K)◦ par le foncteur d’oubli F a-Isoc†(X/K)◦ →

F a-Isoc(X/K)◦. On note F = (Fn)n∈N un Vσ-faisceau lisse associé à FQ et
Em−cris
n = T (m)(Fn)cris [cf (3.3.1)].

Alors on a :
(1) Il existe un isomorphisme canonique

RΓrig,c(X/K,E
†
K) = R lim

←
m

[(R lim
←
n

RΓsynt,c(X,E
m−cris
n ))⊗Q].

(2) Si de plus k est algébriquement clos, il existe, pour tout entier i > 0,
une suite exacte courte

O → H i
ét,c(X,FQ)→ H i

rig,c(X/K,E
†
K)−→

1−φ
H i

rig,c(X/K,E
†
K)→ 0.

Démonstration.
Prouvons le (1). Comme la cohomologie rigide à supports compacts ne dépend
que du schéma réduit sous-jacent à X, on peut supposer X réduit. On va
faire une récurrence sur la dimension de X.

Si dim X = 0, alors X =
⋃

finie

SpecAi où Ai est artinien [Eis., cor 9.1] car

X est de type fini sur k, et Ai est un produit fini Π
j
Ai,mj

d’anneaux artiniens

locaux réduits (X est réduit) : ainsi Ai,mj
est un corps [Bour, A VIII, § 6,

no 4, prop 9] kij extension finie du corps parfait k [Eis, cor 2.15]. En partic-
ulier X est fini étale sur k, et alors l’assertion du théorème est prouvée dans
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[E-LS 2, prop 3.11].

Si dim X > 1, il existe, puisque k est parfait et X réduit, un ou-
vert non vide U →֒ X qui est lisse sur k, de fermé complémentaire Z
tel que dim Z < dim X. Comme les deux foncteurs RΓrig,c(X/K,−) et
R lim

←
m

[(R lim
←
n

RΓsynt,c(X, (−)m−cris
n )) ⊗ Q)] donnent lieu à des triangles dis-

tingués faisant intervenir X, U et Z on est ramené à prouver le théorème
pour U . Donc on peut supposer X lisse connexe et aussi K ′ = K avec
e 6 p− 1, avec F un Vσ-faisceau lisse sur X, associé à un F -cristal unité E
sur X/V, d’isocristal convergent unité EK par [B 3, (2.4.2)] supposé provenir
de E†

K ∈ F
a-Isoc(X/K)◦.

Notons X une compactification de X sur k. D’après le théorème de
monodromie finie “générique” de Tsuzuki [Tsu 2, theo 3.1] il existe un k-

schéma projectif et lisse X
′
, un k-morphisme propre surjectif w : X ′ → X

génériquement étale, tel qu’en posant X ′ = w−1(X), j′ : X ′ →֒ X ′ l’im-
mersion ouverte, il existe un unique N † ∈ F a-Isoc†(X ′/K)◦ avec w∗(E†

K) ≃
(j′)†(N †).

Notons U →֒ X un ouvert dense tel que la restriction w : U ′ = U ×X X ′ →
U de w soit finie étale : quitte à rétrécir U on peut supposer U affine et
intégralement clos, de même pour U ′. Puisque U et U ′ sont connexes il existe
un morphisme fini étale s : U ′′ → U ′ tel que le composé f : w ◦ s : U ′′ → U
soit fini étale galoisien de groupe noté G [Mi, I, Rk 5.4]. Désignons par X ′′

la fermeture intégrale de X ′ dans U ′′ : on obtient un diagramme commutatif
à carrés cartésiens

U ′′ �
� j′′ //

f

��

s

��

X ′′

s
��

U ′ �
� //

w

��

X ′ �
� //

��

X ′

w
��

U
� � //

jU

66X
� � j // X

où s est un morphisme fini et les flèches horizontales sont des immersions
ouvertes : en particulier X ′′ est une compactification de U ′′. On note Z
l’adhérence schématique de Z dans X et jZ : Z →֒ Z l’immersion ouverte
dominante.
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Puisque X ′ est propre et lisse sur k, il existe, d’après (3.3.13) un F -cristal
unité M sur X ′ tel que N † ≃Man. PosonsM = s∗CRIS(M),M = j′′∗CRIS(M) ;
d’après[B 3, (2.42)]M est isogène à f ∗

CRIS(E|U), i.e. il existe un entier r > 0
et des morphismes

α :M−→ f ∗
CRIS(E|U),

β : f ∗
CRIS(E|U) −→M,

tels que α◦β = pr et β◦α = pr. On noteraMK le F -isocristal (sur)convergent
sur X ′′ associé à M et M†

K = j′′†(MK). D’après [B-M 1, cor du théo 6] le
F -cristal unité M est le cristal de Dieudonné d’un groupe p-divisible étale,
dont le Vσ-faisceau lisse associé sera noté G = (Gn)n∈N ; on pose G = j′′∗(G).

L’isogénie α (resp β) fournit une isogénie αG : G → f ∗(F|U) (resp βG :
f ∗(F|U)→ G) telle que αG ◦ βG = pr et βG ◦ αG = pr.

L’isogénie α (resp β) fournit, par la construction de Berthelot [B 3,
(2.4.2)], un isomorphisme sur les F -isocristaux convergents associés

αK :MK
∼
−→ f ∗

rig(EK|U)

(resp βK : f ∗
rig(EK|U)

∼
−→MK).

D’après [Et 5, théo 5] l’isomorphisme αK (resp. βK) se relève de manière
unique en un isomorphisme

α†
K :M†

K
∼
−→ f ∗

rig(E
†
K|U)

(resp β†
K : f ∗

rig(E
†
K|U)

∼
−→M†

K);

de même l’action deG sur f ∗
rig(EK|U) se relève de manière unique à f ∗

rig(E
†
K|U).

D’autre part, par le théorème (3.3.12), on a un morphisme de suites ex-
actes sur SYNT(X ′′)

(S1) 0 // j!f
∗(Fn|U) //

j′′! (βG)n

��

j!f
∗
CRIS(E|U)m−cris

n

1−φ //

j′′! (β)m
n

��

j!f
∗
CRIS(E|U)m−cris

n
//

j′′! (β)m
n

��

0

(S2) 0 // j′′! Gn // j′′!M
m−cris
n

1−φ // j′′!M
m−cris
n

// 0

Le groupe G agit de manière équivariante sur la suite exacte (S1), donc
sur le triangle distingué C′′(S1) obtenu en lui appliquant le foncteur
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C′′ := R lim
←
m

{(R lim
←
n

RΓ(X ′′
SYNT,−))⊗Q}.

Comme C′′(j′′! (β)mn ) =: β̃ est un isomorphisme, et de même en remplaçant
β par α, ou αG, βG, le triangle distingué C′′(S2) obtenu en appliquant C′′ à (S2)
est aussi G-équivariant par transport de structure par ces isomorphismes :
compte tenu de [E-LS 2, (3.11)] ce morphisme de triangles s’identifie à

(3.3.13.1) RΓét,c(U
′′, f ∗(F|U))⊗Q //

RΓét,c(βG)⊗Q ≃

��

RΓrig,c(U
′′, f ∗

rig(E
†
K|U

))
1−φ //

RΓrig,c(β
†
K) ≃

��

RΓrig,c(U
′′, f ∗

rig(E
†
K|U

))

RΓrig,c(β
†
K) ≃

��
(3.3.13.2) RΓét,c(U

′′,G)⊗Q // RΓrig,c(U
′′,M†

K)
1−φ

// RΓrig,c(U
′′,M†

K).

En prenant les points fixes sous G dans l’isomorphisme

RΓrig,c(U
′′, f ∗

rig(E
†
K|U))

∼
−→C′′(j′′! f

∗
CRIS(E|U)m−cris

n )

et en prouvant à la manière du théorème (3.2) que les points fixes sous G du
membre de droite s’identifient à

C(jU ! E
m−cris
|Un

) := R lim
←
m

{(R lim
←
n

RΓ(XSYNT, jU ! E
m−cris
|Un

))⊗Q}

on a prouvé le (1) du théorème (3.3.13) pour U grâce à [IV, théo (4.2)].

On a donc deux triangles distingués reliés par des flèches qui sont des
isomorphismes

RΓrig,c(U,E
†
K|U

) //

≃

��

RΓrig,c(X,E
†
K) // RΓrig,c(Z,E

†
K|Z

)

≃

��

C(jU ! E
m−cris
|Un

) // C(j! Em−cris
n ) // C(jZ! E

m−cris
|Zn

) ;

d’après les axiomes des catégories triangulées [H 1, I, §1] on peut compléter
par un isomorphisme au milieu.
Ceci achève la preuve du (1) du théorème.

Prouvons à présent le (2). Comme k est algébriquement clos les points fixes
sous G de RΓét,c(U

′′, f ∗(F|U))⊗Q sont égaux à RΓét,c(U,F|U)⊗Q. Par suite
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les points fixes sous G du triangle distingué (3.3.13.1) G-équivariant four-
nissent une suite exacte longue de cohomologie

(3.3.13.3)→ H i
ét,c(U,F|U)⊗Q→ H i

rig,c(U/K,E
†
K|U

) →
1−φ

H i
rig,c(U/K,E

†
K|U

)→ .

Les groupes de cohomologie rigide H i
rig,c(U/K,E

†
K|U

) étant de dimension finie

sur K [Tsu 1, theo 6.1.2], et k algébriquement clos, ces suites exactes se
scindent en suites exactes courtes [Iℓ 1 ; II, lemme 5.6]. Notons Z →֒ X
l’immersion du fermé complémentaire à U (rappelons que X est supposé
réduit). Si dim Z = 0, Z est fini étale sur k et on a une suite analogue
à (3.3.13.3) pour Z : par récurrence sur la dimension de X on peut donc
supposer l’existence de suites exactes courtes telles que (3.3.13.3) pour U et
pour Z. En particulier on a trois triangles distingués horizontaux reliés par
des flèches induites par (3.3.13.3) appliqué à U et Z :

(3.3.13.4)

RΓét,c(U,FUQ) //

��

RΓét,c(X,FQ) // RΓét,c(Z,FZQ)

��

RΓrig,c(U,E
†
K|U

) //

1−φU

��

RΓrig,c(X,E
†
K) //

1−φ

��

RΓrig,c(Z,E
†
K|Z

)

1−φZ

��

RΓrig,c(U,E
†
K|U

) // RΓrig,c(X,E
†
K) // RΓrig,c(Z,E

†
K|Z

);

par les axiomes des catégories triangulées [H 1, I, § 1] on peut compléter par
un morphisme RΓét,c(X,FQ) → RΓrig,c(X,E

†
K). Les suites exactes courtes

(3.3.13.3) pour U et Z fournissent alors l’analogue pour X, d’où le (2) du
théorème (3.3.13).

Autre démonstration du (2). Une autre méthode consiste à appliquer le fonc-
teur C à la suite exacte du théorème (3.3.12)

(3.3.13.5) 0→ j! Fn → j! (Fn ⊗Vσ
n
Om−cris
n,X ) →

1−φ
j! (Fn ⊗Vσ

n
Om−cris
n,X )→ 0

où l’on remarque que Em−cris
n = Fn ⊗Vσ

n
Om−cris
n,X . Par le (1) du théorème le

triangle distingué ainsi obtenu s’identifie au triangle distingué

RΓét,c(X,FQ) −→ RΓrig,c(X,E
†
K) →

1−φ
RΓrig,c(X,E

†
K).

La suite exacte longue de cohomologie se scinde alors en suites exactes courtes
par le même argument que ci-dessus. �
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Remarque (3.3.14). En supposant seulement que k contient Fq [cf (3.0)] et
que Fn est un Vσn -module localement trivial sur SYNT(X), on pose encore

Em−cris
n = T (m)(Fn)

cris = Fn ⊗Vσ
n
Om−cris
n,X .

En appliquant le foncteurRΓ(XSYNT,−) à la suite exacte (3.3.13.5), on obtient
un triangle distingué

RΓét,c(X,Fn) −→ RΓsynt,c(X,E
m−cris
n )−→

1−φ
RΓsynt,c(X,E

m−cris
n ).



VI. Fonctions L

Nous allons définir dans ce VI les fonctions L attachées à des variétés sur
des corps finis, et à coefficients dans des F -modules ou des F -(iso)cristaux :
nous utiliserons deux méthodes, l’une par les relèvements de Teichmüller,
l’autre par voie cohomologique, et nous montrerons comment elles se re-
joignent.

Sauf mention du contraire, on suppose dans ce VI que k est un corps
fini, k = Fq, q = pa,V est un anneau de valuation discrète complet, d’idéal
maximal m et corps résiduel k = Fq. On suppose le corps des fractions K de
V de caractéristique 0, on fixe une uniformisante π et on note e l’indice de
ramification.

On relève la puissance q sur k en un automorphisme σ de V, tel que
σ(π) = π, suivant la méthode [Et 5, I 1.1], cf [II, 0] : on note encore σ son
extension à K.

1. Fonctions L des F -modules convergents ou

surconvergents

1.1. Relèvement de Teichmüller

On reprend les notations de [III, 3.1] en supposant cette fois que k est un
corps fini, k = Fq, q = pa.

1.2. F -modules convergents

Avec les notations du 1.1 on désigne par Fa-Mod(Â) (resp. Fa-Mod(ÂK)
la catégorie des Â (resp. ÂK)-modules projectifs de type finiM munis d’un
morphisme de Frobenius (non nécessairement un isomorphisme)

183
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φM :Mσ := F ∗
A(M)→M

avec A = Â (resp. ÂK). Un telM est appelé F -module convergent.

SoitM∈ F a-Mod(ÂK). La fibreMx deM en x ∈ |X| est par définition

(1.2.1) Mx := τ̂K(x)∗(M) ,

et φM induit

(1.2.2) φx = φM ⊗ÂK
K(x) : σ∗

K(x)(Mx)→Mx ,

d’après la commutativité du diagramme (1.1.1).

L’itéré deg x fois de φx est un endomorphisme K(x)-linéaire du K(x)-
espace vectoriel de dimension finie Mx

φdeg x
x :Mx →Mx .

Notons

(1.2.3) det(Mx, T ) = det(1− T φdeg x
x ,Mx)

le “polynôme caractéristique” de φdeg x
x .

PourM′ ∈ F a-Mod(Â) on définit de même

(1.2.4) det(M′
x, T ) = det(1− T φdeg x

x ,M′
x).

Lemme (1.2.5). Avec les notations précédentes, on a :
(i) Si M ∈ F a-Mod(ÂK) , alors det (Mx, T ) ∈ K[T ] .
(ii) Si M′ ∈ F a-Mod(Â), alors det (M′

x, T ) ∈ V[T ].

Démonstration. Pour (i), soient (ei)i=1,...,r (resp. (ei⊗1)i=1,...,r) une base locale
deM (resp. deMσ), et C(X) la matrice de φM dans ces bases respectives.
Alors

C(X) = Σ
u∈Nn

au X
u,

avec au ∈ πα Mr(V) pour un α ∈ Z et

det(Mx, T ) = det{1− T C(t(x)q
deg x−1

)× ...× C(t(x)q)× C(t(x))}
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où t(x)β = t1(x)
β×...×tn(x)β et les tj(x) sont les coordonnées de τ̂K(x). Il est

clair que det (Mx, T ) a des coefficients invariants par l’action du Frobenius
σK(x), car σK(x) envoie t(x) sur t(x)q ; d’où le (i).

Le cas (ii) est analogue. �

Si l’on note M̃x l’espace vectoriel Mx vu comme K-espace vectoriel et
φ̃x son endomorphisme de Frobenius on a

det(Mx, T ) = det(1− T φdeg x
x ) = detK(1− T φ̃deg x

x )−1/deg x .

Définition (1.2.6). La fonction L de (M, φM) ∈ F a-Mod(ÂK) est définie
par

L(Spec A0,M, t) =
∏

x∈|Spec A0|

det(1− tdeg x φdeg x
x | Mx)

−1 ∈ K[[t]]

=
∏

x∈|Spec A0|

det(1− tdeg x φ̃deg x
x | M̃x)

−1/deg x .

Si (M′, φM′) ∈ F a-Mod(Â) on définit de même L(Spec A0,M′, t) et alors

L(Spec A0,M
′, t) = L(Spec A0,M

′
K , t) ∈ V[[t]) ,

où l’on a posé

(M′
K , φM′K

) := (M′, φM′)⊗Â ÂK .

Lemme (1.2.7). Pour établir la méromorphie p-adique de L(Spec A0,M, t)
pour (M, φM) ∈ F a-Mod(ÂK) on peut supposer qu’il existe (M′, φM′) ∈
F a-Mod(Â) tel que M′ est libre et (M, φM) = (M′, παφM′)⊗Â ÂK pour un
α ∈ Z. On a alors

L(Spec A0,M, t) = L(Spec A0,M
′, παt).

Démonstration. PuisqueM est projectif de type fini sur ÂK , et qu’un ouvert
de Spec ÂK est intersection d’un ouvert de Spec Â avec Spec ÂK , il existe
un recouvrement fini de Spec ÂK par des ouverts UK = Spec BK , où B =
Â [1/g], g ∈ Â, tels que
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M⊗ÂK
BK ≃

r
⊕
i=1

BK ei.

Relevons g mod π =: g0 en f ∈ A ; comme on a un isomorphisme B̂ ≃ Â[1/f ]
[Et 4, cor 1 du théo 4] on en déduit que

N :=M⊗ÂK
B̂K ≃

r
⊕
i=1

Â[1/f ]K ei

et que la matrice C(X) du Frobenius φN est à coefficients dans παÂ[1/f ],
avec α ∈ Z.

La fonction L(M, t) est définie par un produit eulérien sur les points
fermés de Spec A0 et ceux-ci sont en bijection avec les points fermés de

Spf Â : un recouvrement ouvert fini de Spf Â est fourni par des Spf Â[1/f ],
f ∈ A comme ci-dessus ; on peut donc prendre

M′ =
r
⊕
i=1

Â[1/f ] ei

avec pour matrice du Frobenius φM′ la matrice π−α C(X), à coefficients dans

Â[1/f ] :

M′σ
φM′ //

� _

��

M′
� _

��
N σ =M′σ

K π−αφN

// N =M′
K .

Le couple (M′, φM′) est ce que Wan appelle une σ-module convergent [W
2], [W 3]. �
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1.3. F -modules surconvergents

Avec les notations de 1.1 et par analogie avec 1.2 on désigne par Fa-Mod(A†)
(resp. Fa-Mod(A†

K) la catégorie des F-modules surconvergents, i.e. la

catégorie des A† (resp. A†
K)-modules projectifs de type fini M muni d’un

morphisme de Frobenius (non nécessairement un isomorphisme)

φM : Mσ = F ∗
A(M)→M

avec A = A† (resp. A†
K).

Soit M ∈ F a-Mod(A†
K). La fibre Mx de M en x ∈ |X| est par définition

(1.3.1) Mx := τ †K(x)∗(M),

et φM induit

(1.3.2) φx = φM ⊗A†K
K(x) : σ∗

K(x)(Mx)→ Mx ,

d’après la commutativité du diagramme (1.1.1).

L’itéré deg x fois de φx est un endomorphisme K(x)-linéaire du K(x)-
espace vectoriel de dimension finie Mx

φdeg x
x : Mx →Mx ;

on notera M̃x l’espace vectoriel Mx vu comme K-espace vectoriel et φ̃x son
morphisme de Frobenius.

Notons

(1.3.3) det(Mx, T ) = det(1− Tφdeg x
x ,Mx) ;

pour M ′ ∈ F a-Mod(A†) on pose de même

(1.3.4) det(M ′
x, T ) = det(1− T φdeg x

x ,M ′
x).

On démontre le lemme suivant comme (1.2.5).

Lemme (1.3.5). Avec les notations précédentes, on a :
(i) Si M ∈ F a-Mod(A†

K), alors det(Mx, T ) ∈ K[T ] .
(ii) Si M ′ ∈ F a-Mod(A†), alors det(M ′

x, T ) ∈ V[T ] .
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De même on a :

Définition et proposition (1.3.6). Soit (M,φM) ∈ F a-Mod(A†
K) et

(M, φM) ∈ F a-Mod(ÂK) son image canonique par l’extension des scalaires
de A†

K à ÂK . La fonction L de (M,φM) est définie par

L(Spec A0,M, T ) =
∏

x∈|Spec A0|

det(1− tdeg x φdeg x
x ,Mx)

−1 ∈ K[[t]]

=
∏

x∈|Spec A0|

det(1− tdeg x φ̃deg x
x , M̃x)

−1/deg x ,

et on a

L(Spec A0,M, t) = L(Spec A0,M, t).

Si (M ′, φM ′) ∈ F a-Mod(A†) on définit de même L(Spec A0,M
′, t) et alors

L(Spec A0,M
′, t) = L(Spec A0,M

′
K , t) ∈ V[[t]],

où l’on a posé

(M ′
K , φM ′K) := (M ′, φM ′)⊗A† A

†
K .

Comme (1.2.7) on montre :

Lemme (1.3.7). Pour établir la méromorphie p-adique de L(Spec A0,M, t)
pour (M,φM) ∈ F a-Mod(A†

K) on peut supposer qu’il existe (M ′, φM ′) ∈
F a-Mod(A†) tel que M ′ est libre et (M,φM) = (M ′, παφM ′) ⊗A† A

†
K pour

un α ∈ Z. On a alors

L(Spec A0,M, t) = L(Spec A0,M
′, παt) .

Théorème (1.3.8). Soient X = Spec A0 un k-schéma lisse, A une V-algèbre
lisse relevant A0 et (M,φM) ∈ F a-Mod(A†

K).
Alors L(X,M, t) est p-adiquement méromorphe.

Démonstration. Par le lemme (1.3.7), on peut remplacer M par un A†-module
libre M ′ : (M ′, φM ′) est alors ce que Wan appelle un σ-module surconver-
gent [W 2] [W 3]. L’extension au cas affine et lisse de la formule des traces
de Monsky-Washnitzer établie par Wan [W 3, appendix] prouve alors la
méromorphie de L(M ′, t), donc celle de L(M, t) : on peut aussi se ramener
classiquement au cas de l’espace affine [W 3, § 9] et utiliser la formule des
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traces de Monsky [Dw 2, 7(a)]. �

1.4. La conjecture de Dwork pour les F -modules sur-
convergents

Avec les notations de 1.1, 1.2, 1.3 décomposons le ”polynôme caractéristique”
de (M, φM) ∈ F a-Mod(ÂK) au point x ∈ |X| en

det(Mx, t) := det(1− t φdeg x
x |Mx) ∈ K[t]

= π
j

(1− aj,x t),

où les aj,x sont dans une clôture algébrique Kalg de K : plus exactement les
aj,x sont dans une extension finie (éventuellement ramifiée) K ′(x) ⊂ Kalg

de K(x) ; soient π′(x) une uniformisante de K ′(x) et σK ′(x) un relèvement à
K ′(x) de la puissance pa de k(x) tel que σK ′(x)(π

′(x)) = π′(x) [Et 5, 1.1]. No-
tons πx = πdeg x et ordπx la valuation de K ′(x) normalisée par ordπx(πx) = 1.

Pour tout nombre rationnel α ∈ Q on définit la partie de pente α du
“polynôme caractéristique” det(Mx, t) par le produit

(1.4.1) detα(Mx, t) :=
∏

ordπx (aj,x)=α

(1− aj,x t) .

Si aj,x est l’inverse d’une racine de det(Mx, t), alors σK ′(x)(aj,x) en est une
aussi par le même argument que pour la démonstration du lemme (1.2.5),
et puisque σK ′(x) : K ′(x) → K ′(x) est une extension isométrique on a
ordπx(aj,x) = ordπx(σK ′(x)(ajx)) ; par conséquent detα(Mx, t) est à coeffi-

cients dans K. Comme M est un ÂK-module projectif de type fini, il existe
α0 ∈ Q tel que pour tout x ∈ |Spec A0| et tout α ∈ Q, α < α0, on ait
detα(Mx, t) = 1. D’autre part det(Mx, t) s’exprime par un produit fini

(1.4.2) det(1− t φdeg x
x ,Mx) =

∏

α∈Q

detα(Mx, t) .

La partie de pente α de la fonction L(X,M, t) est définie par l’expression

(1.4.3) Lα(X,M, t) :=
∏

x∈|X|

detα(Mx, t
deg x)−1 ∈ K[[t]] .

D’après (1.4.2) on a la relation
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(1.4.4) L(X,M, t) =
∏

α∈Q

Lα(X,M, t) ;

en fait le théorème de spécialisation de Grothendieck prouve que le produit
(1.4.4) est fini [W 3, fin du § 2].

Pour r ∈ N∗ et α ∈ Q, on définit plus généralement

(1.4.5) det(r)(Mx, t) :=
∏

j

(1− (aj,x)
r t),

(1.4.6) det
(r)
a (Mx, t) :=

∏

ordπx (aj,x)=α

(1− (aj,x)
r t) ,

(1.4.7) L(r)(X,M, t) :=
∏

x∈|X|

det(r)(Mx, t
deg x)−1 ∈ K[[t]] ,

(1.4.8) L
(r)
α (X,M, t) :=

∏

x∈|X|

det(r)α (Mx, t
deg x)−1 ∈ K[[t]] .

On a encore :

(1.4.9) L(r)(X,M, t) =
∏

α∈Q

L(r)
α (X,M, t) .

Plus précisément, grâce à l’expression établie par Wan [W 2, lemma 4.4], on
a en fait

(1.4.10) L(r)(X,M, t) =
∏

i>1

L(X, Symr−i M ⊗
i

Λ M, t)i×(−1)i−1

,

(1.4.11) L
(r)
α (X,M, t) =

∏

i>1

Lα(X, Symr−i M ⊗
i

Λ M, t)i×(−1)i−1

.

Les définitions précédentes s’étendent à M ∈ F a-Mod(A†
K).

Nous pouvons à présent énoncer la conjecture de Dwork généralisée pour
les F a-modules surconvergents.

(1.4.12) Conjecture (Dwork). Soit M ∈ F a-Mod(A†
K). Alors, pour tout

nombre rationnel α ∈ Q et tout entier r ∈ N∗, la fonction L
(r)
α (X,M, t) est

p-adiquement méromorphe.



VI. Fonctions L 191

Grâce aux travaux de Wan, on démontre ci-dessous (facilement) la con-
jecture :

Théorème (1.4.13). Soient A une V-algèbre lisse, X = Spec(A/mA) et
M ∈ F a-Mod(A†

K). Alors, pour tout α ∈ Q et tout r ∈ N∗, les fonctions

L
(r)
α (X,M, t), et L(r)(X,M, t) sont p-adiquement méromorphes.

Démonstration. Par stabilité de la catégorie F a-Mod(A†
K) par puissances

symétriques et extérieures [W 2, § 3] la conjecture (1.4.12) se ramène au cas
r = 1. Par la même démonstration que celle du lemme (1.3.7) on peut sup-
poser qu’il existe un F a-module libre surconvergent (M ′, φM ′) ∈ F a-Mod(A†)
tel que

(M,φM) = (M ′, πβφM ′)⊗A† A
†
K pour un β ∈ Z ,

et L(M, t) = L(M ′, πβt) .

On est ramené à montrer que Lα(Spec A0,M
′, t) est p-adiquement méromorphe,

ce que Wan a établi [W 3, theo 1.1]. �

2. Fonctions L des F -isocristaux convergents

(resp. des F -cristaux)

.

2.1. F -isocristaux convergents

2.1.1. Soient S un k-schéma séparé de type fini, E ∈ F a-Isoc(S/K) et
φE : F ∗

σ E
∼
→E son isomorphisme de Frobenius [B 3, 2]. Comme la catégorie

F a-Isoc(S/K) ne dépend que du sous-schéma réduit sous-jacent à S et que la
fonction L(S, E , t), définie ci-dessous, est un produit eulérien sur l’ensemble
|S| des points fermés de S, on peut supposer S réduit pour définir L(S, E , t).

Décomposons alors S en strates affines et lisses, X = Spec A0, sur k = Fq ;
pour A une V-algèbre lisse relevant A0 on reprend les notations du § 1. Pour
x ∈ |X| le diagramme commutatif
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Spec k(x) � � //
� _

ix

��

Spec V(x)

��
S // Spec V

[resp.

Spec k(x) � � //
� _

ix

��

Spec V(x)

S // Spec V ]

fournit un foncteur image inverse analogue à [B 3, (2.3.6), (2.3.7)]

(2.1.1.1)

i∗x : F a-Isoc(S/K) // F a-Isoc(Spec(k(x))/K(x))

F a-Isoc†(Spec(k(x))/K(x))

[resp.

(2.1.1.2)

ĩ∗x : F a-Isoc(S/K) // F a-Isoc(Spec(k(x))/K)

F a-Isoc†(Spec(k(x))/K) ].

Alors

(2.1.1.3)

Ex := H0
conv(Spec(k(x))/K(x), i∗x(E)) [cf O3]

≃ H0
rig(Spec(k(x))/K(x), i∗x(E))

[resp.

(2.1.1.4)

Ẽx := H0
conv(Spec(k(x))/K, ĩ

∗
x(E))

≃ H0
rig(Spec(k(x))/K, ĩ

∗
x(E)) ]



VI. Fonctions L 193

est un K(x)-espace vectoriel [resp. K-espace vectoriel] de dimension finie
muni d’un isomorphisme de Frobenius

(2.1.1.5) φ′
x := H0

rig(i
∗
x(φ))

(2.1.1.6) [resp. φ̃′
x := H0

rig(̃i
∗
x(φ)) ] .

2.1.2. Il y a une deuxième façon, explicitée ci-après en (2.1.2.3), de définir
la fibre de E en x ∈ |X| et son Frobenius, et ceci via les F - modules conver-
gents : nous montrons que les deux façons cöıncident.

Pour x ∈ |X| = |Spec A0| le relèvement de Teichmüller de x, vu en 1.1,

τ̂(x) : Â // // V(x)

induit un morphisme

u : P1 := Spf(V(x))→ P := Spf(Â)

dont la réduction mod π est notée

v : X1 := Spec(k(x))→ Y := Pk

et v se factorise par

ix : X1 →֒ X = Spec A0 .

On dispose ainsi d’un diagramme commutatif

(2.1.2.1)

X1 = Spec(k(x)) � � //
� _

ix

��

Y1 = X1
//

v

��

P1

u

��

Spf(V(x)) =: S1

X
� � // Y = Pk // P // Spf V =: S ;

de la même manière que [B 3, (2.3.2) (iv)] u∗K est donc une “réalisation” de
i∗x. De plus uK induit un morphisme [B 3, (0.2.7)]

(2.1.2.2) τx : ]X1[P1=: ]x[P1= Spm(K(x)) →֒]X[P = Spm(ÂK)

commutant aux actions de Frobenius, et la restriction τ ∗x de u∗K est exacte
(même argument que pour [B 3, (2.3.3) (iv)]) : évidemment τx est aussi induit
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par τ̂K(x) : ÂK → K(x). Ainsi les flèches canoniques
(2.1.2.3)

Γ(]X[P , E|X) =:M // Γ(]X[P , R τx∗ τ
∗
x(E))

≃

��
Γ(]x[P1 , τ

∗
x(E))

≃
��

≃ // τ̂K(x)∗(M) =Mx

H0
rig(Spec(k(x))/K(x), i∗x(E)) = Ex

sont compatibles aux Frobenius : par suite φ′
x := H0

rig(i
∗
x(φ)) cöıncide avec le

morphisme

φx : σ∗
K(x)(Mx)→Mx du (1.2.2) ,

(2.1.2.4) φx = φ′
x ;

de même pour φ̃x.

L’itéré deg x fois de φx est un automorphisme K(x)-linéaire du K(x)-
espace vectoriel de dimension finie Ex

φdeg x
x : Ex

∼
→Ex .

Le K-espace vectoriel Ẽx défini en (2.1.1.4) n’est autre que Ex vu comme
K-espace vectoriel et φ̃x son morphisme de Frobenius.

Grâce au lemme (1.2.5) on obtient

Lemme (2.1.2.5). Avec les notations de (2.1.1) et (2.1.2) on a, pour x ∈ |S|,

det(1− T φdeg x
x |Ex) = det(1− T φ̃deg x

x |Ex)
1/deg x ∈ K[T ] .

On déduit de (2.1.2.5) :

Définition et proposition (2.1.3). Soient S un k-schéma séparé de type
fini et (E , φE) ∈ F a-Isoc(S/K). La fonction L de E est définie par

L(S, E , t) =
∏

x∈|S|

det(1− tdeg x φdeg x
x |Ex)

−1 ∈ K[[t]]

=
∏

x∈|S|

det(1− tdeg x φ̃deg x
x |Ẽx)

−1/deg x.
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Dans le cas d’une famille de variétés on a le résultat suivant :

Théorème (2.1.4). Supposons e 6 p− 1. Soient S un k-schéma séparé de
type fini et f : X → S un k-morphisme propre et lisse. Alors, pout tout entier
i > 0, la fonction L(S,Rifconv∗(OX/K), t) est rationnelle :

L(S,Rifconv∗(OX/K), t) ∈ K(t) .

Démonstration. On peut supposer S lisse sur k. D’après le [III, théorème
(3.2.1)], Rifconv∗(OX/K) ∈ F a-Isoc(S/K) et sa formation commute au pas-
sage aux fibres [III, prop (3.3.4)] : pour s ∈ |S| on a (Rifconv∗(OX/K))s =
H i

cris(Xs/V(s))⊗V(s) K(s).

La suite de la démonstration est identique à celle du [théorème 3 (1)] de
[Et 3] en remplaçant le théorème de comparaison de Katz-Messing [K-M] du
cas projectif lisse par celui de Chiarellotto-Le Stum [C-LS 1, cor 1.3] pour le
cas propre et lisse. �

2.2. F -cristaux

Supposons, jusqu’à la fin de ce § 2, que l’indice de ramification e de V
vérifie e 6 p− 1, et notons F a-Cris(S/V) la catégorie des F a-cristaux locale-
ment libres de type fini [B 1] et [Et 2, II, § 2]. Soit E ∈ F a-Cris(S/V) : rap-
pelons la définition de la fonction L(S,E, t) [Et 2]. Pour x ∈ |S|, notons ix :
Spec k(x) →֒ S l’immersion canonique et Ex := i∗x(E)(Spec(k(x)), Spec(V(x))).
L’itéré deg x fois de φ : F ∗

S(E)→ E induit un endomorphisme V(x)-linéaire,
Fx, du V(x)-module libre de rang fini Ex, et, par le même argument qu’en
(1.2), le “polynôme caractéristique” det(1 − t Fx) est en fait à coefficients
dans V. Notons Ẽx le module Ex vu comme V-module et F̃x l’endomorphisme
de Ẽx déduit de Fx. La fonction L de E est définie par [Et 2, II, § 2, p 50-51]

(2.2.1)

L(S,E, t) :=
∏

x∈|S|

det(1− tdeg x F̃x|Ẽx)
−1/deg x

=
∏

x∈|S|

det(1− tdeg x Fx|Ex)
−1 ∈ V[[t]] .

Notons E := Ean le F -isocristal convergent associé à E [B 3, (2.4.2)]. Il est
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clair d’après les définitions que l’on a l’égalité

(2.2.2) L(S,E, t) = L(S, E , t) .

3. Fonctions L des F -isocristaux Dwork -surconvergents

3.1. F -isocristaux Dwork-surconvergents

En 3.1 on suppose simplement que k est un corps de caractéristique p > 0.

Soit X un k-schéma séparé de type fini. On suppose qu’il existe une

stratification de X par des k-schémas lisses Xi, X =
∐

i

Xi : ceci est pos-

sible par exemple si k est parfait et X réduit [EGA IV, 17.15.13]. Fixons
un recouvrement de Xi par des k-schémas affines et lisses Xij , Xi = ∪

j
Xij,

et des V-schémas formels lisses Xij relevant Xij, Xij = Spf(Âij) où Aij est

une V-algèbre lisse. Notons X †
ij = Spff(A†

ij) le schéma faiblement formel

associé à A†
ij [Mer], FA†ij

un relèvement du Frobenius de Xij comme en 1.1,

et FÂij
= FA†ij

⊗A†ij
Âij .

Considérons maintenant E ∈ F a-Isoc(X/K) et pour chaque (i, j) soit
Eij un Âij K-module projectif de type fini correspondant à la restriction de
E à Xij, dont l’existence est assurée par le corollaire (1.2.3) du II : par
cette équivalence la structure de Frobenius de E fournit pour tout (i, j) un
isomorphisme

φ̂ij : F ∗
Âij

(Eij)
∼
→Eij

compatible aux connexions.

Puisque (A†
ij , A

†
ij/(π)) est un couple hensélien [Et 4, théo 3] il existe

d’après Elkik [Eℓ, cor 1 du théo 3, p 573] un A†
ij K-module projectif de type

fini Eij tel que

Eij ≃ Eij ⊗A†ij K
Âij K .

Définition (3.1.1). Avec les notations ci-dessus, on dira que E est Dwork-
surconvergent pour la stratification précédente si φ̂ij provient, par l’exten-

sion des scalaires A†
ij K →֒ Âij K, d’un isomorphisme
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φ†
ij : F ∗

A†ij
(Eij)

∼
→Eij .

Les morphismes entre de tels E se définissent de la manière naturelle.

On notera

Dw†(X, (Xij), (X
†
ij), (FX †

ij

))

la catégorie ainsi obtenue et

(3.1.2)

D : Dw†(X, (Xij), (X
†
ij), (FX †

ij

) // Fa-Isoc(X/K)

E† := (E ,Eij, φ
†
ij)

� // E

le foncteur naturel “oubli des stratifications”.

Remarque (3.1.3). La notion “Dwork-surconvergent” dépend de la stratifi-
cation : un F -isocristal convergent E peut très bien être Dwork-surconvergent
pour une stratification et pas pour une autre. On retrouve le même problème
que Wan avec les σ-modules surconvergents : [cf W 2, p 885].

Les propriétés suivantes sont claires :

Proposition (3.1.4). Le foncteur D (3.1.2) est fidèle.

Proposition (3.1.5). La catégorie Dw†(X, (Xij), (X
†
ij), (FX †ij

)) est stable par

puissances tensorielles, puissances symétriques, puissances extérieures et pas-
sage au dual.
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3.2. Fonction L des F -isocristaux Dwork-surconvergents

Définition (3.2.1). Avec les notations de (3.1), et k fini, on définit la fonc-
tion L de E† ∈ Dw†(X, (Xij), (X

†
ij), (FX †ij

)) par

L(X, E†, t) = L(X, E , t)

où E est l’image de E† par le foncteur d’oubli D (3.1.2).

Pour un k-schéma séparé de type fini X et E ∈ F a-Isoc(X/K) on a vu en
2.1 que la définition de la fonction L de E via la cohomologie rigide cöıncide
avec la définition via les F -modules convergents : ainsi pour α ∈ Q et r ∈ N∗

on définit, comme en (1.4.8),

(3.2.2) L
(r)
α (X, E , t) :=

∏

x∈|X|

det(r)α (Ex, t
deg x)−1 ∈ K[[t]].

On a encore :

(3.2.3) L(r)(X, E , t) :=
∏

α∈Q

L(r)
α (X, E , t) ;

plus précisément, on a

(3.2.4) L(r)(X, E , t) =
∏

i>1

L(X, Symr−i E ⊗
i

Λ E , t)i × (−1)i−1

,

(3.2.5) L
(r)
α (X, E , t) =

∏

i>1

Lα(X, Symr−i E ⊗
i

Λ E , t)i × (−1)i−1

.

Ces définitions s’étendent au cas des F -isocristaux Dwork-surconvergents
E† en posant, pour E = D(E†) :

(3.2.6) L
(r)
α (X, E†, t) := L

(r)
α (X, E , t) ,

(3.2.7) L(r)(X, E†, t) = L(r)(X, E , t) .

Si E est un F -cristal, E ∈ F a-Cris(X/V), avec e 6 p− 1 et E := Ean est
le F -isocristal convergent associé on pose également

(3.2.8) L
(r)
α (X,E, t) := L

(r)
α (X, E , t)

(3.2.9) L(r)(X,E, t) = L(r)(X, E , t) .
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La conjecture de Dwork est vraie pour les F -cristaux Dwork-surconvergents,
à savoir que l’on a le théorème suivant, par application directe du théorème
(1.4.13) :

Théorème (3.2.10). Soient X un k-schéma séparé de type fini muni d’une
stratification comme en (3.1) et E† ∈ Dw†(X, (Xij), (X

†
ij), (FX †ij

)). Alors, pour

tout nombre rationnel α ∈ Q et tout entier r ∈ N∗, les fonctions L
(r)
α (X, E†, t)

et L(r)(X, E†, t) sont p-adiquement méromorphes.

4. Fonctions L des F -isocristaux surconvergents

4.1. Définitions

Soient S un k-schéma séparé de type fini, E ∈ F a-Isoc†(S/K) et φE :
F ∗
σ E

∼
→E son isomorphisme de Frobenius [B 3, (2)]. Avec les notations de

(2.1) et x ∈ |Spec A0| ⊂ |S| on a aussi des foncteurs images inverses

(4.1.1) i∗x : F a-Isoc†(S/K)→ F a-Isoc†(Spec(k(x))/K(x))

[resp.
(4.1.2) ĩ∗x : F a-Isoc†(S/K)→ F a-Isoc†(Spec(k(x))/K)] ,

et

(4.1.3) Ex := H0
rig(Spec(k(x))/K(x), i∗x(E))

[resp.
(4.1.4) Ẽx := H0

rig(Spec k(x)/K, ĩ
∗
x(E))]

est un K(x)-espace vectoriel [resp. K-espace vectoriel] de dimension finie
muni d’un isomorphisme de Frobenius

(4.1.5) φ′
x = Ho

rig(i
∗
x(φ))

[resp.
(4.1.6) φ̃′

x = Ho
rig(̃i

∗
x(φ))] .

Posons

(4.1.7) M := Γ(X an
K , E|X), φM := Γ(X an

K , φE|X)
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où X = Spec A0,X = Spec A ; alors M ∈ F a-Mod(A†
K), et la fibre Mx de

M en x ∈ |X| est par définition (cf. (1.3.1))

(4.1.8) Mx := τ †K(x)∗(M)

et

φM : Mσ := F ∗
A†K

(M)→M

induit (cf. (1.3.2))

(4.1.9) φx : σ∗
K(x)(Mx)→ Mx .

On montre, comme en (2.1.2), que l’on a une identification

(4.1.10) (Ex, φ
′
x) ≡ (Mx, φx) .

On déduit de (1.3.5) le lemme suivant :

Lemme (4.1.11). Avec les notations de (4.1) on a, pour x ∈ |S|,

det(1− T φdeg x
x |Ex) = det(1− T φ̃deg x

x |Ẽx)
1/deg x ∈ K[T ] .

La définition de la fonction L(S,E, t) donnée ci-dessous ne dépend que
du sous-schéma réduit sous-jacent à S : si l’on suppose S réduit on peut alors
le décomposer en strates Sij-affines et lisses sur k à la manière de 3.1 ; on
dispose alors d’un foncteur naturel

(4.1.12) D† : F a-Isoc†(S/K)→ Dw†(S, (Sij), (S
†
ij), (FS†ij

))

E 7−→ E† = (E , Eij, φ
†
ij)

où E est le F -isocristal convergent associé à E, et φ†
ij : F ∗

A†ij K

(Eij) ≃ Eij est

l’isomorphisme de Frobenius provenant de l’équivalence de Berthelot [B 3,
cor (2.5.8)]. De manière imagée on dira qu’un F -isocristal surconvergent est
toujours Dwork-surconvergent.
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Comme conséquence de (4.1.11) on a :

Définitions et proposition (4.1.13). Soient S un k-schéma séparé de type
fini, (E, φE) ∈ F a-Isoc†(S/K) et (E , φE) ∈ F a-Isoc(S/K) son image canon-
ique par le foncteur d’oubli F a-Isoc†(S/K) → F a-Isoc(S/K). La fonction L
de E est définie par

L(S,E, t) =
∏

x∈|S|

det(1− tdeg x φdeg x
x |Ex)

−1 ∈ K[[t]]

=
∏

x∈|S|

det(1− tdeg x φ̃deg x
x |Ẽx)

−1/deg x ,

et on a

L(S,E, t) = L(S, E , t) .

On pose, pour α ∈ Q et r ∈ N∗

L(r)
α (S,E, t) = L(r)

α (S, E , t)

L(r)(S,E, t) = L(r)(S, E , t) .

Remarques (4.1.14).

(i) La deuxième expression définissant L(S,E, t) à l’aide de Ẽx est celle qui
avait été utilisée dans la définition de [E-LS 1] : la nouvelle définition
donnée ici avec l’appui du lemme (1.3.5) cöıncide donc avec celle de
[E-LS 1].

(ii) La fonction L(S,E, t) ci-dessus est p-adiquement méromorphe : ceci se
déduit ou bien du théorème (1.3.8), ou bien du théorème 6.3 de [E-LS
1] qui fournit l’expression cohomologique

L(S,E, t) =
2 dim S∏

i=0

det(1− t F |H i
rig,c(S/K,E))(−1)i+1

.

De plus cette expression cohomologique fournit la rationalité, L(S,E, t) ∈
K(t), depuis que Kedlaya a prouvé la finitude de la cohomologie rigide
à supports compacts et à coefficients dans E [Ked 1].
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4.2. La conjecture de Dwork

Théorème (4.2.1). Soient S un k-schéma séparé de type fini et (E, φE) ∈
F a-Isoc†(S/K). Alors, pour tout rationnel α et tout entier r ∈ N∗, on a :

(i) La fonction L
(r)
α (S,E, t) est p-adiquement méromorphe

(ii) La fonction L(r)(S,E, t) est rationnelle

L(r)(S,E, t) ∈ K(t).

Démonstration.

Le (i) résulte de (3.2.10).
Le (ii) résulte de (4.1.14) (ii) et de la relation (3.2.4) :

L(r)(S,E, t) =
∏

i>1

L(S, Symr−i E ⊗
i

Λ E, t)i×(−1)i−1

. �

4.3. La conjecture de Katz

Dans le théorème suivant nous levons l’hypothèse de prolongement à une
compactification qui avait été faite dans [E-LS 2, théo 6.7] pour résoudre la
conjecture de Katz.

On note k une clôture algébrique de k = Fq.

Théorème (4.3.1). Soient X un schéma séparé de type fini sur Fq, Xk =
X ×k k et FQ un Kσ-faisceau lisse sur X. On suppose que le F -isocristal
convergent unité E associé à FQ provient d’un F -isocristal surconvergent E,

E = Ê. Alors

(4.3.1.1) L(X,FQ, t) = L(X, E , t) ∈ K(t).

(4.3.1.2) Le quotient

L(X,FQ, t)/
∏

i

det(1− t F |H i
ét,c(Xk,FQ))(−1)i+1

n’a ni zéro ni pôle sur la couronne unité |t|p = 1.

Démonstration. La première assertion est là pour mémoire. Pour la deuxième
il suffit d’utiliser la suite exacte (2) du théorème (3.3.13) du IV et [E-LS 2,
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prop 6.5]. �

Remarque (4.3.1.3). En utilisant l’expression cohomologique [E-LS 1, 6.3]
de L(X,FQ, t) = L(X,E, t) rappelée en (4.1.13) (ii), c’est chaque terme
du produit alterné figurant dans l’expression (4.3.1.2) qui peut être précisé,
c’est-à-dire à i fixé, grâce à [E-LS 1, 6.5] et au [IV, (3.3.16)(2)].

Ceci apporte une précision à la démonstration de la conjecture de Katz
faite par Emerton et Kisin dans [E-K 1].

On généralise (4.3.1.1) de la façon suivante.

Théorème (4.3.2). Soient S un Fq-schéma lisse et séparé, f : X → S un
k-morphisme propre et lisse satisfaisant aux hypothèses de [IV, (3.1)] ou [IV,
(5.2)] et E, FQ comme en (4.3.1). Alors, pour (i, r, α) ∈ N×N∗×Q, on a :

(4.3.2.1) L(X,FQ, t) =
∏

i

L(S,Rifrig∗(E), t)(−1)i

∈ K(t),

c’est-à-dire

∏

j

det(1−t F |Hj
rig,c(X/K,E))(−1)j+1

=
∏

i,j

det(1−t F |Hj
rig,c(S/K,R

ifrig∗(E)))(−1)i+j+1

∈ K(t).

(4.3.2.2) L(r)(S,Rifrig∗(E), t) ∈ K(t).

(4.3.2.3) L
(r)
α (S,Rifrig∗(E), t) est p-adiquement méromorphe.

(4.3.2.4) L0(S,R
ifrig∗(E), t) = L(S,Rifet∗(FQ), t).

(4.3.2.5) Si de plus F est un Vσ-faisceau lisse tel que FQ = F ⊗ Q, alors le
quotient

L(S,Rifrig∗(E), t)/
∏

j

det(1− t F |Hj
et,c(Sk, R

ifet∗(FQ)))(−1)j+1

n’a ni zéro ni pôle dans la couronne unité |t|p = 1 (ni même dans le disque
fermé |t|p 6 1).

Démonstration. Par définition on a

L(X,FQ, t) = L(X,E, t),

et il suffit d’appliquer [IV, (3.1) ou (5.2)], (4.1.13) et (4.2.1) ; d’où les trois
premières assertions.
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Pour (4.3.2.4) on utilise la suite exacte de [V, (3.3.13.3)] et (E-LS 2, (6.2)].

Pour (4.3.2.5) on pose Ei = Rifrig∗(E), L0(t) = L0(S,E
i, t), L>0(t) =

L(S,Ei, t)/L0(t).

Par définition on a

L(S,Ei, t) =
∏

s∈|S|

(det(1− tdeg s Fs|H
i
rig∗(Xs/K(s), E|Xs)))

−1

=:
∏

s∈|S|

(Ps(t))
−1 .

Pour chaque s ∈ |S| l’injection k(s) →֒ k s’étend en une injection

V(s) := W (k(s))⊗W (k) V →֒ V := W (k)⊗W (k) V,

et on a

Ps(t) ∈ V(s)[t] ⊂ V [t] ;

en effet, comme E provient d’un Vσ-faisceau, le polynôme Ps est à coefficients
dans V(s) et pas seulement dans K(s) = Frac(V(s)). Donc L(S,Ei, t), L0(t)
ainsi que leurs inverses sont éléments de V[[t]] : par suite ils convergent tous
les quatre dans le disque ouvert |t|p < 1 ; de plus, par définition de L0(t) on
en déduit que L>0(t) et 1/L>0(t) convergent dans le disque fermé |t|p 6 1.
Or d’après [E-K 1], le quotient

L(S,Rifet∗(FQ), t)/
∏

j

det(1− t F |Hj
et,c(Sk, R

ifet∗(FQ)))(−1)j+1

converge ainsi que son inverse dans le disque |t|p 6 1 ; d’où (4.3.2.5) via
(4.3.2.4). �
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5. Schémas abéliens ordinaires

On suppose e 6 p− 1.

Dans ce paragraphe 5 nous allons expliciter l’expression L
(r)
α (S,Rifcris∗(OX/W ), t)

lorsque f : X → S est un schéma abélien ordinaire.

Après des rappels en 5.1 sur les F -cristaux ordinaires, et en 5.2 sur les
schémas ordinaires, nous caractérisons en (5.2.9) les schémas abéliens ordi-

naires. Nous revenons ensuite en 5.3, théorème (5.3.1), à l’expression de L
(r)
α .

5.1. F -cristaux ordinaires

Soient k un corps de caractéristique p > 0, S un k-schéma, E ∈ F a-Cris(S/V)
un F a-cristal localement libre de type fini sur (S/V) .

A la suite de Katz et Deligne [K 2, II, 2.4, Rks p 148], [Deℓ 2], on dit que
E est un F a-cristal ordinaire de niveau n s’il existe une filtration de E
par des sous F a-cristaux localement libres de type fini

(5.1.1) 0 ⊂ U0 ⊂ U1 ⊂ ... ⊂ Ui−1 ⊂ Ui ⊂ ... ⊂ Un = E

tels que Ui/Ui−1 soit de la forme Vi(−i) := (Ei,∇i, π
i Fi), où Vi := (Ei,∇i, Fi)

est un F a-cristal unité : Vi sera noté Ei dans la suite. On dit que E ∈
F a-Cris(S/V) est ordinaire s’il existe n ∈ N tel que E soit ordinaire de
niveau n.

Pour les définitions et propriétés des polygones de Hodge et de Newton
de E nous renvoyons le lecteur à [K 2, I, 1.2, 1.3 et 2.3 p 142].

Si k est parfait et E ∈ F a-Cris(S/V) est ordinaire, il est clair qu’en tout
point s ∈ S les polygones de Hodge et de Newton de E cöıncident et qu’ils
sont constants, i.e. indépendants de s ∈ S [loc. cit.]. La réciproque est vraie
si S est un schéma sur un corps parfait k de caractéristique p > 0 et S de
l’un des deux types suivants [K 2, II, 2.4 Rks p 148], [W 2, lemma 3.6], [W
3, theo 7.2, cor 7.3] :

(i) S est lisse sur k ,

(ii) S = Spec k[[X1, ..., Xd]].
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Lorsque k = Fq et que E est ordinaire de niveau n, on a :

(5.1.2) L(S,E, t) =
n∏

i=0

L(S,Ei, π
it).

Proposition (5.1.3). Si A0 est une Fq-algèbre lisse, la catégorie des ob-
jets ordinaires de F a-Cris(Spec A0/V) est stable par puissances tensorielles,
puissances symétriques et puissances extérieures.

Démonstration. Il suffit de raisonner avec des bases locales deE ∈ F a-Cris(Spec A0/V)
et d’appliquer [K 2] ou [W 2, discussion après def 3.3]. �

5.2. Caractérisation des schémas abéliens ordinaires

Définition (5.2.1) [Iℓ 2]. Soient S un schéma de caractéristique p > 0 et
f : X → S un morphisme propre et lisse. On dit que X est ordinaire sur S
si

Rjf∗BΩi
X/S = 0

pour tout i et tout j (BΩi
X/S désigne le sous-faisceau d Ωi−1

X/S de Ωi
X/S , et les

Rjf∗ sont calculés pour la topologie de Zariski).

On a la caractérisation suivante :

Proposition (5.2.2). Soient S un schéma de caractéristique p > 0 et f :
X → S un morphisme propre et lisse. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) X est ordinaire sur S.

(2) Pour tout s ∈ S, Xs est ordinaire sur Spec k(s).

(3) Pour tout point fermé s ∈ |S|, Xs est ordinaire sur Spec k(s).

(4) Pour tout s ∈ S, localité d’un point géométrique s = Spec k(s) (où k(s)
est une clôture algébrique de k(s)), Xs est ordinaire sur Spec k(s).

Démonstration.
L’équivalence de (1) et (2) résulte de [Iℓ 2, 1.2(b)].

Montrons que (3) ⇒ (1). Notons |S| l’ensemble des points fermés de S :
on suppose donc que, pour tout s ∈ |S|, Xs est ordinaire sur k(s). D’après
[Bour, AC II, § 3, n◦ 3, théo 1] il s’agit de vérifier que pour tout i, j et



VI. Fonctions L 207

tout s ∈ |S| on a (Rif∗BΩi
X/S) ⊗OS

OS,s = 0 ; par platitude de OS,s sur OS

c’est équivalent à montrer que (Rf∗BΩi
X/S)

L
⊗
OS
OS,s = 0, ce qui résulte de

l’implication (i) ⇒ (iii) de [Iℓ2, 1.2 (b)].

L’implication (2) ⇒ (4) s’obtient par le changement de base k(s)→ k(s)
[Iℓ 2, 1.2 (a)].

Réciproquement, montrons (4) ⇒ (2). Soit s ∈ S, alors Xs est ordinaire
par hypothèse, d’où par définition [Iℓ 2, 1.1]

Rg∗BΩi
Xs/s

= 0

où g : Xs → Spec k(s) est le morphisme structural, déduit de f : Xs →
Spec k(s). Or d’après [Iℓ 2, (∗) p 379] on a

0 = Rg∗BΩi
Xs/s

∼
←−(Rf∗BΩi

Xs/s
)

L
⊗ k(s) k(s) ;

donc par fidèle platitude de k(s) sur k(s) on obtient

Rf∗BΩi
Xs/s

= 0 ,

ce qui est l’ordinarité de Xs sur k(s). �

Nous adopterons la définition suivante due à Raynaud [R 3, Rq 4.2.2] :

Définition (5.2.3). Un groupe p-divisible G est dit ordinaire s’il est exten-
sion d’un groupe p-divisible étale par un groupe p-divisible de type multipli-
catif.

Pour un groupe p-divisible G sur un schéma S on note, pour tout entier
n, G(n) := Ker{pn : G→ G}. Le dual de Cartier G∗ de G est défini par

G∗ = lim
→
n

(G(n))∗, où (G(n))∗ := Hom(G(n),Gm) ;

le dual de PontryaginG∨ deG est défini parG∨ := lim
→
n

(G(n))∨, où (G(n))∨ :=

Hom(G(n),Qp/Zp).

Si S est localement annulé par une puissance de p on note D(G) son cristal
de Dieudonné [B-M 1], [B-B-M]. Rappelons que G est infinitésimal sur S si,
pour tout entier n, le morphisme structural G(n) → S est radiciel [Me, I,
3.2].
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Lemme (5.2.4). Soient S un schéma de caractéristique p > 0 et G un groupe
p-divisible de type multiplicatif. Alors G est infinitisémal sur S et son dual
de Cartier G∗ est à fibres unipotentes.

Démonstration. Comme le caractère radiciel se vérifie fibre à fibre [EGA I,
3.7.4] nous supposerons que S est spectre d’un corps. Pour tout n, le Ver-
schiebung V de G(n) est un isomorphisme et le nième itéré de son Frobenius
F , donné par F n = pn(V −1)n, est nul : donc G(n) est infinitésimal et son
dual de Cartier (G(n))∗ est unipotent [D-G, IV, § 3, n◦ 5.3]. �

Pour un schéma S localement annulé par une puissance de p et Σ =
Spec Zp, on note [B-M 1, § 6], [B-M 2, 2.4] CS la catégorie des cristaux
localement de présentation finie sur CRIS(S/Σ), munis d’homomorphismes

F : Eσ → E , V : E → Eσ

tels que F ◦ V = p, V ◦ F = p, et C ét
S (resp. Ctm

S ) la sous-catégorie pleine de
CS formée des cristaux localement annulés par une puissance de p, et pour
lesquels F (resp. V ) est un isomorphisme.

Proposition (5.2.5). Soient S un schéma de caractéristique p > 0 et H un
groupe p-divisible de type multiplicatif sur S (i.e. V est un isomorphisme).
Alors on a un isomorphisme de F -cristaux

D(H) ≃ D(H∗∨)(−1) ,

où ( )∗ est la dualité de Cartier, ( )∨ la dualité de Pontryagin des groupes
p-divisibles étales et (−1) le twist à la Tate.

Démonstration. Avec les notations de [B-M 2, 2.2.3.1] on a

D(H) ≃ H∗ ⊗Zp OS/Σ et FD(H) = p(FH∗)
−1 ⊗ 1 ;

de même [B-M 2, (2.1.3.1) et (2.1.4) (ii)] on a

D(H∗∨) ≃ H∗ ⊗Zp OS/Σ et FD(H∗∨) = (FH∗)
−1 ⊗ 1 ,

d’où la proposition. �

Proposition (5.2.6). Soient S un schéma de caractéristique p > 0 et E un
élément de CS. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) E est un F -cristal ordinaire de niveau 1 [cf. (5.1)].

(2) Il existe un groupe p-divisible étale Gét sur S et un groupe p-divisible
de type multiplicatif Gtm sur S tels que E soit extension de D(Gtm) par
D(Gét).
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Démonstration. Ceci résulte de la définition (5.1), de la proposition (5.2.5)
précédente et des équivalences de catégories de [B-M 1, corollaire du théorème
6]. �

Proposition (5.2.7). Soient S un schéma de caractéristique p > 0, normal,
localement irréductible et possédant localement une p-base et G un groupe
p-divisible sur S. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G est un groupe p-divisible ordinaire.

(2) D(G) est un F -cristal ordinaire de niveau 1.

Démonstration. Si G est ordinaire, on a une suite exacte

0 −→ Gtm −→ G −→ Gét −→ 0

où Gét est un groupe p-divisible étale et Gtm un groupe p-divisible de type
multiplicatif, ce qui fournit une suite exacte [B-M 1, § 4.1 a)]

0 −→ D(Gét) −→ D(G) −→ D(Gtm) −→ 0 ,

donc D(G) est ordinaire de niveau 1 par la proposition (5.2.6) précédente.

Réciproquement, supposons que D(G) est un F - cristal ordinaire de niveau
1, i.e. par la proposition (5.2.6) (dont nous adoptons les notations), que D(G)
est extension de D(Gtm) par D(Gét). Sous nos hypothèses, le foncteur D est
pleinement fidèle [B-M 2, théo (4.1.1)], donc la suite exacte

0 −→ D(Gét) −→ D(G) −→ D(Gtm) −→ 0 ,

fournit une suite exacte

0 −→ Gtm −→ G −→ Gét −→ 0,

et G est ordinaire. �

Remarques (5.2.8) sur la proposition (5.2.7).

(1) Les hypothèses sur S sont satisfaites si S est un schéma sur un corps k
de caractéristique p > 0 tel que S est de l’un des deux types suivants
[B-M 1, § 6] :
(i) S est lisse sur k.
(ii) S = Spec k[[X1, ..., Xn]], avec [k : kp] < +∞.

(2) Le (1) de la proposition implique le (2) en supposant seulement que S
est un k-schéma ; ce n’est que pour la réciproque que nos hypothèses
sur S sont utiles.
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Théorème (5.2.9). Soient S un schéma de caractéristique p, f : X → S
un schéma abélien de dimension relative d, G le groupe p-divisible associé à
X/S et D(G) son cristal de Dieudonné [B-B-M]. Alors les propriétés (1) à
(5) ci-dessous sont équivalentes :

(1) X est ordinaire sur S.

(2) Pour tout point géométrique s de S le polygone de Newton Nwtn défini
par les pentes de Frobenius agissant sur le groupe de cohomologie cristalline
Hn

cris(Xs/W (k(s))) cöıncide, pour tout n, avec le polygone de Hodge
Hdgn défini par les nombres de Hodge

hi,n−i = dimk(s) H
n−i(Xs,Ω

i
Xs/k(s)

)

(i.e ayant pour pente i avec la multiplicité hi,n−i).

(3) Pour tout point géométrique s de S, le p-rang de Xs est d (par définition
le p-rang est égal à dimZ/pZ(H1

ét(Xs,Z/pZ))).

(4) G est ordinaire.

(5) Le F -cristal de Dieudonné D(G) ≃ D(X) := R1fcris∗(OX/Σ) est ordi-
naire de niveau 1.

Si de plus S est un schéma sur un corps parfait k de caractéristique p > 0 et
si S est de l’un des deux types suivants :

(i) S est lisse sur k,
(ii) S = Spec k[[t1, ..., tn]],

alors ces propriétés équivalent aussi à :
(6) Pour tout i, 0 6 i 6 2d, le F -cristal Rifcris∗(OX/Σ) = Rifcris∗(OX/W (k))

est ordinaire de niveau i.

Démonstration. L’équivalence de (1), (2) et (3) résulte du (4) de la proposi-
tion (5.2.2) de [Iℓ 2, § 1] et [B-K, 7.2, 7.3, 7.4].

Montrons que (1) ⇒ (4). Soient s = Spec k(s) un point de S et s =
Spec k(s), où k(s) est une clôture algébrique de k(s). Comme X est ordi-
naire sur S, Xs est une variété abélienne ordinaire [Iℓ 2, 1.2 (a)] au sens usuel
([Iℓ 2, 1.1] et [B-K, 7.2 et 7.4]), donc le p-rang de Xs [Mu, p. 147] est d [B-K,
7.4] : par suite [Mu, p. 147], sur le corps k(s), le groupe p-divisible Gs est le
produit d’un groupe p-divisible étale Gét

s par un groupe p-divisible de type
multiplicatif Gtm

s ; par dualité de Cartier on a aussi G∗
s ≃ Gtm ∗

s × Gét ∗
s . Or

le rang séparable de G(1)s [EGA I, 6.5.9] est aussi celui de G(1)s [EGA I,
6.5.11], et comme Gtm est infinitésimal [lemme (5.2.4)] ce rang séparable de
G(1)s est le rang de G(1)ét

s , qui est égal à pd puisque Xs est ordinaire [Mu,
p. 147]. Ainsi la fonction s 7→ rang séparable de G(1)s (resp. de G(1)∗s) est
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constante : par [Me, II, prop 4.9] G (resp. G∗) est extension d’un groupe
p-divisible étale G′′ (resp. (G∗)′′) par un groupe p-divisible infinitésimal G′

(resp. (G∗)′). La dualité de Cartier préservant les suites exactes, on a les deux
suites exactes :

(S1) 0 −→ ((G∗)′′)∗
i
−→G −→ ((G∗)′)∗ −→ 0

(S2) 0 −→ G′ −→ G
j
−→G′′ −→ 0.

Comme (G′′)∗ est de type multiplicatif, il est infinitésimal [lemme (5.2.4]
donc G′′ est à fibres unipotentes [D-G, IV, § 3, n◦ 5.3] : il résulte alors de
[SGA 3, XVII, § 2, lemme 2.5] que le morphisme composé j ◦ i est nul. Par
suite, l’identité de G induit un morphisme de la suite exacte (S1) dans la
suite exacte (S2) ; soit f : ((G∗)′)∗ → G′′ le morphisme induit. Pour tout
entier n, le morphisme G(n) → G′′(n) est un épimorphisme de S-schémas
en groupes, donc il est fidèlement plat : en effet, par le critère de platitude
fibre par fibre [EGA IV, 11.3.11] on est ramené au cas où S est le spectre
d’un corps, et alors le résultat est standard [D-G, III, § 3, 7.4]. De la même
façon G(n) → ((G∗(n))′)∗ est fidèlement plat, donc f est fidèlement plat
[EGA IV, 2.2.13] : montrons que f est un isomorphisme, i.e. que pour tout
n, fn : ((G∗(n))′)∗ → G′′(n) est un isomorphisme. Pour cela on peut supposer
que S est le spectre s d’un corps k [EGA IV, 17.9.5], et même que k = k est
algébriquement clos, par fidèle platitude de k sur k [EGA IV, 2.7.1, (viii)].
Mais alors (G∗

s)
′ ≃ Gét∗

s , d’où ((G∗
s)

′)∗ ≃ Gét
s qui est de hauteur ht (Gét

s ) = d
carXs est ordinaire ; de mêmeG′′

s ≃ Gét
s et fn induit un morphisme fidèlement

plat fn,s : Gét
s (n)→ Gét

s (n) : c’est donc un isomorphisme puisqu’au niveau des
anneaux il fournit une injection entre k-espaces vectoriels de même dimension
pnd. Ainsi f est un isomorphisme et l’identité de G induit un isomorphisme

((G∗)′′)∗−̃→ G′ ;

puisque (G∗)′′ est étale, G′ est de type multiplicatif et donc G est ordinaire.

L’implication (4) ⇒ (5) provient de la remarque (2) de (5.2.8).

Montrons que (5) ⇒ (3). Supposant (5) on a une suite exacte de cristaux
sur S [prop (5.2.6)]

0 −→ D(Gét) −→ D(G) −→ D(Gtm) −→ 0 ,

qui, pour tout point géométrique s de S, reste exacte par image inverse sur
Spec k(s) et s’identifie [B-B-M, 1.3.3] à
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0 −→ D(Gét
s ) −→ D(Gs) −→ D(Gtm

s ) −→ 0 .

Le corps k(s) vérifiant les hypothèses de la proposition (5.2.7) on en déduit
une suite exacte

0 −→ Gtm
s −→ Gs −→ Gét

s −→ 0 ,

qui est scindée puisque k(s) est parfait. Ainsi la composante infinitésimale
unipotente de Gs est nulle [Dem, p.39] ; grâce à [Mu, p. 147] on en déduit
que le p-rang de Xs est d, et ceci pour tout point géométrique s, d’où le (3).

Il reste à établir l’implication (5) ⇒ (6). Sous les conditions de l’énoncé
l’ordinarité se vérifie sur les polygones de Hodge et de Newton de Rifcris∗(OS/Σ)
en chaque point s ∈ S [cf. (5.1)] : la cöıncidence de ces polygones pour un i,
0 6 i 6 2d, résulte de leur cöıncidence pour i = 1 [K 2, I, 1.2, 1.3], car on a
un isomorphisme [B-B-M, (2.5.5.1)]

Rifcris∗(OS/Σ) ≃
i

ΛR
1fcris∗(OS/Σ) .

L’assertion sur le niveau est claire. �

5.3. Explicitation des fonctions L
(r)
α et conjecture de

Dwork

On reprend les hypothèses et notations du § 4. Ainsi k = Fq et S est un
k-schéma séparé de type fini. On supposera dorénavant que f : X −→ S est
un schéma abélien ordinaire de dimension relative g, de groupe p-divisible
G : par le théorème (5.2.9), G est extension d’un groupe p-divisible étale Gét

par un groupe p-divisible de type multiplicatif Gtm.

Nous omettrons dorénavant S et t dans l’écriture des fonctions L, par
exemple Lα(E) := Lα(S,E, t) pour α ∈ Q.

Théorème (5.3.1). Sous les hypothèses 5.3 on a, pour tout i, 0 6 i 6 2g :

(1) (1.1) L0(R
ifcris∗(OX/W )) = L(Rifét∗(Zp)⊗Zp OX/W ) , où

Rifét∗(Zp)⊗Zp OX/W ≃
i

Λ D(Gét)

est le sous F-cristal unité de Rifcris∗(OX/W ).

(1.2) Li(R
ifcris∗(OX/W )) = L(

i

Λ D(Gtm)).
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(1.3) Lα(R
ifcris∗(OX/W )) = 1 si α < 0 ou α > i, ou α ∈ [0, i] \ N,

= L((
i−α

Λ D(Gét))⊗(
α

Λ D(Gtm))) si α ∈ [0, i]∩N .

(2) Pour tout α ∈ Q et r ∈ N∗ on a :

(2.1) L
(r)
α (Rifcris∗(OX/W )) est p-adiquement méromorphe.

(2.2) L
(r)
α (Rifcris∗(OX/W )) = 1 si α < 0, ou α > i, ou α ∈ [0, i] \ N.

(2.3) L
(r)
α (Rifcris∗(OX/W )) =

∏

j>1

L{Symr−j[(
i−α

Λ D(Gét))⊗(
α

Λ D(Gtm))]⊗
j

Λ[(
i−α

Λ D(Gét))⊗(
α

Λ D(Gtm))]}j×(−1)j−1

si α ∈ [0, i] ∩N .

Démonstration. Pour (1.1) on rappelle l’isomorphisme [B-B-M]

Rifcris∗(OX/W )) ≃
i

ΛR
1fcris∗(OX/W )) ≃

i

Λ D(G) ,

et il résulte de [E-LS 2, prop 6.5] que

L0(R
ifcris∗(OX/W )) = L(Rifét∗(Zp)) ;

pour i = 1, R1fét∗(Zp) et D(Gét) ont même fonction L, ce qui prouve (1.1).

Pour le (1.2) et (1.3) il suffit de remarquer que

L(R1fcris∗(OX/W )) = L(D(G)) = L(D(Gét))× L(D(Gtm)) .

Compte tenu de [Et 5, théo 8] le (2.1) est prouvé en (4.2.1)(i) ; (2.2) résulte
de (1.3).

Pour le (2.3) on utilise l’expression (1.3) du théorème et la formule (3.2.5).
�
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Norm. Sup., 4ème série, t. 24, (1991), 575-604.



Bibliographie 217

[EGA] A. Grothendieck, J. Dieudonné : Eléments de Géométrie
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hensélien, Annales Scient. Ec. Norm. Sup., 4ème série, t. 6, (1973),
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unit- F-crystals, Astérisque 293, (2004), 1-257.

[Et 1] J.-Y. Etesse : Complexe de De Rham-Witt à coefficients dans un
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[Lü] Lütkebohmert W. : Formal-algebraic and rigid-analytic geometry
, Math. Ann. 286 (1990), 341-371.

[M-T] S. Matsuda, F. Trihan : Image directe supérieure et unipotence, J.
Reine Angew. Math. 569 (2004), 47-54.

[Mer] D. Meredith : Weak formal schemes, Nagoya Math. J. 45 (1971),
1-38.

[Me] W. Messing : The crystals associated to Barsotti-Tate groups :
with applications to abelian shemes, Lecture Notes in Math. 264,
Springer (1972).

[Mi] J.-S. Milne : Etale cohomology, Princeton University Press (1980).

[M-W] P. Monsky, G. Washnitzer : Formal Cohomolgy I, Annals of Math.
88, no 2 (1968), 181-217.

[Mu] D. Mumford : Abelian varieties, Oxford University Press (1974).

[O 1] A. Ogus : F-crystals and Griffiths transversality, in Proceedings
of the Internationnal Symposium on Algebraic Geometry, Kyoto
1977, Kinokuniya Book-Store (1977).

[O 2] A. Ogus : F-isocrystals and de Rham Cohomology II : convergent
isocrystals, Duke Math. J. 51 (1984), 765-850.

[O 3] A. Ogus : The convergent topos in characteristic p, in Grothendieck
Festschrift III, Progress in Math. 88, Birkhäuser (1990).
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