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Caractérisation des écoulements turbulents instationnaires
périodiques

Sedat Tardu

Laboratoire des écoulements géophysiques et industriels (LEGI), BP 53X, 38041 Grenoble cedex, France

Résumé

Le lien estétabli entreles écoulementsurbulentsinstationnaires périodicitéimposéeet les processugyclostationnaires
(PCS)largementraitésdansle domainede la théoriedel'information. Lesimplicationsdecespropriétéslansia caractérisation
desécoulementsurbulentssontdiscutéesy comprispour desaspectsle modélisation.
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Abstract

Characterization of unsteady time periodical turbulent flows. The link is established between turbulent unsteady flows,
with imposed periodicityand cyclostationary processes, often met in information theory. The implications of these properties
for the characterizatioaof turbulent flow is discussed, including the implications for aspects of modeling these flows.

Keywords: Fluid mechanics; Periodically forced turbulent flows; Cyclostationary processes; Spectral characterization

Abridged English version

Time periodical, forced unsteady flows (TPFUF) are encountered in several situations, such as turbulent channel
flows with and without adverse pressure gradients with imposed velocity oscillations, turbulent boundary layers
subject to local unsteady blowing/suction, pulsated jets, and to some extend turbulent wake flows. The classical
characterization of these flows is based on the triple decomposition, called also phase averaging, that consists of
considering separately the long time averages and cyclic modulations of the flow quantities. There is, however, a
lack in the literature about the spectral characterization of these time non-equilibrium flows, together with alternate
forms of representations.
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The TPFUF are part of stochastic processes called cyclostationary in information theory. The nonstationary
processes are characterized in a frequency plane, and their autocorrelation can be written as an extended double
Fourier transform weighted by a frequency support function. The major property of the cyclostationnary processes
with T being the imposed oscillation period (C3B), is that their support consists of lines parallel to the diagonal
and separated by/T'. A number of important conclusions may then be deduced for the characterization of TPFUF.
First of all, the long time averages resulting from phase averages correspond to the diagonal itself. Thus, any
temporal invariant filtering that only covers the diagonal results in a stationary process. The cyclic modulations
resulting from a low pass filtering with cut-off frequency smaller or equal th@&T 1or a band pass filtering with
bandwidth smaller than/Ir", are strictly zero. Thus, particular attention has to be paid for such processing when
one deals with TPFUF. Indeed, time filtering is often used in turbulent flows to determine the characteristics of
outer large scale (low-pass) and inner small scale (band-pass high-frequency cut-off) structures. For instance, the
turbulent quantities related to structures resulting from a low pass filtering with cut-off frequency smaller than
1/2T will not be modulated, not because they are ‘frozen’ and cannot follow the imposed unsteadiness, but simply
because the filtering is not adequately defined. The outputs of disjoint filters in TPFUF are not null, contrarily to
steady turbulent flows. Thus, a low-pass filtered signal that is subsequently band-pass-filtered in such a way that
the bandwidths of the filters do not recover can present modulated statistics. Such interactions have to be taken into
account in the physics of TPFUF.

The harmonic series representation of the (Z9Hs useful in many aspects. Each term of such series consists
of a modulated stationary random process. These processes are conjointly stationary but not uncoupled. It is then
possible to express the transport equations in terms of these time dependent stationary random functions and their
interactions. Such representation may be useful in multiple scale, and rapid distortion models. It is finally asked
whether the subclass of almost cyclostationary processes may be of use in the modelling of the presence of coherent
structures, that produces the Reynolds shear stresses in a quasi-periodical way in time and space.

1. Introduction

On rencontre les écoulements turbulents instationnaires périodiques (ECTIP) dans de nombreuses situations :
les écoulements pulsés soumis a des oscillations périodiques de vitesse avec ou sans gradient de pression
(aérodynamique des péles des hélicoptéres, biomécanique, turbomachines, [1] et les références qui y sont citées),
les couches limites turbulentes localement excitées par un soufflage/aspiration instationnaire périodique en temps,
ou par un jet synthétique (contrdle actif de la turbulence pariétale et de la trainée, [2]), les jets pulsés (mélange
et contrdle), les sillages turbulents dans certaines conditions etc. Le caractéristique commun de ces écoulements
est la périodicité des moyennes statistiques. Une méthode classique de caractérisation consiste par conséquent
a procéder par des moyennes de phase. Ainsi, une quantisé décomposée en une valeur moyegnene
composante oscillantgde périodicitél’ imposée, et une valeur fluctuamte La moyenne de phase est définie par
(q) = q + g. Parmi de nombreuses questions qu’on se pose a propos des écoulements non homogénes en temps,
celle qui concerne la caractérisation spectrale vient en priorité. Les publications, existantes dans le domaine, ne
traitent nullement cet aspect. Or, les ECTIP font partie des processus stochastiques cyclostationnaires. Ces derniers
sont traités en grands détails dans la théorie de I'information depuis trois décennies (voir [3] pour une excellente
revue). Le but de la présente note est de communiquer ces résultats d’'une maniere synthétique, et d’en tirer des
conclusions pour les ECTIP avec la discussion qui s’'impose.

2. Particularités essentielles des processus cyclostationnaires et leurs implications

Un processus (¢) est harmonisable, s'il peut s’écrire sous la forme ;

x(1) = / expirr) Y (dr) 1)

R



ouY est une mesure aléatoire au sens de Loéve [4,5]. La fonction d’autocorrélatién) g&crit alors :

Iy (s, 1) = / / eX[{iZn(sf — tv)]ry(df, dv) (2

—00 —00
oury(df, dv) peut étre interprété comme la zone du domaine fréquefitiel, dans laquelle I'énergie du processus
est concentrée (voir [4], p. 57, pour une définition plus rigoureuse). On appsllgrA dv) le support dex (7).

Le processusc(r) est cyclostationnaire avec périodiciié — PCST) par la suite — si sa corrélation est
périodique :

Fex(s,1) = E[x($)x*(t)] = rex(s + mT, t +nT) (3)

oum etn sont deux entierst indique I'espérance mathématique et (*) est le conjugué complexe. La périodicité
implique :

k=N
P, ) = 5o k;N Fax(s + kT, t +kT) (4)
(2) combiné avec (4) permet d’écrire :
Fex (s, 1) = / / exgi2n (sf — tv)| Dy (f, v)ry(df, dv) (5)
avec :
k=N
Dy (f, u):2N+1{1+2k§cos[2nkT(f—u)] (6)

L'identité des Egs. (2) et (5) entrair@y (f, v) = 1, ce qui n'est possible que si et seulemenfst v — j/T,

j étant n'importe quel nombre entier. Ce résultat constitue propriété essentielle des PC®I') : le support

ry(df, dv) d'un PCST) est restreint a des lignes paralléles a la diagoifatev et distantes de /IT' comme le

montre la Fig. 1. Cette propriété est importante pour I'interprétation physique des caractéristiques des écoulements
turbulents a périodicité imposée :

1. Le support de la partie stationnaire, ou, en termes de moyenne de phase discutée dans l'introduction, de la
moyenne de, (s, t) est la diagonal¢ = v. On a en fait :

@(s,t)z@(s—t)z/ /exp[izyrf(s—t)]ry(df,df)

Le support de la modulation dg(s, t), par conséquent, est I'ensemble des droftesv — j/T avecj # 0
c.a.d. excepté la diagonafe=v.

2. La Fig. 1 montre clairement que tout filtrage passe bas avec une fréquence de coupure inférié2ife a 1
résulte en un signal stationnaire, car le domaine du filtrage ne recouvre que la diafjenalé.a sortie d’'un
filtre passe bande dont I'entrée est un PCSet de bande passante inférieure/a ldonne également lieu
a un signal stationnaire pour la méme raison (Fig. 1). On a souvent recours dans les écoulements turbulents,
au filtrage temporel passe-bas et passe-bande pour déterminer les caractéristiques des structures a grandes et
petites échelles [6]. Ces structures ont respectivement des comportements passifs et actifs dans le cadre des
écoulements turbulents pariétaux. Leur réponse aux excitations périodiques forcées de vitesse sont déterminées
par la moyenne de phase des intensités turbulentes des signaux temporellement filtrés [7]. Le choix des
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Fig. 1. Le support des PG8) consiste en des lignes paralleles a la diagonale et séparégg de 1
Fig. 1. The spectral support of cyclostationary processes is constrained to the lines parallel to the diagonal and sepAfated by 1

filtres avec des bandes passantes qui ne font passer que la partie stationnaire peut alors donner lieu a des
interprétations erronées. Ainsi, un filtrage passe bas aves < 1/(2T) va naturellement donner lieu aux
modulationshulles des intensités turbulentes, non parce que ces structures sont physiquement gelées durant la
période d’'oscillation imposée, mais tout simplement parce que le choix de la bande passante a été mal fait au
départ.

Ce fait est illustré par la Fig. 2 qui montre les amplitudes relatives des fluctuations de vitesse longitudinale
(u'u’y a une distance™ = 10 de la paroi, dans un écoulement turbulent en canal assujetti a des oscillations
périodiques forcées de vitesse, en fonction de la fréquence imposéH] (+ indique les variables
adimensionalisés par rapport & la vitesse de frottement et la viscosité cinématique). L'amplitude des oscillations
est 20% de la vitesse au centre du canal. Lamplitude relatjviée a la quantité; est le rapport de
lamplitude de la fondamental¢;, a la valeur moyenne temporeije Lamplitude relativez, ;; est comparée

avec 'amplitude des signaux filtrés passe bande. Filtre 1 a une bande-passyfite=18,0055-0,022 avec

A f;‘B = 0,0165 et détecte les structures actives prés de la paroi [6]. On voit que la bande passante du filtre

1 satisfait la condition&f{{B > 1/T* dans toute la gamme de fréquence imposée et que le filtrage recouvre

la partie oscillante du support spectral. Le filtre A (carrés dans la Fig. 2), en revanche, a une bande passante
Afps = 0,003 plus étroite {f+ = 0,01-0,013) et il y a extinction de la modulation pogt > 0,003. La
méconnaissance des caractéristiques cyclostationnaires conduirait & conclure que les structures associées au
filtre A ont un temps de relaxation plus grand, mais tel n’est bien évidemment pas le cas.

. La sortie d’un filtre disjoint dont I'entrée est un P@3 n’est pas nulle comme c’est le cas d’'un signal
stationnaire aléatoire. On entend par filtrage disjoint, I'opération qui consiste a filtrer un signal consécutivement
par deux filtres dont les bandes passantes ne coincident pas. Un exemple est donné sur la Fig. 1. Le signal est
d’abord filtré par le filtre passe-bas ava¢gi p = 1/(2T) et passe ensuite a travers le filtre passe bande défini
sur]1/T,1/(2T)|. On voit que la zone hachurée de filtrage disjoint contient des segments des droites (mis
en gras sur la figure) = f +1/T etv = f 4+ 2/T. Les moyennes de phases des intensités turbulentes des
signaux disjointement filtrés peuvent donc étre modulées bien que leur moyennes soient nulles.
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Fig. 2. Les amplitudes relativesyd™ = 10, de la modulation de l'intensité turbulente longitudinale et de la vitesse temporellement filtrée dans

un écoulement en canal pleinement turbulent assuijetti & des oscillations de vitesse en fonction de la fréquencg Tmpeddee 1 a une

bande passante qui recouvre le support oscillant. La bande passante du filtre A, en revanche, est inférieure a 0,003. L'extinction de 'amplitude
correspondante, indiquée par les fleches, est totalement arbitraire et n'a pas de sens physique.

Fig. 2. The relative amplitudes of the longitudinal turbulent intensity modulations and pass band filtered sighaisidl in a fully developed

turbulent channel flow subject to imposed velocity oscillations versus the imposed fregtiente pass band of the filter 1 recovers entirely

the oscillating support. The pass band of filter A, in return, is smaller than 0.003. The suppression of the oscillations shown by the arrows is
entirely arbitrary and does not have a physical meaning.

3. Représentation en série harmonique

Tout processus harmonisable peut étre représenté par unexsérie > xx(r) olu xx(r), également
harmonisable, est la sortie d’un filtre passe bande défini sur l'intergalte [1x, Axk+1] dont 'union| J Ex = R
est 'ensemble des réels [4]. Le chai¢ = [2k/ T, 2(k + 1)/ T] s'impose naturellement pour un P@S ce qui
permet d’écrire :

2(k+1)/T

x(t) = Zxk(t) = Z / exp(irr)Y (di)
—0o0 —0o0 2%/T
© 1% 2 i2 > i2
. k 12wkt 12kt
= Z / exp(W)Y(dk + 7) exp< - ) = Zak(t) exp( - ) 7)
—00 0 —00
Commeay (t) exp(i2rkt/ T) est la sortie du filtre passe bande :
. 1
Wi(f)=1 si -7 gﬁ (8)

dont I'entrée esk(z), il est facile de montrer que les coefficients tempoegls) sont les sorties du filtré/o( 1),

lorsque I'entrée est(r) exp(—i2xt/T). Ceci s’établit facilement en utilisant les relations d’entrée et de sortie

des systémes linéaires, comme le montre schématiquement la Fig. 3. Etant donnée que la fonction de transfert de
Wo(f) n'est autre quev(t) = sin(zrz/T)/(rt), on obtient :

ar(t) = / w(t—r)x(t)exp<—i2];kr)dr 9)
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Fig. 3. Décomposition en série harmonique du signal cyclostationnéijea travers les filtre3Vy (/) définis dans le texte. Les symboles en
majuscule correspondent aux transformées de Fourier. Les deux systémes sont équivalents par translation.

Fig. 3. The decomposition of the cyclostationary proce@s into stationary components via the filtrég, (/) defined in the text. The capital
symbols correspond to the Fourier transforms of the variables. Both systems shown in the figure are equivalent, by translation.

Il'y a une propriété intéressante et importante des fonctions aléatpirgpour les processus cyclostationnaires :

les ax(¢) sont conjointement stationnaires si et seulement(si est CST) [3,4]. Ceci permet de caractériser
différemment les écoulements turbulents a périodicité imposée, comme on en discutera par la suite. La
représentation en série permet d’'écrire :

rec(s, )=y ruls, ) exp[lzyr(l(%m} (10)

k,|l=—oc0

pour la fonction d'autocorrelatiom,,(s,t) ou ry(s,t) = E(ar(s)a;(t)) est la fonction d’autocorrélation
concernant les fonctiong (¢). En utilisant (9), on a :

—i2n(kt —1y)

(s, 1) = / / w(s — Dw(t — y)rax (T, y)exp[ T

—00 =00

i| drdy (11)

En exprimant les fonctions de transfert par leur transformée de Fourier inverse et en remplacant dans (11), on
obtient :
1/2T 1/2T
re(s, ) = / / Rxx(f—i—;,v—i—%) eX[{iZn(fs—vt)]dfdv (12)
—1/2T —1/2T
ce qui se réduit pour les PCB) a :
1/2T 1/2T
rr(s, ) = / / Rxx(f—i-;,v—i—%) exp{ian(s—t)]dfdv (13)
—1/2T —1/2T
qui montre quey; (s, 1) = riy (s — t) ne dépend que du décalage ¢, et c’est la raison pour laquelle les processus

ax (t), sontconjointement stationnaires.
La moyenne de phasex) peut s’exprimer en fonction des corrélations crois&ges, 1) = E(ax(s)a/(1)). La

moyenne d’ensemble n’est autre que) = .. (r, ) et d’aprés I'Eq. (10) et la stationnarité desr) :

(xx) = Z rkl(t,t)exp[izm(#}z Z I’kl(O)eXp[iznt(#} (14)

k,|l=—oc0 k,=—00



La valeur moyenne temporelier s'obtient pourk =1 :
o o
=y 0= Y E(a®)aj®) (15)
k=—o00 k=—00
autrement dit, par la somme de I'énergie des signaux stationnai(®s Il suffit, afin de montrer cette derniére
égalité, de modifier 'Eq. (13) en :
1/2T+k/T 1/2T+k/T

o= [ [ RaGvdra (16)
—1/2T+k/T —1/2T+k/T
et se rappeler que le support dé&) est tel quev = f — j/T. L'intégrant de (16) ne recouvre que la partie
stationnaire et, par conséquent, la somme dans (15) est bien la valeur moyenne temporellgartie oscillante
Xx est liée aux corrélations strictement croiség€) aveck #1 :
o0

=y rkl(O)eXp[W#} (17)

k,=—o0
k£l

On peut alors suggérer une procédure intéressante pour la caractérisation des écoulements turbulents
instationnaires a périodicité imposée. |l s’agit de déterminer les signaux stationndinegar filirage passe bas
du signalx(z) exp(—i2wkt/ T) a travers le filtreWp(f), et de déterminer les spectrdg(f) par des méthodes
conventionnelles. La détermination dég(f) caractérise complétement le P@3. Le nombreN, des fonctions
aléatoiresay (r) est limitée par la fréquence de Kolmogoroff du processus global eV, = Tfx. Il y a
évidemment certaines questions qui restent ouvertes a I'heure actuelle. Trouvera-t-on le cascade classique dans
les spectresA;(f) ? Si oui, est-ce quéous les spectres présenteront une zone inertielle (par exemple), ou le
comportement er-5/3 (pour ne citer que celui-ci) apparaitra-t-il plutét lorsguest suffisamment grand, puisque
les coefficientsy (1) exp(—i2kt/ T) se rapprocheraient alors davantage des petites échelles ? Les réponses a ces
questions dépendent certainement de I'écoulement et de l'instationnarité imposée.

4. Equations de transport

La représentation en série harmonique permet d’obtenir des interrelations entre les corrélations des composantes
stationnairesai (¢) reliées aux quantités gouvernant les équations de transport. A titre d’exemple, prenons
I'équation de transport de la moyenne de phase de la contrainte de Reyriolgislans un écoulement turbulent
cisaillé, périodiquement forcé, homogéne dans les directions longitudinales et transweesalesnon homogéne
suivanty. En passant par les représentations en série harmoniques des composantes de vitesse fluctuante :

k=00 . =00 .
u'(t,%) = Z uk(t,)?)exp(lzzkt) V' (t,X) = Z v;(t,i)exp(lz%lv (18)

k=—00 |=—00

ou, X indique que les quantités dépendent non seulement du temps, mais également de I'espace, la moyenne de
phase déu’v’) s'écrit comme :

W) =rw =Y ru©0.y) exp[iz’”(#} (19)

k,=—00
ou on précise que,,., (0, y) = E(u(t, y)vi(t, y)). En introduisant également la pression fluctuaplie, x) =
Y pm(t, X)expi2rmt/T) on peut aisément arriver a I'égalité suivante, déduite de I'équation de transport de
(u’v') normalisée par une échelle de vitesse convenable et de la viscosité :



i27 (k — 1) aU) N 3%Fu, 8r,,ku,}

2 T [rpkav//ax + rprour/ay — By

T Tupvy = — Ty 8}) ay
ar_ 2
Piv
oy L — 20roug jox durjox + Foug oy dv /oy + Foug Joz v /o2]

Le terme a gauche de I'équation précédente proviend(d&’)/dr. Les termes a droite sont regroupés dans
I'ordre : le premier résulte du terme de productierfv’v')o(U)/dy, le deuxieme de la diffusion visqueuse
D = 8%(u'v')/dy?, le troisiéme groupe entre crochets est I'expression de corrélation pression—Vitesse
(p'dv'/dx) + (p'ou’/dy) — d(u’p’)/dy, le quatriéme provient de la diffusion turbulerffe= —d (u'v'?)/dy et
le dernier de la dissipation= —2(du’/dx;dv'/9x;).

On remarque que la forme de I'équation de transpord @év’) /¢ reste identique dans sa représentation en
série, pour les écoulements turbulents a périodicité imposée. La dérivée par rapport ad(témp®: s’annule
pour les composantds= [ qui correspondent & la partie stationnaire, ou en d'autres termes, a la moyenne
temporellex’v’ pour des raisons invoquées a la fin de la section précédente. Ces résultats peuvent étre facilement
généralisés pour les autres composantes du tenseur des contraintes de Reynolds &ll&s yde et d (v'v') /ar.
La modélisation des équations de transport exprimées sous cette forme reste cependant un challenge a I'heure
actuelle, bien qu’elle paraisse, au premier abord, mieux adaptée aux modeles a échelles multiples, ou a distorsion
rapide [8].

5. Conclusion

Les écoulements turbulents instationnaires périodiques en temps ont des caractéristiques qui peuvent étre
fondamentalement différents comparés aux écoulements turbulents temporellement homogénes. Il faut en
particulier étre vigilant vis-a-vis des quantités découlant des filtrages temporels. Nous allons faire une derniére
remarque pour conclure. L'importance des structures cohérentes actives qui contribuent majoritairement aux
contraintes de Reynolds est un fait parfaitement établi a I'heure actuelle. Ces structures se régénerent quasi-
périodiguement dans I'espace et le temps. L'investigation des processus quasi-cyclostationnaires analysés par [9]
peut étre d’une utilité certaine pour des aspects de modélisation des écoulements turbulents a cohérence marquée.

Références

[1] S. Tardu, G. Binder, R.-F. Blackwelder, Turbulent channel flow subjected to large imposed velocity oscillations, J. Fluid Mech. 267 (1994)
109-151.

[2] S. Tardu, Active control of near wall turbulence by local unsteady blowing, J. Fluid Mech. 43 (2001) 217-253.

[3] W.-A. Gardner, L.-E. Franks, Characterization of cyclostationary random signal processes, IEEE Trans. Inform. Theory IT-21 (1975) 4-14.

[4] H.L. Hurd, Representation of strongly harmonizable periodically correlated processes and their covariances, J. Multivariate Anal. 29
(1989) 53-67.

[5] H. Ogura, Spectral representation of a periodic nonstationary random process, IEEE Trans. Inform. Theory IT-17 (1971) 143-149.

[6] A.-M. Naguib, C.-E. Wark, An investigation of wall-layer dynamics using a combined temporal filtering and correlation technique, J. Fluid
Mech. 243 (1992) 541.

[7] P. Vezin, S. Tardu, G. Binder, Corrélations spatio—temporelles et échelles de longueur dans les écoulements pulsés en canal, Rapport de
Synthése Finaleth: 91.086, 1994.

[8] S. Tardu, P. Da Costa, Modeling of unsteady wall flows with and without adverse pressure gradiént-fay, &apid distorsion closure,
in: Second International Turbulent Shear Flow Phenomena Symp., Stockholm, Juin 27-29, 2001.

[9] W.-A. Gardner, Stationarizable random processes, IEEE Trans. Inform. Theory IT-24 (1978) 8-22.





