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RESUME. Etant donné une famille de variables aléatoires munie d’une structure de réseau bayé-
sien, la restriction de la loi a une sous famille de v.a. se présente sous forme d’un produit de
Jacteurs; nous donnons une condition nécessaire et suffisante sur le graphe du réseau pour que
ces facteurs s’interprétent en termes de probabilités conditionnelles; ces graphes seront dits
"non pathologiques".

ABSTRACT. Given a family of random variables provided with a structure of a bayesian network,
the restriction of the distribution to a sub family of r.v. is presented in the form of a product of
factors; we give a necessary and sufficient condition on the graph of the network so that these
factors are interpreted as conditional probabilities; these graphs will be called “nonpathologi-
cal”.

MOTS-CLES : Réseaux bayésiens, D-séparation, Réseaux bayésien de niveau 2.

KEYWORDS: Bayesian networks, D-separation, Bayesian Network of level 2.
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1. Introduction
1.1. Calcul des restrictions dans un Réseau Bayésien

Rappelons que (voir (JENSEN., 2001) et (NAIM et al., 2004)), étant donné un
ensemble I et un graphe orienté sans circuits G sur I, un réseau bayésien (RB) est
une famille de v.a. X; = (X;);es (ot X; est a valeurs dans €; et donc X a valeurs
dans Q; = Hielﬂi)’ telle que, pour tout 7, la loi conditionnelle de X; relativement a
I’ensemble des v.a. autres qu’elle méme et ses descendants (dont I’ensemble est noté

d(i)), ne dépende en fait que de la valeur x,,(;) prise par I’ensemble de ses parents :

Vi VYrr o Pyr—qayud) (@i | Tr—qivudi)) = Pip) (T | Tp)

avec la convention que si, i est une racine pour le graphe G (i.e p(i) = 9), Pij,)
désigne la loi de la variable X;. Il en résulte I’expression de la loi de la famille X7 :

Pr(xy) = HI-Pi\p(i) (@i | Zp(s))-
1€

Nous nous intéressons ici au calcul des restrictions de la loi P;r du RB, c’est a
dire, étant donné une partie quelconque .S de I, au calcul de Pg, loi de la famille
Xs = (Xi)ies- Autrement dit, étant donné x5 € Qg et en décomposant x; sous la
forme (xg,x7_g), on consideére le calcul : Pg(zg) = > Pi(rs,zi—s).

Tr-s€QI-5

Il résulte de la définition que la restriction d’un réseau bayésien a une partie com-
mengante J de I (c’est-a-dire une partie telle que Vj € J p(j) C J ), hérite de la
structure de RB ; donc, pour une partie quelconque S, le calcul de Pg peut étre effec-
tué en se restreignant 2 la partie commengante engendrée par S, noté S+ :

Ps(xs) = Z P[(I'S’SL‘5+_S).

Tt _ €0+ _s

Nous ne perdons donc pas en généralité en supposant dans toute la suite de cet article
que ST = I, autrement dit que toutes les feuilles de I appartiennent a S.

Les applications effectives des RB faisant souvent intervenir des ensembles I de
tres grande taille, relativement a laquelle celle de S est faible, il est essentiel de mettre
en place des techniques de simplification de la sommation sur les z7_gs € Q7_g. Une
large fraction de la littérature relative aux calculs dans les RB est consacrée a de telles
techniques et a leurs implémentations informatiques.

Nous prolongeons ici le travail effectué par Linda Smail dans sa these (voir
(SMAIL, 2004)). A I’occasion de la mise en place d’un nouvel algorithme de calcul
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(dit "des restrictions successives"), elle avait rappelé les factorisations possibles de ces
calculs et posé le probleme de I’interprétation des facteurs en termes de probabilités
conditionnelles, type de préoccupation qu’on trouve aussi dans ((STUDENY, 2005)).

1.2. Cas particulier : les chaines de Markov

La simplification du calcul de Pgs est classique dans le cas d’une chaine de Markov
finie, avec I = {1,..,n} et X; = (X3, Xs, ..., X,,). Le graphe G est dans ce cas com-
posé des couples élémentaires (i —1,4) (2 < i < n); alors, pour tout i € {1,2,...,n},
son unique parent est i — 1 (p(i) = {¢ — 1}) et pour tout ¢ € {1,2,...,n— 1}, sa
descendance est d(i) = {i + 1, +2,...,n}.

Ainsi, si S = {s1,82,...8m} 0l (81 < $2 < ... < 8p,) et si s, = n (afin que

St ={1,..,n}), Xs = (X4,...., X5, ) est aussi une chaine de Markov et Pg
s’écrit comme :

Ps(xsl’ ey xs'm,) = k-ljl Psk‘sk—l(xsk | x8k71) (1)

avec la convention, si k = 1, Py, |, (s, | 7s,) = Ps, (Ts,)-

Soit L I’ensemble des indices ¢ tels que sy n’ait pas de parents dans I — S (soit
que £ = 1 avec 57 = 1, soit que sy_1 € S). Autrement dit, si £ € L, s, est soit 1, soit
I'enfant de s, et dans ce cas p,,|5,_, est 'une des données de la chaine de Markov.
Sik ¢ L,lecalcul de P, |5, _, estaisé et ne fait intervenir que les éléments de Cj, =
{sk—1+1,...;sp — 1} (avec, si s1 > 1, le cas particulier C; = {1,....,s1 — 1}); les
parties C, (ou k ¢ L) constituent une partition de I — .S et on a alors :

Sk
Pojs s (@se o) = X Il Ppaa(@ilzic) . (2)

TCy, €Qcy, 1=Sk—1

En récapitulant, il résulte de (1) que le calcul de Pg(zs,, ..., Zs,, ) s effectue sous
la forme suivante :

PS(ZSU'“vxsm) = H P3k|8k71($8k |x5k—1) : H Z H Pi\i—l@fi | xi—l) : (3)

keL k¢Lxc, €Qc) 1=Sk—1+1

1.3. Retour au cas général

La généralisation, pour les réseaux bayésiens, de la décomposition valide pour
la chaine de Markov va faire intervenir la remarque élémentaire suivante : dans une
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chaine de Markov, si j’ et j// (o j' < j ”) sont deux indices non dans S, appartenant
respectivement a Cy et Cp telles que k' # k", I’unique chemin qui relie 5/ a j”
contient au moins un élément de S. Dans le cas général des RB, les parties C';, sont
alors introduites comme des classes d’équivalence associées a une relation d’équiva-
lence sur I — S'; pour cette relation ¢’ et i’ sont équivalents si et seulement s’ils ne
sont pas D-séparés par I (notion classique qui remonte a (PEARL ez al., 1998)), c’est
a dire si et seulement s’il existe, dans le graphe moral associé a G, une chaine reliant
7" a 1" ; on rappelle que le graphe moral associé au graphe orienté sans circuits G est
le graphe non orienté H dont les arétes sont les paires {i’,¢} telles que I’'un des deux
éléments soit parent de 1’autre, ou sinon qu’il ait un enfant en commun.

Remarquons que dans une chaine de Markov, le graphe moral H a pour arétes les
paires {i — 1,4} (2 < i < n).

La partition S-conditionnelle, notée C, est alors définie comme la partition de I — S
en classes d’équivalence pour cette relation. Notons par ailleurs L 1’ensemble des
éléments de S qui n’ont aucun parent dans I — S (soit que ce soient des racines, soit
que leurs parents soient tous dans S).

Pour toute classe C' €C, soit M (C') la couverture de Markov de C, c’est a dire
I’ensemble des éléments de I qui soit sont dans C, soit sont voisins d’au moins un
élément de C' dans le graphe moral ; autrement dit les éléments de M (C') soit sont
dans C, soit sont parent ou enfant d’au moins un élément de C, soit encore ont un
enfant en commun avec au moins un élément de C.

On appelle frontiere de Markov de C I’ensemble F'(C') des éléments de M (C)
non dans C.

On remarque que F'(C) est contenu dans S; soit en effet i € F/(C); si ¢ n’appar-
tient pas a S, il appartiendrait a une classe C” autre que C, ce qui est absurde puisqu’il
est relié a au moins un élément de C dans le graphe moral.

Nous introduisons également la partition (7'(C), R(C)) de F(C), que nous ap-
pelons partition canonique, out T'(C) est I’ensemble des éléments de F'(C') qui sont
enfants d’au moins un élément de C.

Nous avons déja dit qu’on peut supposer que I = S, il en résulte immédiatement
que, pour tout C' non vide de ST — S (ce qui est le cas des éléments de la partion
S—conditionnelle), T'(C') est non vide et C est contenu dans 7'(C) ™.

Dans le cas de la chaine de Markov de longueur n, si C' = {sx—1 + 1,..., s, — 1}
(ou k > 2et sy > Sp_1),0na M(C) = {sk,l,...,sk}, F(C) = {Skfl,sk},
T(C) = {sx} et R(C) = {sx_1} (et d’autre part,si s > let C = {1,...,82-1},
M(C)={1,...61},F(C)=T(C) ={s1} et R(C) = ).

Pour tout réseau bayésien, on démontre (voir (SMAIL, 2004))
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Ps(zs) = TI Pypey(e | p(ze))- TT 2 [T Pipey (@i | 2p)) (4)
LeL CeC zc€Qc i=CUT(C)

ce qui généralise la formule (3) connue pour les chaines de Markov. Considérons,

dans la formule (4) le facteur > II  Pipe) (@i | 2pay). On vérifie qu’il
zo€Qc 1=CUT(C)

ne dépend que de xp(c); en effet pour tout i appartenant & C' U T'(C), Pjjp(;) ne

fait intervenir que des variables dans le couverture de Markov M (C'), par définition

méme de celle ci; aprés sommation sur les variables a indices dans C, il subsiste une

fonction de xpr(c)—c, ¢’est a dire une fonction de xp(c).

Or, dans le cas d’une chaine de Markov, C' = {sx—1 + 1,.....,8, — 1}, T(C) =
{sk} etil est vrai que :

Pi\P(i) (xi ‘ xp(i)) = PSk|Sk,71(xSk | x5k71>-
zc€Qc i=CUT(C)

Nous sommes donc amenés a nous demander si, dans le cas général, ce résultat sub-
siste en s’exprimant alors :

> IT Py | 2p)) = Preoyrc)(@rc) | Tr(c))-
zc€Qc i=CUT(C)

Le but de cet article est d’établir que cette égalité n’est pas vérifiée en toute géné-
ralité et de caractériser les RB pour lesquels elle est satisfaite.

Les RB pour lesquels elle ne 1’est pas seront dits ici "pathologiques" ; cette termi-
nologie se justifie car il s’agit de situations, relatives au graphe G, nous semble-t’-il,
que les praticiens effectuant des modélisations en termes de RB cherchent a éviter
(voir 4.1 ci-dessous).

2. Les réseaux bayésiens pathologiques

Soit fixée une classe C' de la partition S-Conditionnelle ; notons M sa couverture
de Markov et (T, R) la partition canonique de sa frontiere de Markov F'. Rappelons
que 7" est défini comme I’ensemble des nceuds qui sont enfants d’au moins un élément
de C'; il parait donc naturel de les voir comme situés "globalement" apres les éléments
de C et de R, autrement dit, il paraitrait "anormal” qu’on puisse trouver un parent
appartenant a T’ pour un élément de 7'+ (partie commencante engendrée par T') qui ne
serait lui méme ni dans 7" ni dans C (i.e. qui appartiendraita RUJ, ou J = T — M).

Cette situation peut cependant se produire, comme c’est le cas dans les exemples
suivants qui sont les cas les plus simples de situations ou il existe ¢ € R U J dont le
parent soit dans T (dans I’exemple 1, 3 € J et dans I’exemple 2, 3 € R) :
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/® C T®/Bc
77 1
Y

C’est cette circonstance, nécessaire et suffisante pour I’apparition de la pathologie,
qui fera I’objet du théoréme qui est présentéen section 3.

Dans ce qui va suivre intervient la partition (C,T, R, J) de T, avec les regrou-
pements suivants :

F=TUR,M=CUF=CUTURTt=MUJ=CUTURUJ

Définition
Etant donné une partie C' de I, le graphe G présente une pathologie en C si et
seulement s’il existe s € RU J tel que p(i) N T # @.

Les deux lemmes suivants fournissent des conditions nécessaires et suffisantes de
pathologie.

Lemme 1

Pour que le Graphe G présente une pathologie en C), il faut et il suffit que R U J
ne soit pas une partie commencante.
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Lemme 2

Pour que G présente une pathologie en C), il faut et il suffit qu’il existe un chemin
dans G, soit (jo, ... jn) (0 n > 1), tel que :
ejo€T,
®jn €R,
esin > 2 alors, pourtout ktelque 1 <k <n—1,onaj; € J.

3. théoreme

Le théoréme qui suit vaut pour toute partie C' C [ satisfaisant des hypothéses dont
on sait qu’elles sont satisfaites pour les classes de la partition S'—conditionnelle. A la
section 4, nous commenterons son usage pour le calcul de la loi P;.

Théoreme

Soit C' une partie non vide de I. Pour laquelle on suppose que 7, ensemble des
enfants, non dans C, des éléments de C' est non vide et que C' C T Pour qu’il existe
un RB (X;);cs tel que :

II  Pipe) @i | 2ps)) # Prir(er | 2R)
rc€Qc i=CUT(C)

il faut et il suffit que le graphe G présente une pathologie en C.

3.1. Préliminaires de la démonstration

PF (CL‘F)
Pr(zr)
sera calculée dans le cas général en passant par le calcul de Pys(zps), puis de

Pr(zr) =3, ca. Pu(zc,vr) etenfinde Pr(zr) =3, cq, Pr(zr,7R).

L’expression Prjg(2x7 | xr) qui intervient dans le théoréme et qui vaut

Nous verrons alors a quel moment exactement la condition du théoreme, a savoir
la présence de pathologie en C, fera en sorte que puisse &tre mise en défaut 1’égalité

entre -, co. [Liccurc)Pin) (@i | 2p(i)) et Prir(zr | 2R) -

3.1.1. Calcul de Py(zr)

M et J sont contenus dans T qui est, par définition, une partie commengante,
donc conservant la structure de RB ; nous sommes donc autorisés, pour 1’obtention de
Pus(zar), anous limiter 2 7.
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PM(ZCM) = Z H Pz‘\p(i)(xi I xp(i))

ryEQieT+

11 est utile d’étudier, selon I’appartenance de ¢ a chacune des parties C, T, R et J,
quelle composante de x7+ intervient dans x; et xp;); en effet, si ni 7 ni ses parents
n’appartiennent a .J, Pjj,(;)(2; | 2p(;)) pourra étre mis en facteur lors de la sommation

Z .C’estlecassii € C, car alors ses parents sont dans M par définition méme de
Ty EQy
M. De méme sii € T, ’'un au moins de ses parents (appelons le i') appartient a C, et
alors, s’il y a lieu les autres parents de ¢ appartiennent aussi a C et donc a M (car liés
a i’ dans le graphe moral) et donc pas a J. En revanche, si ¢ € R, il peut se produire
que des parents de ¢ soient dans .J.

On peut donc écrire :

Pylzy) = > < I Proy@ilzpw) ] Pi|p(i)(xi|xp(i))>

z7€Q; \ieCUT i€RUJ

c’est a dire :

Pry(za) = ( I P (=i | xp(i))) ( S I Py | xp(i))) )

1i€CUT z E€Qi€ERUJT

3.1.2. Calcul de Pp(xp)

PF(.’EF) = Z PM(Z‘C,I‘F).

zc€Qc

Dans I’expression (5) , le facteur Z ( H Pijpiy (i | a;p(i))> ne dépend que

z;€Q; \i€RUJ
de xp, car, si ¢ € R U J, ses parents sont dans ' U J, autrement dit ne peuvent

appartenir a C' (en effet, par définition de 7', tous les enfants des éléments de C' sont
dans C' U T et donc pas dans R U J). Il résulte donc de (5) que :

Pr(zp) =< ST Pipo i | xp(zo)) < > 11 Pz‘|p<z‘)($i|$p<i>)>-

roc€QcieCUT z7€QIERUJT
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3.2. Démonstration de la condition nécessaire du théoréme

En utilisant la contraposée, ceci revient a montrer que si ’on est en présence d’un
Graphe G qui ne présente pas de pathologie en la partie C, alors on a :

>, Il Pipw(@i|zpe) = Prir(er | or).

zc€Qc 1=CUT

Supposons donc (voir Lemmel) que RU J soit une partie commencante et établis-
sons 1’égalité ci-dessus.

Comme Pp|g(zr | 2R) = I;Zg;g,il nous reste a calculer
PR({,CR): Z PF(xT7xR)~
T €QT
= > < > 11 Pilp(z')(xixp(i))) ( > 11 Pip(z)(inwp(i)))-
z7EQT \zc€QCIieCUT z7EQ i€ RUJT

Or R U J est une partie commengante, donc le facteur H Py (i | xpy)
i€RUJ
ne dépend que de xgryus, et, aprés sommations sur les x; € €1j, I’expression
Z H Pjjpiy (i | 2p(i)) ne dépend plus que de wr et certainement pas de xr,
© €Q i€RUT

d’ou :
Pr(zg) = ( > I Peeor (@i | xpm)) ( > 11 Py (i | %m))
rzouT €EQouTieECUT ryEQiERUJ
= > I Pwoilzpw)
ryEQiERUT

car il est élémentaire que, pour toute partie A de I, Z ]._.[P“P(i) (w5 | 2py) = 1.
TAEQAIEA

11 vient alors :

( Z H Pipm(fle%w)( Z H P»‘p(rw(-"“l-”fpu)))

zoE€QcieCUT z7€Qi€ERUJT

Prir(xr | wR) =
( Z H Pip(i)(afill‘p(i))>

r7EQi€ERUJT
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= > 11 P @iz

zc€QcieCUT

3.3. Démonstration de la condition suffisante du théoreme

Soit (jo,...jn) une suite telle que celle fabriquée dans le lemme 2. On va
construire un réseau bayésien, a variables booléennes X; (autrement dit, pour tout
i, = {0,1}), tel que :

3 (er,zr) € {0,1}° ) Prp(arlzr) # Y ] Pipo (@ilzew) -
©c€{0,1}C ieCUT

Pour cela, si i ¢ {ji,...jn}, on prend pour P;,;y Iéquiprobabilité quelles que
soient les valeurs des variables conditionnantes ; autrement dit :

1
Vepyetoayearaeer Piipo) Olep) = Piipea) (Lrpm) = 5

En revanche, pour tout ji (avec 1 < k < n), ijk Ip(z;,) V2 pouvoir dépendre ef-
fectivement de la variable conditionnante x;, _, (et d’elle seule si j;, a d’autres parents
que ji—1); on notera :

_ Tip_1
Pilp(o) (@i |Tp(i) = g g

Zj L. _
aveca, ¢ +a, 7t =1

srigé 0 1
Pj, 1p(jy) est donc caractérisé par deux nombres, ay, o et aj, .

En décomposant z r sous la forme (zg, z1), il vient

1 - —1
PF (JjR; xT) _ (§)card(T)+card(R) 1 Z H aZ?yk
(y1,--yn—_1)€{0,1}n—1 1<k<n

La recherche de contre-exemple revient alors a trouver une famille de couples
(a2 o, ar 1)1<k<n telle que Pexpression, ne dépendant en fait que que de yg et Y,
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Yr—1
2yynn)efo,1y-1 Hlicnen Gy,

prenne, pour y, fixé (par exemple y,, = 0), des valeurs différentes pour yo = 0 et
yo =1

Cette propriété s’interprete trés aisément relativement a la suite (Xj,,...,X;,)
qui est un chaine de Markov de variables aléatoires booléennes, avec pour tout k£ (ou
1<k<mn),

Pyji—1(yrlyr-1) = a;’, '

alors

Yk—1

Pn\o(lln|y0) = Z(yl,.._yn,l)e{o,un—l ngkgn A s,

et on dispose du contre-exemple cherché des lors que P,,o(0]0) # P,o(0|1), autre-
ment dit des lors que les v.a. Yj et Y, ne sont pas indépendantes et une condition
nécessaire et suffisante pour cela est que ; pour tout k, ag’o =+ a}w, autrement dit : Yj
et Y1 ne sont pas indépendantes.

4. Commentaires
4.1. Situation a risque de pathologie

Il peut étre utile de s’assurer qu’aucune pathologie ne risque de se produire, et ce,
quel que soit S. une condition élémentaire mais apparemment assez forte pour qu’il
en soit ainsi est qu’il n’existe aucun couple (7,¢’) vérifiant la condition suivante :
parent de ¢’ et de plus il existe un chemin (3, ...3,,) (n > 3) pour lequel aucun i;
(1 <j<n—2)n’estparent de i’.

Dans la pratique, cette condition n’est peut-&tre pas trés contraignante. Nous ne
connaissons pas d’exemple de modélisation par un réseau bayésien au sein duquel on
ait fait figurer une chaine d’au moins quatre nceuds, dont chacun (sauf évidemment le
dernier) influe sur le suivant et ol de plus le premier influe aussi sur le dernier, mais
sans qu’aucun des intermédiaires (sauf bien str I’avant-dernier) fasse de méme. En
revanche, si tous les éléments de la chaine contribuent a influer sur le dernier, ceci
traduit simplement qu’il n’y a entre eux aucune forme d’indépendance (la loi de leur
ensemble est "quelconque").
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4.2. Une situation pathologique peut elle s’interpréter en terme de
réseau bayésien de niveau 2 ?

Soit Qs I’ensemble des parties de S constituée des singletons {¢} oti, ¢ parcourt
I’ensemble L des éléments de S n’ayant aucun parent dans ST — S, et des parties
T(C) ou C parcourt la partition S—conditionnelle C. Remarquons que 1'un de ces
deux types d’éléments de Qs peut étre absent.

11 est démontré (voir (SMAIL, 2004), sous section 2.3) que (s ainsi défini consti-
tue une partition de S.

Il résulte de 1a formule (4) et du théoréme que si le réseau ne présente de pathologie
relativement a aucune partie C € C,

Ps(zs) = | T[T Pupcey (e |P($e))] : [H Preyre)(@rey | Troy) |, (5)
(el cec

ol les parties p(¢) (¢ € Lyet R(C') (ou C' € C) sont contenues dans S (éventuellement
vides).

On voit ici une expression de Ps qui est analogue a celle que ’on a pour la
loi d’un réseau bayésien qui aurait pour nceud du graphe non pas les éléments de
S, mais les éléments de la partition Qg ; c’est ce qu'on appelle (voir (SMAIL et
al., 2005a)) un réseau bayésien de niveau 2 noté RB2 ; mais, pour qu’il en soit ainsi
il faudrait étudier au préalable si () est muni d’une structure de graphe orienté sans
circuits, noté Q'S, de telle sorte que pour tout ¢, p(¢) soit contenu dans 1’ensemble
des parents relativement a G, de {¢} et pour tout C, R(C') soit contenu dans 1’en-
semble des parents, relativement a G5 de T'(C) ; ceci conduit a définir G5 comme suit :

csite Letl e L, ({£},{¢'}) € Gsi(4,0) €6,
.site LetCec, ({£},T(C)) e ysil e R(C),
LsiCeCetC e C, (T(C),T(C)) € Gl si T(C) N R(C") # 2.

Or, on constate que le graphe orienté ainsi défini sur () g n’est pas nécessairement
sans circuit, comme le montre le contre exemple suivant construit a partir d’un graphe
non pathologique G et avec S = {2,4,6,8,10}, L = &, C; = {1,9}, Cy = {3,5},
03 = {7} )

T(C1) = {2,10}, T(C2) = {4,6}, T(C3) = {8} et R(C1) = {8}, R(Ca) = {2},
R(C3) = {6};
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Quoique non-pathologique, ce graphe présente un phénomene "d’effet lointain"
(arc de 1 vers 9) analogue a ceux qui caractérisent les graphes pathologiques ; nous
nous proposons de chercher ultérieurementnous nous proposons de chercher ultérieu-
rement une caractérisation des graphes G et des parties S tels que le graphe associé
G soit sans circuits.
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