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Résumé. — On reformule la théorie des polygones de Harder-Narasimhan par le
langage des R-filtrations. En utlisant une variante du lemme de Fekete et un argument
combinatoire des monémes, on établit la convergence uniforme des polygones associés
a une algebre graduée munie des filtrations. Cela conduit a ’existence de plusieur
invariants arithmétiques dont un cas tres particulier est la capacité sectionnelle. Deux
applications de ce résultat dans la géométrie d’Arakelov sont abordées : le théoreme
de Hilbert-Samuel arithmétique ainsi que ’existence et l'interprétation géométrique
de la pente maximale asymptotique.
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INTRODUCTION

Dans l'approximation diophantienne, on s’intéresse a étudier les solutions ra-
tionnelles d’un systeme d’équations polynomiales & coefficients dans un corps
de nombres. L’approche d’Arakelov, qui est une combinaison de la théorie des
schémas a la Grothendieck avec la géométrie complexe hermitienne, fournit un cadre
géométrique bien adapté aux équations polynomiales en tenant compte les métriques.

Un formalisme important dans ce cadre est ’application d’évaluation et la méthode
de pentes dues & J.-B. Bost [3, 6]. Etant donnés un corps de nombres K, une variété
projective X définie sur K et un faisceau inversible ample L sur X, I'espace H°(X, L)
peut étre considéré comme un espace de “polynémes homogenes”. L’application
d’évluation (notée EVy 1) est un homomorphisme de H°(X, L) vers H(3, L|x) défini
par restriction des sections a X, o ¥ est un sous-K-schéma fermé de X. Cela
généralise la construction classique qui consiste a évaluer les valeurs des polynomes
homogenes en un ou plusieur points rationnels.

Quitte & choisir un modele entier de (X, L) et une métrique hermitienne sur Lc,
la source et le but de l'application EVs; ;, deviennent des espaces vectoriels sur K
associés a certains fibrés vectoriels hermtiens sur Spec Ok, ou O est 'anneau des
entiers dans K. On obtient, en utilisant les inégalités de pentes, des éléments non-nuls
dans H°(X, L) dont I'image par EVy, 1, est nulle. Classiquement ces éléments sont ap-
pelés des “polynomes auxilliaires” qui sont des objets essentiels dans I’approximation
diophantienne, souvent construits par le lemme de Siegel.

L’intéret de la méthode de pentes est de transformer une “démonstration de tran-
scendence” a une seule inégalité. Cette inégalité, dont les ingrédients sont des invari-
ants arithmétiques naturellement définis, comme la hauteur d’'un homomorphisme
K-linéaire, le degré d’Arakelov et la pente d’un fibré vectoriel hermitien, permet de
séparer les contributions de différents termes, et de donner un cadre plus souple pour
diverses méthodes d’estimation.
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Dans de nombreuses applications, on considere une suite d’applications d’évaluation
EVy pen et étudie leur comportement asymptotique lorsque n tend vers I'infini. Il est
donc nécessaire de comprendre le comportement asymptotique des fibrés vectoriels
hermitiens dont I’espace vectoriel sous-jaent est HY(X, L®™).

Le premier résultat dans cette direction est le théoreme de Hilbert-Samuel
arithmétique di a Gillet et Soulé [20]. Soient (£7,.%) un modele entier de (X, L)
et m : & — SpecOg le morphisme structurel. Si on munit I'espace vectoriel
HO(X, L®") des sup-normes, le Ox-module ,(£®") peut étre considéré comme
un réseau dans un espace vectoriel normé. Gillet et Soulé ont montré que, si les
métriques sur L sont positives, alors

_ (d+1)! . =
im CED (29, ) = 820,

ot d = dim X, ¢;(Z)%*" est le nombre d’intersection arithmétique et x est la car-
actéristique d’Euler-Poincaré, qui est le logarithme du volume de la boule unité divisé
par le covolume du réseau. Une reformulation de ce résultat est
o dt1
B TRy a(Z )
lim T (LO)) /n = ,

ol 1 est la fonction de pente, qui est le degré d’Arakelov normalisé divisé par le rang.

Bien que les autres pentes comme par exemple la pente maximale [iy.y, qui est la
valeur maximale des pentes des sous-fibrés, et la pente minimale [iyin, qui est la valeur
minimale des pentes des fibrés quotients, interviennent aussi naturellement dans les
inégalités de pentes, on sait relativement peu sur leur comportement asymptotique.
Par exemple, dans [4], Bost a démontré que les pentes maximales Jipax(S™E) coissent
linéairement lorsque n tend vers I'infini. 11 a aussi obtenu des majorations de ces pentes
maximales. Mais on ne sait pas en général si la limite des fimax(S™E)/n existe dans
R. L’une des difficultés est que, contrairement & la fonction de pente ji, en général
la pente maximale et la pente minimale n’admettent pas d’additivité par rapport
aux suites exactes courtes, qui est une condition importante dans la technique de
dévissage.

Le but de cet article est alors d’étudier le comportement asymptotique des
fibrés vectoriels hermitiens. En particulier, on établit la convergence des suites
(Bmax (7 (Z€™)) /n)n>1 €t (Pmin (7 (ZL®7))/n)pn>1. Pour surmonter la difficulté
d’absence de ’additivité, on utilise la technique de polygone de Harder-Narasimhan
avec le point de vue des R-filtrations et des mesures. Le polygone de Harder-
Narsimhan est initialement une notion en géométrie algébrique, proposée par Harder
et Narasimhan [25]. En géométrie d’Arakelov, cette notion est introduite par Stuhler
[36] et Grayson [21]. Si E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec O, le polygone
de Harder-Narasimhan de FE est par définition la fonction concave sur [0, rg E| dont
le graphe est I’enveloppe convexe des points (rg F, d/eTgn(F)), oll d/e\gn(F) est le degré
d’Arakelov normalisé de F'. On désigne par Pz la forme normalisée de ce polygone,
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c’est-a-dire la fonction définie sur [0, 1] dont le graphe est similaire & celui du polygone
de Harder-Narasimhan. L’avantage du polygone normalisé est qu’il permet d’étudier
les diverses pentes en méme temps :

W(E) = P- fimax (B) = lim P fimin(E) = lim PL
AE) = Pe(l),  finax(®) = lim o), fuin(E) = Jim Py(t).

Les sommets du polygone de Harder-Narasimhan correspondent a un drapeau de E :
E=E2F 2 2FE:=0

tel que les sous-quotients F;/F;11 soient semi-stables (c’est-a-dire p; := [i(E;/E;iy1)
coincide avec [max(Ei/Fit1)) et que les pentes successives u; satisfassent aux
inégalités pg < --+ < pg—1. Classiquement le drapeau comme ci-dessus s’appelle
la filtration de Harder-Narasimhan de E. Mais la donnée d’un drapeau et d’une
suite strictement croissante de nombres réels de la méme longueur définit en fait une
R-filtration décroissante. Dans la figure 1, le graphe a gauche représente la dérivée

FIGURE 1. Dérivé du polygone normalisé et la fonction de distribution
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du premier order de la fonction P, ou t; = rg E;/rg E. C’est une fonction d’escalier
définie sur [0, 1]. Le graphe a droite répresente la fonction inverse de la fonction dans
le graphe a gauche. C’est une fonction décroissante d’escalier définie sur R qui prend
valeurs dans [0,1]. Elle définit donc une mesure de probabilité borélienne v sur
R. Si on place convenablement les F;, comme présenté dans le graphe & droite, on
obtient une R-filtration décroissante de E qui induit par changement de scalaire & K
une R-filtration décroissante FF de E K.
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Réciproquement, si on se donne un espace vectoriel de rang fini et non-nul V sur K
muni d’une R-filtration F, alors la fonction rg(F,V)/rgV est une fonction d’escalier
décroissante, comme dans le graphe a droite. L’integrale de son inverse définit une
fonction concave et linéaire par morceaux — c’est-a-dire un polygone — sur [0, 1]. En
résume, on a des applications natuelles

{espaces vectoriels de

polygoneS}
rang fini R-filtrés ’

sur [0, 1]

sur R combinaisons linéaires de

mesures de probabilité borélienne
b b

mesures de Dirac

dont la derniere est une bijection, qui envoie v en Pg. Cela nous permet d’utiliser
les espaces R-filtrés et les mesures boréliennes sur R a étudier les fibrés vectoriels
hermitiens. En outre, des constructions similaires existent dans le cadre géométrique
des fibrés vectoriels sur une courbe.

L’algebre B = @,,-, H(X, L®™) des sections globales, munie des filtrations de
Harder-Narasimhan est une algebre graduée de type fini munie de R-filtrations.
On a expliqué plus haut que 'information des pentes et des polygones de Harder-
Narasimhan est completement encodée dans les R-filtrations de B. On propose
deux stratégies différentes a étudier le comportement asymptotique de ces filtrations.
La premiere est inspirée par un travail de Faltings et Wistholz [17], qui est une
généralisation de la théorie des séries de Poincaré — un instrument important a
étudier des algebres graduées, classiquement utilisée pour déterminer le comporte-
ment asymptotique des rangs des composantes homogenes. Bien que cette approche
permet de calculer explicitement la limite des polygones, elle n’est valable que pour
le cas particulier ou les filtrations sont induite par une autre graduation de B. L’une
des obstruction d’utiliser la méthode de série de Poincaré au cas général est que,
dans une algebre graduée, le degré du produit de deux éléments homogenes est égal
a la somme de leurs degrés; par contre, dans ’algebre munie des filtrations qui nous
intéresse, en général on sait seulement une minoration de la position d’un produit
dans la filtration par la somme des positions de chaque élément, avec méme un
terme d’erreur. Cette observation conduit a la deuxieme stratégie : suites presque
sur-additives et lemme de Fekete. Le lemme de Fekete est une méthode classique a
déterminer la convergence d’une suite sous(sur)-additive : si (a,)n>1 est une suite
réelle qui est sur-additive, a savoir an4, > an + ap, quels que soient m,n, alors la
suite (an/n)p>1 converge dans R U {+o0o}, et la limite est finie lorsque a, = O(n).
On établit d’abord la presque sur-additivité de la suite des mesures associées aux
filtrations de l'algebre graduée, et on en déduit la convergence vague des mesures
dilatées en faisant appel & une variante du lemme de Fekete. Enfin on obtient la
convergence uniforme des polygones par le lien entre les mesures et les polygones.
Par une méthode similaire, I’existence des limites de pentes maximales et de pentes
minimales est aussi obtenue.
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Les résultats obtenus dans cet article peuvent étre comparés a un travail de Rumely,
Lau et Varley [34] sur l'existence des capacités sectionnelles. La capacité sectionnelle
est un invariant qui généralise simultanément la capacité logarithmique d’un diviseur
en géométrie complexe, et le nombre d’auto-intersection d’un fibré inversible hermitien
en géomeétrie d’Arakelov. Le résultat sur la convergence des polygones que ’'on obtient
implique en particulier I'existence et la positivité de la capacité sectionnelle au cas des
normes (dans [34], les auteurs consideérent un cadre plus général des semi-normes) et
donc implique le théoreme de Hilbert-Samuel arithmétique. De plus, la convergence
des polygones est valable pour toute algebres graduées de type fini munie de filtrations
convenables. Donc le polygone limite est un invariat arithmétique qui existe dans un
cadre tres général et qui généralise de nombreux invariants intéressants.

Dans le cas ou les métriques sur L sont positives, la valeur en 1 de la limite des
polygones est liée au nombre d’intersection arithmétique de .Z. Il est donc tres na-
turelle d’étudier les interprétations géométrique des autres invariants limites. Dans
cet article, on propose une telle interprétation pour la pente maximale asymptotique
i, (Z) — la limite des Jimax (7 (-ZL®"))/n — par une propriété d’annulation de
sections non-nulle de petite norme. En outre, on démontre que cette pente maxi-
male asymptotique est sur-additive par rapport & .Z. Cette observation nous permet
d’étendre son domaine de définition a l’ensemble de tous les fibrés inversibles her-
mitiens £ sur 2", méme si les espaces 7, (L") se réduisent éventuellement & zéro.
Cela montre que cet invariant a une souplesse a appliquer dans diverses situations.
Le lien explicite avec la propriété d’annulation suggere des applications en géométrie
algébrique et en géométrie d’Arakelov dans la future.

L’article est organisé comme la suite. Dans le premier chapitre, on rappelle d’abord
quelques notations utilisées dans ’article; ensuite, un préliminaire sur les R-filtrations
est introduit, y compris la mesure et le polygone associés a une filtration, qui sont
des outils importants; la section suivante est consacrée a quelques généralisations
du lemme de Fekete; enfin, on rappelle des faits dans la géométrie algébrique que
I’on utilisera plus loin. Le deuxiéme chapitre est un rappel sur la théorie des fibrés
vectoriels adéliques, tout particuliement sur les polygones de Harder-Narasimhan,
qui sont des objets a étudier dans cet article. C’est dans le troisieme chapitre que
le résultat principal de l'article — la convergence des polygone — est démontré :
la premiere section est consacrée au cas d’algebres bigraduées, ou on développe la
méthode des séries de Poincaré a deux variables; dans la deuxiéme section, on pro-
pose deux notions, algébre graduée quasi-filtrée et algébre graduée pseudo-filtrée, qui
sont des algebres graduées munies des filtrations ot la converge des polygones est
suspectible d’étre vraie; on démontre dans la troisieme section cette convergence pour
le cas particulier ou l'algebre graduée est une algebre de polynoémes, en utilisant un
argument combinatoire fin sur les monoémes et en faisant appel au lemme de Fekete
généralisé appliqué aux mesures associées aux filtrations; enfin, dans la quatrieme
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section, on démontre le cas général par réduction au cas précédent d’algebres de
polynomes. Le dernier chapitre est consacré aux applications de la théorie générale
établie dans le chapitre précédent : on obtient ’existence de la capacité sectionnelle et
donc le théoreme d’Hilbert-Samuel arithmétique; ensuite, l'interprétation géométrique
de la pente maximale asymptotique est discutée; enfin, on aborde ’analogue de ces
résultats dans le cadre de la géométrie algébrique sur une courbe.

Une grande partie des résultats dans cet article est issue de ma these doctor-
ale dirigée par J.-B. Bost. Je tiens a lui exprimer mes remerciements pour son en-
cadrement et ses encouragements. Je suis reconnaissant a E. Gaudron qui m’a invité
a une rencontre de 'ANR « Autour de la théorie des pentes» organisée a 1'Institut
Fourier ou j’ai appris de lui la théorie des fibrés vectoriels adéliques.



CHAPITRE 1

RAPPELS ET PRELIMINAIRES

1.1. Notations et rappels sur un corps de nombres

Dans cet article, sauf mention au contraire, K désigne un corps de nombres dont
I'anneau des entiers est noté Og. On désigne par 37 I'ensemble des places finies de
K, qui s’identifie & I’ensemble des points fermés dans Spec Ok . Soit X, I’ensemble
des places infinie de K, qui se décompose en une union disjointe de deux parties :
Yoo,r des places réelles et Y . des places complexes.

Sip € Xy est une place finie de K, on désigne par v, : K* — Z la valuation
discrete associée a p. Soient F, = Ok /p le corps résiduel de p et |- |, la valeur absolue
sur K telle que |al, = p~"»(®) pour tout a € K*, ot p est la caractérsitique de Fy.
On note n, = [Fy, : Z/pZ].

Chaque place infinie v € ¥, correspond a un plongement o : K — C, unique a
conjugaison complexe pres. On désigne par |- |, la valeur absolue sur K définie par
lal, = |o(a)|, ot | - | est la valeur absolue usuelle sur C. On définit n, =1siv € X »
et n, =2siv € Xy c.

La formule de produit comme ci-dessous est importante dans la théorie des nom-
bres : si a est un élément non-nul de K, alors, pour toute sauf un nombre fini de
places p € Xy, |al, = 1; de plus, on a

(1) I lai =1

’UEEfUZOC

Pour toute place v € ¥y U ¥, on désigne par K, le complété de K par rapport
a la valeur absolue | - |,, et par C, le complété d’une cloture algébrique de K,. La
valeur absolue |- |, sur K s’étend de fagon unique sur C,.

Pour toute place finie p € 3¢, on désigne par m, la mesure de Haar sur K,
normalisée de sorte que my(Op) = 1, ot O, est I'anneau des éléments a € K, tels
que |al, < 1. Pour toute v € Lo, soit m, la mesure de Lebesgue sur K, = R. Pour
toute w € ¥ ¢, soit m,, le double de la mesure de Lebesgue sur K,, = C.
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Soit A i I’anneau topologique des adéles de K. On rappelle que Ak est le sous-

espace du produit H K., des éléments a = (v )ves,us., tels que, pour tout p €
’UEEf U0

>t en dehors d’un nombre fini, on ait ap, € Op. Le produit des mesures m,, définit une

mesure de Haar m sur Ag. En outre, le corps K se plonge diagonalement dans A g
comme un sous-anneau et 'espace quotient A /K est compact. Plus généralement,
si E est un espace vectoriel de rang fini r sur K, quitte & choisir une base de F, on
peut identifier F® Ak a A’y et donc on obtient une mesure de Haar mg sur E® A .
D’apres la formule de produit, cette mesure ne dépend pas du choix de la base de
E. En outre, le covolume de F dans E ® Ak pour la mesure mpg, c’est-a-dire la
mesure d'un domaine fondamental du quotient (F @ x Ak)/E pour mp, est égale &
|Dg |8 E/2 ol Dk est le discriminant absolu de K.

1.2. Filtrations des espaces vectoriels

On présente dans cette section les propriétés élémetaires des R-filtrations. Ce sont
des objets intermédiaires a travers desquels on étudie les invariants arithmétiques. On
fixe un corps k. Sauf mention au contraire, tous les espaces vectoriels sont supposés
étre sur k et de rang fini.

1.2.1. Définition et constructions. —

Définition 1.2.1. — Soit V un espace vectoriel sur k. On appelle R-filtration (ou
simplement filtration) de V toute famille F = (F,V).cr de sous-espaces vectoriels de
V' soumise aux conditions suivantes :

1) FoV D Fu/V pour tous les réels a et a’ tels que a < a/,
2) F,V =0 pour a suffisamment positif,

3) F.V =V pour a suffisamment négatif,

4) la fonction a +— rg(F,V) est continue a gauche sur R.

Un espace vectoriel filtré est un espace vectoriel muni d’une filtration, c’est-a-dire un
couple (V,F) o V est un espace vectoriel et F est une filtration de V.

Remarque 1.2.2. — Les conditions 2)—4) sont en fait respectivement la séparation,
I’ exhaustivité et la continuité a gauche de la filtration F, que 'on supposera toujours
dans cet article.

Une filtration F de V est équivalente & la donnée d’un drapeau

V=W2Vi2V2 - 2V;=0



1.2. FILTRATIONS DES ESPACES VECTORIELS 9

de V et d’une suite strictement croissante (a;)o<i<q- En effet, on construit de telle
donnée une filtration de la forme

FV=J Vi
0<i<d
a;>a
Réciproquement, étant donnée une filtration F, la fonction a — rg(F,V) est
décroissante, continue & gauche et prend valeurs dans ’ensemble fini {0,--- ,rgV},
donc elle est de la forme

d—1
I‘gV . ﬂ]—oo,ao] (a) + Z Ti]l]aifl,ai] (a),
i=1

olag < -+~ < ag—1 et 0 < rgu1 < --- < rp <rgV. Soit V; = F,,V pour i €
{0,---,d—1} et soit Vz = 0. On obtient alorsun drapeau V=V 2V, 2 --- 2 V3 =0
et une suite strictement croissante (a;)o<i<d-

Etant donné un vecteur x € V', la position de ce vecteur dans la filtration F est
donnée par la fonction Ar : V — R U {400} suivante :

(2) Ar(z) =sup{a €R |z € F,V}.

Cette application prend valeurs dans 'ensemble {ag, - ,aq—1} U {+o0}, et elle est
finie sur V'\ {0}. On note en outre

(3) Amin(F) = ap = gg‘r} Ar(z), Amax(F) = ag—1 = sup Ar(x).
Si V est nul, alors par convention Apin(F) = 400 et Apax(F) = —o0.

Proposition 1.2.8. — 1) Pour tout uw € K* et tout x € V, Ar(uz) = Arp(x).

2) Ar(x) > b si et seulement si x € FpV.

3) Pour tous les éléments x et y de V, Ar(z +y) > min(Ag(x), Ax(y)).

4) Six ety sont deux éléments de V tels que A\r(x) # Ar(y), alors x +y # 0, et
Ar(z +y) = min(Az (), Az (y))-

Démonstration. — 1) Comme u est inversible, z € F,V si et seulement si uz € F,V,
dou{aeR|zeF,V}={aeR|ux € F,V}.

2)Sixz e RV, alorsb € {a e R|z € F,V}. Donc Ag(x) > b. Réciproquement, si
Ar(x) > b, alors Ag(x) > b — e quel que soit € > 0. On en déduit x € F,_.V pour
tout € > 0. Or la fonction a — rg(F,V) est continue a gauche, I'égalité Fp,_ .V = F,V
est vraie lorsque ¢ est suffisamment petit. Donc z € F,V.

3) Soient a = Ag(x) et b = Ag(y). D’apres 2), on a x € F,V et y € FV. Il est
anodin de supposer a > b. Alors x € F,V puisque F,V C F,V. On en déduit donc
x+y € FV et Ar(x +y) > b compte tenu de 2).

4) Six+y =0, alors x = —y. D’apres 1), Az(z) = Ar(y). Cela est absurde. Donc
x + y est non-nul. On peut supposer Ar(r) < Ar(y). Pour tout a €]JAr(x), Ax(y)][,
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onay € F,V mais z & F,V. Donc x +y & F,V et Ar(x +y) < a. Comme a est
arbitraire, Az (z +y) < Az(z). D’apres 3) on obtient 1’égalité. O

Etant donnée une application k-linéaire f : V — W d’espaces vectoriels et une
filtration de I'un des espaces V et W, sous certaine condition de f, on peut constru-
ire “naturellement” une filtration de 'autre espace. On présente dans la suite ces
constructions en commengcant par définir la compatibilité de f aux filtrations.

Soient F et G des filtrations de V et de W respectivement. On dit que 'application
f est compatible aux filtrations (F,G) si f(FoV) C GoW quel que soit a € R, ou de
fagon équivalente, A\g(f(x)) > Az(x) pour tout z € V.

La composition de deux applications k-linéaires compatibles aux filtrations est
encore compatible aux filtrations. Donc les espaces vectoriels filtrés et les applications
k-linéaires compatibles aux filtrations forment une catégorie que 'on notera Fily.

Si f:V — W est injective et si G est une filtration de W, on désigne par f*G la
filtration de V telle que (f*G),V = f~1(G,W) pour tout a € R, appelée la filtration
induite (de G par f). Pour tout z € V, As-g(z) = Ag(f(z)). Donc l'application f est
compatible aux filtrations (f*G, G).

Si f est surjective et si F est une filtration de V', on définit une filtration notée f,F
de W telle que (f«F) W = f(F,V) pour tout a € R, appelée la filtration quotiente

(de F par f). Pour tout y € W, A\, #(y) = sup Ar(zx). L’application f est
zef~1(y)
compatible aux filtrations (F, f.F).

1.2.2. Mesure associée a une filtration. — Soit V un espace vectoriel de rang
r>0. A chaque filtration de V sera associée une mesure de probabilité borélienne
sur R. On montrera que cette mesure admet une additivité par rapport aux suites
exactes courtes (d’espaces vectoriels filtrés).

Soit .#1 I'ensemble des mesures de probabilité boréliennes sur R. On définit une
relation d’ordre = sur .#; :

vy > vy st et seulement st f]Rfdul > fRfdug pour toute fonction crois-
sante et bornée f sur R.

L’expression 19 < vp est aussi utilisée pour désigner la relation vy > vs.
Soit F une filtration de V. Si e = (e1,--- ,e,) est une base de V, on désigne par
vF e la mesure de probabilité

1 T
VFe =~ 2 Onr(es)
=

qui est une combinaison linéaire de mesure de Dirac. Le sous-ensemble de .#; formé
des mesures de la forme vr ol e parcourt toutes les bases de V' admet un élément
maximal vz pour la relation d’ordre >, appelée la mesure associée a F. En effet, la
mesure vr ¢ est maximale si et seulement si la base e est compatible & la filtration F,
c’est-a-dir que #(e N F, V) = rg(F,V) quel que soit r € R.
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Proposition 1.2.4. — Pour toute base e de V, il existe une matrice triangulaire
A dans M, «,(k) dont la diagonale est (1,---,1) et telle que Ae soit compatible a la
filtration F.

Démonstration. — C’est une conséquence de la décomposition de Bruhart pour le
groupe linéraire général. Voir [13] 4.2.15 pour une preuve directe. O

Si la filtration F correspond au drapeau V=1 2 Vi 2D Vo D --- D Vy=0et ala
suite (a;)o<i<d, alors la mesure vz s’écrit comme

d—1
rgVi —1gVip

4 = E ————0a,,

) . e rgV ‘

ou de fagon équivalente, vr est la dérivée d’ordre un au sens de distribution de la
fonction x — 1 —rg(F,V)/rgV. En effet, si e = (e1,- - , e,) est une base compatible
a la filtration F, alors le nombre des éléments e; tel que Ar(e;) = a; est égal a
rg(Vi/Vig1). On déduit de la formule (4) que

Amin (F) = inf(suppvr) et Apax(F) = sup(supp vx),

ou supp vr est le support de la mesure vg.

L’espace vectoriel nul admet une seule filtration. Pour simplifier les notations,
on définit par convention la mesure associée a l’espace nul comme la mesure nulle.
Attention : ce n’est plus une mesure de probabilité.

Bien que la catégorie Fil, des espaces fitrés n’est guére une catégorie abélienne,
les suites exactes courtes sont naturellement définies : on dit qu’une suite
0— V', F)— (V,F) ——= (V' F") ——= 0 de morphismes dans Fily
est ezacte si

1) la suite 0 |7 % \vedd 0 est exacte,
2) la filtration F’ est la filtration induite,
3) la filtration F” est la filtration quotiente.

Proposition 1.2.5. — Si 0—— (V',F") (V, F) V", F" 0
est une suite exacte dans Fily, alors

(5) gV ovg =gV’ ve 4 1g V- v,

Démonstration. — La suite 0—— (V',F) (V, F) V", F") 0

est exacte si et seulement si, pour tout r € R, la suite

0—=FV —= FV —= FV' —=0

d’homomorphismes k-linéaires est exacte. On obtient ainsi 1’égalité rg(F,. V) =
rg(FIV') +rg(F/'V") et puis I'égalité (5) en prenant la dérivée au sens de distribu-
tion. (|
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1.2.3. Extension de base. — Si k’/k est une extension de corps, alors toute fil-
tration F de V induit naturellement une filtration F de Vir : =V @1k telle que, pour
tout r € R, FoVi = (F.V) @k k'. Cette construction est fonctorielle, c¢’est-a-dire
que lapplication (V,F) (Vk/,]?) définit en fait un foncteur de Fily vers Fil,. Ce
foncteur est exact dans le sens suivant : il envoie une suite exacte courte dans Filg
vers une suite exacte courte dans Fily. En outre, ce foncteur préserve la mesure

associée, plus précisément, on a vF = vz.

1.2.4. Opérations sur les mesures. — On introduit deux sortes d’opérations sur
I’espace de mesures .#7. Pour tout a € R, soit ¢, : R — R I’application de translation
qui envoie x en = + a. Elle induit un automorphisme 7, : .#, — .#1 qui envoie une
mesure de probabilité v en son image directe par ¢,. Par définition, 74 = 74 0 7.
Pour tout € > 0, soit 7. : R — R I'application de dilatation qui envoie x en ex. Elle
induit par image directe un automorphisme T : #; — #1. OnaT.., =T.0T.. En
outre, les automorphismes 7, et T, préservent la relation d’ordre .

Etant donnés deux espaces filtrés et une bijection k-linéaire des espaces vectoriels
sous-jacents, le lemme au-dessous compare les filtrations de la source et du but :

Lemme 1.2.6. — Soient (V,F) et (V',F') deuz espaces vectoriels filtrés, ¢ : V —
V' un isomorphisme de k-espaces vectoriels et ¢ un nombre réel. Si, pour tout x € V,
Ar(z) < Ap(e(x)) + ¢, alors Teve = vr.

Démonstration. — Soit € = (e;)1<i<n une base de V' qui est compatible & la filtration
F. Alors € = (¢(e;))1<i<n est une base de V', et

1 — 1 —
TeVF! = TeVF el = — 2; Oxpr (pes))+e > - Z;‘SAF(@) =VF.
1= 1=

O

1.2.5. Polygone associé a une mesure. — On désigne par Cy l’ensemble des
fonctions concaves définies sur [0, 1] qui valent 0 en I'origine. Soit .4 . 'ensemble des
mesures de probabilité boréliennes a support compact sur R. On définit au-dessous
une application P : .#; . — Cp. Cette application sera utilisée plus loin pour retrouver
les polygones de Harder-Narasimhan.

Soient v € M. et F, : R — [0,1] la fonction définie par F,(z) = v(]z, +0o0[).
On désigne par P(v) : [0,1] — R la transformée de Legendre (cf. [29] II §2.2) de la
fonction concave z — [ F, (y)dy.

Voici une forme explicite de la fonction P(v). Soit F : [0,1[— R la fonction
telle que F¥(t) = sup{x | F,(z) > t}. Comme v est & support compact, F} est une
fonction décroissante, continue & droite et bornée. En outre, pour tout ¢ € [0, 1] et
tout y € R, F,(y) > t si et seulement si y < F}(¢). La fonction P(r) envoie ¢ € [0, 1]
en f[o,t[Fj(s)ds.

L’application P préserve la relation d’ordre.
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Proposition 1.2.7. — Si vy et vy sont deur mesures dans M . telles que v1 < va,
alors P(v1)(t) < P(v2)(t) quel que soit t € [0,1].

Démonstration. — Par définition, F,, (x) < F,,(z) quel que soit x € R. Par
conséquent, F < F et donc P(v1) < P(va). O

L’espace . . est invariant par les opérateurs 7, et 7.. De plus, on a les égalités :
(6) P(rav)(t) = P(v)(t) + at, P(T.v) =eP(v).

Si v est une combinaison linéaire de mesures de Dirac, alors F}; est une fonction
d’escalier. Par conséquent, la fonction P(v) est linéaire par morceaux. Une telle
fonction est appelée un polygone sur [0,1]. En particulier, si (V,F) est un espace
vectoriel filtré, alors P(vx) est un polygone.

Définition 1.2.8. — La fonction P(vx) est appelée le polygone associé a F.

On rappelle qu’une suite de mesures boréliennes (v;,),>1 sur R converge vaguement
vers une mesure borélienne v si et seulement si, pour toute fonction f continue et a
support compact sur R, la suite des intégrales ([, f dvy)n>1 converge vers [ fdv.
La convergence vague des mesures est liée & la convergence uniforme des polygones.

Proposition 1.2.9. — Soit (vp)n>1 une suite de mesures dans M1,.. On suppose
que les supports des mesures vy, sont uniformément bornés et que la suite de mesures
(Un)n>1 converge vaguement. Alors la mesure limite v est aussi dans M1 .; de plus,
la suite de fonctions (P(vn))n>1 converge uniformément sur [0, 1] vers P(v).

Démonstration. — Soit I = [A, B] un intervalle fermé et borné tel que suppv, C I
pour tout n. Comme les supports des v,, sont tous contenus dans I, il en est de méme
du support de v. Si f est une fonction de support compact a valeurs dans [0, 1] telle
que f|; =1, alors fRfdyn = 1 pour tout n. On en déduit fRfdu = 1. Donc v est
une mesure de probabilité. Soit Z I'ensemble des z € R tel que v({z}) # 0, qui est
un ensemble dénombrable. Alors la suite F,, converge simplement vers F,, sur R\ Z
d’apres [9] IV §5 n°12 Proposition 22.

Sit €]0,1[ et siy = F;(t), alors il existe une suite strictement croissante (2, )m>1 C
R\ Z qui converge vers y. Comme z,, < y, on a F,(z,,) > t. Comme z,,, € Z, il
existe N(m) € N tel que F,, (z,,,) > t, ou de fagon équivalente, x,,, < F; (t) pour
tout n > N(m). Cela implique Eglilgf Fj (t) > FJ(t).

Pour tout entier n > 1, soit U, I'ensemble des ¢t € [0, 1] tels que F}, ! ({t}) ait un
point intérieur. C’est un sous-ensemble dénombrable de [0,1]. Soient U” I’ensemble
des t € [0,1] tels que F, 1({t}) ait un point intérieur et U 1'union de U” et tous les
U/. L’ensemble U est dénombrable. Sit € [0,1[\U et si y = F;(t), alors il existe
une suite strictement décroissante (Tm)m>1 € R\ Z qui converge vers y. Comme
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t ¢ U", on obtient F,(x,,) < t. Donc il existe N(m) € N tel que F,, (z,,) < t et alors
Ty > F} (t) pour tout n > N(m). On en déduit limsup F; (t) = F,(t).

n—-+4oo
D’apres les arguments comme ci-dessus, il existe un sous-ensemble dénombrable

U de [0,1] tel que (F )n>1 converge simplement vers F sur [0,1[\U. De plus, les
fonctions F); sont uniformément bornées. Donc le théoréme de convergence dominée
montre que

1
[ oEedas- [ R < IR0 - )
0,¢] [0,¢] 0

convergent vers 0 quand n tend vers l'infini. O

On présente enfin quelques faits concernant la convergence vague des mesures que
I’on utilisera plus loin dans le chapitre 3.

Lemme 1.2.10. — Si f est une fonction continue a support compact sur R, alors
lim ||f0908_f”sup:0a hm”fo’71+a_f”sup:0-
e—0 e—0

Démonstration. — Comme f est a support compact, elle est uniformément continue.
La premiere égalité est donc vraie.
On suppose que supp(f) C [-M, M], ot M > 0. Pour tout € € [-1/2,1/2], on a
Ifovite = fllswp = sup [f(z+ex) - f(z)].
—2M<z<2M

Comme f est uniformément continue,

lim sup |f(z+ex)— f(z)| =0.

e—=0 _op<ar<oM

On en déduit donc lin(l) Ilf ovite — fllsup = 0. 0
E—

Lemme 1.2.11. — Soient (Vn)nzl une suite dans M1 et v une mesure borélienne
sur R. Soit (an)n>1 une suite dans | — 1,+00[ qui converge vers 0. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) la suite (vp)n>1 converge vaguement vers v;
2) la suite (Ti4a,Vn)n>1 converge vaguement vers v;
3) la suite (Tq, Vn)n>1 converge vaguement vers v.

Démonstration. — Comme TUZ} = T_,4, et comme T1_+1an = Tta,)-1 = 11— o, il
suffit de vérifier “1)=-2)" et “1)==-3)”, qui sont des conséquences immédiates du
lemme 1.2.10. O
Lemme 1.2.12. — Soient (V))n>1, (Un)n>1 €t (V) )n>1 trois suites de mesures dans

M, telles que V), < v, < v quel que soit n > 1. On suppose que les supports
des mesures v}, v, et V), sont uniforméments bornés et que les deux suites (v, )n>1 €t
(V)n>1 convergent vaguement vers la méme limite v. Alors la suite (v )n>1 converge

vaguement aussi vers v.
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Démonstration. — Comme les mesures que 'on considere sont a supports uni-
formément bornés, pour toute fonction continue f sur R,

li dv), = i dv! = i /d.
Jdm [ rad= i [ pad= i [ o

Or, par 'hypothese, si f est croissante et bornée,

/Rfd%S/Rfdung/Rfdu;{.

Ainsi  lim f dv, = lim / f dv pour une telle fonction f. Enfin, comme
R

n—-+o0o R n—-+oo
une fonction continue et & support compact peut s’écrire comme la différence de

deux fonctions continues croissantes et bornées, on en déduit que la suite de mesures
(Vn)n>1 converge vaguement vers v. O

1.2.6. Conventions. — Soit V un espace vectoriel sur k£ muni d’une R-filtration F.
Dans la suite, s’il y a aucune ambiguité sur la filtration JF, on utilise aussi I’expression
Ay ou simplement A pour désigner la fonction Az, et on utilise le symbole vy pour
désigner la mesure associée a la filtration F.

1.3. Suites presque sous(sur)-additives

Le but de cette article est de montrer la convergence d’une suite de certains in-
variants arithmétiques normalisés. Une méthode tres classique pour montrer la con-
vergence d’une suite normalisée est le lemme de Fekete (voir [18] page 233 pour un
cas particulier). Etant donnée une suite (a,),>1 de nombres réels, si cette suite est
sous-additive (& savoir, a,4m < an + am quel que soit (m,n) € Z2%,), alors le lemme
de Fekete affirme que la limite de la suite normalisée (ay, /n),>1 existe dans RU{—o0}.
La preuve de ce résultat est un exercice facile.

Cependent, le lemme de Fekete — sous sa forme primitive — ne suffit pas pour
notre application arithmétique. FEn effet, il s’agit des suites qui ne sont pas sur-
additives mais seulement sur-additives a des termes d’erreur pres. Par conséquent, il
faut développer des criteres de convergence qui sont plus généraux. Dans la suite, on
présente deux telle généralisations dont la premiére (la proposition 1.3.1) concerne une
suite multi-sous-additive & une erreur strictement sous-linéaire pres et la seconde (la
proposition 1.3.5) traite des suites presque sous-additives en demandant une condition
plus forte de croissance lente sur les termes d’erreur. Dans les corollaires 1.3.2, 1.3.3
et 1.3.6 on présente les variantes sur-additives que ’on utilisera plus loin.

Proposition 1.3.1. — Soient (ap)n>1 une suite dans [0, +oo] et f : Zso — R une
application telle que lim f(n)/n = 0. S%l existe un entier ng > 0 tel que, pour
n—oo

toute famille finie (n;)1<i<r d’entiers supérieurs ou €gaut & ng, oN Git Gpytogm, <



16 CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

Upy + -+, + f(n1)+ -+ f(n), alors la suite (an/n)n>1 admet une limite dans
[0, 4+o00].

Démonstration. — Si n et p sont deux entiers supérieurs ou égaux a ng et si I €
{n,n+1,---,2n — 1}, alors

At pantar  pfn) + 1) an a  pf(n)+ FO)

+

p+1 7~ pn+l pn+1 ~n  pn pn+1
a a n l
con, a W] FO
n  pn n n
Comme .
S T ML
p—oo  pn pn -
on obtient que, pour tout entier n > 0,
(7) Hmsupa—mga—n—i—m,
m—oo MM n n

d’ou
lim sup dm < lim inf (a—" + M) < lim inf dn + lim sup M = lim inf a—n.

m—oo M n—o00 n n n—oco 1 n—00 n n—oo N

Par conséquent, la suite (a,/n),>1 a une limite, qui est clairement positive, et est
finie d’apres (7). O

Corollaire 1.3.2. — Soient (an)n>1 une suite de nombres réels et f : Zso — R une
application telle que lim f(n)/n =0. Siles deux conditions suivantes sont vérifiées:
n—oo

1) il existe un entier ng > 0 tel que, pour toute famille nq,- - ,n; d’entiers supérieurs
ou égauz a ng, on ait Apy4..on, > Gny, + -+ apn, — f(n1) — - — f(n,),
2) il existe une constante o > 0 telle que, pour tout entier n > 1, on ait a, < an,

alors la suite (an/n)n>1 admet une limite dans R.

Démonstration. — On considere la suite formée des nombres réels de la forme b,, =
an — ay. C’est une suite de nombres positifs. Si nq,--- ,n, sont des entiers supérieurs
ou égaux a ng et sin =ny + -+ n,, alors

T

bn:omfan:ainifan SainifZ(ani ff(m))
i=1 i=1

i=1
:Z(anifanﬂrf(m)) =bp, + o+ by, + f(n1) + o+ f(ny).
i=1
D’apres la Proposition 1.3.1, la suite (b,/n),>1 admet une limite dans R. Comme
bn/n = a — ay/n, la suite (an/n),>1 a aussi une limite dans R. O

Corollaire 1.3.3. — Soient (an)n>1 une suite de nombres réels et cq,ce deuz con-
stantes positives telles que :
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1) pour tout couple (m,n) d’entiers suffisamment grands, am, + an < Gmin + 1,
2) pour tout entier n > 1, a, < can,

alors la suite (an/n)n>1 admet une limite dans R.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le corollaire 1.3.2 & la fonction constante f
qui prend valeur c;. O

Lemme 1.3.4. — Si f : Z~o — [0,+00[ est une application croissante telle que
(07

Z f(2%)/2% < 400, alors QEIEOO 27« Zf(Q’) =0.

a>1 =0

Démonstration. — Pour tout entier o > 0, soit S, = Z f(29) /2%, Par la sommation
>

d’Abel, on a

[e3% (03 [e3

D FE@) = (8= Sig1)2' = So — Saq12” + Y 5271

=0 =0 i=1

(e

Comme lim S, = 0, le terme 2_0‘251-2"_1 converge vers 0 lorsque a — +oc.

a——+00
i=1
(o7
: —a T\
Cela montre que QEIEOO 2 Z f(29) =o. O
i=0
Proposition 1.3.5. — Soient (by)n>1 une suite de nombres positifs et f : Zso —

[0, +00[ une application croissante telle que Z f(29)/2% < 4+o00. S’il existe un entier
a>1

no > 0 tel que, pour tout couple (m,n) d’entiers > ng, on ait bym < by +bp+ f(m)+

f(n), alors la suite (by/n)p>1 admet une limite dans [0, 4+o0].

Démonstration. — On considere d’abord le cas o ng = 1. Comme f est une fonction
croissante, on obtient que, pour tout (m,n) € Z2>0,

(8) bintn < by 4 by +2f(m + n).

Pour tout entier o > 0, soit S, = Z f(29)/2°. D’aprés Phypothese on a  lim S, =
prepd a——+0o0

0. Sin € Zwg et 3 € N sont tels que 27 < n < 28%1 alors, pour tout o € N, on a

(9) byon < 2%y + 20T (207 n) < 2%, + Y 20T F(20F),

i=1 i=1
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k
Sip= Zeﬂi, ou ¢; € {0,1} pour tout ¢ € {0,1,--- ,k — 1} et on ¢, = 1, et si
i=0
re{0,1,--- ,n—1}, d’apreés (8), on a I'inégalité suivante:

k %

k
(10) bupsr < bpp+br+2f(np+r) < Z €iboin, +by+2 Z eif( ejzin) +2f (np+7)
i=0 i=0 j=0

Compte tenu de 'inégalité (9), on obtient
k k i
bupr < Y €2bn +br D ey 2T f(204)
=0 =1 j=1
k

£237 6 f@IITY) 4 2f (22,
=0

(11)

Par conséquent,

k %

bupsr _ Db b ke 1 oftd
npTr n r ) B 9itl=j £(9B+j
np+r_np+r+np+7“+ ZZ i )

i=1 j=1

k
+ 9—k—0+1 Z f(2i+ﬂ+2) + 2*k*ﬁ+1f(2k+ﬂ+2)_

i=0
Comme
ki E ok
9—k—p Z Z 2i+1*jf(2ﬁ+j) — 9~k Z Z f(2ﬂ+j)2i+1fj
i=1 j=1 j=1i=j
k
<Y FEP2PI0 =48,
j=1
b b b k+3+3
btient —2" < £ r 48 9 h—p+1 2%). D’aprés 1
on obtien S np+r+np+r+ 8+1 + ; f(2%). D’apres le

lemme 1.3.4, on a

imanp 22 < B (72 + 4800, ) = i 2
Donc la suite (b,,/n)n>1 est convergente.

Pour le cas général, en appliquant le résultat obtenu a la sous-suite (b x)k>1 €t
a la fonction g(k) = f(nok), on obtient que la suite (byyr/k)r>1 a une limite dans
[0, +00[. D’autre part, si [ est un entier tel que ng <1 < 2ng, alors, pour tout entier
k > 1, on a ’encadrement

(12) bng(kt2) = b2ne—1 — f(nok +1) — f(2n0 — 1) < bpokyi < bugk + b1+ f(nok) + f(1).
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En divisant (12) par nok + [, par passage & la limite quand k — +o0, on obtient

1 bnok+1 _ - brok

k— 400 nok + l k— 400 nok '
Comme [ est arbitraire, la proposition est achevée. o
Corollaire 1.3.6. — Soient (ap)n>1 une suite de nombres réels, f : Z=o — R une

application croissante et ¢ > 0 une constante. On suppose que

1) pour tous les entiers n et m assez grands, on ait Gptm > an + am — f(n) — f(m),
2) ay < cn pour tout entier n > 1,
3) > f(2%)/2% < +o0.
a>0
Alors la suite (an/n)pn>1 admet une limite dans R.

Démonstration. — On considere la suite (b,),>1 telle que b, = cn — a,. Clest une
suite de nombres réels positifs. Si n et m sont deux entiers assez grands, on a

bptm = c(n+m) —anim < entem—an—am+ f(n)+ f(m) = by +bp+ f(n)+ f(m).

D’apres la proposition 1.3.5, la suite (b,/n),>1 admet une limite dans R. Comme
an/n = ¢ — by /n, la suite (a,/n)y>1 admet aussi une limite dans R. O

1.4. Quelques faits dans la géométrie algébrique

Soit S un schéma. On appelle fibré vectoriel sur S tout Og-module localement
libre de rang fini. Si £ est un fibré vectoriel sur S, on utilise le symbole P(E) pour
désigner le foncteur

Schema/S — Ensemble

) quotient localement
(p: X —=5) — {hbre de rang 1 de p*V

(13)

On désigne par Og(1) le fibré canonique sur P(V), & savoir l'objet universelle du
foncteur repréentable (13). C’est un fibré inversible sur P(V'). Pour tout entier m > 1,
I'expression Og(m) désigne la puissance tensorielle Og(1)®™.

Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On dit qu'un Ox-module in-
versible L est ample (cf. [22] I1.4.5.5 et [24] IV.1.7.14) si, pour tout Ox-module
quasi-cohérent et de type fini F, il existe un entier ng > 0 tel que, pour tout entier
n > ng, F ® L®™ soit engendré par ses sections globales (autrement dit, il existe un
entier @ > 0 ainsi qu’un homomorphisme surjectif de O?Qa vers F @ L®").

Soit f un morphisme quasi-compact d’'un schéma quasi-compact et quasi-séparé
X vers un schéma Y. On dit qu'un Ox-module inversible L est ample relativement
a f (cf. [22] 11.4.6.1) ¢l existe un recouvrement (U, ) de Y par des ouverts affines
tel que Ly, soit ample sur f~1(U,) pour tout a. Ceci revient & dire que, pour tout
Ox-module quasi-cohérent et de type fini F, il existe un entier ng > 0 tel que, pour
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tout entier n > ng, ’homomorphisme canonique f*(f.(F @ L®")) — F ® L®" soit
surjectif (cf. [22] I1.4.6.8 et [24] IV.1.7.15). SiY est affine, cela équivaut a amplitude
de L sur X.

Dans [26] (voir aussi [27]) Hartshorne a étendu la notion d’amplitude aux faisceaux
localement libre de rang fini. Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On
dit qu'un Ox-module localement libre de rang fini E est ample si pour tout Ox-
module quasi-cohérent de type fini F, il existe un entier ng > 0 tel que pour tout
entier n > ng, le faisceau S™FE ® F soit engendré par ses sections au-dessus de X,
c’est-a-dire, soit un quotient d’un Ox-module libre de rang fini, ot S™E est la ni®™e
puissance symétrique de F.

Soit f : X — Y un morphisme quasi-compact d’un schéma quasi-compact et quasi-
séparé vers un schéma. On dit qu'un Ox-module localement libre de rang fini E est
ample relativement & f (ou & Y) §’il existe un recouvrement de Y par des ouverts
affines (U,) de telle sorte que E|y., soit ample sur f~1(U,) pour tout a. Lorsque Y
est localement noethérien et f est de type fini, amplitude de E relativement a Y est
équivalente a 'amplitude de Og(1) relativement a Y.

On rappelle deux résultats classiques concernant les fibrés inversible amples que
I’on utlisera plus loin dans le chapitre 4.

Proposition 1.4.1. — Soit 7 : X — Y un morphisme surjectif de schémas projectifs
définis sur un corps k. Si L est un Ox-module inversible ample relativement a w, alors
il existe un Oy -module inversible ample M tel que L @ w* M soit ample.

Démonstration. — Comme L est ample relativement a 7, il existe un entier n > 0, un
Oy-module localement libre de rang fini et non-nul £ et une immersion f : X — P(F)
compatible & 7 tels que L®™ = f*(Og(1)). On désigne par p : P(E) — X la projection
canonique et considere le diagramme commutatif suivant :

x L. pE)

Comme 7 est propre, le morphisme f est une immersion fermée. Comme Y est
projective, il existe un Oy-module inversible ample M tel que F ® M®™ soit encore
ample. On a alors P(E) X P(E ®@ M®"), et Opgyren (1) =2 Op(1) ® p* M®™. Comme
f est une immersion fermée,

(Lo M)®" = f*(Op(1) @ f*(p"M)*" = f*(Op(1) ® p"M®") = f*(Opgaren (1))
est ample puisque £ ®@ M®" est ample. O

Proposition 1.4.2. — Soient X un schéma intégre et noethérien, L un Ox-module
inversible ample et F un Ox-module cohérent sans torsion. Alors il existe deux entiers
a,m > 0 ainsi qu’un homomorphisme injectif de F dans (LZ™)®e.
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Démonstration. — Comme F est sans torsion, ’homomorphisme canonique
O : F — FYV
est injectif. Comme £ est ample, il existe un entier m > 0 tel que £L2™ ® FV soit
engendré par ses sections au-dessus de X, i.e., il existe un entier a et un homomor-
phisme surjectif ¢ : OY* — L£¥™ ® FV. Par dualité on obtient un homomorphisme
injectif
1007 oV Da
£V®m ® ]:\.ﬁ £\/®m ® ]:\/V\_—> OX

qui induit un homomorphisme injectif F — (L&™)%a, O






CHAPITRE 2

FILTRATIONS DE HARDER-NARASIMHAN

Les notions de filtration de Harder-Narasimhan et de polygone de Harder-
Narasimhan d’un fibré vectoriel sur une courbe projective lisse sont introduites par
Harder et Narasimhan [25]. Leurs avatars en géométrie d’Arakelov sont dévélopés
par Stuhler [36] et Grayson [21] pour les fibrés vectoriels hermitiens. Récemment
E. Gaudron [19] a généralisées ces notions dans un cadre plus général des fibrés
adéliques hermitiens.

Classiquement la filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel £ est un
drapeau de & dont les sous-quotients sont semi-stables et de pentes strictement
décroissantes, et le polygone de Harder-Narasimhan de £ est une fonction concave et
linéaire par morceaux définie sur [0,rg E] dont les pentes successives sont les pentes
des sous-quotients dans la filtration de Harder-Narasimhan. En géométrie d’Arakelov,
le polygone de Harder-Narasimhan est un invariant arithmétique tres général qui per-
met de considérer toutes les pentes d’un fibré vectoriel (ou adélique) hermitien en
méme temps (cf. [3] et [19]).

Dans ce chapitre, on introduit un nouveau point de vue de cette théorie. A chaque
fibré adélique hermitien, on associe une R-filtration de I’espace vectoriel sous-jacent,
qui mémorise en méme temps le drapeau et les pentes successives. On vérifie que le
polygone associé a cette R-filtration coincide avec une forme normalisée du polygone
de Harder-Narasimhan du fibré adélique hermitien. Ce résultat nous permet d’utiliser
la méthode des R-filtrations et des mesures a étudier les fibrés adéliques hermitiens.

On rappelle que le symbole K désigne un corps de nombres, comme convenu dans
81.1.

2.1. Fibrés adéliques hermitiens

Les fibrés vectoriels adéliques, notamment les fibrés vectoriels hermitiens sont des
objects fondamentaux de la théorie des pentes. Depuis l'article fondateur [3] de J.-B.
Bost, les fibrés vectoriels adéliques ainsi que leurs invariants arithmétiques ont été
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systématiquement étudiés dans une série d’articles tels que [4, 12, 5, 19]. Dans cette
section, on rappelle des notions basiques de cette théorie et des résultats classiques
que l'on aura beseoin dans la suite. Voir [19] pour une présentation compléte et
détaillée.

2.1.1. Fibrés vectoriels adéliques. —

Définition 2.1.1. — On appelle fibré vectoriel adéliqgue sur Spec K toute donnée

E=(E, (|- [lo)ves;us..) d'un espace vectoriel £ de rang fini sur K et d’une famille
de normes || - ||, sur E ®x C,, soumise aux conditions suivantes :

1) Pour tout élément s € E, il existe un sous-ensemble fini S de X tel que ||s]|, =1
quel que soit p € Xy \ S.

2) Pour toute place v € Xy U X, la norme || - ||, est invariante sous laction de
Gal(C,/K,). Plus précisément, si (s1,---,8,) est une base de Ex, sur K, et si
ai,--- ,a, sont des éléments dans C,, alors ||7(a1)s1 + -+ + 7(ar)sr|lo = |Ja1s1 +
-+« + a8yl quel que soit 7 € Gal(C,/K,).

3) Si p € Xy, alors la norme || - ||, est ultramétrigue, c’est-a-dire ||s + ||, <
max((lslp, 15]1):

Le fibré vectoriel adélique E est dit nul si son espace vectoriel sous-jacent F est nul.

En outre, le rang de E est par définition le rang de E sur K. Un fibré vectoriel

adélique de rang 1 s’appelle aussi un fibré inversible adélique.

Remarque 2.1.2. — Ici notre condition 1) est équivalente & la condition 1) de [19]
Définition 3.1 :

il existe une base (s1,---,s,) de E sur K et une partie finie S de Ly telles

que, ||ais1+- -+ arsello = max(|ailv, - -+, |ar|v) quel que soient v € Lf\ S

et (a1, -+ ,a,) € Cr,

sachant que les normes correspondant aux places finies sont ultramétiques.

Soit E un fibré vectoriel adélique non-nul sur Spec k. On définit la boule unité de
E comme le sous-ensemble B(E) de E ®x A des éléments (80)ves ;U tels_que
[Isulle < 1 quel que soit v € X5 UXo. La caractéristique d’Euler-Poincaré de E est
par définition le nombre réel

(14) X(E) := log(vol(B(E))) — log(covol(E)),

ol vol est une mesure de Haar quelconque sur E @ Ak, et covol(E) est le covolume
de F pour cette mesure, c’est-a-dire la mesure pour vol d’'un domaine fondamental
du quotient (E ® x Ak )/E. Cette définition ne dépend pas du choix de la mesure de
Haar vol. En particulier, on a ’égalité

(15) X(E) =log(mg(B(E))) — rg(E)log v/| Dkl

ol mpg est la mesure de Haar définie dans §1.1.
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Pour tout entier > 1, soit K = (K", (|| - llv)ves;us.. ) I'espace vectoriel de rang
r sur K muni des métriques qui “proviennent de celles de K”. Plus précisément, si
on désigne par (e1,--- ,e,) la base canonique de K", alors pour toute place v de K
et tous les éléments aq, - -- ,a, dans C,, on a

max(|ai|y, -+, |arly), sive Xy,

\/|a1|% +--+lar?, siveE Ty

larer + -+ + arerlly = {

K est donc un fibré vectoriel adélique sur Spec K, appelé le fibré vectoriel adélique
trivial de rang r sur Spec K.

Si E est un fibré vectoriel adélique de rang r > 0 sur Spec K, on définit le degré
d’Arakelov de E comme la différence

(16) degE := x(E) — x(K") = log(vol(B(E))) — log(vol(B(K"))).
— 1 — —
Sa version normalisée est par définition deg,, (E) = mdeg(E). La pente de E est

définie comme le quotient i(E) := d/eTgn (E)/rg E. En particulier, le degré d’Arakelov
d’un fibré vectoriel adélique trivial sur Spec K est nul. Enfin, si E est nul, alors son
degré d’Arakelov et sa pentes sont nuls par convention.

Proposition 2.1.3. — La caractéristique d’Euler-Poincaré de K est

X(K') = (#Zc0,r) log Vi + (#5c,c) (log Vo, + 7log 2) — rlog v/|Ak],

ot V,, est le volume euclidien standard du disque unité dans R".

Démonstration. — C’est une conséquence de la formule (15) ainsi que la définition
de mg. O

Remarque 2.1.4. — D’apres [19] (10), on a
log Vi, = n(log Vi +T(3/2)) = T'(1 +n/2) = _g logn + O(n).
On en déduit donc
(17) X(E') = JKQﬂﬂogHO(r)
puisque #Xoo » + 2#Xc0,c = [K : Q].

Si L est un fibré inversible adélique et si s est un élément non-nul de L, alors le
degré d’Arakelov de L se calcule comme ci-dessous :

(18) deg(L) = — Z Ny 1og ||+
’UEEfUEoo

Si L; et Ly sont deux fibrés inversibles adéliques, alors leur produit tensoriel L ® Lo
est par définition le fibré inversible adélique dont 1’espace vectoriel sous-jacent est
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L; ® Ly et dont les métriques satisfont ||s1 ® s2|lv = ||s1]lv]|$2]ls quel que soit v. La
formule (18) implique que
(19) deg(L1 ® Ly) = deg(Ly) + deg(Lz)

Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques sur Spec K. Si ¢ : E — F est une
application K-linéaire, alors elle induit pour chaque place v € X UX une application

Cy-linéaire ¢, : E®k C, — F ®x C, par extension de scalaire. On définit la hauteur
de ¢ comme la somme normalisée

1
(20) h((p) = K:Q Z Ty IOg HSD’U”U;
(K- Q) VETFUS oo

ol ||y||v est la norme d’opérateur linéaire.

2.1.2. Inégalité de pentes. — La proposition suivante est une inégalité de pentes.
Voir [19] Lemmes 6.2 et 6.3 pour une preuve. Cette inégalité nous permet de comparer
les pentes lorsque 'on change les métriques d’un fibré vectoriel adélique.

Proposition 2.1.5. — Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques de rang v > 0
sur Spec K. Si ¢ : E — F est un isomorphisme K -linéaire, alors

(21) A(E) < i(F) + h(p).
Si de plus r =1, alors l'inégalité (21) est en fait une égalité.

La pente mazimale de E est la valeur maximale des pentes des sous-fibrés vectoriels
adéliques (c’est-a-dire sous-espace de £ muni des métriques induites) non-nuls de E,
notée fimax(E). Par convention fiymay(0) = —oo. L’existence de la pente maximale est
justifiée dans [19] proposition 5.3. On rappelle ici une inégalité dans le lemme 6.4 loc.
cit. qui compare les pentes maximales de la source et du but d’'un homomorphisme
injectif.

Proposition 2.1.6. — Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques et p : E — F
une application K -linéaire injective. Alors

(22) fimax(E) < fimax(F) + h(e).

2.1.3. Fibrés adéliques hermitiens. — On dit qu'un fibré vectoriel adélique E =
(B, (|| - [lo)ves,;us,, ) sur Spec K est un fibré adélique hermitien si, pour chaque place
infinie v € ¥, la norme ||-||,, est induite par une forme hermitienne (, ), sur EQ xC,.
Par définition, les fibrés inversibles adéliques sont des fibrés adéliques hermitiens. Si
E et F sont deux fibrés adéliques hermitiens, on appelle homomorphisme de E vers
F toute application K-linéaire de E vers F.

Remarque 2.1.7. — Dans la littérature, la notion de fibré vectoriel hermitien sur
Spec Ok est plus couramment utilisée. Un fibré vectoriel hermitien £ sur Spec O
est la donnée d'un Og-module projectif £ et d’une famille de normes hermitiennes
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Il |lv sur € ®p, C,, invariantes par la conjugaison complexe si la place v est rélle
(c’est-a-dire que, si v est réelle, alors || - ||, est induite par une norme euclidienne sur
E®og v R). Une autre définition équivalente est la donnée (&, (|| ||¢)o:x—c) d'un Ok-
module projectif £ et d’une famille de métriques || - ||, indexées par les plongement de
K dans C, invariantes par la conjugaison complexe (on tient compte aussi de I'action
de la conjugaison complexe sur les plongements). Soit E = k. Pour chaque place
finie p € Xy, la structure de Ox-module sur £ induit une norme || - ||, sur £ ®@x C, :

Is]ly = inf {|aly | a € Cp, s € a(€ @0, Op)},

ol @p est 'anneau de valuation p de C,. Ainsi (E, (|| - [|o)ves;us..) est un fibré
adélique hermitien sur Spec K.

Réciproquement, étant donné un fibré adélique hermitien E sur Spec K, on peut
en déduire une structure entiere sur une localisation de Ok . En effet, soit S la partie
finie de ¥ comme dans la remarque 2.1.2. Soient U le sous-schéma ouvert dense de
Spec Ok le complémentaire de S et Oy 'anneau de U. L’ensemble

E={rc B[ eXs\S, |zf, <1}

est un Oy-module projectif de type fini et, pour chaque p € X\ S, la norme sur
E ®k C, induite par la structure entiere de £ coincide avec || - ||p. Ainsi le fibré
adélique hermitien E peut étre considéré comme un fibré vectoriel hermitien sur U si
on prétend que les places dans S sont “infinies”.

Etant donné un fibré adélique hermitien E, les sous-fibrés adéliques hermitiens
et les quotients adéliques hermitiens sont naturellement définis. Un sous-fibré
adélique hermitien est la donnée F d’un sous-espace vectoriel F de E muni
des métriques induites. L’espce quotient E/F et les métriques quotientes for-
ment aussi un fibré adélique hermitien sur Spec K, noté E/F. Le diagramme

0 F E E/F 0 est appelé une suite exacte courte de fibrés
adéliques hermitiens.

Plusieurs constructions algébriques sont “canoniquement” définies pour les fibrés
adéliques hermitiens, notamment la somme directe et le produit tensoriel de deux fibrés
adéliques hermitiens, ainsi que le dual, les puissances symétriques et les puissances
extérieures d'un fibré adélique hermitien. En particulier, le déterminant d’un fibré
adélique hermitien E est par définition la puissance extérieure détE := A" FE. De
plus, on a d/eTgn (E) = ge\gn(détf). D’autre part, d/eTgn(F) + d/eTgn (EV) =0,00E" est
le dual de E.

Si 0 F E G 0 est une suite exacte courte de fibrés

adéliques hermitiens, alors détE est canoniquement isomorphe & détF @ détG, d’ou

(23) deg, (E) = deg,, (F) + deg, (G).
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Si E et F sont deux fibrés adéliques hermitiens, alors dét(E ® F) est isomorphe &
(détE)® e @ (détF)® 8 . Par conséquent,

(24) deg(E ® F) = rg Fdeg(E) + rg Edeg(F).
Les égalités de degrés d’Arakelov (23) et (24) impliquent les égalités suivantes de
pentes
= rg P — rgG_—
2 L) = —=—u(F
(25) (B) = ELA(F) + LA,
(26) A(E @ F) = [(E) + i(F),

pourvu que tous les fibrés adéliques hermitiens sont non-nuls.

2.1.4. Inégalité de pentes des fibrés adéliques hermitiens. — La pente min-
imale d'un fibré adélique hermitien non-nul E est la valeur minimale des pentes de
ses quotients adéliques hermitiens non-nuls, notée ﬁmin(E). Par définition on a la
relation ﬁmin(E) < ﬁ(E) < ﬁmaX(E). En outre, ﬁmaX(Ev) = —ﬁmin(E). On note par
convention fimin(0) = +o00.

Remarque 2.1.8. — Dans [19], la pente minimale est aussi introduite pour un fibré

vectoriel adélique. Mais 1’égalité ﬁmaX(Ev) = —JImin(E) n’est plus vraie en général.
Etant donné un homomorphisme non-nul de fibrés adéliques hermitiens sur Spec K,
les diverses pentes de la source et du but se comparent par les inégalités de pentes :

Proposition 2.1.9. — Soit ¢ : E — F un homomorphisme non-nul de fibrés
adéliques hermitiens. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

1) fimin(E) < fimax (F) + h(g). -~

2) Si ¢ est injectif, alors fimax(F) < Amax(F) + h(p).

3) Si ¢ est surjectif, alors fimin(E) < fimin(F) + h(p).

Démonstration. — 2) est un cas particulier de la proposition 2.1.6. Si on applique
2)a Y F' — E' on obtient 3). On désigne par G l'image de E par ¢ munie des
métrique induite. En appliquant 3) & ’homomorphisme canonique £ — G, on obtient
ﬁmin(E) < Hmin (a) + h(p) < ﬁmax(ﬁ) + h(p), qui démontre 1). O

2.1.5. Pente minimale du produit tensoriel. — On rappelle une estimation de
la pente minimales du produit tensoriel d’'un nombre fini de fibrés adéliques hermitiens
établie dans [14].

Proposition 2.1.10. — Soit (E;)1<i<n une famille finie de fibrés adéliques hermi-
tiens non-nuls sur Spec K. L’inégalité suivante est vérifiée :

(27) fain(Br -+ ©F) 2 Y (Jimin(B) — log(rg E2) ).



2.2. FILTRATION ET POLYGONE DE HARDER-NARASIMHAN 29

Remarque 2.1.11. — 1) Dans [14] theorem 1.1, Pauteur a montré que

ﬁmax(El ® e ® En) S Z (ﬁmax(Ei) + 1Og(rg Ez)) .
=1

Si on applique ce résultat a la famille (E;/)lgign; en s’appuyant sur 1’égalité
fimax(E ") = —Fimin(E), on obtient (27).

2) Dans [14], les estimations sont obtenus dans le cadre des fibrés vectoriels her-
mitiens sur Spec Ok, mais ces estimations reste valables pour le cas général des
fibrés adéliques hermitiens avec le méme terme d’erreur. En effet, il s’agit 1a d’un
argument dans la théorie classique des invariants et de I'inégalité de pentes, qui

sont tous les deux valables dans le cadre adélique.

2.1.6. Comparaison des fibrés vectoriels adéliques aux fibrés adéliques her-
mitiens. — Soit V' un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur C. Soit r = rg(V').
Les normes sur V' se comparent aux normes hermitiennes via ’ellipsoide de John et
Vellipsoide de Lowner (cf. [19] définition-théoréme 2.4, voir aussi [37] Page 84). Plus
précisément, si || - || est une norme sur V, alors il existe deux normes hermitiennes

Il l70hn €t || - || Lowner telles que

(28) < ||1'H S H:C”JOhIH et ||1'HL6wner S H:C” S \/FH:C”Léwner

1
W”ZEHJohn >~

quel que soit z € V. On en déduit la comparaison suivante des fibrés vectoriels
adéliques aux fibrés adéliques hermitiens :

Proposition 2.1.12. — Soit E un fibré vectoriel adélique de rang r > 0 sur Spec K .
Il existe deux fibrés adéliques hermitiens Ejonn et Erswner dont les espaces vectoriels
sous-jacents s’identifient tous a E et tels que,

1) la hauteur de Uapplication d’identité E — Ejonn est contenue dans [0, log /T];
2) la hauteur de lapplication d’identité E — Evswner st contenue dans [—log+/r,0].

Démonstration. — On suppose E = (E, (|| - ||»)). Pour tout p € %y, soient || - Iy =

112 = 11 - Si o est une place infinie, on note |1 I = |1 lugohn et 112 = 1 l.Lowner
Enfin, soient Ejonn = (E, (|| - |I5)) €t EvLswner = (E, (|| - ||I)). La proposition résulte
alors des inégalités dans (28). O

2.2. Filtration et polygone de Harder-Narasimhan

Dans cette section, on rappelle d’abord la notion de semi-stabilité et celle du dra-
peau de Harder-Narasimhan pour un fibré adélique hermitien, puis introduit la filtra-
tion de Harder-Narasimhan indexée par R. Un lien explicite avec la notion classique
est ensuite établi.
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2.2.1. Semi-stabilité et drapeau de Harder-Narasimhan. — On dit qu’'un
fibré adélique hermitien non-nul E est semi-stable si fimax(E) = fi(E), ou de facont
équivalente, [imin (E) = ﬁ(E)

D’apres [19] Proposition 5.3, il n’y a qu'un nombre fini de sous-espaces non-nuls F'

de E tel que [i(F) = limax(E). D’autre part, si Fy et F» sont deux tels sous-espaces,
alors la suite exacte courte

0—=F Nk —F oF,—=F+FK—=0

implique que
deg,, (Fi + Fb) = deg,,(F1) + deg,,(F2) — deg,, (Fi N F3)
fimax (E)(rg F1 +1g Fy — rg(F1 N Fy)),

Y

et on obtient donc i(Fy + F2) = Jimax(E). Cela montre l'existence d’un plus grand
sous-espace Fges de E tel que [i(Eqes) = fimax(E). Par définition, Eges est semi-
stable, et Fges = E si et seulement si E est semi-stable. Si ce n’est pas le cas, on
dit que Eqes est le sous-fibré adélique hermitien qui déstabilise E. Par récurrence on
obtient un drapeau de FE :

(29) E=Ey2E 2 2E;=0

tel que E;/E;11 = (E/E;+1)des quel que soit i € {0,--- ,d—1}. Ce drapeau est appelé
le drapeau de Harder-Narasimhan de E. Par définition, les sous-quotients E;/F; 1
sont semi-stables. En outre, si on note u; = [i(F;/E;+1), alors on a les (in)égalités :

(30) ﬁmin(E) =po < p1 << fd-1 = ﬁmax(E)-

Les nombres j; sont appelés les pentes successives de E.

2.2.2. Filtration de Harder-Narasimhan. — La donnée du drapeau de Harder-

Narasimhan (29) et des pentes successives (30) déterminent une R-filtration notée

FF de E telle que ffE = U E; (cf. §1.2.1 infra), appelée la filtration de
0<i<d, p;>s

Harder-Narasimhan de E. Par définition, on a

(31) Auin(FP) = fain(B) et Amax(F) = Ainax (B),
Ol Amin €6 Amax sont définies dans (3).

Si E = 0, alors par convention F° est 'unique filtration de I'espace nul. Les égalités
dans (31) sont encore valides.

Proposition 2.2.1. — Pour tout s € R, ﬁmin(]:st) > s.

Démonstration. — La proposition est évidente si ]-"SFE = 0. Dans la suite, on suppose
que FZ est non-nul, d’ot1 'espace E est lui-méme non-nul. Soit le drapeau de Harder-
Narasimhan de E comme dans (29). Soit i € {0,--- ,d} tel que FFE = E;. Comme
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fsf est non-nul, ¢ < d. Le drapeau F; 2 E;41 D --- 2 E, est le drapeau de Harder-
Narasimhan de E;. Donc fimin(E;) = i > s. O

Proposition 2.2.2. — Soient E et F deux fibrés adéliques hermitiens. Si ¢ : E —

F est une application K -linéaire, alors o(E) est contenue dans .7:5 _ (E)ih(w)F.

Démonstration. — Le cas ol ¢ = 0 est trivial. On suppose alors que ¢ est non-nul.
Soit FF' = Fy 2 Fy 2 --- 2 F,, = 0 le drapeau de Harder-Narasimhan de F. Soit
i le plus grand indice dans {0,---,m} tel que ¢(F) C F;. Comme ¢ est non-nul,
1 < m. Soit ¥ 'homomorphisme composé FE s F;, —— F;/F;11 ou la derniere
fleche est la projection canonique. L’homomorphisme v est non-nul car 'image de E
par ¢ n’est pas contenue dans F;y;. Par 'inégalité de pentes (proposition 2.1.9 3)),

on obtient
ﬁmin(E) S ﬁmax(E/Fi+1) + h(@) = //j\/(Fl/Fl-‘rl) + h(gD)
(it B TF Fo
On en déduit F; fﬁ(iFi/Fi+1)F C }—ﬁmm(E)—h(ga)F' O
Corollaire 2.2.3. — Pour tout fibré adélique hermitien non-nul E, on a
(32) FFE= Y F
0#FCE
Hmin (F)>s
Démonstration. — D’une part, la proposition 2.2.2 montre que, si F C FE est un

sous-espace non-nul tel que fimin(F) > s, alors F est contenu dans ]-"SEE , sachant que
I’application d’inclusion de F' dans F est de hauteur negative ou nulle. D’autre part,

la proposition 2.2.1 affirme que ﬁmin(}"SEE) > s. Donc fsEE est en fait le plus grand

sous-espace G de F tel que fimin(G) > s, d’out (32). O
La proposition suivante compare les filtrations de Harder-Narasimhan de deux
fibrés adéliques hermitiens.

Proposition 2.2.4. — Soient E et F deux fibrés adéliques hermitiens sur Spec K .
Soit ¢ : E — F une application K-linéaire. Alors, pour tout s € R, l'image de ]-"SEE
par ¢ est contenu dans fzh(w)F. Autrement dit, A z7(¢(x)) > Agm(x) — h(p) quel
que soit x € F.

Démonstration. — D’apres la proposition 2.2.1, ﬁmin(}"SEE) > s. On obtient donc
o(FEE) C fih(w)F compte tenu de la proposition 2.2.2. O

Di'ﬁnitz'on 2.2.5. — On désigne par vg la mesure vz, appelée la mesure associée
a E. Si E est non-nul, alors v est une mesure de probabilité.

Corollaire 2.2.6. — SiE et E sont deur fibrés adéliques hermitiens et si o : E —
E' est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K, alors T_p g = V-
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Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 2.2.4 et du lemme 1.2.6.
O

2.2.3. Polygone de Harder-Narasimhan. — Etant donné un fibré adélique her-
mitien non-nul E, on désigne par Pz la fonction définie sur [0, 1] dont le graphe est

re I —
I’enveloppe convexe des points (g—E’ M(F)), ou F' parcourt tous les sous-espaces de
reg

E. La fonction Pz est un polygone, appelé le polygone de Harder-Narasimhan (nor-
malisé) de E. Si le drapeau de Harder-Narasimhan de F est (29) et si les pentes
successives de E sont comme dans (30), alors les sommets de Pz sont de coordonnés

(rrgg %,ﬂ(EZ)), et les pentes de Py coincident avec les p;. On en déduit donc la

proposition suivante :

Proposition 2.2.7. — Le polygone de Harder-Narasimhan normalisé de E coincide
avec P(vg), le polygone associé a la mesure v défini dans §1.2.5.

Remarque 2.2.8. — Classiquement le polygone de Harder-Narasimhan de E est par
définition la fonction ’ﬁﬁ définie sur [0, rg E] dont le graphe est 'enveloppe convexe des
points (rg F, d/eTgm (F)), ot F parcourt tous les sous-espaces vectoriels de . Autrement
dit, on a la relation Pg(t) = 735(15 rg F)/rg E. La version normalisée du polygone de
Harder-Narasimhan a deux avantages. Premicrement, les valeurs de Pg représente
différentes pentes de E, qui sont plus courrament utilisées que les degrés dans la
méthode des pentes. Deuxiemement, les polygones de Harder-Narasimhan normalisés
sont tous définis sur le méme intervalle [0, 1], cela donne la possibilité de comparer les
polygones de différents fibrés adéliques hermitiens. La proposition 2.2.7 nous permet
d’utiliser les mesures & étudier les polygones de Harder-Narasimhan.

Corollaire 2.2.9. — SiE et B sont deux fibrés adéliques hermitiens et si ¢ : E —
E’ est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K, alors Pg(t) < Py (t) — h(p)t.

Démonstration. — Ona P(T_p(,)vg) > P(rg) compte tenu de la proposition 1.2.7 et
du corollaire 2.2.6. D’apres (6), P(7_p )5 )(t) = P(vg ) (1) —h(p)t = Py (t)—h(p)t.
D’autre part, P(vg) = Pg. On obtient donc Pz(t) < Py (t) — h(p)t. O

2.3. Cas de corps de fonctions

Il est bien connu que les corps de fonctions et les corps de nombres son tres sim-
ilaires. Etant donné un corps k. Un corps de fonctions est une extension finie du
corps k(T) des fractions rationnels & une variable. Un tel corps peut s’écrire comme
le corps des fonctions méromorphes sur une courbe projective C' définie sur k. La
théorie des fibrés vectoriels adéliques sur un corps de fonctions est aussi développée
dans [19]. Dans cette section, on rappelle la notion de fibré vectoriel adélique et
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on discute dans ce cadre les filtrations de Harder-Narasimhan. On fixe un corps de
fonctions K’ = k(C).

2.3.1. Fibré vectoriel adélique sur K’'. — Soit X’ ensemble des places de K,
qui s’identifie & ’ensemble des points fermés de C'. Toutes les places dans ¥/ sont non-
archimédiennes. Pour chaque z € ¥', on désigne par n, l'entier [k(z) : k], ot k(z) est
le corps résiduel de C' en . Soit en outre v, la valuation discrete de K/ correspondant
a x. La version logarithmique de la formule de produit pour K’ s’énonce comme

(33) Vi€ K™, ) neu.(f) =0

rey’
Soit | - |, la valeur absolue sur K’ telle que |f|, = e~**/) quel que soit f € K'*. On
désigne par K/, le complété de K’ pour la valeur absoule |- |, et par C, le complété
d’une cloture algébrique de K, ou la valeur absolue | - |, s’étend de fagon unique.

Remarque 2.3.1. — Dans [19], auteur a choisi de travailler dans le cas ol le corps
k est fini. Dans ce cas-1a, il y a un choix canonique de la métrique |- |, (c’est d’ailleur
le cas pour un corps de nombres). Mais le changements de valeurs absolues conduit
& une constante supplémentaire (strictement positive) devant les degrés d’Arakelov
et les pentes, qui est en fait anodin. Donc les résultats et les démonstrations dans
loc. cit. sont valables pour k quelconque, quitte a désigner une valeur absolue de
I’uniformisante.

Définition 2.3.2. — On appelle fibré vectoriel adélique sur Spec K’ toute donnée
E=(E,(|| - ||lz)zesr) d’un espace vectoriel E de rang fini sur K’ ainsi qu'une famille
de normes ultramétriques || - ||, sur F ® g+ C.,, soumises aux conditions suivante :

1) Pour tout élément s € F, il exist eun sous-ensemble fini S” de ¥’ tel que ||s||, =1
quel que soit x € X'\ 5.

2) Pour tout = € ¥/, la norme || - || est invariante sous l'action de Gal(Cl/K.). Plus
précisément, si (e1,--- ,e,) est une base de Ek: sur K! et siay, - ,a, sont des
éléments dans C/,, alors ||7(a1)e1+ - - -+ 7(ar)er||z = ||arer +- - -+ arer||» quel que
soit 7 € Gal(Cl,/K.).

Le rang de E est par définition rgx E. Sirgy, E = 1, on dit que E est un fibré

inversible adélique.

Comme toute place de K’ est non-archimédienne, E est automatiquement “her-
mitien”. Sir = rgy, F et si (s1,---,8,) est une base de F sur K’, alors le degré
d’Arakelov de E et sa version normalisée sont respectivement

—

deg(B) = > nglogllsi A+ Asylle et deg, (E) = deg(E).

1
= deg(C)
Cette définition ne dépend pas du choix de la base (s1,---,s,), grace & la formule

de produit (33). L’avantage du procédé de normalisation est que, la fonction d/e\gn
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est invariant par toute extension finie du scalaire. Les opérations algébriques sont
naturellement définies pour les fibrés vectoriels adéliques sur Spec K’. En particulier,
le déterminant dét(E) := A8 EE satisfait & 'égalité deg, (dét(E)) = deg,(E). La
caractéristique d’Euler-Poincaré est définie comme

X(E) = deg(E) +1g B(1 — g),
ou g est le genre de C.

Remarque 2.3.3. — Si € est un Oc-module localement libre de rang fini, et si
E = &k, alors la structure de Oc-module sur £ définit naturellement une famille
de ultranormes | - || sur les E ® g C, ot # € X', On désigne par O, anneau de
valuation dans C,. La norme || - ||, est définie comme

8]l = inf {|al, | @ € Cy, 5 € al&s ®oq,, On)}-

On obtient ainsi un fibré vectoriel adélique E sur Spec K, et on a la relation d/eTg(E) =
deg(&).

2.3.2. Pentes, filtration et polygone de Harder-Narasimhan. — Les con-
structions dans la section précédente, notamment celles des pentes, de filtration et
polygone de Hardern-Narasimhan sont valables pour un fibré vectoriel adélique sur
Spec K'. 1l suffit de remplager dans §2.1.4 et §2.2 les occurences de 'expression “fibré
adélique hermitien” par “fibré vectoriel adélique” et celles du symboles “K” par “K'”.

Dans le cadre de la géométrie algébrique sur C', on est plus habitué a la version
non-normalisée du degré et des pentes. Soit £ un fibré vectoriel non-nul sur C, qui
correpsond & un fibré vectoriel adélique £ sur Spec K’. On désigne par u(€) la
pente de &, qui est le quotient deg(E)/rg(€). Par définition on a la relation u(&) =
deg(C)i(Ex+). Les faits sur les fibrés adéliques que l'on a présentés conduisent &
des énoncés analogues dans ce cadre qui sont compatibles aux résultats classiques
concernant les fibrés vectoriels sur C'. Pour faciliter les lecteurs, on résume quelques
constructions et résultats.

Etant donné un fibré vectoriel non-nul € sur C. La pente maximale et la pente
minimale de £ existent. On rappelle que la pente mazimale pimax(E) est la valeur
maximale des pentes des sous-fibrés vectoriels de &; et la pente minimale fimin(E) est
la valeur minimale des pentes des quotients localement libres de £. Le fibré vectoriel
E est dit semi-stable si (1(€) = pmax(E), ou de fagon équivalente, p(E) = pmin(E).

Il existe un unique drapeau & =& 2 & 2 -+ 2 &4 = 0 tel que les sous-quotients
Ei/Eiy1 solent semi-stables et que pu(Ey/E1) < -+ < u(€q—1/&4). Ce drapeau induit
par restriction a la fibre générique un drapeau Ex = Eyx 2 E1,x 2 -+ 2 Eq,x =0
d’espaces vectoriels sur K’. On en déduit donc (cf. §1.2.1 infra) une filtration de
€k, appelée la filtration de Harder-Narasimhan de £. On désigne par P¢ le polygone
normalisé correspondant.
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Comme expliqué plus haut dans la remarque 2.3.3, le fibré vectoriel £ détermine
un fibré vectoriel adélique Ex+. On a les relations

~ - _ lj/ma,x(g) i ol _ lf/mln(g) ) _ 7)8
(34) ,Umax(gK') B deg(C) ’ ,Ltmm(EK/) = deg(C) et PSK/ - deg(C)

Dans le cadre de la géométrie relative, les inégalités de pentes sont plus simple.

Notamment, si ¢ : &€ — F est un homomorphisme non-nul de fibrés vectoriels sur
C, alors fimin(€) < pimax(F). Si @ est injectif, alors pmax(€) < pimax(F). Si @ est
surjectif, alors pmin(€) < tmin(F).






CHAPITRE 3

CONVERGENCE DES POLYGONES

Dans ce chapitre on établit la convergence uniforme des polygones associés a une
algebre graduée dont chaque composante homogene est munie d’une R-filtration.
Deux stratégies radicalement différentes sont proposées. La premiére est inspirée
par un travail de Faltings et Wiistholz [17] qui remonte & idée tres classique de
séries de Poincaré. Cette approche, qui permet de calculer explicitement la limite des
polygones, se restreint cependent au cas d’algebre N2-bigraduée, c’est-a-dire au cas
ou les filtrations sont induites par une autre graduation. Ce cas particulier est loin
d’étre suffisant pour les applications arithmétiques car déja les pentes successsives d'un
fibré adélique hermitien, qui décrivent les points de saut de sa filtration de Harder-
Narasimhan, ne sont pas nécessairement des entiers, autrement dit, en général la fil-
tration de Harder-Narasimhan ne peut pas étre induite par une Z-graduation. D’autre
part, méme si dans certains cas particuliers les pentes successives sont des entiers, il est
peu plausible d’espérer que la structure d’algebre de I'algebre qui nous intéresse soit
compatible aux graduations induites par les filtrations de Harder-Narasimhan. L’une
des difficultés majeures pour étendre cette approche au cas général est I’absense de
finitude de l'algebre bigraduée associée a une algebre graduée munie des filtrations.
Pour surmonter cette difficulté, on adopte la deuxieme stratégie qui consiste a montrer
que les mesures associées aux filtrations que 1’on considere vérifient une sur-additivité.
En s’appuyant sur les généralisations du lemme de Fekete établies dans §1.3, on ob-
tient la convergence vague des mesures dilatées et en déduit la convergence uniforme
des polygones normalisés.

On fixe dans ce chapitre un corps k. Toutes les algebres sont supposées sur k.
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3.1. Cas de modules bigradués

Dans cette section, on présente la théorie des séries de Poincaré a deux variables
qui est similaire & la théorie classique (cf. [11] VIIT §4). On étudie ensuite le com-
portement asymptotique de ces séries de Poicaré et en déduit le comportement asymp-
totique des polygones associés.

On entend par algébre bigraduée toute k-algébre commutative N2-graduée.
Autrement dit, une algebre bigraduée A est une somme directe A = @(n, d)enz An.d
d’espaces vectoriels sur k, munie d’une structure de k-algebre unifere telle que
AnaAw a0 C Antns drd -

Pour munir une algebre de polynéme k[T4,--- ,T,,] d’une structure d’algebre bi-
graduée, il suffit d’assigner une application f : {1,---,m} — N2. Dans ce cas-l,
Pélément T; est homogene de bidegré f(i). Une telle algebre est notée k[f].

Etant donnée une algebre bigraduée A. On appelle A-module bigradué tout A-
module M muni d’une Z2-graduation en espaces vectoriels sur k telle que, pour tout
(n,d) € N? et tout (n',d’) € Z2, on ait Ay, aMp a0 C Mpin' diar- A partir de M,
on peut construire des nouveaux A-modules bigradués en décalant les composantes
homogenes : pour tout (n,d) € Z2, on désigne par M (n,d) le A-module bigradué tel
que M(n,d)p .0 = Mytns dg+a- En outre, les A-modules bigradués et les homomor-
phismes homogenes forment une catégorie abélienne. Cela nous permet de considérer
les suites exactes de A-modules bigradués.

Si A est une algebre bigraduée de type fini, alors elle est engendrée par un nombre
fini d’éléments homogenes ay, -+ ,am. Soit f : {1,--- ,m} — N2 Dlapplication qui
envoie ¢ en le bidegré de a,;. Alors ’homomorphisme surjectif de k-algebres de k[f] =
k[Ty,--- , Ty vers A qui envoie T; en a; est homogene. Tout A-module bigradué peut
donc étre considéré comme un k[ f]-module bigradué, qui est de type fini si M est un
A-module de type fini.

On renvoie les lecteurs & [10] IT §11 pour une présentation plus compléte des
algebres graduées et des modules gradués.

3.1.1. Séries de Poincaré a deux variables. — Soient f = (f1, f2) une appli-
cation de {1,---,m} vers N? et M un k[f]-module bigradué de type fini. On appelle
série de Poincaré de M 1'élément Py € Z[X,Y][X 1, Y 1] défini par

Py= Y rgp(Mua)X"Y
(n,d)ez?

m
On note Qs = Pys H(1 — xh@y ),
i=1
La série de Poincaré est additive par rapport aux suites exactes courtes : si

0 M’ M M 0 est une suite exacte de k[f]-modules bi-
gradués de type fini, alors Py; = Py + Pyyrr.
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La proposition suivante est un analogue d’un résultat classique des séries de
Poincaré a une variable.

Proposition 3.1.1. — Avec les notations au-dessus, on a Qp € Z[X,Y, X 1, Y 1]

Démonstration. — On raisonne par récurrence en m. Si m = 0, alors k[f] = k.
Comme M est un k-module de type fini, Py, € Z[X,Y, X~ Y ~1]. On suppose que la
proposition a été démontrée pour les modules bigradués sur une algebre des polynémes
a m — 1 variables. Soit f’ la restriction de f & {1,--- ,m — 1}. On note (ny,dy) =
f(m). Lapplication T, : M(—nm,, —dyn) — M est un homomorphisme de k[f]-
modules bigradués. Soit N son noyau (vu comme un sous-k[f]-module bigradué de
M). La suite suivante est exacte :

0 —— N (=1, —dp) —— M (=1, —dyp) —>= M —> M/T;uM —0 .
Par conséquent,
Py — X" Y% Py = Pyyypy g — XY 0 Py

Comme M/T,,M et N sont des k[f’] = k[f]/(Tm)-modules bigradués de type fini,
d’apres 'hypothese de récurrence, on a

Qm = Qnyr v — XmmYiInQyn € Z[X, Y, X LY.

O

Remarque 3.1.2. — Dans le cas particulier ot f; = 1, lalgébre k[f] munie de
la premiere graduation est l'algébre de polynome usuellement graduée. On peut
également considérer la premiere graduation de M pour laquelle la ni™me
homogene de M est @, M, 4. Avec cette graduation, M est un module gradué de

composante

type fini sur lalgebre de polynémes k[T1, - - - , T),] usuellement graduée. Si on désigne
par Hj la série de Poincaré classique de M (pour la premieére graduation), alors on
a la relation Hp(X) = Pp(X,1). La théorie classique des séries de Poincaré affirme
qu’il existe h € {0,--- ,m} tel que Hps(X) s’écrive sous la forme

(35)  Ha(X) = an(X)(1 - X)™" + an o (X)(1 - X) " - ag(X),

olt ag, - - ,ay sont des éléments dans Z[X, X ~1] et ay, est & coefficients positifs, et est
non-nul lorsque M # 0. D’autre part, les valeurs de h et de ap(1) ne dépendent pas
du choix de (ag, - - ,ap). Lorsque M # 0, la valeur de h coincide avec la dimension de
M (notée dim(M)) et ap(1) est le nombre d’intersection de M que 1’on notera ¢(M).
Si M = 0, on note par convention dim(M) = —oo et ¢(M) = 0.

Dans la suite, on présente un analogue de la formule (35) pour les séries de Poincaré
a deux variables :
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Théoréme 8.1.8. — Soient f = (f1, f2) : {1,--+-,m} — N2 une application telle
que f1 =1 et M un k[f]-module bigradué de type fini. Alors la série Py peut s’écrire
sous la forme

h
(36) Pu(X, )= > LXY)]Ja-xyrO)=

r=0aC{1,:-,m} 1€Ex
#a=r

ot

1) I, e ZIX,Y, X1, Y1,

2) si #a =h, I, est a coefficients positifs,

3) si M #0, il existe au moins un a C {1,---,m} de cardinal h tel que I, # 0.

Pour simplifier la démonstration du théoreme 3.1.3, on introduit la notation suiv-
ante : si M est un k[f]-module bigradué de type fini satisfaisant & lassertion du
théoreme 3.1.3, on dit que M vérifie la condition P, noté P(M). Avec cette notation,
I’énoncé du théoreme 3.1.3 se simplifie comme :

pour tout k[f]-module bigradué de type fini M, on a P(M).
Pour tout entier m > 0, soit ©,, ’ensemble
{(i,/) € Z|0<i<m, >0 U{(—00,0)}.
On le munit de la relation lexicographique “<” comme ci-dessous:
(1,7) < (i',5") si et seulement si i < i ousii=1d, j<j.
C’est une relation d’ordre. L’ensemble ©,, est totalement ordonné pour cette relation.
On utilisera I'expression “(i,5) < (¢, )7 pour désigner la condition
(i,4) < (¢',4") mais (i,5) # (@', 5).

Lemme 3.1.4. — Soit 0 M’ M M 0 wune suite exacte
courte de k[f]-modules bigradués de type fini. Alors
1) dim M = max(dim M’, dim M""),
2)

(M) +c(M"), dim M’ = dim M",

c(M) =< (M), dim M’ > dim M",
e(M"), dim M" > dim M’.
3) P(M') et P(M") = P(M).
Démonstration. — C’est une conséquence des égalités Pyy = Py + Py et Hy =
HM/ + H]\/]H . O
Démonstration du théoréme 3.1.3. — On raisonne par récurrence en m en com-

mengant par montrer que le théoreme est vrai pour le cas ot dim M < 0. Si M est
de dimension < 0, alors la série de Poincaré classique de M, i.e., Hy (X) = Py (X, 1)
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est un élément de Z[X, X 1], et on a Py € Z[X,Y, X1, Y~1]. Donc la condition
P(M) est vérifiée. Comme dim M < m, le théoréme est vrai lorsque m = 0. On
suppose que le théoréeme est vrai pour les modules bigradués sur une algebre des
polyndmes & au plus m — 1 variables (m > 1). Soient f = (f1, f2) : {1,--+ ,m} — N?
une application telle que f1 = 1 et M un k[f] = k[T1,--- ,Tm)-module bigradué
de type fini. Soit d = fo(m). On commence un autre procédé de récurrence en
(dim M, ¢(M)). La conditon P(M) a été déja démontrée pour dim M < 0. On sup-
pose qu’elle a aussi été prouvée pour le cas ot (dim M, c¢(M)) < (r,8), ou 0 < r < m,
s > 0. Dans la suite, on démontre P(M) pour le cas ou (dim M, c(M)) = (r,s).
On considére 'homothétie T,, : M(—1,—d) — M, qui est un homomorphisme de
k[f]-modules bigradués. On désigne par f’ la restriction de f a {1,---,m — 1}.
Soit Nj le noyau de Ty, (vu comme un sous-k[f]-module bigradué de M). C’est
un k[f’]-module bigradué de type fini. D’apres ’hypotheése de récurrence, P(Ny)
est vraie. Soit M; = M/N;. D’aprés le lemme 3.1.4 3), pour démontrer P(M), il
suffit de démontrer P(M7). Si dim N7 = dim N, alors ou bien dim M; < dim M,
ou bien dim M; = dim M et ¢(M;) = ¢(M) — ¢(N1) < ¢(M). Donc on a toujours
(dim My, e(M;)) < (dim M,c(M)). D’apres 'hypotheése de récurrence on obtient
P(M;). Sinon, dim Ny < dim N et (dim My, c¢(My)) = (dim M, c(M)). Si P(M)
n’était pas vrai, en itérant le procédé comme ci-dessus on obtiendrait une suite
croissante de sous-modules homogenes

(37) N1CN2C"'N]'CNJ-+1C...

de M telle que,

i) N; = Ker Ty,

i) dim N, < dim M,

i) M; := M/N; ne satisfait pas a la condition P, et (dimM;,c(M;)) =

(dim M, e(M)).

Comme k[f] est un anneau noethérien, la suite (37) est stationnaire. Autrement
dit, il existe j € N tel que N; = N;y;. Cela montre que I'application d’homothétie
Ty, : Mj(—1, —d) — M; est injective. On considere la suite exacte

0 — M;(~1, —d) —=> M; — M; /T M; —0 .

Soit N’ = M;/T,,M;. C’est en fait un k[f’]-module de type fini. D’aprés I’hypothese
de récurrence on a P(N’). Enfin, comme (1 — XY4)Py, (X,Y) = Py/(X,Y), on
obtient P(A;). Cela est absurde. Donc la condition P(M) est vérifée. O

3.1.2. Mesures associées a une série a deux variables. — On associe a chaque
série formelle dans Z[X, Y][X 1, Y ~!] dont les coefficients sont positifs une suite de
mesures boréliennes sur R et ensuite étudie le comportement asymptotique de ces
mesures. On verra plus loin que, si la série formelle que 'on considere est la série
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de Poincaré d’un module bigradué, alors ces mesures coincident avec les mesures
associées aux filtrations induites par la deuxieme graduation.

Soit P une série formelle dans Z[X,Y][X !, Y 1] & coefficients positifs. Alors P
s’écrit sous la forme P(X,Y) = Z an.a(P)X"Y?. On note, pour tout n € N,

(n,d)€Z?
Sy (P) = Z an,q(P), et on désigne par v, p la mesure borélienne sur R de la forme
dez
(7% d(P)
38 n,P = ———04/n-
dez

Si Sp(P) = 0, alors par convention v, p est la mesure nulle.

On s’intéresse a étudier la convergence vague des mesure v, p pour une série de
Poincaré a deux variables, c’est-a-dire une série P de la forme (36). Une telle série
sous la forme la plus simple est celle dans la proposition au-dessous. Dans ce cas-la
la suite des mesures v, p converge vaguement vers une mesure borélienne, qui est
I’image directe de la mesure de Lebesgue sur un simplexe par une projection linéaire.
On montrera dans le théoreme 3.1.7 que la convergence au cas général se déduit
naturellement du résultat dans ce cas particulier, et la limite des mesures est une
combinaison linéaire d’images directes de mesures de Lebesgue.

Pour tout entier m > 1, soit A, le simplexe Ay, = {(y1, -+ ,ym) ERP | y1+---+
Ym =1} Siu = (u1, -, up) est un élément dans R™, on désigne par ¢, : A, — R
lapplication qui envoie (Y1, ,¥m) €0 Y1u1 + - -+ + YmUm et par v, 'image directe
de la mesure de Lebesgue sur A,, (normalisée de sorte que la masse totale est 1) par
I'application ¢,,. C’est une mesure de probabilité. Enfin, soit vy la mesure nulle par
convention.

On fixe dans la suite du sous-paragraphe un entier m > 1 et un élément u =
(U1, -, Up) € N™.

Proposition 3.1.5. — Si P est une série dans Z[X,Y] de la forme

P(X,Y) = ﬁ(1 — Xy~

alors les mesures boréliennes v, p convergent vaguement vers v, lorsque n — +00.

Démonstration. — On a
m
PxY)=[[D x"ymi= > Xx"v¢ > 1

i=1n>0 (n,d)ENXZ (a1, ,am)EN™

a1+ tam=n,
arur+-Famum=d
=1+ >  xw > 1.
(n,d)€Z? (Y1, s ym)EEN™
n>0 y1+“‘+ym,:17

yrur+-Fymum=d/n
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En outre,

S, (P) = > 1.

(y17”' 7y7n)e %Nm
Y1+ +tym=1

Pour tout entier n > 0, soit 7, p la mesure sur A, définie par

1
n,p = Z Sn(P) 53-

yE %NmﬂAm

On observe que v, p est 'image directe de 7, p par ¢,. Par conséquent, v, p est a
support dans ¢, (A,). Donc pour toute fonction continue f : R — R, f est intégrable
par rapport & la mesure v, p. Par la formule du changement de variables, on a

/ f dvp = / £ o @ dijnp,
R A,

somme de Riemann de la fonction f o ¢, : A, — R. Donc la suite

ieme

qui est la n

(/ fdl/nyp) converge vers / fow,dn = / fdpyusm, ou n est la mesure de
R n>1 A, B R B

Lebesgue sur A,,. On en déduit alors que les mesure v, p converge vaguement vers
OuxT)- o

Corollaire 3.1.6. — Si Q est une série non-nulle dans Z[X,Y, X1, Y1 a coeffi-
cients positifs, et si P € Z[X,Y][X 71, Y 1] est de la forme

PX,Y)=QXx, V) || - Xxyu)~1

s

i=1

alors les mesures boréliennes v, p convergent vaguement vers v, lorsque n — +00.

m

Démonstration. — Soit P’ = H(l — XY*“)~!. On suppose que Q soit de la forme
i=1
Q(X,Y) = Z Z Cn/,d/Xn,Yd,a

In/[<b |d|<r
ou Cn/,d’ Z 0. Comme P = P/Q,
/
an,d(P) = E § Cn’,d’an—n’,d—d’(P)
/1 <b |/ |<r

et

Sn(P) = Zan,d(P) = Z Z Z Cn’,d’an—n’,d—d’(Pl)

dez deZ n'|<b|d'|<r

=3 Y S evwtnwaaP)= 3N e S (P).

In|<b |d/| <r d€Z | <b|d/|<r
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On note O = Z cns - Avec cette notation, Sp( Z Crs Sy (P). Si
|d’|<r In/|<b
g : R — R est une fonction continue a support compact, alors

P
[oann =3 228 g(apm) -
R dez. 7"

La suite des nombres de la forme

o
SEPIIDI) SRR (L)

—a(P")g(d/n).

deZ |n’|<b |d/|<r

S,
[n/|<b|d/|<r dEZ
1
5 2 X enaSew(P) [ g
" < @ |<r R
1
= (P Z Cn/Sn n’ )/gdl/n,nlyp/
[n’|<b R

converge vers [, g dv, puisque les mesures v, pr convergent vaguement vers v, lorsque
n tend vers linfini. La fonction g étant uniformément continue sur R, pour tout
6 > 0, il existe & > 0 tel que, pour tous z,y € R vérifiant |2 — y| < &, on ait
lg(x)—g(y)| < d. Soit dy = max. |u;|. Comme P’ = [[I", (1—XY")~1 si|d| > don,
alors ap q4(P’) = 0. Par conséquent, pour tous les entiers n, d, n’ et d’ tels que n > b,
In'| <b, |d'| <retqueann ga(P)#0,ona

d d-d| _|dn—dn r b((n+b)dy + 1)
o n(n—n)| T n—n/ n(n —n')

n n—n

Donc il existe un entier N > 0 tel que, pour tous les entiers n, d, n’ et d' vérifiant

d d-d
n >b, |n'| <bet |d'| <r,onait, oubien an_p/ ¢—a'(P’) = 0, ou bien ’—f S| <e.
n n-—n
On obtient donc
Lodnr -5 X 5 CevatiwaaPi(5=5)
& n, n n—mn n—n'
\n'|<b\d'|<r deZ
1 d d—d
%m222wmwmwwuﬁ
In/|<b |d’|<r dEZ
5
S 35 S
\n/|<b\d/\<r deZ
On en déduit la convergence vague des v, p vers vy. (|

Théoréme 3.1.7. — Soit
h

(39) Z (X, V) JJa - xyu)~!
r=0ac{1,- [A<TeY
#a=r
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une série dans Z[X,Y][ XL Y] ou

a) P est a coefficients positifs,

b) I, € Z[X,Y, X1 V1],

¢) pour tout o C {1,--- ,m} de cardinal h, I, est d coefficients positifs,
d) il existe au moins un o C {1,--- ,m} de cardinal h tel que I, # 0.

Alors les mesures boréliennes v, p convergent vaguement vers une mesure borélienne

vp lorsque n — +oo. De plus, si pour tout a = {ix < --- < ip} on note u, =
(Wiy,s -+ iy ), alors la mesure limite vp est égale a
I,(1,1
(40) > %V% o S= Y IL(L1).
acC{l,--,m} acC{l,--,m}
#a=h #a=h
Donc vp est une mesure de probabilité lorsque h > 0. Si h = 0, alors vp est la mesure
nulle.
Démonstration. — Pour toute série Q € Z[X,Y][X 1, Y], on utilise les expression

an.a(Q) et S,(Q) pour désigner respectivement le coefficient de X"Y? de Q et le
coefficient de X™ de Q(X,1). Pour tout a C {1,---,m} tel que #a = h, on note
PV(X,Y) = 1.(X,Y) [T — Xy~ Soient
i€
PO = 3" P et PP =p-pW.

ac{l,,m}
#a=h

D’apres le corollaire 3.1.6, les mesures v convergent vaguement vers vg, lorsque

&)
VPCY
1, # 0, et convergent vaguement vers la mesure nulle lorsque I, = 0. Comme

(1)
Sn(Pa
Vn,P(l) = Z ( )

) n, PV
ac{l,m,m}S”(P )
#a=h
t li Sn(P) _ LD btient 1
et comme lim 5. (PD) g+ on obtient que les mesures v, pa) con-
1a(1,1)
vergent vaguement vers Z g Vua- Enfin, comme les I, (#a = h)
aC{l,- m}
#a=h

sont a coefficients positifs et comme l'un parmi eux est non-nul, on obtient
lir_irrl S, (P®)/8,(PM) = 0. On en déduit donc que les mesures
n—-+oo

1
Sn(P)

(Sn (P(l))ynﬁp(l) + Z amd(P(Q))(Sd/n)
deZ

VUn,P =

convergent vaguement vers la limite des v, pa).
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3.1.3. Convergence des polygones. — On s’intéresse maintenant a la conver-
gence des polygones associés a un module bigradué. Soient m > 1 un entier et
u = (u1, - ,um) € N™. Soit f = (f1,f2) : {1,--+,m} — N? une application telle
que fi =1 et que fo(i) = u;. Soient A = k[f] et M un A-module bigradué de type
fini.

Soit P = P, la série de Poincaré a deux variables de M. Pour tout entier n > 1,
on munit ’espace vectoriel M,, o = ®dez My, q de la R-filtration F() définie par
]-"/(\")Mny. =, Mp,q, alors la mesure v, p définie dans (38) s’identifie a T% Vi(n),
ol Vg est la mesure associée a la filtration F®) définie dans §1.2.2, et T1 est
l'opération de dilatation définie dans §1.2.4. On suppose que M), o est non-nul lo;sque
n est assez grand et donc vy est une mesure de probabilité. Le théoreme 3.1.7
combiné avec la proposition 1.2.9, implique le résultat suivant :

Théoréme 3.1.8. — La suite des polygones de la forme %P(V}-m)) converge uni-
formément vers une fonction concave sur [0, 1] lorsque n tend vers Uinfini. St de plus
la série P s’écrit sous la forme (39), alors la limite des polygones coincide a P(vp)

ot vp est la mesure de probabilité définie dans (40).

Démonstration. — D’apres le théoréme 3.1.7, la suite de mesures (T1 Vg )p>1 con-
verge vaguement vers vp. D’apres (6), on a P(T1vzm) = 2P (vpm ). La proposition

1.2.9 montre alors que (L P(vz@)))n>1 converge uniformément vers P(vp). O

Ezxemple 3.1.9. — On considére un cas particulier ou M = A. Dans ce cas-la, la
limite vp des mesure est v, — l'image directe de la mesure de Lebesgue sur A,
par I'application linéaire ¢,. Par conséquent, la fonction F,, (z) = vy (], +00[) est
continue et est linéaire par morceaux lorsque les u; ne sont pas identiques. Donc il
en est de méme de la fonction F) (voir §1.2.5 pour la définition). On en déduit que
la limite des polygone P(v,) est quadratique par morceaux. Si de plus n = 2, alors
Ay = {(z,1 —2z) | z € [0,1]} est paramétré par [0, 1], et Papplication ¢, : Ay — R
envoie (z,1—x) en uyz+uz(1—2). Donc v, est la mesure équiprobable sur U'intervalle
(u2 — )4 — (w1 — )+
U2 — Uy
uy # uz et a Iy, poof(x) si ur = uz. On en déduit F; () = [u1 — ua|t + max(uy, us)
et donc P(vy)(t) = %|ur — ualt? + max(uq, us)t. -

si

délimité par uy et up. La fonction F, (x) est égale a

2
Remarque 3.1.10. — Dans certains cas particuliers on peut généraliser le théoreme
3.1.8. Soit B = k[Xy,---,X;] lalgebre des polynomes, munie de la graduation
usuelle. Pour tout a = (aq, -+, ) € N™, on utilise le symbole X pour désigner le

mondme X -+ X%m et on note |a| = a3 +- - -+ay,. On suppose que, pour tout entier
n > 1, espace B,, des polynomes homogenes de degré n est muni d’une R-filtration
F™) telle que la base formée des monémes soit compatible & la filtration F(™ et que
/\]_—(\QHW) (XaJrﬁ) = /\]_—(\a\) (Xa)+>\_7:(m\) (XB> Autrement dit, 1’a1gébre B est “NxR-
bigraduée”. Pour tout ¢ € {1,---,m} soit b; = Ara)(X;). Soit b= (b1, -+ ,bm). Par
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définition

1 1
VEm) = > " o totambns  TivVpm = ) Db (Jy)-
rg B, n rg B, =
laj=n yeINTAA,,

On en déduit donc que la suite de mesures (71 Vrx) )n>1 converge vaguement vers vp.
F > b

3.2. Algebres graduées quasi-filtrées et pseudo-filtrées

Dans la section précédente, en utilisant la méthode des séries de Poincaré on a pu
établir un théoréme de convergence (le théoreéme 3.1.8) pour les algebres bigraduées.
En fait, le méme résultat est aussi vrai pour une algebre graduée munie des filtrations
dont ’algebre bigraduée associée est de type fini.

Soit B = €P,,~, Bn une algebre graduée de type fini sur k. On suppose que
chaque espace vectoriel B, est muni d'une R-filtration décroissante F(™) telle que
le support de vz est contenu dans N (c’est-a-dire que les points de saut sont des
entiers positifs) et que l'algebre B soit filtrée pour les filtrations F (") ¢est-a-dire que
fs(n)ant"/)Bn/ C fs(if"/)BnJrn/ quels que soient (n,n') € N? et (s,t) € R%. Pour
tout entier d, soit Emd le sous-quotient fc(l")Bn /féi)an. Alors la somme directe

B = @n d Emd forme une algebre bigraduée sur k, ou le produit de deux éléments

[#] € Bpa et [y] € By 4 est la classe de zy dans féi;ﬁl)BnJrn//}“éi;ﬁ;)anJm/. Soit
P e Z[X,Y] la série telle que

PYI= Y reBg X7V
(n,d)EN?

Il s’avere que la mesure dilatée T1vgm) associée a la filtration F (") coincide avec
n

vp,p. Dans le cas ol B est une algebre de type fini sur k, cette observation nous
permet d’appliquer le théoreme 3.1.8 pour démontrer la convergence des 11 vy et
pour calculer la limite. "’

Cependant, il est tres rare que la nouvelle algebre B soit de type fini. On peut
considérer un exemple simple o B = k[X] est 'algebre des polynémes & une variable.
Soit (an)n>0 une suite d’entiers dans N telle que

(41) ao=0, 0<a,<n, anin <a,+a, quel que soit (n,n’) € Z2>0-

On suppose que B est usuellement graduée et que la filtration F(™ de I'espace kX"
admet un seul point de saut en n — a,,. L’algebre B est filtrée car

Af<n+n/>(Xn+n/) = (n+n") = ansn = (R—an)+ (0 —an) = Agen (X™) + Az (Xn/)a
ou les fonctions A sont définies dans (2). L’algebre bigraduée B s'identifie a
k[Ty, - ,Tn, -], ou le bidegré de T,, est (n,ay), modulo I'idéal homogene engendré

par les éléments de la forme 7;,T,,,. Ce n’est pas une algebre de type fini. Par ailleurs,
la mesure associée & F(™ est la mesure de Dirac d,,. La condition (41) combinée
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avec le corollaire 1.3.3 montre que la suite (a,/n)p>1 converge dans R. Cela montre
effectivement que les mesures T% 0a, = 0Oq, /n coOnvergent vaguement vers une mesure
de Dirac lorsque n tend vers I'infini.

Cet exemple suggere que la convergence vague des mesures associées a une algebre
graduée munie des filtrations devrait vérifier sous une hypothese assez faible sur la
croissance des filtrations. La formalisation de cette observation conduit a deux notions
similaires — algébre graduée quasi-filtrée et algébre graduée pseudo-filtrée — qui sont
importantes dans la deuxieme stratégie a étudier la convergence des polygones que
I’on présentera dans les sections qui suivent.

On fixe dans cette section une application f : N — R> et une algebre graduée
B = 6,,~0Bn qui est de type fini sur k, ot chaque espace vectoriel B,, est muni
d'une R-filtration décroissante F(™).

3.2.1. Algebre graduée quasi-filtrée. —

Définition 3.2.1. — On dit que l'algebre graduée B est f-quasi-filtrée s’il existe
un entier ng > 0 tel que, pour tout entier r > 0, tout (ni)i<i<r € Z%,, et tout
(Si)lgigr € R", on ait

K T ka

H.?’:s(:“')Bm C féN)BN, on N= an et S= Z(Sl — f(ny)).

i=1 i=1 i=1
Une algebre graduée 0-quasi-filtrée s’appelle aussi une algebre graduée filtrée, ou le
symbole 0 désigne la fonction constante de N vers R>( qui prend valeur 0.

L’algebre graduée B est f-quasi-filtrée si et seulement s’il existe un entier ng > 0
tel que, pour tous les éléments homogenes x4, - - ,z, de degré ny, - ,n, dans N>,
respectivement, en posant r = r1x2---x, et N =nq +--- 4+ n,, on ait

Ao () > Z (Apeo (i) = f(ni))-

Exzemple 3.2.2. — On considére un exemple ou l'algebre B est 'algebre k[X] des
polynoéme a une variable, munie de la graduation usuelle. Pour tout entier n > 1 soit
an = Apem (X™). Alors cette algebre graduée est f-quasi-filtrée si et seulement s’il
existe un entier ng > 0 tel que, pour toute suite finie ny,--- ,n, d’entiers > ng, on ait

Any+-+n, Z Z (ani - f(nz))
i=1

D’apres le corollaire 1.3.2, la suite (a,/n),>1 converge pourvu que a, = O(n) (n —
o0) et que lim f(n)/n=0.
n—-+o0o

Remarque 3.2.3. — On suppose que 'algebre graduée B est f-quasi-filtée. Alors
pour toute fonction g qui domine f, c’est-a-dire telle que g(n) > f(n) quel que soit
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n € N, l'algebre B est g-quasi-filtrée. En outre, pour toute sous-algebre A engendrée
par des éléments homogenes, A est aussi f-quasi-filtrée.

On présente au-dessous un résultat de convergence. Bien que sa démonstration est
élémentaire, elle contient déja des idées importantes de la preuve de la convergence
des polygone.

Proposition 3.2.4. — On suppose que
1) Valgébre graduée B est intégre et f-quasi-filtrée, et B, # 0 pour n assez grand,
2) lim f(n)/n=0,
n—-4o0o
3) il existe o > 0 tel que )\max(]:(")) < an pour tout entier n > 1.

Alors la suite ()\max(}'(”))/n)nzl converge dans R, ot lapplication Apnax est définie
dans (3).

Démonstration. — Soit ng € Z~o comme dans la définition 3.2.1. Pour tout entier
n > 1, soit x,, un élément non-nul dans B, tel que Arw) (Zn) = Amax(F™). On
suppose que r > 1 et un entier et que ny,--- ,n, sont des éléments dans Zs,,. On

note N =nj; +---+n,. L'algebre B étant integre, le produit =, - - - x5, est non-nul.
Comme B est f-quasi-filtrée, on a

)\max(]:(N)) Z )\_’F(N)(:En1 o ':Enr) Z Z ()\]—‘(ﬂi)(xni) - f(nl))

= Z (Amax(f(ni)) - f(nz))

Par conséquent, la suite (Apax(F (”)))nzl vérifie les conditions du corollaire 1.3.2.
Donc elle converge dans R. O

Remarque 3.2.5. — On verra dans la remarque 3.4.4 que I’énoncé de la proposition
3.2.4 n’est pas nécessairement vrai si I’algebre B n’est pas integre.

Proposition 3.2.6. — On suppose que

1) Ualgébre graduée B est f-quasi-filtrée, B,, # 0 pour n assez grand, et Bp,B,, =
Bpim pour n et m assez grands,

2) lim f(n)/n=0,
n—-+o0o

3) il existe o > 0 tel que )\min(.}’:(")) < an pour tout entier n > 1.

Alors la suite ()\min(f("))/n)nzl converge dans R, ot Uapplication Ay, est définie
dans (3).

Démonstration. — Soit ng € Zo comme dans la définition 3.2.1. Quitte a agrandir
ng, on peut supposer que B, B, = Bpin, dés que n et m sont tous supérieurs ou
égaux a ng. Soient ny,--- ,n, des entiers arbitraires dans Zx>,,, et N =ny + -+ n,.
Soit W = {by---b. | Vi, b; € B,,}. Comme By = By, ---B,,, l'espace By est



50 CHAPITRE 3. CONVERGENCE DES POLYGONES

engendré comme groupe additif par W. Si ay,- -+, a,, sont des éléments dans W, on
adrn(ar + -+ am) > 1I<n_i<n Az (a;)). On en déduit Pexistence d’un élément
i<m

y € W tel que Arpv (y) = )Tmin(]:(N)). On suppose que y = ¢ --- ¢, avec ¢; € By,.
Alors

T

Amin(F) = Ao (9) = D7 (g () = S () 2 3 Qanin(FC) = f ().

i=1
D’aprés le corollaire 1.3.2, la suite (Amin(F™)/n),>1 converge dans R. O
Remarque 3.2.7. — L’assertion de la proposition 3.2.6 n’est pas nécessairement

vraie si la condition “B,4,, = B,B,, pour n,m assez grands” n’est pas satisfaite.
On consideére 'algebre de polynémes B = k[X, Y] qui est graduée de sorte que X soit
homogene de degré 1 et Y soit homogéne de degré 2. Dans ce cas-la B,, est engendré
comme un espace vectoriel sur k par e, = (X", X"72Y ... ,Y”/Q) si n est pair et
par e, := (X", X"72Y,... , XY (®=1/2) i n est impaire. Pour tout entier n > 1, on
munit ’espace B,, une filtration F(™) telle que

1) la base e, soit compatible a F();

2) si n est impair, pour tout a € e,, Agm) (a) = 0;

3) sin est pair, pour tout a € e, autre que Y"™/2, XAz (a) = 0, et Apem) (Y/?) = —n.
On vérifie que lalgebre B est filtrée. D’abord, pour tout élément Q € B, Arm) (Q) =
0 si Q est divisible par X et Az (Q) = —n sinon. On suppose que P € B, et Q € By,
sont deux éléments non-nuls. Si 'un des P et @ est divisible par X, alors il en est
de méme de PQ. Par conséquent, Armim) (PQ) =0 > Arw) (P) + Arm (Q); sinon
Armim) (PQ) = —(n+m) = Arm) (P) + Agmm) (Q). Donc la relation Azmim (PQ) >
Are) (P) + Arem) (Q) est toujours vérifiée. On en déduit par récurrence que 'algebre
graduée B est filtrée. Cependant, Apin(F™)) est égal & 0 si n est impair et est égal &
—n si n est pair. Donc la convergence de (Apin(F™)/n),>1 n’est pas vérifiée.

Bien que les hypotheses algébriques dans les propositions 3.2.4 et 3.2.6 sont
légerement différentes, les preuves utilise une méme technique — les suites presques
sur-additives — discutée dans §1.3, qui jouera un role important dans I’étude de la
convergence des polygones.

3.2.2. Algebre graduée pseudo-filtrée. — On présente une variante de la no-
tion d’algebre graduée quasi-filtrée — celle d’algebre graduée pseudo-filtrée. Cette
notion demande des conditions algébriques plus faibles. Ceci permet de simplifier
dans certains cas la vérification des conditions.

Définition 3.2.8. — On dit que algébre graduée B est f-pseudo-filtrée s’il existe
un entier ng > 0 tel que, pour tout couple d’entiers (m,n) € Z2 tout (s,t) € R,

>no?
on ait (F™ Bp)(FVB,) € FOH By
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Une algebre graduée 0-pseudo-filtrée est exactement une algébre graduée filtrée.
En outre, 'algebre graduée B est pseudo-filtrée si et seulement s’il existe un entier
ng > 0 tel que, pour tous les éléments homogenes = et y de B de degrés m et n dans
Z>p, respectivement, on ait Armmin) (XY) > Apem (2) + Arm (y) — f(m) — f(n).

On présente dans le contexe des algebres graduées pseudo-filtrées les résultats de
convergence des suites (Amax(F™)/n)p>1 €t (Amin(F™)/n) en s’imposant d'une
condition de croissante lente de f qui est plus forte que I’annulation de la limite
ngrfoo f(n)/n. Au lieu d’utiliser le corollaire 1.3.2, on fait appel au corollaire 1.3.6.

Comme les démonstrations sont tres similiares que celles des propositions 3.2.4 et
3.2.6, on laisse les lecteurs le soin de les compléter.

Proposition 3.2.9. — On suppose que

1) Valgébre graduée B est intégre et f-pseudo-filtrée, et B, # 0 pour n assez grand,

2) la fonction f est croissante et Z £(29)/2% < 400,
a>0
3) il existe o > 0 tel que )\max(]—'(")) < an pour tout entier n > 1.

Alors la suite ()\max(f("))/n)nz1 converge dans R.

Proposition 3.2.10. — On suppose que
1) Ualgébre graduée B est f-pseudo-filtrée, B,, # 0 pour n assez grand, et B,By, =
B4 pour n et m assez grands,
2) la fonction f est croissante et Z £(29/2% < 400,
a>0
3) il existe a > 0 tel que /\min(]:(")) < an pour tout entier n > 1.

Alors la suite (Amin(F™)/n)n>1 converge dans R.

3.3. Convergence des mesures : cas d’algebre de polynémes

On démontrera dans cette section la convergence vague des mesures associés a une
algebre de polyndome usuellement graduée qui est quasi-filtrée. Comme expliqué au
début du chapitre, I'idée est de passer par la presque sur-additivité de ces mesures.
Cette presque sur-additivité sera établie par un argument combinatoire fin des points
entiers dans des simplexes.

3.3.1. Combinatoire des points entiers dans des simplexes. — Pour tout
couple d’entiers (n,d) tel que n > 0 et que d > 1, soit Q,(,d) le sous-ensemble de N¢
formé des décompositions de n en somme de d entiers positifs ou nuls. On introduit la

relation d’ordre lexicographique sur Qi@ . (a1, ,aq) > (b1, -+ ,bq) si et seulement
sl existe ¢ € {1,---,d} tel que a; = b; pour tout j € {1,---,i} et que a;y1 > bit1

si ¢ < d. L’ensemble Q%d) est totalement ordonné par cette relation d’ordre. D’autre
part, pour tout n = (n;)1<i<r € N”, on a une application de QS{? X oo X Q%dr) vers
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Qsﬁﬁ n,- qui envoie (a;)1<i<y vers g +- - -+a, (I'addition étant celle de 7). Cette
application n’est pas injective en général mais est toujours surjective. En outre, si

)

(i)i<i<r €t (ﬁl)1<z<r sont deux éléments de Q(d . Q( ) tels que «; > f(; pour

tout 7, alors a1 + -+ -+ > B+ - + B

(d

Pour tout n € N, on désigne par I'y, ) le sous-ensemble de N~ formé des éléments

(@i)1<i<d—1 tels que 0 < a; + -+ 4+ ag—1 < n. On a une bijection naturelle p£f” :
Q%d) — I‘,(,d) définie par la projection sur les d — 1 premiers facteurs. Son inverse est
Papplication qui envoie (a;)1<i<d—1 en (a1, -+ ,a4—1,n — a3 — -+ —aq—1). Pour tout

n = (n;)i1<i<r € N, le diagramme suivant est commutatif :

d d (d)

(42) Q%l) - X Q( ) ——> Q| |
i) Xpid)l lpﬁﬁ)

I x ... x4 — Ffﬁf

ou [n| =ny + -+ n, et ol les applications “+” sont définies par 'addition dans les
monoides N¢ et N?~1 respectivement.

Théoréme 8.3.1. — Soientr > 2 et d > 1 deux entiers. Pour toutn = (n;)1<i<, €

()

N", il existe une mesure de probabilité pn sur y, X - X Qgi) telle que limage directe

de pn par chacune des r projections sur 951111)7 e Q%dr) soit une mesure équiprobable,
ainsi que son image directe par application “+7 a valeurs dans Q‘(d‘)

Démonstration. — Le théoréme est trivial lorsque d = 1 car alors, pour tout k € N,
Q,(vd) est le singleton {k}. Dans la suite de la démonstration, on suppose d > 2.

D’apres (42) il suffit de construire une mesure de probabilité p, sur F%dl) X oo X F%dr)
telle que 'image directe de p, par chacune des r projections sur FS{?, e ,Fir soit

une mesure équiprobable, ainsi que son image directe par 'application “+” a valeurs
(d)

dans F‘n‘.
Pour tout a = (a;)1<i<a—1 € N¢71, on définit |a| = a3 + -+ + ag—1. L’ensemble
I s%6crit sous la forme I'\) = {a € N1 | |a] < n}. Sia = (a;)1<ica—1 est un
élément de N~ on note a! = a1! x -+ X ag_1!.
On considére 'anneau des séries formelles de rd variables R = Z[t,X], ou t =

(tl,"- ,tT), X = (Xi,J) 1<i<r, - Sia= (al,--- ,ad_l) S Nd_l et sii € {1,-" ,T},
1<j<d-1

on désigne par X le produit X'} x -+ x X4, Sin=(ny,--,n,) est un élément

de N, on désigne par t" le produit ¢! X --- x t"r. Soit H(t,X) la série formelle a

coefficients entiers positifs

Z (o Z (1 +-+a) (ni 4 +np—|ag + -+ ay])! HX%
ne(n)e  (apeqiony  CLart (ma = faaDt-- (nr = o)
l\ailﬁni
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En faisant les changements d’indexation m; = n; — || et en permutant les somma-
tions, puis en posant (51, ,B4—1) = @1+ -+ @, et m = mq +---+m,, on obtient
I’égalité suivante dans Z[t, X] :

T

Hex) = Y et dadlmeige, g e tml,

1! e
CHE O et Jj=1 m=(m;)EN" my:-- My
d—1
= X+ + X)) >t + -+ )™
(Bi)ENd—1 i=1 eN

d—1
= (L (it + ) [ X+ 8 X))
=1

Ce calcul montre aussi (cf. [28] IT §2.4) que le domaine de convergence absolue de
Reinhardt de H(t,X) dans C"¢ est défini par les conditions

r T
Dol <1 et Y|l Xl < 1.
j=1 j=1

Cette observation nous autorise a substituer le vecteur 1 = (1,---,1) & certaines
——

d—1 copies
des variables X; sans avoir & examiner de questions de convergence (qui sont en fait
anodines).
On effectue le changement de variables m; = n; — ;| pour 2 < i < r, et on obtient

H(t,X)|x,=.=x,=1

(a1 4+ ay)!
26 DX )
n1>0 \a1|§n1 (ai)::2e(Nd71)r71 1- r.
(mi)i_p€N""H

(n1 4 ma + -+ my — o ])! ﬁtmman
(7’Ll —|a1|)!m2!---mr! J
Jj=2

(1 + -+ ) 17 oy
=>a o X e U

n12>0 [a1]<ng (aq)f_p€(Nd—1)r—1

(n1+ma + - +mp —|aa))! v .m;
Z -l Htj]'
=2

() et (ng — |ai|)tmea!---m
v)i=2

Pour tout a € N, 1’égalité suivante est vérifiée dans Z[t]

Z (a + b)!tb _ (1 _ t)fafl'

aldb!
b>0
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On en déduit donc

Z (al + -+ ar H t\a]\

(@)F_p€(Nd—1)r—1

(@1 4+ a)! (apt-+ap) ﬁt‘.‘”‘
J

:(a-)T G%dl)Tl al(e + -+ arl)  agl-apl e
(a1 + ) (az + -+ ar o
Z aqlal Z Ht ’
a€Nd—t (ai)i_pe(N 1)t

ag+-tor=a

a1 +a)! T
= 2 %(tz+~~~+tr>‘“':(1f<t2+-~+tr>> sl a4,
1o
aeNd—1

et

Z (n1+m2+...+mr |041 Htm]
B Tl R
i)i=2

_ oy (n1 +ma + - +m, — |aq])! (m2+---+mr)!11[tm
J

s = Ja M m)l ol
1)i=2

Z (n1 — |ag| + M)! Z (m2—|— +mr H m
= t J
(n1 — |041|)'M'
M=0 (mi)j_, €N
ma+--+m.=M

”1 laz| + M)! M —ny+lag|-1
= to+ -+ t)M =1 = (ta+--+ ) M Hlm
2 (o Jou MY (t2+---+1t) (1= (ta+--+1t))

Par conséquent,

H(t,X)[xy=mxomn = 1 (1= (b4 4 4) 77 Y X

n1>0 [ar]|<ng
(43) n(n1+...+nr+d_1)! o
= ) T Dt 2 N
n=(n;)EN" " ay|<ng
De méme, pour tout j € {1,---,r}, on a
H(t’X)|X1:'”:Xj—1:Xj+1:“‘:X7‘:]1
it t+d—1 N
ooy e sl Y
e (meN ny!-- ~nj,1_(nj +d— 1).nj+1 n,! o<,
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D’autre part,

H(t’X)|X1:m:XT:Y = Z t" Z yartetaor

n=(n;)EN"  (q;)e(NI" )"
lai|<n;

(a1 +Fa ) (g 4+ +n. —|ag + - +a,|)!
ar! - ay! (n1 = o))t (g = | D!

En faisant les changements d’indexation m; = n; —|a;| pour tout 1 <4 < r, on obtient
H(t, X)|x,==x,=v

= Z (041+—‘|‘0'ér)' ﬁ t‘jo‘j‘ya1+m+ozr Z (ml +-+ mr)!tm

.. L !
(ei)e(NI—1)r ara Jj=1 m=(m;)EN" myp: - My
:Z(t1+"'+tr)N Z Yv(t1+"'+tr)h|:Z(t1+~~+tr)M Z Y7,
N=0 yENIT M0 Iy [<M

ol on a utilisé le changement d’indexation M = N + |y| dans la derniere égalité. Par

conséquent,
(n1++n7‘)' ny n
(45)  H(t,X)[x,==x,=y = Y I B >, v
n=(n;)eN" [v|<ni+-+n,
Enfin,
H(t, (L, 1)) = (L= (ty 4 +1,)) 77
N+d-1)! N!
I D I e
Nl(d-1)! nil---n,!
(46) N>0 n=(n;)eN"
ni+-+n.=N
B Z (n1+-~+nr+d—1)!tn
o oo (d — 1)) ’
n=(ng)ENr niy: nr(d 1).
Pour tout n = (n;) € N", posons
d—1)ny!---n,!
O >
(nmi+-+n.+d-1)! ‘<
(a;)E(N )
lai|<ni
arl -y (n1 — |ea))! - (nr — | ])! (aa,sar):
La définition de H(t,X) et les égalités (44), (45) et (46) montrent que py vérifie les
conditions requises. O
Remarque 3.3.2. — Le théoreme 3.3.1 équivaut a résoudre un systeme d’équations

linéaires homogenes, ou le nombre des indéterminés est en général beaucoup plus
grand que celui des équations. La difficulté provient du besoin d’une solution positive
et non-triviale. Un cas tres particulier ou d = 2 du théoreme montre que, pour tous
les entiers m,n > 1, dans un réseau rectangulaire de taille m x n, on peut toujours
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placer des entiers strictement positifs tels que, les sommes des entiers dans chaque
ligne, dans chaque colone et dans chaque diagonale principale sont respectivements
égales.

3.3.2. Convergence vague des mesures. — Dans ce sous paragraphe, on utilise
le théoreme combinatoire établi au-dessus pour démontrer la convergence vague des
mesures. On fixe une algebre de polynomes B = k[ X1, -+, X4] (d > 1) qui est usuelle-
ment graduée, c’est-a-dire que B,, est 'espaces des polynomes homogenes de degré n
en Xq,---,Xq. Sia= (a1, ,0q) est un élément dans N, on utilise I'expression
X pour désigner le monéme X" --- X7, Pour tout entier n > 1, on munit 'espace
B,, d’une R-filtration F(™. Enfin, soit f : N — R> une application. On suppose que
I’algebre graduée B est f-quasi-filtrée. Soit ng comme dans la définition 3.2.1.

) est

Soit ¢y, : Q%d — B, lapplication qui envoie « = (a1, ,aq) en X, ol Q,(,d
I’ensemble des décompositions de n défini dans le sous-paragraphe précédent. L’image
de Q%d) par @, est une base de B,,. D’apres la proposition 1.2.4), il existe, pour tout

n € N, une base u(™ = (Ua)aeg(d) de B, telle que,
(47) Va e O, uo € X*+ > kX,
B<a

et qui est compatible & la filtration F(™. Sin = (ni)i<i<r € NTetsi N = nq+---+n,,
) (n)

, soit uy ’ un élément dans

{ﬁuai a; € QS{?, iai = 7} .
i=1 i=1

pour tout v € Qg\c,l

tel que

)\]:(N) (ug“)) = a?el?‘l)(:@ )‘T(N) (ual T uar)'
a1t an=y
De (47), on déduit
(n) s
ul € X7+ kXC.
6<y
Donc u® := (ugn))veg(;) est une base de By.

Proposition 3.3.3. — Soient ¢ un nombre réel positif et g : R — R une fonction
croissante concave et c-lipschitzienne. Pour tout entier n > 0, soit

I, :/gd(nuﬂn)),
R n

ou Ve est la mesure associée a la filtration F) et Ty est Vopération de dilatation
définie dans §1.2.4. Alors, pour tout entier r > 2 et tout n = (n;) € Z%.,,,; si on note
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N =n1+---+n,, alors on a l’inégalité

NIy > XT: (nilm. - cf(ni)).
=1

Démonstration. — Pour tout entier n > 0 on désigne par £, la mesure équiprobable
sur Q%d), par pn une mesure sur ng? X -+ X Qgi) satisfaisant aux conditions du

théoreme 3.3.1, et par u™) la base de By construite comme ci-dessus. En utilisant
les notations introduites dans §1.2.2, on a 'inégalité suivante :

1
1 = — (n)
Iy > /Rgd (1 1 V¢<N>,u<n>) /955) g ( N)\yruv)(% )) dén(v)

1 (n)
= A d
/Q;dl)x‘”xgsi)g (N ]-—(N)(Ua1+-..+ar) Pn(a1, ,Oér),

ou la derniere égalité est parce que l'image directe de p, par l'addition est

équiprobable. Comme g est une fonction croissante, d’apres la définition de uS“’, on

1
Iv > Lo (@™ -0 dop (- ).
N _/Q;?XMXQSIT)Q(N Foo (Uyr ug’) ) dpn(aa, -+, an)

Comme 'algebre B est graduée f-quasi-filtrée et comme g est croissante,

1 T
> — E oo (W)Y — f(n, .
In = /Q&L?Xmm;dg g <N , ()‘f‘ o (ugr”) f(nz))> dpnfan, -+, 0r)

Car la fonction g est c-lipschitzienne,

T

1 e c
el [g <N wa(u&:))) % Zﬂm)] dpn(an, -+ 0)
Qay XXy i=1

i=1
Ensuite, la concavité de g implique que

r (n;) r
n; Az (U™ c
In > Lo | 2 ) dpy ceeLay) — ;
N> /Q;?XMXQ;? l 1 N9< - pan(ar, -, o) N ;Zlf(n)

1=
Enfin, comme les images directes de p, par les r projections sont des mesures
équiprobables, on obtient

T2 30t = 5y S ).
O

Corollaire 3.3.4. — Awvec les notations de la proposition 3.3.3, si la suite (Ip,)n>0
est bornée supérieurement et si lirJIrl f(n)/n =0, alors la suite (I,,)n>0 admet une
n—-rroo

limite dans R lorsque n — +oo.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.3.3, la suite (nl,),>1 vérifie les condi-
tions du corollaire 1.3.2. On en déduit donc la convergence de la suite (I;,)p>0. O
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Remarque 3.3.5. — La suite (I,),>1 est bornée supérieurement notamment
lorsque la fonction g est bornée supérieurement, ou lorsque Amax(F™) = O(n)
(n — +00).

On a établi dans le corollaire précédent la convergence des intégrales pour une
famille particuliere de fonctions définies sur R. En fait, I’espace linéaire sur R engendré
par cette famille de fonctions contient un sous-espace qui est dense dans C.(R) —
I’espace des fonctions continues a support compact. Cet argument permet de conclure
la convergence vague des mesures.

Proposition 3.3.6. — Si hIJIrl f(n)/n =0, alors la suite de mesures (T1Vrwm))>1

converge vaguement vers une mesure borélienne.

Démonstration. — Pour simplifier les notations, on note v, = Tivrm). Soit G
I’ensemble des fonctions boréliennes g sur R telle que, pour tout n € N, ¢ soit
intégrable par rapport & v, et telle que la suite d’intégrales ( fR gdvy)n>1 converge
dans R. Le corollaire 3.3.4 (voir aussi la remarque 3.3.5) montre que G contient
toutes les fonctions croissantes, concaves, lipschitziennes et bornées supérieurement.
L’ensemble G est un espace vectoriel sur R. On suppose que f est une fonction dans
C§°(R), I'espace des fonctions lisses et & support compact sur R. Soit I = [a,b] un
intervalle qui contient le support de f. Les fonctions f’ et f” sont aussi lisses et les
supports de f’ et f” sont tous contenus dans I. Par conséquent, f’ et f” sont des
fonctions bornées. Soient C' = || f'||sup €t C" = || f"||sup/2. Soit h la fonction

C'b—a)2z—a—0b)+C(x —b), z<a,
h(z) =4 —-C"(b—x)?+ C(x —b), a<z<b,
0, x > b.

C’est une fonction croissante concave (2C"(b — a) + C)-lipschitzienne et bornée
supérieurement par 0. Donc h € G. D’autre part, h + f est aussi une fonc-
tion croissante concave car, sur [a,b], b’ > C et b’ = —2C’. Elle est de plus
(2C"(b— a) +2C)-lipschitienne et bornée supérieurement par || f||sup. Par conséquent,
onah+ f€G. Onen déduit f € G. Enfin, comme C§°(R) est dense dans I’espace
normé (C¢(R), || - |lsup), on a C.(R) C G.

Soit S : C.(R) — R l'opérateur qui associe & chaque fonction continue & support
compact g la limite de la suite (ng dvp)n>1. Clest un opérateur linéaire. De plus, si
g est une fonction positive, alors fR gdv, > 0 quel que soit n € N. Par conséquent,
S(g) > 0. D’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe une unique mesure
borélienne finie v sur R telle que S(g) = [p gdv. Par défintion la suite de mesure
(Vn)n>1 converge vaguement vers v. O

Remarque 3.3.7. — La limite des mesures obtenue dans la proposition 3.3.6 n’est
pas nécessairement une mesure de probabilité : il suffit de considérer le cas ou
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B = k[X] et Agw)(X™) = n?  La limite des mesures Tivzm) = 6, est alors

nulle. Cependant, si on rajoute une condition supplémentaire que Apax(F™) = O(n)
(n — 400), alors cette mesure limite est effectivement une mesure de probabilité. En
effet, dans ce cas-la les suites (Amax(F™)/n)n>1 €t (Amin(F™)/n)n>1 convergent
dans R (voir les propositions les propositions 3.2.4 et 3.2.6), donc les supports des
mesures 11 Vrm) sont uniformément bornés. La proposition 1.2.9 montre donc la
mesure limite est une mesure de probabilité.

3.3.3. Variant pseudo-filtré. — Les résultats que 1'on a obtenus dans le sous-
paragraphe précédent admettent des analogues dans le cas ou I’algebre B est f-pseudo-
filtrée. On présent au-dessous un analogue de la proposition 3.3.6.

Proposition 3.3.8. — Soit f : N — Rs¢ une fonction croissante telle que
Zf(Qo‘)/QO‘ < 4o00. Soit B = k[Xy, -+ ,Xg] Ualgébre des polynéomes qui est
a>0

usuellement graduée. Si pour chaque entier n > 1, B, est muni d'une R-filtration
F) de sorte que B devient une algébre graduée f-pseudo-filtrée, alors la suite de
mesures (T1Vgw) )n>1 converge vaguement. Si de plus Amax(F™) = O(n), alors la
mesure limite est une mesure de probabilité.

3.4. Convergence des mesures : cas général

Dans cette section, on démontre le théoréeme de convergence général par la
réduction au cas d’algebre des polynomes. Une technique classique d’attaquer ce
genre de probleme est de généraliser le probleme aux modules gradués et puis faire
appel a la méthode de dévissage, qui est un argument de récurrence. Nous avons
déja utilisé cette technique dans §3.1 pour les algebres bigraduées. Pourtant, comme
on montrera plus loin dans la remarque 3.4.4, la convergence vague des mesures n’est
pas nécessairement vraie pour un “module gradué quasi-filtré”. En effet, la condition
d’étre quasi-filtré(e) donne seulement une minoration de la position (i.e. la valeur
de la fonction \) du produit de plusieurs éléments. C’est la structure d’algebre qui
empéche le produit d’aller trop loin dans la filtration.

On fixe dans cette section une algebre graduée B = @, ., By de type fini sur k.
On rappelle que, si M = @, ., é
alors on a ’estimation suivante :

(48) rgg(Mn) =

M, est un B-module gradué de type fini et non-nul,

(M)
(r—1)!
ou r est la dimension de M et ¢(M) est une constante qui ne dépend que de M. Si
M est nul, alors par convention dim(M) = —oco et ¢(M) = 0. Les énoncés 1) et 2)
du lemme 3.1.4 sont vrai pour une suite exacte courte de B-modules de type fini.
On suppose que l'espace B, est muni d’une R-filtration F(™). Dans toute la suite de

nr—l + O(nr—l)7

section, si M est un B-module gradué de type fini, on suppose, pour tout entier n > 1,
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que 'espace M, est muni d’'une R-filtration que l'on ne précise pas. On utilise les
conventions présentées dans §1.2.6. Par exemple, ’expression vy, désigne la mesure
associée a la filtration sous-entendue de M,,.

3.4.1. Condition de convergence vague. —

Définition 3.4.1. — Soit M un B-module gradué de type fini (muni des R-
filtrations). On dit que M satisfait & la condition de convergence vague et on note
CV (M) si la suite de mesures borélienne (T vy, )n>1 converge vaguement.

D’apres la définition, une B-module gradué M de dimension 0 satisfait automa-
tiquement a la condition de convergence vague : vy, = 0 pour n suffisamment grand.

On présente au-dessous un lemme qui étudie la condition de convergence vague
pour une suite exacte. Ce lemme sera utilisé dans la démonstration du théoreme
3.4.3.

Lemme 3.4.2. — Soit 0 M’ ¢ M —— M 0 wune suilte exacte
courte de B-modules gradués de type fini munis des filtrations. On suppose que, pour
toutn € Z, 0 M) o M, —> M/ 0 est une suite ezacte d’espaces

filtrés. On note d =dimM’, d=dimM, d’=dimM".
1) Sid > d", alors CV(M') <= CV(M).

2) Sid" >d, alors CV(M") < CV(M).

3) Sid = d", alors CV(M') et CV(M") = CV(M).

Démonstration. — Si dim M’ = 0, alors pour n assez grand, on a M, = M./, donc
CV(M") <= CV(M). Donc la proposition est vraie lorsque dim M’ = 0. On
peut démontrer de facon similaire que la proposition est vraie lorsque dim M" = 0.
Dans toute le reste de la démonstration, on supposera min(d’,d”) > 1. On a d =
max(d’,d"”). Pour tout n € N, on note

! "
v, = T%VM;L; Up = T%l/]\/]n, v, = T%l/]\/ﬂl/
/o !’ _ 7 "
r,=18M,, ro=1gM,, 7r,=18M).

/

!, n €t 7 sont strictement positifs et les mesures v,

Pour n suffisamment grand,
vn et v/ sont des mesures de probabilité. En outre, la proposition 1.2.5 montre que

/ 7

Vp = T—nl/;l —+ r—nl/;l/
n n
D’apeérs (48),
C(M/) d — d — C(M”) d’ — d'—
v Tl v 1 L R
1) Sid' > d”, alors
) T/ . 1!
lim 2% =1, lim & =0,

n—+oo 1, n—+o00 1,
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donc (v, )n>1 converge vaguement si et seulement si (v),),>1 converge vaguement, et
si c’est le cas, elles ont la méme limite.
2) Sid’ > d', alors
/ 1!

lim % =0, lim =1

n—-+o00 1y, n—-+40oo 1, ’

donc (v,)n>1 converge vaguement si et seulement si (v)))>; converge vaguement, et
si c’est le cas, elles ont la méme limite.

3) Sid" =d, alors ¢(M) = c¢(M') 4+ c¢(M"), et

r, c(M') . rnc(M")

n—>r-iI-1<>o o C(M)’ n—Yoo T, c(M) ’

Si (V) )n>1 converge vaguement vers v’ et si (v)),>1 converge vaguement vers v,

oM’  oM"),
C(M)V+ c(M)V . O

alors (v, )n>1 converge vaguement vers

3.4.2. Théoréme de convergence des mesures. — Dans ce sous-paragrphe,
on établit le théoreme principal de l'article qui affirme la convergence des mesures
(dilatées) associées & B. On en déduit ensuite la convergence uniforme des polygones
associés.

Théoréme 3.4.3. — Soit f : Z>9 — Rx>o une fonction telle que lirJIrl f(n)/n=0.
On suppose que

1) Ualgébre graduée B est intégre et f-quasi-filtrée, et B, # 0 pour n assez grand,
2) il existe o > 0 tel que )\max(]:(")) < an quel que soit n > 1.

Pour tout entier n > 1, soit v, = T1vrm). Alors les supports des mesures v, sont
n

uniformément bornés et la suite de mesures (vp)>1 converge vaguement vers une

mesure de probabilité borélienne sur R.

Démonstration. — Soit ng comme dans la définition 3.2.1. D’apres [22] 11.2.1.6, il
existe deux entiers mg > ng et dg > 0 tels que, pour tout entier n > myg, on ait
Bay+n = Ba,Bn. Soit d = dgmg. L’algebre graduée B — @n>0 B4 est engendrée
comme une By-algebre par B§d) = Bg. De plus, si on désigne par g : N — R3¢ la
fonction telle que g(n) = f(nd), alors 'algebre graduée B(® est g-quasi-filtrée. Pour
tout entier n assez grand, on a B, # 0 et donc Amin(f(")) < Amax(f(")) < an.
D’aprés la proposition 3.2.6, la suite (Apin(F™®)/nd),>1 converge dans R. De plus,
pour tout entier | € [mg,mg + d[ et tout entier n > 1, on a Bpgti = BpgB;. On en
déduit Apin (FPHHDY > Apin (FOD) 4 Ain (FO) — f(nd) — £(1) (voir la démonstration
de la proposition 3.2.6). Par passage a la limite, on obtient
lim inf Apin (FHD) /(nd + 1) > dim Amin (FD) /nd

n—-+o0o
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Comme [ est arbitraire, on en déduit que lim Jirnf Amin(F™)/n existe dans R. Si
n—-+0o0o

B,, # 0, alors le support de v, est contenu dans [Amin(F™) /1, Amax(F™)/n], donc
les supports des v, sont uniformément bornés.

D’apres la proposition 1.2.9, pour démontrer la deuxieme assertion du théoreme,
il suffit d’établir CV(B). On commence par un cas particulier ou 'algébre B est
engendrée comme une By-algebre par B;. La démonstration se décompose en trois
étapes:

Etape 1: quelque réductions.

D’abord, par extension des scalaires (voir §1.2.3), en introduisant une extension
infinie de k, on peut supposer que k est un corps infini.

Si ¢ est une constante réelle, on peut considérer la filtration F(™)¢ sur B, telle
que ft(")’cBn = t(f)ann Autrement dit, pour tout élément a € B,,, on a la relation
Arm.c(@) = Apm (a) +cn. Si (ni)i<i<r € Z5,,, est un multi-indice et si pour tout 4,
a; est un élément dans B,,,, en posant N =n;+---+n,eta=a;---a,, on a

Arae(a) = Apavy (a) + cN > Z ()\fm)(ai) - f(nz)) + Zcm

= i ()\]_—(ni),c (ai) - f(nl))’

autrement dit, I'algebre graduée B, munie des filtrations F("):¢, est encore f-quasi-
filtrée. D’autre part, si on désigne par vj la probabilité associée a la filtration
Fe on a Vg = TenVB,, OU vp, est la mesure associée a F() . Par conséquent,
ona Tivp = Ti7envp, = 7.T1vp,. Autrement dit, B satisfait & la condition de
convergence vague pour les filtrations F(™) si et seulement si c’est le cas pour les
filtrations F("-¢. En remplacant les filtrations F(™ par F("):¢ avec ¢ suffisamment
grand, on se ramene au cas oit Ayin(F™) — f(n) > 0 pour tout n > 1. En particulier,
pour tout élément homogene a de degré n de B, Agrm)(a) > f(n).

Etape 2: Comme k est un corps infini, par la normalisation de Noether (cf. [16]

Théoréme 13.3), il existe d éléments 1, - - - , x4 dans B tels que
1) ’homomorphisme de 'algebre de polynémes k[T7, -+ ,Ty] vers B qui envoie T; en
x; soit un isomorphisme de k-algebres graduées de k[T1, - -+, Ty] sur son image.

2) si on désigne par A cette image, c’est-a-dire la sous-k-algeébre de B engendrée par
T1,-+ , 24, alors B soit un A-module gradué de type fini.

L’algebre A, munie des filtrations induites, est une k-algebre graduée f-quasi-filtrée.
La proposition 3.3.6 montre que 'on a CV(A).

Soit a un élément homogene de A. Alors Aa est un sous-A-module gradué de B.
On munit Aa des filtrations induites (de celles de B). Comme dim A/Aa < dim 4, on
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a CV (Aa) compte tenu du lemme 3.4.2. De plus, les suites de mesures de probabilité
(T1va,)n>1 €t (T1v(aq), Jn>1 convergent vaguement vers la méme limite.

Si z est un élément homogene de degré m > 0 dans B, alors il existe un polynéme
unitaire P € A[X] de degré p > 1 tel que P(x) = 0. On suppose que P est de
degré minimal et s’écrit sous la forme P(X) = XP + a,—1 XP~! + --- + ap. Comme
P est minimal et comme B est un anneau integre, ag est non-nul. Pour tout ¢ €
{0,---,p— 1}, soit a; la composante de degré (p — ¢)m de a;. Si on note

P(X) = X" +ap 1 XP7 + - + G,

alors on a Ig(z) = 0 puisque z est homogene de degré m. On peut donc supposer
que a; est homogene de degré (p — i)m quel que soit ¢ € {0,--- ,p — 1}. Soit y =
2P~ 4 ap_12P7% + -+ + a1. 1l est homogene de degré (p — 1)m. En outre, on a
xy + ag = 0. Dans la suite, on utilise les notations simplifiées introduites dans §1.2.6
pour les fonctions A. Puisque l'algebre graduée B est f-quasi-filtrée, si u est un
élément homogene de degré n de A, alors

(49) Auao) = Auzy) = Auz) = f(n+m)+Ay) — f((p—1)m) = Muz) — f(n+m),

ott dans la derniere inégalité, on a utilisé 'hypothese Apin (FP~D™) > f((p — 1)m)
introduite dans ’étape 1. On en déduit A(uz) < A(uag) + f(n +m). En outre,

(50) Auz) = Mu) + A(z) — f(m) = f(n) = Au) = f(n).

Soient M = Aag, M’ = Ax. L’algebre B étant intégre, pour tout entier n > 1,
Papplication uz — uap (v € A,) est un isomorphisme de k-espaces vectoriels de
M;, { py vers My ymp. D’apres (49) et le lemme 1.2.6, on a var/ =< Tf(ntm)VMy sy
D’autre part, Uapplication v — ux (u € A,) est un isomorphisme de k-espaces vecto-
riels de A, vers M), .. D’apres (50) et le lemme 1.2.6, on obtient v4, < THmVMY,,
ou encore T_f(n)VA, < Vm - On obtient donc I'encadrement

T—f()VAn < VM! = Tf(ndm)VMpymp>

et donc
T oo T jmyva, =T o vay =T 4 Titnpm)V Moy
ou encore
(51)
T—j)/nrm) T Tava, <T_a_vay, =< Tream)/(nvm) Totme T a Vg, sy

Comme observé plus haut, les suites (TLva, )n>1 €t (T1vy, )n>1 convergent vague-
ment vers une méme limite que 1’on note v. D’apres le lemme 1.2.11, I’encadrement
(51), et le lemme 1.2.12, on conclut que la suite (T'1vas )n>1 converge vaguement
aussi vers v. "

E’tape 3: Soit k' le corps des fractions de A. Comme B est une algebre finie sur A,
lalgebre k' ® 4 B est de rang fini sur k’. Le A-module B est engendré par les éléments
homogenes, il existe donc des éléments homogenes z1,--- , x5 de B qui forment une
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base de ¥’ ® 4 B sur k’. Sionnote H = Axi+---+ Ax,, alors H est un sous-A-module
libre de base (x1,- - ,xs) de B. Soit H' = B/H. On a une suite exacte :

0 H—Ysp—"opm 0.

Comme 1 ®1% : k¥’ ®4 H — k' ®4 B est un isomorphisme, on a k' ® 4 H' = 0, donc
H'’ est un A-module de torsion. On a alors dims H' < dim A = dima H = dim4 B.
D’apres Iétape 2, la condition CV (Ax;) est vérifiée pour tout 1 <14 < s. D’apres le
lemme 3.4.2, on a CV(H) et puis CV(B). Le théoreme est donc démontré pour le
cas particulier ou B est engendrée comme une By-algebre par Bj.

On retourne maintenant au cas général. Comme remaqué au debut de la
démonstration, il existe un entier d > 0 tel que B4 = D,,>o Ban soit une By-algebre

engendrée par B§d) = By. C’est un anneau integre. De plus, elle est g-quasi-filtrée
pour la fonction g(n) = f(nd). D’apreés le résultat déja démontré, on a CV(B(®).
On désigne par p la limite de (Tivp,,)n>1. En outre, l'algébre B, vue comme

une B@-algebre, est finie sur B,

D’apres un argument similaire a 1’étape 2,
pour tout élément homogene non-nul =z de B, B@z satisfait & la condition de
convergence vague, et la suite des probabilités (TLvp, ,4)n>1 converge aussi vers p.
On suppose que B,, # 0 pour tout n > m, ou m € N. Alors pour tout entier [ tel
quem <l <m+d,le B@_module B4k = @n>0 Bpa+r est non-nul. D’apres un
arguement similaire & ’étape 3, en utilisant le fait (iue B@ est un anneau intégre, on
conclut que B(®*) satisfait & la condition de convergence vague, et que la limite de la
suite (T1vp,,,,, )n>1 coincide avec p. Enfin, en combinant ces suites de probabilités et
en s’apprilyant sur le lemme 1.2.11, on conlure que la suite de probabilités (T% VB, Jn>1

converge vaguement vers T% p. O

Remarque 3.4.4. — 1) La condition d’étre quasi-filtré peut s’étendre facilement au
cas de module gradué. Soit f : N — Rx>( une application. On suppose que I'algebre
graduée B est f-quasi-filtrée. Soit M un B-module gradué muni des filtrations

(g<">)n21. On dit que M est f-quasi-filtré s’il existe un entier ng > 0 tel que, pour

ZT+1

>no et tout (Si)lgigr—i-l S RT+1, on ait

tout entier r > 0, tout (n;)1<i<r+1 €

r r+1 r+1

(Hfgi)Bm)ggfgl)Mnm cGM My, ot N=njet S=3 (si— f(n:)).
=1 =1

i=1
Si f =0, M est dit filtré. Cepedent, ’assertion du théoreme 3.4.3 n’est pas vraie
en général pour un module gradué (quasi-)filtré. En effet, soit B l’algebre K|[X]
des polynomes a une variable munie de la graduation usuelle et de la filtration

F™) telle que
(n) By, sit<0,
F B, =
0, sit > 0.
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Evidemment B est une K-algebre graduée filtrée. Soit M le B-module gradué libre
engendré par un élément homogene de degré 0. Soit ¢ : Z>¢9 — R une fonction
croissante. Pour tout entier n > 1, on définit une filtration G () gur M, telle que

gzpﬁ(n)Mn _ {Mna sit < p(n),

0, sit > p(n).

Alors M est un B-module gradué filtré et, pour tout entier n > 0, vy, = dy(n)- La
condition CV (M) est équivalente & I’existence de 11111 w(n)/n dans RU{+oc0}. Si
n— oo

¢ : Z>o — R est une fonction croissante telle que la suite (¢(n)/n),>1 ait plusieurs
points adhérents — par exemple, p(n) = 2U1°827] CV (M) n’est plus satisfaite.
Ce contre-exemple montre 'impossibilité de démontrer le théoreme 3.4.3 par la
version classique de la technique de dévissage.

2) L’assertion du théoréme 3.4.3 n’est pas vraie en général pour une algebre graduée
quasi-filtrée non-integre. Soient B et M comme dans 1) plus haut. Si on désigne
par C Vextension nilpotente de B par M (cf. [30] chap. 9 §25), alors C est une
algebre graduée quasi-filtrée sur K, mais la condition CV(C) n’est pas vraie. La
méme construction founit aussi un contre-exemple de la proposition 3.2.4 lorsque
I’algebre B n’est pas integre.

Corollaire 3.4.5. — Awvec les mémes hypothéses du théoréme 3.4.3, la suite de poly-
gones (P(vy))n>1 converge uniformément vers une fonction concave sur [0, 1].

Démonstration. — C’est une conséquence du théoreme 3.4.3 et de la proposition
1.2.9. O
3.4.3. Variante pseudo-filtrée. — On présente enfin la version pseudo-filtrée du

théoreme 3.4.3.

Théoréme 3.4.6. — Soit f : Z>9 — Rso une fonction croissante telle que
Z f(29)/2% < 400. On suppose que
a>0

1) Ualgébre graduée B est intégre et f-pseudo-filtrée, et B, # 0 pour n assez grand,
2) il existe o > 0 tel que )\max(]—'(")) < an quel que soit n > 1.

Pour tout entier n > 1, soit v, = Tivgm . Alors les supports des mesures vy,
sont uniformément bornés et la suite de mesures (Vn)>1 converge vaguement vers
une mesure de probabilité borélienne sur R. Donc la suite de polygones (P(vy))n>1
converge uniformément sur [0, 1].






CHAPITRE 4

APPLICATIONS

4.1. Théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique

Le théoreme de Hilbert-Samuel arithmétique étudie le comportement asympo-
tique des caractéristiques d’Euler-Poincaré des images directes des puissances ten-
soriels d’un fibré inversible hermitien sur une variété arithmétique. Ce théoreme était
d’abord démontré par Gillet et Soulé [20] en utilisant leur théoreme de Riemann-Roch
arithmétique. Puis il a été reétdudié par plusieurs auteurs comme Abbes et Bouche [1],
Zhang [38], Rumely, Lau et Varley [34], Autissier [2] et Randriambololona [31] dans
divers contextes. Dans le cas o la métrique sur le fibré inversible hermitien est posi-
tive, ce comportement asymptotique peut étre interprété par le nombre d’intersection
du fibré inversible hermitien considéré.

Dans cette section, on applique la convergence de polygones a ’étude du théoreme
de Hilbert-Samuel. Comme le résultat précédemment établi est tres général, on ob-
tient le théoreme de Hilbert-Samuel (la partie de convergence) dans toute généralité
sans condition de positivité sur la métrique.

4.1.1. Algebre en fibrés adéliques hermitiens. — Soient K un corps de nom-
bres et B = €P,,~, Bn une algebre integre et de type fini sur K telle que B, # 0
pour n suffisamment grand. On suppose que B, est l'espace vectoriel sous-jacent
d’un fibré adélique hermitien B,, sur Spec K. Pour tout entier r > 2 et tout élément
n = (n3)i1<i<r € N7, on désigne par ¢ : By, ® --- ® B,, — By, I'application
K-linéaire induite par la structure de K-algebre de B, out [n| =ny + -+ + n,.

Théoréme 4.1.1. — Avec les notations comme ci-dessus, s’il existe a > 0 tel que

fimax(Br) < an pour n suffisamment grand et si l'une des deuz conditions suivantes

est vérifée :

1) il existe une fonction g : N — R>q et un entier ng > 0 tels que hIJIrl g(n)/n=0
- n—-+0o0

et que h(Yn) < g(n1) + -+ -+ g(n,) quels que soient r € Z>o et n = (n;) € Z~

>ng?
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2) il existe une fonction croissante g : N — Rsq et un entier ng > 0 tels que
Z 9(2%)/2% < 400 et que h(Y(y,m)) < g(n) +g(m) quels que soient les entiers n
a>0
et m supérieurs ou égaur a ng,

alors la suite de polygones (’Pgn/n)nzl converge uniformément vers une fonction

concave sur [0,1], et la suite de pentes mazimales (Jimax(Bn)/n)n>1 converge dans

R. Si de plus Y¥(n,m) est surjectif pour n et m assez grand, alors la suite de pentes

minimales (Jimin(Bn)/n)n>1 converge aussi dans R.

Démonstration. — 1) On démontre d’abord que 'algebre graduée B est f-quasi-filtrée
pour f(n) = g(n) + log(rg B,) sous la premiere condition. En effet, si (s;)1<i<, est
un élément dans R", alors on a l'inégalité

ﬁmin(fs(FI)Bnl ®R--® ]—"S(:“)Bnr) > Z (ﬁmin(]’—s(?i)BnT) —log(rg Bm))
=1
compte tenu de I'inégalité (27). D’apres la proposition 2.2.1, on obtient
ﬁmin(fs(?l)Bm & ® fs(?r)Bnr) > Z (Si — log(rg Bnr))

i=1
Par conséquent, wn(]:s(?l)Bm R ® fs(?r)Bnr) est contenu dans ft(‘n‘)B‘n‘ ol t =

Z (s; — log(rg Bn,)) — h(¥}n|) (cf. la proposition 2.2.4 infra). Cela montre que B

i=1

est f-quasi-filtrée. Comme rg B,, croit polynomialement par rapport a n, on obtient
lir}rl f(n)/n = 0. D’apres le corollaire 3.4.5, les polygones P(Tivg ) = Py /n

n—-—+0o0 n n n

convergent uniformément quand n — 4o00. De méme, les convergences des pentes

extrémales résultent respectivement des propositions 3.2.4 et 3.2.6.

2) La démonstration du deuxieéme cas est tres similaire & celle du premier cas,
en utilisant la variante pseudo-filtrée. En effet, la fonction log(rg B,,) est de crois-
sance logarithmique. Comme ) -, log(2%)/2% < +o0, on obtient la proposition en
s’appuyant sur le théoréeme 3.4.6 et les propositions 3.2.9 et 3.2.10. o

Corollaire 4.1.2. — Awvec les notations du théoréme 4.1.1, la suite des pentes nor-
malisées ([i(Bp)n>1) converge dans R.

Remarque 4.1.3. — Bien que on a supposé dans le théoreme 4.1.1 que les fibrés vec-
toriels adéliques B, sont hermitiens, le polygone limite et les pentes extrémales limites
ont un sens pour le cas général. Si B,, est un fibré vectoriel adélique, alors il exite un
fibré adélique hermitien E; ayant B, comme espace vectoriel sous-jacent et tel que
la hauteur de I'application d’identité B,, — E; est dans [— log(rg B,),log(rg B,,)] (cf.

la proposition 4.1.1 infra). L’inégalité de pentes (22) montre que fimax(Bn) = O(n)
si et seulement si ﬁmax(E:l) = O(n). Le fibré adélique hermitien B
1!

)
n D'est pas

nécessairement unique, mais si B, est un autre tel fibré adélique hermitien, alors
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la hauteur de lapplication d’identité F;L — E:; est dans [—21log(rg B,,), 2 log(rg B,)].

s —~ —/ —~ —//
Par conséquent, on a ||7)§/n - ng”sup < 2log(rg By), |fimax(B,) — Bmax(By)| <
2log(rg By) et |fimin(B,,) — ﬁmin(§2)| < 2log(rg B,,). Silassertion du théoréme 4.1.1
est vérifée pour les F;, alors la méme assertion est vérifiée pour les Eg, et les limites

sont les mémes.

Remarque 4.1.4. — Le corollaire 4.1.2 implique un résultat de convergence pour
les caractéristiques d’Euler-Poincaré. En effet, d’apres 2.1.4, il existe une constante
o tel que x(K™) < am(logm + 1) quel que soit m > 1. On en déduit donc

lim y(K'® B")/n rg B, = 0. D’aprés la relation entre le degré d’Arakelov et la

n—-+o0o
caractéristique d’Euler-Poincaré (16), on obtient que

lim X(Fn)/nran: lim [K@]ﬁ(En)/n

n—-+o0o n—-+o0o

d+1)! —

existe dans R. Autrement dit, la limite lim ux(Bn) existe dans R. Cette
n4>+oo_ nd+1

convergence est aussi valable pour le cas ou les B, sont des fibrés vectoriels adéliques,

grace a la remarque 4.1.3.

4.1.2. Existence de la capacité sectionnelle. — Le théoreme 4.1.1 peut étre
comparé avec le théoréme (A) de [34]. Soient X un schéma intégre projectif de
dimension d définie sur K et L un fibré inversible sur X. Si chaque espace des
sections globales T'(X, L#™) est muni des normes de sorte que I'(X, L®") soit un fibré
vectoriel adélique, on dit que L est un fibré inversible avec sections normées. La
capacité sectionnelle de L est par définition

S, (L) = exp ( — lim @+

n—-+o0o ndJrl

(X, Z87)))

pourvu que la limite dans le terme & droit existe dans R U {+o0}. Cette notion est
d’abord introduite par Chiburg [15]. Elle généralise en méme temps deux notions : la
capacité logarithmique d’un diviseur ample dans X et le nombre d’auto-intersection
d’un fibré inversible hermitien arithmétiquement ample. L’existence de la capacité
est étudiée par plusieur auteurs dans une série d’articles comme [15, 32, 33, 34].
En particulier, cette existence est démontrée dans [34] & une grande généralité avec
eventuellement des semi-normes sur I'(X, L&™).
Le théoreme 4.1.1 donne un critere d’existence de la capacité sectionnelle.

Corollaire 4.1.5. — Si lalgébre @, -, (X, L®") est de type fini sur K (cette con-
dition est vérifiée notamment lorsque L est ample) et si les fibrés adéliques hermitiens
(X, Len) (voir 2.1.12 pour la notation) vérifient les conditions du théoréme

4.1.1, alors la capacité sectionnelle S, (L) existe et est non-nul.

Lowner
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Remarque 4.1.6. — Dans [34], les auteurs ont obtenu 'existence de la capacité
sectionnelle sous des hypotheses de compatibilité et de finitude pour les métriques.
En particulier, 'une des conditions de compatibilité algébrique (A1),

If @ glle < Ifllollglle quels que soient v € X UXo, f € K, @ (X, L®™)
et g € K, @ (X, L®™),

implique les conditions 1) et 2) du théoréeme 4.1.1. En effet, si on note B, =
['(X, L®™), alors pour toute place infinie v, By, ¢, ® -+ ® By, ¢, contient une base
orthonormée formée d’éléments de la forme s; ® -+ ® s,., ou s; est un élément dans
B, c,- La condition de compatibilité algébrique comme ci-dessus montre alors que
la hauteur locale de 1y en v, qui est par définition log ||t/n v||v, est majorée par

1 1 —
5108(g(Bn, ® - ® By,)) = 5 ;log(rg B,).

D’autre part, la capacité sectionnelle est justifiée d’étre strictement positive pourvue
que la condition de croissance suivante dans [34] theorem (A) est vérifiée :

il existe e > 0 tel que inf H 1£llo > €™

0£fEr(X,L8m) L. -

Mais cette condition n’est rien d’autre que la condition fimax(Brn) = O(n) dans le
théoreme 4.1.1 compte tenu de la comparaison du premier minimum avec la pente
maximale, établie dans [19] théoreme 5.20. Enfin, le point de vue algébrique que
I’'on a adopté permet d’obtenir le corollaire 4.1.5 pour le cas ou L est éventuellement
non-ample.

4.1.3. Théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique. — Soient £ un schéma
integre, projectif et plat sur Spec O et £ un fibré inversible sur 2 tel que L := Lk
est ample. Soient X = 2k et d = dim X. Pour chaque plongement o : K — C,
on choisit une métrique hermitien || - ||, sur %, ¢, qui est un faisceau inversible sur
la variété analytique complexe X,(C). On suppose que les métriques || - ||, sont
continues et sont invariantes par la conjugaison complexe. Pour tout entier n > 0,
soit &, = m.(L®"), o m: 2 — Spec Ok est le morphisme structurel. Soit en outre
E, =&,k =T (X, L®"). Pour tout plongement o : K — C, on désigne par || - ||ssup
la norme sur F, , = E, Qk,, C =T'(X,c, L?fé) telle que ||s|losup = sup ||sz|lo-

€ X5 (

Ce n’est pas une norme hermitienne en générale. D’apres les résultats dans §2.1.6, on

peut toujours choisir une norme hermitienne ||-||, invariante par conjugaison complexe
et telle que

(52) Islle < l[sllosup < V78 Enllslo

On obtient ainsi un fibré vectoriel hermitien &,, sur Spec Ok qui correspond & un fibré
adélique hermitien E,, sur Spec K (cf. la remarque 2.1.7 infra).
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Lemme 4.1.7. — Soit n = (ny,--- ,n,) € Z5, une famille finie d’indices. Si on
désigne par Py : En, @ -+ @ En, — FEjy Uapplication K-linéaire induite par la
multiplication de sections, alors

(53) h(thn) <Y log(rg Ey,).
i=1
Démonstration. — Comme 1, est obtenu d’'un homomorphisme Og-linéaire par ex-

tension de scalaire & K, ||¢npllp < 1 quelle que soit p € Xy, Si (s;)i1<i<r €St un

élément dans F,, , X -+ X By, _,,, alors

r
o,5up < Z IOg HSZ|

i=1

T 1 1 T
<> (loglsillo + 5 10g(rg Bu) ) = logls1 @ -+ @ sllo + 5 log(rg En).
i=1 i=1

10g||51"'STHU S10g”£1"'£r| o,s5up

Comme E,, , ® - - ® E,_ , contient une base orthonormée formée d’éléments dans
En 0% -xE, . Enutilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient ’estimation
(53). O

On rappelle au-dessous un résultat de Bost et Kiinnemann (cf. [8] proposition
3.3.1), qui est une reformulation du premier théoréme de Minkowski dans le cadre des
fibrés vectoriels hermitiens. Si € = (&, (|| - ||o)o:x—c) un fibré vecotiel hermitien sur

Spec Ok, on désigne par £(€) le nombre réel

(54) @)= inf (> Hs||§)%.

0#se€

o:K—C
Proposition 4.1.8. — Les inégalités suivantes sont vérifiées
=1 log |Ak]| -
i . = b1 R G
(5) s (B) — 5 Vo8 (I : Q] rg€) — o < ~log<(?)
S |
(56) —loge(€) < fimax(€) — 3 log[K : Q).

On démontre que la suite (Jimax(En))n>1 €st bornée supérieurement par une suite
linéaire. D’apres (55), il suffit de minorer la norme du plus petit vecteur non-nul dans
HO(2,29™). Cela est achevé en utilisant le fait que la hauteur d'un cycle effectif
par rapport a un fibré inversible hermitien arithmétiquement ample est postive ou
nulle. On rappelle d’abord quelques notions.

Définition 4.1.9. — Soit € un fibré vectoriel hermitien sur 2°. On dit qu’'une
section s € H(Z', &) est effective si max Is]lo,sup < 1. On dit que s est strictement
o —

effective si I'inégalité est stricte, c’est-a-dire max IIs]lo,sup < 1.
g:K—
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Remarque 4.1.10. — Soient £ un fibré vectoriel hermitien sur 2, s une section
dans HY(Z,€) et ¢ : Oy — &€ I'homomorphisme induit par s. Si on munit
Og des métriques hermitiennes habituelles, alors s est effective si et seulement

si max - sup leoc(®)|ls < 1; elle est strictement effecitve si et seulement si
og: — )

z€X,(C
<L
SR Sup leo.c(@)ls

Définition 4.1.11 (cf. [38], voir aussi [35]). — Soit £ un fibré inversible hermi-
tien sur 2. On dit que £ est arithmétiquement ample si, pour tout fibré vectoriel
hermitien € sur 27, il existe un entier ng > 0 tel que, pour tout entier n > ng, il
existe un entier a(n) > 0 et un homomorphisme surjectif de O?;(") vers £ ® LE™ qui
est induit par des sections strictement effectives.

Remarque 4.1.12. — Soit £ un fibré inversible hermitien sur 2. Si £ est
arithmétiquement ample, alors £ est un O g-module inversible ample. D’apres [7]
proposition 3.2.4, si une puissance tensorielle de £ est engendrée par ses sections
globales effectives et si c1(L) est strictement positive, alors pour tout cycle effectif
Z € ZyX), hz(2) = d/e\g(a (£)4Z) > 0. Zhang [38] a démontré que pour que £
soit arithmétiquement ample, il suffit que (en considérant 2  comme un schéma sur
Z)

1) Lg est ample et L est relativement semipositif,

2) pour tout sous-schéma fermé irréductible % de 2" qui est plat sur SpecZ, la
dim &

hauteur ¢ (L) est strictement positive.

En particulier, si £ est ample, si c;1(L) est strictement positive et s’il existe une
puissance £®" de £ qui est engendrée par ses sections effectives sur 27, alors L est

arithmétiquement ample.

Lemme 4.1.13. — 1l existe une constante C' telle que fimax(En) < Cn pour tout
entier n suffisamment grand.

Démonstration. — Soit £’ un fibré inversible hermitien sur 2  arithmétiquement
ample et tel que ¢1(£’) > 0. Si s est une section non-nul de .£®" sur 27, alors divs
est un diviseur effectif de 2. Par conséquent

hgr(divs) = & (2N & (27" +/ log [|s]|e1(Z7)? > 0.
Z(C)

En outre, comme ¢;(Z") est strictement positive, on obtient

/ log ||s]lc1(Z7)? < max IOgHSHa,sup/ (27,
Z(C) €Y 2(C)

Si on note
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on obtient — max, log ||$||¢.sup < Cin, qui implique
1 1
—log|[s]lo < —log||sosup + 3 log(rg Bn,) < Cin + B log(rg Ey)

quel que soit o € ¥,. D’apres la proposition 4.1.8, on obtient

log [A k]|

s (Ba) < — it 2log (S0 [s]2) + 5 loa([K Qg En) + oo

0£s€E, 2
#s€ o€EY

log |Ak|

<
< Cin+log(rg Ey) + 3K Q

= O(n).
O

Le théoreme 4.1.1 (voir aussi les remarques 4.1.3 et 4.1.4) conduit & la convergence
de plusieurs invariants arithmétiques associés aux E,,.

Théoréme 4.1.14. — Avec les notations ci-dessus,

1) la suite de polygones de Harder-Narasimhan (an/n)nzl converge uniformément
vers une fonction concave Pl qui ne dépend que de Z;

2) les suites (fimax(En)/n)n>1
deuz nombres réels Ul .. (y) et prr. (X) qui ne dépendent que de Z;

3) on a

(umm( /n n>1 convergent respectivement vers

im TED S (1 o) = 1K £ @+ D) (1)*PE(1).

/c\l(y)dJrl
[K : Q](d+ 1)eq (L)

En particulier, si £ est arithmétiquement ample, ’P“g(l) =

Démonstration. — Les lemmes 4.1.7 et 4.1.13 montrent que les fibrés vectoriels her-
mitiens E,, satisfont aux conditions du théoreme 4.1.1, on obtient donc 1) et 2). Enfin,
l’égalite hm X(En)/nrgE, = [K : @] hm u( )/n (cf. la remarque 4.1.4 infra)

et un resultat de Zhang ([38] Theorem 1.4) 1mphquent 3). O

4.2. Pente maximale asymptotique

On garde les notations de §4.1.3. Dans le théoreme 4.1.4 a été établie I'existence
du polygone asymptotique 7)% et des pentes extrémales asymptotiques uff .. (y) et
pr. (). De plus, on a vu que la pente asymptotique g™ (&) = 73%(1) est une
généralisation du nombre d’intersection normalisé ¢;(Z)4T!/[K : Q](d + 1)ei (L)%
Dans cette section, on étudie l'interprétation géométrique de la pente maximale
asymptotique a7, (Z).
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4.2.1. Sur-additivité de la pente maximale asymptotique. — On vérifie que
la fonction i, (£) définie dans le théoreme 4.1.14 est sur-additive par rapport &
Z. Dans la suite, si .Z est un fibré vectoriel hermitien sur 2~ tel que Lk soit ample.
On désigne par 7.(Z) = (1.2, (|| - lo)o:1c—c) le Ox-module projectif 7,.Z muni des
métriques de Lowner associées aux normes || - ||osup. On rappelle que la métrique

| - ||o vérifie les inégalités

(57) [slle < lIsllosup < Vrg(meZ)||5]lo-

Par définition,

~1 ~Z . ~ —n
(58) :u’max(azﬂ) = nEI-ir-loo Hmax (ﬂ-* (”S/ﬂ ))/n
Lemme 4.2.1. — Si L, et Lo sont deux fibrés inversibles hermitiens tels que A Kk

et L5 i soient amples, alors

- . — N — 1

Pmax(T+ (L1 ® L2)) 2> max (T« (L1)) + Hmax (T« (L2)) — 3 log[K : Q]

log |Ak|

[K:Q] "
Démonstration. — Soient L1 = £k et Ly = % k. On note By = H°(X, Ly),
Ey = H(X,Ls) et E=H°(X,L; ® Ly). D’aprés (56), on a

(59)
—log(rgmZ1) — log(rg mets) —

~ — = 1 — =
Prmax (T« (L1 ® Z2)) > §[K 1 Q] —loge(m (L1 ® ZL2)).
Par définition
— — 1 . 2 1 . 2
—loge(m(Z1© L)) = =5 inf log Y sl =5 inf log ) llsi- sl
o:K—C 0#sy€Ey o:K—C

En utilisant la premiere inégalité de (57), on obtient

. 1 )
—loge(m (L1 @ ZL2)) > ~3 o;ﬁl?&l log Z l[s1 - 5212 cup
0#s2EE> o:K—C

1, ,
> 75 OsﬁiIllgEl IOg Z ||51||o',sup ’ ||52|
0#s2EE> 0:K—C

1.
2_50 ll’lf (1Og Z ”Sngqsup—’—lOg z : HSQHg,sup)
#s1€E,
0#s2€FEy o:K—C o:K—C

2
o,sup

D’apres la seconde inégalité de (57),

_ 1 1
-1 » > inf 1 22 inf 1 2
oge(m (L1 ® L)) > 3 0.0 Oga:KZ—AC”Sl”G 3 0.0 g Oga:KZ—>C||S2”G
1
— 5 (log(rg 1) + log(rg F»))

— — 1 1
= —loge(mZ1) — loge(m..%s) — 3 log(rg E1) — 3 log(rg E2).
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On en déduit (59) en s’appuyant sur (55). O
Proposition 4.2.2. — Awvec les notations du lemme 4.2.1, on a
(60) iox (L1 ® Z2) 2 [ifax (Z1) + inax(L2)-
Démonstration. — D’apres le lemme 4.2.1, pour tout entier n > 1,

~ 8N _ —®n o~ ——Z®n ~ 9N

Hmax (T2 (£ © L5 7)) 2 Hmax(T2(£L1)) + Hmax (7 (L)) — log[K : Q)
(61) log |Ak]|

— log(rg m. 8™ — log(rg ., L2" _ 081kK]

Si on divise les deux cdtés de (61) par n et passe n tendre vers l'infini, par passage a
la limite on obtient (60). O

Proposition 4.2.3. — Soient £ un fibré inversible hermitien sur % tel que Lk
sont amples, et M un fibré inversible hermitien sur Spec Ok . Alors

1) Pour tout entier n > 1, ﬁ;ax(§®") =nul . (L),

2) iax(Z © M) = deg(M) + [ifyux(2).

Démonstration. — 1) résulte de la définition de uf . (+), voir (58).
2) En effet, on a 7. ((Z @ 7*(M))®") = . (§®n) ® M°". Par conséquent,

Fimax (s (y ® " (M))(gn) = Ihmax (T« (§®n)) =+ nd/e\g(ﬁ)

Par passage & la limite on obtient a7, (£ ® m*M) = d/e\g(ﬁ) + 17 (D). O

4.2.2. Pente maximale asymptotique d’un fibré inversible hermitien quel-
conque. — La sur-additivité de u7 .. obtenue dans le sous-paragraphe précédent
permet d’étendre le domaine de définition de la fonction i7,, (-Z) & I’espace de tous
les fibrés inversibles hermitiens sur 2Z°. Dans le reste de la section, le symbole ©

désigne I'espace des fibrés inversibles hermitiens .Z sur 2 tels que £ soit ample.

Définition 4.2.4. — Soient L et £ deux fibrés inversibles hermitiens sur 2°. On
suppose que .Z € O. Il existe alors un entier ng(L,.Z) > 0 tel que Lx ® L2" soit
ample quel que soit n > no(L,.Z). On définit pour tout entier n > no(L,.%),

An (Za y) = ﬁ:;ax (Z ® y(@n) - nﬁ&ax (y)

Lemme 4.2.5. — Soient & et .F deux O g -modules localement libres de rang fini.
Alors tout homomorphisme f : & — Fx se prolonge en un homomorphisme de &
vers . Si de plus f est injectif, le prolongement peut étre choisi injectif.

Démonstration. — Soit 1 : Spec K — Spec Ok le point générique. C’est un mor-
phisme plat. Soit X := Zk. On désigne par p: X — SpecK et q : X — Z les
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morphismes canoniques, qui s’inserent dans un carré cartésien:

X 1 @

e

Spec K — Spec Ok

D’apres [23] 111, 1.4.15, pour tout Og-module quasi-cohérent ¢, ’homomorphisme
canonique n*m,9 — p.q¢*¥ est un isomorphisme. Par conséquent, on a un isomor-
phisme canonique H°(2,9k) = H°(Z ,9)k. Si & et Z sont deux O g -modules
localement libres de rang fini, alors Homp, (&',.%) s’identifie a ’espace des sections
de &Y @ F au-dessus de 2". D’autre part,

HOIn(')X(gK,jK) = HO(X,gf\é ®;92K) = HO(%,gv ®¢92)K
Par conséquent, pour tout homomorphisme f : &g — F, il existe un élément non-

nul a € Ok tel que f se prolonge en un homomorphisme de &, — .%,, autrement dit,
I'image de I’homomorphisme composé

&5 E — .6k — ¢.Fk
est dans .%. On obtient ainsi un homomorphisme de & vers .%. Cet homomorphisme
est injectif lorsque f est injectif. O

Proposition 4.2.6. — Awvec les notations de la définition 4.2.4,

1) pour tout £ € O, la suite (A, (L, y))nkno(ﬂ,ﬁf’) est croissante et converge vers
une limite dans R;
2) si M est un fibré inversible hermitien sur Spec O, £ € ©, alors

AL, Z &) = AL, 2)
quel que soit n > no(L,L);
3) si Lk est ample, alors

ar. (L) = inf lim A, (L, Z);
Pcon—+oo

4) pour tout fibré inversible hermitien M sur Spec O,

deg(M) = nf lim A (7*(M), 2).

@ 77/—7 oo
Démonstration. — 1) D’apres la proposition 4.2.2, pour tout entier n > no(L,.%),

i L2 > pr (Lo Z") 4 i (D).

Donc A,11(L, X) > An(z, Z).
Comme Lk est ample, il existe un entier m > 1 et un homomorphisme injectif de

de(

Ly vers Z£™ qui induit un homomorphisme injectif ¢ : £ — Z®™ (cf. le lemme
4.2.5 infra). Pour tout n > no(L,%£), 'homomorphisme ¢ induit un homomorphisme
injectif @, : L&.ZL" — L2mn) Soit 1), : HO(X, L @ L") — HO(X, 22T
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I’homomorphisme injectif des espaces de sections globales correspondant. D’apres
l'inégalité de pentes (22), pour tout entier u > 1, on a

—Q®un —Qu(n+m)

fimax (1 (L% © Z7"™)) < fimax (1. (Z )+ h(2").

Comme &% provient d’un homomorphisme de O g -modules, |[¥2%||, < 1 quel que
soit p € X¢. Si 0 : K — C est un plongement, alors

o5 lle < sup Jlof%@)lle = sup fonx(@)lls = sup [lox(@)];-
z€X(C) z€X,(C) z€X,(C)
Par conséquent,

ﬁmax(ﬂ'* (Z®u ® §®“")) < ﬁmax(ﬂ* (y@u(n—i—m) u

Z log [[¢x |0 sup-

o:K—C

Par passage a la limite, on obtient que

~1 — _ —=5%n ~r —Q(m+n) 1
raxLOZ) S @) + gy 2o ol losn
’ o:K—C

Autrement dit,

An(za y) S mﬁgax(y) + Z 1Og ||(,0K||a,sup-

o:K—C

(K : Q]

Par conséquent, la suite (A, (L, ?))nzno( £,%) est bornée supérieurement, donc con-
verge dans R.
2) En effet, pour tout n > ng(L, %),

AL, Z o7 (M) = i COZ" 0" (M) = njifyu(Z @ 7 (M) = Au(L, 2).
3) Draprés 1), An(L,L) = [ifax(L), donc fif,. (L) >
D’autre part, pour tout .Z € O,
AL, D) 2 it L) + (L") = 050 (L) = il (L).
4) En effet, pour tout £ € O,

An(7* (M), Z) = [ifpa (7" (M) © Z

Définition 4.2.7. — Avec les notations de la proposition 4.2.6, on appelle pente
mazimale asymptotique arithmétique de L relativement & 7 la valeur

e (L) := inf lim A,(L,2).
Le@n—too

La proposition 4.2.6 3) montre que cette fonction généralise la fonction de la pente
maximale asymptotique, initialement définie sur ©.
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Lemme 4.2.8. — Soient L1 et Lo deuz fibrés inversibles hermitiens dans ©. Si
[ — % est un homomorphisme non-nul, on a

~ ——9n —~ —Qn 1
(62)  Fmax(me(Z1")) < fimax(m(Z )”mU:;Cm65¥§c>log”fK(x)””'

Démonstration. — Pour tout entier n > 1, on désigne par ¢, : H)(2Zk, LEp) —
HY(Z, £2%) Phomomorphisme induit par f®". D’apres 'inégalité de pentes, on a

~ —®n ~ —n 1
MmaX(ﬂ'*(Xl )) < :umaX(ﬂ'*(DgQ )) + Z log H‘Pnlla
[K ’ @] o:K—C

> s g (@)l

o:K—C r€Xos

~ —Qn
< Hmax (T2 (£ 1)) +

1
(K : Q]
Par passage a la limite on obtient (62). O

La proposition suivante montre que la fonction pZf . prolongée préserve les pro-
priété de la fonction initiale, comme par exemeple la sur-additivité.

Proposition 4.2.9. — Soient L, L, et Ly trois fibrés inversibles hermitiens sur 2,
M un fibré inversible hermitien sur Spec Og. On a

1) P (L1 © L2) > [T (£1) + iax (L2);
2) ﬁ&ax(zégn) = nfi® .. (L) pour tout entier n > 1;
3) Bhax(L @ T (M)) = Ifax (L) + deg(M);

4) st f: Ly — Lo est un homomorphisme non-nul, on a

R ~r A 1
Fimax(£1) < Hiax(L2) + 7 sup log|[fx(z)lls-
[ ’ Q] o:K—C z€X,(C)
Démonstration. — Pour tout fibré inversible hermitien .Z sur 2" tel que 2k soit

ample, et tout entier m suffisamment grand, on a, d’apres la proposition 4.2.6 et le
lemme 4.2.8, que

AQm(Zl & Zva) Z Am(21,§) + Am(ZQ;y)a
A (7" 2) = nAn(L,2),
A (L @ 7* (M), L) = A (L, Z) + deg(M),

1
sup log [ fx («)|o-

A (L1, L) < Ap(L2, Z) +
( 1 ( 2 [KQ] o TEXo(C)

Par passage a la limite, on obtient les (in)égalités annoncées. O

4.2.3. Pente maximale asymptotique d’un fibré vectoriel hermitien. —

La notion de pente maximale asymptotique peut s’étendre naturellement pour tout
les fibrés vectoriels hermitien sur 2 par passage aux faisceau canonique du fibré
projectif, muni des métriques de Fubini-Study.
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Définition 4.2.10. — Soit E un fibré vectoriel hermitien sur 2°. On appelle pente
mazimale asymptotique arithmétique relativement & 7 de F la valeur

fimax (E) = it (05 (1)),
oup:P(E) — £ est le morphisme canonique et ot les métriques sur Og(1) sont des
métriques de Fubini-Study.

Proposition 4.2.11. — Awvec les notations de la définition 4.2.10, si Ex est ample,
alors

= o1 s
:umax(E): lim E:umax(ﬂ-*(s E))

n—-+o0o

Démonstration. — Soit r le rang de E. Par définition

AT (B) = 10~ fima((70). (O (D).

n—-+oo N

Pour tout entier n > 1 et tout o : K — C, on désigne par || - ||, 12 la métrique L?
sur S"E, ¢ par rapport a la métrique de Fubini-Study sur Og(1)s.c, et par || - ||+ la
métrique produit symétrique sur S"E, c. D’aprés [7] Lemma 4.3.6, on a la relation

n+r—1
Itz = ("7 sl

pour tout x € X,(C) et tout s € x*(S™E). Par conséquent, on a

P S (-1)) = s (8 B (1 o)) — 0w (7).

Par passage a la limite on obtient

= . 1. N
IU/max(E): lim —,U,max(ﬂ'*(s E))

n—-+oo N

O

4.2.4. Lien avec une condition d’annulation. — La négativité de la pente maxi-
male asymptotique d’un fibré inversible hermitien est liée a ’absence de section globale
effective de certains fibrés vectoriels hermitiens.

Proposition 4.2.12. — Soit L un fibré inversible hermitien sur 2 .

1) Sipr, (L) >0, alors i, (L) < 0.

2) Si k(L) <0, alors £ n’a pas de section effective;

3) ur .. (L) <0, alors L n'a pas de section strictement effective;

4) si L est arithmétiquement ample, alors T, (L) > 0.

Démonstration. jvl) Comme ﬁgax(@_gg) = 0, d’apres la prggosition 429 1), on a
2) D’apres la remarque 4.1.10, £ a une section effective si et seulement s’il existe un

sup )Hfa,C(CU)Ha < 1. D’apres
- (C

z€X,(

homomorphisme non-nul f: Og — L tel que max
o K—
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la proposition 4.2.9 4), si £ admet une section effetive, alors 7. (£) > =, (Oa) =
0.

3) est similaire & 2).

4) Soit M un fibré inversible hermitien sur Spec O tel que (TeTg(M) > 0. Comme
L est arithmétiquement ample, il existe n > 1 tel que 7*(M"Y) ® L®™ ait une section
effective. Cela implique que

(7" (M) @ L7 = i (L) — deg(M) > 0.

Donc uf . (L) > 0. O

Lemme 4.2.13. — Soient £ un fibré inversible hermitien arithmétiquement am-
ple sur 2 et L un fibré inversible hermitien quelconque sur 2 . Pour tout ¢ > 0,
il existe un entier n > 1 et un homomorphisme injectif ¢ : L — LM tel que

max _ sup ||¢sc(®)]e <e.
U:K_’CIEXU((C)H 7 ( HU

Démonstration. — On démontre d’abord le cas ot £L = Og. Comme & est
arithmétiquement ample, il existe un entier m > 1 tel que £®™ ait une section
strictement effective. Soit ¢ : Og — £®™ I’homomorphisme correspondant & la

section. D’apres la remarque 4.1.10, max  sup ||, c(2)|s < 1. Par conséquent,
‘T:K_’(CIEXU((C)
il existe un entier p > 1 tel que max  sup [[YE%(2)||l, < . Autrement dit,
‘T:K_’(CIEXU((C) ’
p = Y®P 1 Oy — LOMP vérifie la condition dans I'assertion du lemme. Pour
le cas général, comme £ est ample, il existe un entier ¢ > 1 et un homomor-
phisme injectif n de £ vers £®?. Soit @« = max_ sup |n,c(®)|s. Soient
U:K_’CZEXU((C)
¢: Oz — £ un homomorphisme injectif tel que max  sup |¢,c(@)|s < €/
: € C)

o:K—
o

et ¢ = n® ¢. On a pour tout plongement o : K — C, sup |¢goc(@)|e <
)

r€X,
(s lmec@lo) (s lonc@)lo) <. O
z€X,(C) y€X,(C)
Lemme 4.2.14. — Soient £ un fibré inversible hermitien arithmétiquement ample

sur X et € un fibré vectoriel hermitien sur 2 . Pour tout nombre ¢ > 0 il existe
deuz entiers m,n > 1 et un homomorphisme injectif o : & — (ZL2™")®™ tel que

max sup gmc(@)llo < c.
"':K"CIEXG((C) 7 7

Démonstration. — Comme .2 est arithmétiquement ample, le fibré inversible . est
ample, donc il existe deux entiers p,m > 1 et un homomorphisme injectif ¢ : & —

(L@PY®™ (cf. proposition 1.4.2 infra). Soient « = max_ sup |[¢o.c(2)]s et 7 :
U:KHCzEXa((C)

Oy — £®? un homomorphisme injectif tels que max  sup ||no.c(z)|lo <e/a, et
7 K—C ze X, (C)
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que p = @1 : B — (L2P+0)®m Ona, pourtouto: K — C, sup [¢go.c(z)|s <
z€X,(C)
E. O

Remarque 4.2.15. — Si on combine le lemme 4.2.14 et le lemme 4.1.13, on obtient
que, pour tout fibré inversible hermitien £ sur 2 et tout fibré vectoriel € sur 2, il
existe une constante C' telle que, pour tout entier D > 1, on ait fimax (7« (E®Z®D)) <
CD. C’est une généralisation de la proposition 4.1.13.

Définition 4.2.16. — Soit € un fibré inversible hermitien sur .2". On dit que € est
faiblement positif si, pour tout fibré inversible hermitien £ sur 2, il existe A > 0 tel
que, pour tout entier D > X et tout entier n > AD, on ait (. (Ev®n ® Z®D)) > 1,

ol ¢ est la fonction définie dans (54).

Dans la suite, on présente quelques formes équivalentes de la condition de positivité
faible.

Proposition 4.2.17. — Soit € un fibré inversible hermitien sur 2 . Les conditions
sutvantes sont équivalentes:

1) pour tout fibré inversible hermitien L et tout fibré vectoriel hermitien F sur %,
il existe A > 0 tel que, pour tout entier D > X\ et tout entier n > AD, on ait

. —D —

e(m "R L 9 F)) > 1;

2) & est faiblement positif;

38) il existe un fibré inversible hermitien £ arithmétiquement ample sur 2, un nom-
bre X\ > 0 tel que, pour tout entier D > X et tout entier n > \D, on ait

—=VRn

e(m@E e %) > 1.

Démonstration. — “1)==2)==-3)” sont triviaux.
“3)=1)": D’apres les lemmes 4.2.13 et 4.2.14, il existe trois entiers p,q,r > 1
ainsi que deux homomorphismes injectifs ¢ : F — (LEP)O et ¢ : L — LD tels

o K—Chex,
D > 1, ’homomorphisme injectif ¢p = PRy de LEP @F vers (L EPa+P))Or egt tel

que max  sup ||¢oc(x)]ls < 1. D’apres 3) il existe A > 0 tel que, pour tout entier
a:K—Cyrex,(C)

que max sup |lgoc(z)|le <let max sup ||Yoc(z)|ls. < 1. Pour tout entier
C (C) ‘T:K_’CIEXG((C)

D > ) et tout entier n > AD, on ait &(m. (Ev®n ®

on a e(m (" ®§®(Dq+p))@r) > 1. Comme max - sup l¢oc(x)|lo < 1, on
+(0)

o:K— z€X

§®(Dq+p))) > 1. Par conséquent,

—V®

obtient e(m. (& " oy ot ®F)) > 1. O

Dans le théoreme qui suit est présenté un critere de la condition de positivité
faible par la négativité de la pente maximale asymptotique du dual du fibré inversible
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hermitien. Lorsque la fibre générique du fibré est négative, c’est-a-dire que la positivité
verticale est exclue, alors ces deux conditions sont équivalentes.

Théoréme 4.2.18. — Soit L un O g--module inversible hermitien. Si ﬁ&ax(zv) <
0, alors L est faiblement positif. La réciproque est vraie lorsque LY, est ample.

Démonstration. — “Nécessité”: Comme ﬁgaX(ZV) < 0, il existe une constante € > 0
et un fibré inversible hermitien .% sur 2 qui est arithmétiquement ample tels que
Am(ZV,z ) < —e pour tout entier m suffisamment grand. En remplacant £ par

: P - W .
une puissance convenable on peut supposer que gt (L ® %) <l .. (Z) —e. Soit

A > e T () une constante. Pour tout entier D > 1 et tout entier n > \D, on a,
d’apres la proposition 4.2.9,
~Z —=VRn

(7’L - D)ﬁ&ax(g) + ﬁ:;ax(‘c op

©Z°") < in (L ©2)%) < n(fif(Z) — €).

Par conséquent,
o (Z®n ® §®D) <D, (Z)—ne <0.

:umax Mmax

— —&D
Donc %" ® 7% wa pas de section effective.

“Suffisance”: Soit M un fibré inversible hermitien sur Spec O tel que deg(M) > 0.
Il existe une constante A > 0 tel que, pour tout entier D > A et tout entier n > A\D,

on ait e(m, (") @ * (M®D)) > 1, et donc

fimax (7o (L% @ 7 (")) = fimax (m. (")) + Ddeg(P1)
(63) (0] K
< g loglrgg(m. (€77) + FEIA

Soit (Dy,)n>1 une suite telle que

i) D, > A pour tout entier n > 1;
ii) D,, < n/\ pour n suffisamment grand;
n
i) lim — = .
n—-+o0o n

D’apres (63), pour tout entier n > 1,

1. —V@n Dy — — 1 log |Ak|
— Hmax T« —d M) < —1 * ven P —
o1 (€ ") + 2R () < 5 loglnea(r. (£7°7) + 5

Par passage & la limite on obtient ﬁ;ax(ZV) < —A‘ld/eTg(M) < 0. O

La condition de positivité faible implique (est donc équivalente &) une condition
de coissance exponentielle de la norme du plus petit vecteur.

Proposition 4.2.19. — Soient L et £ deux fibrés inversibles hermitiens sur 2.
Si L est faiblement positif, alors il existe deuz nombres réels a, N > 0 tels que, pour

tout entier D > X' et tout entier n > XN D, on ait £(m, (Zv®n ® §®D)) > e,
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Démonstration. — D’apres le lemme 4.2.13, il suffit de démontrer la proposition pour
le cas ol .Z et L ® .Z admettent au moins une section effective. Soit M un fibré
inversible hermitien sur Spec Ok tel que deg(M) > 0. Comme L est faiblement

positif, il existe A > 0 tel que, pour tout entier D > X et tout entier n > AD, on ait
e(m (L © 2% @ n*(M)®P)) > 1.

On fixe maitenant deux entiers Dy > A et ng > ADg. Pour tout entier n > 0 on
observe que

e(m (L™ @ 2% @ o (M) ®"D0)) > 1.
On en déduit
—~ —VRnn —®nD
fimax(me (L7 @ 27"
= Tima (2 (L™ @ Z°"P° @ 7% (M) ®"P0)) — nDydeg (M)
_ 1 —=VRnn —QnD lOg |AK|
< —nDodeg(M) + 3 log(rgz (m. (£ ‘o2 + AK Q|
Par passage a la limite on obtient
. 1 —~ —=Vnn, —®nD, . 1 —Vnn —®nD,
Jm —fia(ma (L7 @ Z70)) = = lim —loge(m (L7 @ Z270)
< —Dodeg(M).

Par conséquent, il existe un nombre réel a > 0 et un entier ny > 1 tels que
=V —®nD
e(m (L ® 2" 7)) > e
pour tout entier n > n;. Comme % a une section effective, et comme il existe un
homomorphisme ¢ de L’ vers 2 tel que max — sup lpo.c(x)]|s < 1, on obtient
: €X,(C)

o:K—

E(?T* (ZV®(nng+l) ® §®D)) Z pan

pour tout entier Dy < D < nDj et tout entier 0 <[ < nDy— D. On note

noni n% no)
Do D2 ' Dy

Ao = max (no,

— —®D
Pour tout entier D > Dy et tout entier m > A\oD, on a &(m, (£V®m ® 2 )
eam/(no+1) puisque dans ce cas-la, il existe deux entiers n > n; et 0 < [ < ng

O IA IV

nDgo — D tels que m = nng + 1.

La proposition 4.2.19 suggere la généralisation suivante de la condition de positivité
faible pour un fibré vectoriel hermitien.

Définition 4.2.20. — Soit £ un fibré vectoriel hermitien sur 2. On dit que &
est faiblement positif si, pour tout fibré inversible hermitien £ sur 27, il existe deux
nombres réels a, A > 0 tels que, pour tout entier D > X et tout entier n > AD, on ait
e(r(S"E @ L°7)) > eon.
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Remarque 4.2.21. — On peut proposer une autre condition en faisant une
généralisation naive de la définition 4.2.16 au cas de fibré vectoriel hermitien. Cer-
tainement cette condition est plus faible que celle dans la définition 4.2.20. Mais il
n’est pas claire, au moins pour 'auteur, que ’analogue de la proposition 4.2.19 est
encore valable pour le cas de rang > 1.

La proposition suivante est un analogue au cas de rang supérieure de la proposition
4.2.17.

Proposition 4.2.22. — Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) pour tout fibré inversible hermitien L et tout fibré vectoriel hermitien F sur 2 il
existe deux nombres réels a, A > 0 tel que, pour tout entier D > X et tout entier
n > AD, on ait
e(m(S"E @ L2 @ F)) > e
2) & est faiblement positif;
3) il existe un fibré inversible hermitien £ arithmétiquement ample sur 2, deux
nombres a, X > 0 tels que, pour tout entier D > \ et tout entier n > A\D, on ait

e(m(S"E" @ Z7)) > eon.

Démonstration. — “1)==2)==-3)” sont triviaux.
“3)=-1)": D’apres les lemmes 4.2.13 et 4.2.14, il existe trois entiers p,q,r > 1
ainsi que deux homomorphismes injectifs ¢ : F — (LEP)O" et ¢ : L — LD tels

que max sup [¢oc(®)||s <1let max sup |Yoc(z)|ls < 1. Pour tout entier
‘T:K_’CLEEXU((C) U:K_’CzeX(,((C)

D > 1, ’homomorphisme ¢p = p®P @ de L2P QF vers (L2PIHP))OT et injectif, et

max  sup ||¢p.ec(x)||s < 1. D’apres 3) il existe a, A > 0 tels que, pour tout entier
‘T:K_’(CIEXU((C)

D > X et tout entier n > AD, on ait e(, (S"Ev ®§®(Dq+p))) > e*". Par conséquent,
on a &(m, (S"E" ®§®(Dq+p))®’”) > e, Comme max sup |[¢oc(®)|s <1, on
g: €X,(C)

K-
obtient s(ﬂ*(S”Ev L’ ® F)) > eon. O

Lemme 4.2.28. — Soit p: % — Z un schéma projectif et plat sur X tel que X
soit lisse sur Spec K et équidimensionnel de dimension d. Soit de plus L un fibré
inversible hermitien sur & tel que L soit ample relativement a p et tel que, pour
chaque point y € X (C), c1(L|y-1(,)) soit strictement positive. Alors il existe un fibré

inversible hermitien M sur 2 tel que L @ p*(M) soit arithmétiquement ample.

Démonstration. — Comme Z est projectif sur Spec Ok, il existe un fibré inversible
hermitien M; tel que M; soit ample et tel que c;(M) soit strictement positive.
Apres avoir tordu £ par une puissance tensorielle de p*M; on peut supposer que
L soit ample et que c;(L) soit strictement positive. Comme L est ample, il existe
une puissance £&" de £ qui est engendrée par ses sections au-dessus de %. Plus
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précisément, il existe m sections (s;)1<i<m de %" sur ¥ tel que ’homomorphisme
(si)1<i<m : (923’” — L®™ soit surjectif. On désigne par h la famille des métriques
hermitiennes sur £&™ qui proviennent par produit tensoriel de celles de £. Sia > 0 est
un nombre réel, on désigne par h, la famille des métriques hermitiennes sur £&" qui
proviennent de celles de £® p*(Oa, (|| - ls.a)o:x—c)s 01 |[12]l0.a = a quels que soient
x € Z(C)et o: K — C. On a la relation ||s(z)||s,a = a™||s(x)]|s quelle que soit la
section s de £®". Quitte & choisir un a assez petit, on peut supposer les sections s;

O',ll))

est arithmétiquement ample compte tenu de la remarque 4.1.12. o

strictement effective. Cela montre que le fibré vectoriel hermitien L&p*(O a7, (|||

Remarque 4.2.24. — Le lemme 4.2.23 montre en particulier que il existe au moins
un fibré inversible arithmétiquement ample sur 2. En effet, comme le morphisme
m: X — Spec Ok est projectif, il existe un faisceau inversible ample £ sur 2 . Par
conséquent, pour tout plongement o de K dans C, L, ¢ est un faisceau inversible
ample sur 2, (C). En remplagant £ par 'une de ses puissances tensorielles on peut
supposer que L soit tres ample. On choisit un produit hermitien quelconque sur
V, = H%(2,(C),L,c). L’image réciproque de la métrique de Fubini-Study par
le plongement canonique de Z2,(C) dans P(V,) donne une métrique hermitienne
strictement positive sur £, c. Enfin, si on applique le lemme 4.2.23 au morphisme
m : & — SpecOg, on obtient l'existence d’un fibré inversible hermitien M sur
Spec O tel que m* M ® L soit arithmétiquement ample.

La proposition suivante montre que la condition de positivité faible d’un fibré
vectoriel hermitien &£ est équivalente & la méme condition du dual du fibré canonique
de P(£Y) muni des métriques de Fubini-Study. Ce résultat nous permet de ramener
I’étude de cette condition au cas de fibré inversible hermitien.

Proposition 4.2.25. — Soit € un fibré vectoriel hermitien sur 2 . On désigne par
L le fibré inversible Ogv(—1) sur P(EY), muni de les métriques duales des métriques
de Fubini-Study sur Ogv(1). Alors € est faiblement positif sur 2 si et seulement si
L est faiblement positif sur P(EY).

Démonstration. — Soient p : P(€Y) — £ le morphisme canonique et r le rang de €.

“<=": On suppose que M est un O g--module inversible hermitien. Comme £ est
faiblement positif, il existe deux nombres a, A > 0 tels que, pour tout entier D > X\ et
tout entier n > AD, on ait

—=Ven e Vi an
e((mp)« (L™ @ p* (M)®P) > e,
Par conséquent
I G Cven
e(r (5" @ M°")) = <n+; > e((mp)« (L7 @ p* (M)®P) > e
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“==": Le faisceau LY = Ogv (1) est ample relativement & p. De plus, les métriques
de Fubini-Study sur £V sont strictement positives sur les fibres. Par conséquent,
il existe un fibré vectoriel hermitien M sur 2 tel que £ := ' ® p*(M) soit
arithmétiquement ample (cf. lemme 4.2.23 infra).

Comme E est faiblement positif, il existe deux nombre réels a, A > 0 tels que, pour
tout entier D > X et tout entier n > AD, on ait

e(m(S"E @ MTP)) > e

Autrement dit,

=

V&n

((mp)o (27" @ p* (M)°P)) = e((ap). (27" @ Z°7)) > e (n” _ 1)_ .

n

Soit ng € N tel que, pour tout n > ng, on ait

an<n+r1>§
e > 1.
n

Soit A = max(ng, A), alors pour tout entier D > X et n > A'D on a

—V&n

e((mp)« (L
Donc L est faiblement positif. O

2 Z°7) > 1.

Le théoreme suivant donne un critere numérique de la condition de positivité faible,
qui généralise le théoreme 4.2.18 au cas de rang supérieur.

Théoréme 4.2.26. — Soit € un fibré vectoriel hermitien sur X . Si ﬁgax(gv) <0,
alors £ est faiblement positif. La réciproque est vraie lorsque EY est ample.

Démonstration. — Soient p : P(£Y) — 2 le morphisme canonique et £ le fibré
inversible Ogv (—1) muni des métriques duales a celles de Fubini-Study sur Ogv (1).
“=": Comme ﬁ;aX(EV) = A;de(zv) < 0, le fibré inversible hermitien £ est
faiblement positif, donc il en est de méme de &.
“e=": Si & est faiblement positif, il en est de méme de L£. D’autre part, si
&Y est ample, alors LY, est aussi ample. D’apres le théoréme 4.2.18, on obtient
ar. (&) =nm (L) <o0. O

:umax max

4.3. Polygone et pentes asymptotiques en géométrie relative

Dans cette section, on applique les résultats obtenus dans le chapitre 3 a 1’étude
du comportement asymptotique des fibrés vectoriels dans le cadere de la géométrique
relative. Bien que certaines assertions dans cette section peut étre généralisées au
cas adélique, on préfere de travailler dans le cadre des fibrés vectoriels usuels pour
clarifier les idées géométriques.
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On fixe un corps k et une courbe projective et lisse C sur Speck. Soit g le genre
de C'. Pour tout fibré vectoriel E sur C, le théoreme de Riemann-Roch implique que

(64) X(E) =rg H*(C,E) —rg H'(C, E) = deg(E) — rg(E)(1 — g).

4.3.1. Polygone et pentes asymptotiques. — Soit B = @ B,, une O¢-algebre
n>0
de type fini. On suppose B,, # 0 pour n suffisamment grand et que B est un anneau

integre. Dans ce sous-paragraphe, on montre que la suite de polygones (Pp, /n)n>1
converge uniformément. C’est un analogue dans le cadre de la géométrie relative du
théoreme 4.1.14. On rappelle d’abord une estimation de la pente mimiale de produit
tensoriel établie dans [14].

Soit b(C) = min{deg(H) | H € Pic(C), H est ample}. C’est un entier strictement
positif, et 'ensemble des valeurs de deg(H) lorsque H décrit Pic(C') est exactement
b(C)Z. Soit en outre a(C) = b(C) + g — 1.

Lemme 4.3.1. — Soient E et F deux fibrés vectoriels sur C. On a pimin(E @ F) >
fimin (E) + pmin (F) — a(C).

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer [14] Proposition 2.2 aux fibrés vectoriels EY
et FV. En utlisant le fait que pmax(EY) = —pimin(F), on obtient le résultat. O

Théoréme 4.83.2. — S’il existe o > 0 tel que pmax(Bn) < an quel que soit n > 1,
alors

1) la suite des polygones (Pp, /n)n>1 converge uniformément vers une fonction con-
cave sur [0, 1], ou les polygones Pp, sont définis dans §2.3.2;

2) la suite de pentes mazimales (fmax(Bn)/n)n>1 converge dans R;

3) st de plus tout homomorphisme By, g ® Bk — Bntm,x nduit par la structure
d’algébre de B est surjectif pour n et m assez grands, la suite des pentes minimales
(tmin(Bn)/n)n>1 converge dans R.

Démonstration. — D’apres un arguement similaire a celui dans la démonstration du
théoreme 4.1.1, en utilisant le lemme 4.3.1, on obtient que l'algebre graduée Bx =
@Bn, Kk, munie des filtrations de Harder-Narasimhan, est f-pseudo-filtrée pour la
n>0

fonction constante f = 1a(C). Le théoréme résulte donc du théoreme 3.4.6 et les
propositions 3.2.9 et 3.2.10. O

4.3.2. Théoréme de Hilbert-Samuel. — Soit 7 : X — C un k-morphisme pro-
jectif et surjectif de dimension relative d et soit L un Ox-module inversible qui est
ample relativement a w. On établit ’analogue du théoreme 4.1.14 en géométrie rel-
ative. L’idée est d’appliquer le théoreme 4.3.2 a 'algebre des images directs B =

@ 7.(L®™). On commence par un résultat (proposition 4.3.4) sur la compraison de
n>0
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la pente maximale au plus grand degré de sous-fibré inversible, qui est analogue a la
proposition 4.1.8.

Lemme 4.3.3 ([14] Lemma 2.1). — Soit E un Oc-module localement libre de
rang fini et non-nul. Si H°(C, E) est nul, alors pimax(E) < g — 1.

Proposition 4.3.4. — Pour tout Oc-module localement libre de rang fini et non-nul
E, il existe un sous-Oc-module inversible L tel que deg(L) > pmax(F) — a(C), ou
a(C) est la constante définie dans §4.3.1.

Démonstration. — Soit M un O¢-module inversible de degré b(C'). On choisit r € Z
tel que

g+b(C) =12 pumax(E ®© M®") = pmax(E) + 1b(C) > g — 1.
D’apres le lemme 4.3.3 on obtient HY(C,E ® M®") # 0. Donc il existe un ho-
momorphisme injectif de O¢ vers E @ M®". Soit £ = MV®", 1l existe alors un
homomorphisme injectif de £ vers E. En outre, on a

deg(L) = —rdeg(M) = —rb(C) > pmax(E) — g — b(C) + 1.
Comme a(C) = b(C) + g — 1, on obtient deg(L) > pimax(E) — a(C). O

La proposition au-dessus est une estimation sur la croissance des pentes maximales.
Elle montre en particulier que I'algebre B = @, -, m.(L®") vérifie la condition du
théoreme 4.3.2.

Proposition 4.3.5. — Pour tout Ox -module sans torsion F, il existe une constante
a(F) dans R telle que, pour tout entier n > 1, on @it pmax(m«(F @ LE™)) < a(F)n.

Démonstration. — La variété X étant projective sur k, on choisit un Ox-module
inversible ample . sur X. En plongeant F dans une somme directe de faisceaux
inversibles (cf. la proposition 1.4.2 infra), on voit qu’il suffit d’établir la proposition
lorsque F est lui-méme inversible, ce que ’on supposera désormais.

L'égalité m.(c1 (L)) = e1(Lx)?[C] est vérifiée dans le groupe de Chow CH;(C).
Soient M un sous-Oc-module inversible de m.(F @ £%") et ¢ : M — . (F @ £L2")
I’homomorphism canonique. On désigne par @ : 7™M — F ® £®" le morphisme
obtenu de ¢ par adjonction. Ce dernier s’identifie & une section non-identiquement
nulle de 7*MY @ F @ £®", dont le diviseur div(p) est effectif. On a donc
deg (cl(g)d[div(@]) > 0. Or [div@] = —7*c1 (M) + c1(F) + ney (L) dans CH'(X),
donc

degy (e1(2)"[aiv(@)]) = degx ((—7"c1 (M) + e1(F) +ner (L))en (£)°)
= —dege (a1 (M) (e1(£)%)) + degx (e2(F)er (£))
+ndegy (c1(L)er (L)D).
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Par conséquent,
degx (c1(L)er (L)) | degy(c1(F)er (L))
+ .
deggk XK deggk Xk

deg (M) <

Enfin, d’aprés la comparaison que 'on a établi dans la proposition 4.3.4, on déduit la
majoration linéaire en n de pmax (7. (F ® £©™)) annoncée. O

Théoréme 4.3.6. — 1) La suite de polygones de Harder-Narasimhan (Pp, /n)n>1
converge uniformément vers une fonction concave PT.

2) Les suites (tmax(Bn)/M)n>1 €t (Umin(Bn)/n)n>1 convergent respectivement vers
deux nombres réels uT . (L) et uT. (L).

3) On a

1!
lim (d+1)

n—-+4+oo ndJrl

X(Bn) = (d+ Dex (L) *PE(1L) = ex (L)

Démonstration. — D’apres la proposition 4.3.5, la condition du théoeme 4.3.2 est
vérifiée pour algebre B = @), m«(L®"). On obtient donc 1) et 2). D’apres 1),
i Bn)
im ——=

n—-+o0o n

= P7(1). En outre, d’apres (64), x(B,) = deg(B,) — rg(Bn)(1 — g),

B, . By, IR :
d’ou lim M = lim u ) Le théoreme de Riemann-Roch montre que
n—-+oo nrg(Bn) n—4oco N
. (d+1)! c1(Lgr)? _
Jim TR B) = a8 = Dy o,
On en déduit donc 3). O
4.3.3. Pente maximale asymptotique. — On montre que la fonction pl ..

définie sur l’ensemble des fibrés inversibles relativement amples sur X est sur-
additive. Ce résultat permet d’étendre le domaine de définition de u7, . & Pic(X) —
le groupe de toutes les classes d’isomorphisme de fibrés inversibles sur X.

Lemme 4.3.7. — Soient Ey et Ey deur Ox-modules localement libres de rang fini
et non-nuls. Si w.(E1) et m.(E3) sont tous les deux non-nuls, alors on a

Mmax(ﬂ-* (El ® EQ)) Z ,U/max(ﬂ'*El) + ,U/max(ﬂ'*EQ) - 2@(0),
ot a(C) est la constante définie dans §4.3.1.

Démonstration. — Comme 7.(F1) et m.(F2) sont non-nuls, d’apres la proposition
4.3.4, il existe deux O¢-modules inversibles M; et M5 ainsi que deux homomorphisme
injectifs My — m.(E1) et My — m.(FE2) tels que deg M1 > pimax(m E1) — a(C) et
deg M > pimax (T F2) —a(C). Comme MY @ m.(F1) et My @ .(F2) ont des sections
non partout nulles au-dessus de C, 7*(M;)Y ® F; et 7*(Mz2)Y @ Eo ont des sections

non partout nulles au-dessus de X. Par conséquent,

HO(X, 7" (M) ® M)" @ (E1 ® E»)) = H°(C, (M @ Ms)" @ m.(Ey @ E»)) # 0.
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Donc 0 < pimax (M7 @ M)V @ 7. (E1 @ Es)), et donc
Hmax (T (B1 ® Eo)) > deg M1 + deg Ma > fimax (74 (E1)) + fimax (T« (E2)) — 2a(C).
O
Proposition 4.3.8. — Soient L, Ly et Ly des Ox-modules inversibles amples rela-

tivement a .

1) Pour tout entiern > 1, uT. (L®") =nuT, (L).
2) Si M est un Oc-module inversible, alors p* (L@ 7*M) = deg M + u= . (L).

3) pimax(L1 ® La) = pifax (L) + piax (L)
4) S’il existe un homomorphisme non-nul ¢ : L — Lo de Ox-modules, alors

:u&ax(Ll) < Mglax(LQ)'

Démonstration. — 1) est immédiat d’apres la définition de uT ..
2) On a, pour n assez grand,

fimax (M (L @ T ME™)) = fmax (1 (LZ") @ M®™) = pimax (1 (L9")) + 1 deg M.
1 1
Do nlgr;o ﬁﬂmaX(W* (L®n ® 7r*M®")) =deg M + nlLII;O E/Lmax(ﬂ'* (L®n>).
3) D’apres le lemme 4.3.7, pour tout entier n assez grand,
pmax (T (LE™ © LE™)) 2 Hmax (M (LT™)) + pmax(m(L5™)) = 2a(C).
o Pmax(me (LE" @ LF™)) e (1 (LT™)) N pmax(x (L")~ 2a(C)

Don
n n n
sage & la limite on obtient uZ . (L1 @ La) > ul . (L1) + p 0 (L2).
4) Pour tout entier n > 1 on a un homomorphisme injectif ®" : LY" — L$™.

. Par pas-

En prenant l'image directe on obtient un homomorphisme injectif de . (L") vers
7 (L$™). Par conséquent, on a fimax (s (LY™)) < fimax (7« (LS™)). Par passage a la
limite on obtient uZ  (L1) < pl. (L2). O

Définition 4.3.9. — Soient L un Ox-module inversible et .Z un Ox-module in-
versible ample relativement & 7. D’aprés [22] 11.4.6.13, il existe un entier ng(L, %) > 0
tel que L ® £®" soit ample relativement a m quel que soit n > ng(L,.%). On définit,
pour tout entier n > ng(L,. %), Apn(L, L) = pf (L @ L") — nul  (£L).

Proposition 4.3.10. — 1) La suite (A (L, Z))n>n,(L, ) €t croissante et converge
vers une limite dans R.

2) Si M est un Oc-module inversible, on a Ap(L,.L @ m*M) = An(L, L) pour tout
n >no(L,.%L).

3) On désigne par A l’ensemble des Ox-modules inversibles et par A, ’ensemble des
Ox -modules inversibles amples. Alors

(65) inf lim A,(L,.%)= inf lim A,(L,.%).

ZLeAn—+oo ZL'€Ar n—+00

4) Si L est un Ox-module ample relativement & 7, alors la valeur dans (65) est égale
G fiax (L)
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5) Si L est de la forme m* M, ot M est un Oc-module inversible, alors la valeur dans

(65) est égale a degq(M).
Démonstration. — 1) D’apres la proposition 4.3.8 3), pour tout entier n > ng(L, %),
Pinax (L ® L2 > pf (L@ L97) + piha(2).

Doncona A,41(L, %) > A, (L, %). D’autre part, comme £ est ample relativement &
7, il existe un Oc-module inversible M tel que £ ®@m* M soit ample (cf. la proposition
1.4.1 infra). Donc il existe un entier m > 0 et un homomorphisme injectif de L vers
(& @ n*M)®™. Par conséquent,

Pnax (L ® L") < o (£ @ 7 M)®™ @ L97) = (m + n) i (L) + mdeg(M),
ie., Ay(L, L) < m(pf.n (L) + deg(M)). La suite (An(L,Z))n>no(L, ) est alors

croissante et bornée supérieurement, donc converge dans R.
2) Si L®.Z®™ est ample relativement a 7, il en est de méme de L& (L @m*M)®" =
L® 2% @m*M®" (cf. [22] 11.4.6.5), et

fmax (L ® (£ @ 7 M)®™) = pf (L © L) + ndeg M.
Par conséquent,
An(Ly 2 & 7 M) = il (L © L2) + 0 deg(M) — i (£ © 7°M) = An(L, 2).

3) L’égalité (65) est une conséquence immédiate de 2) et de la proposition 1.4.1.
4) Pour tout Ox-module inversible . ample relativement & 7, d’aprés la proposi-
tion 4.3.8, on a

ugax(L ® sz@n) - ”Hgax(f) > ugax(L) + ugax("g@n) - nugax(z) = ugax(L)'

Donc on a inf lim A,(L,.%) > ul..(L). D’autre part, comme L est ample rela-
ZLeAn—+o0

tivement a m,

inf lim A,(L,%)< lim A,(L,L)

¥ n—-+oco n—-4oo

= Tim (07D @ L) = (1)) = (D).

n—-+4oo
On obtient donc I’égalité.
5) Si L = 7*M, ot M est un O¢-module inversible, alors pour tout Ox-module
inversible .Z ample relativement a 7 et tout entier n > 0, on a

An(LaZ) = M:;ax(ﬁ*M ® $®n) - nﬂglax(z)
= deg(M) + pfax(LE") — N0 (£) = deg(M).

Définition 4.3.11. — Pour tout Ox-module inversible L on définit

(66) L) = i0f T (L © Z57) = niif(2)),
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ou .Z parcourt tous les Ox-modules inversibles amples relativement a 7. C’est un

élément dans [—oo, +00[. Lorsque L est ample relativement & 7, cette valeur est finie,

et coincide avec la limite HI—P fimax (LE™) /1 (cf. la proposition 4.3.10 4)). La valeur
n—-—+oo

pr (L) est appelée la pente mazimale asymptotique de L relativement & .

La proposition suivante montre que les propriétés de la fonction pf .. établie dans
la proposition 4.3.8 sont encore valables pour la fonction généralisées.

Proposition 4.3.12. — 1) Pour tous Ox-modules inversibles L1 et Lo, on a

tomax (L1 @ La) > o (L1) + pian (L2).

2) Pour tout Ox-module inversible L et tout entier n >0 on a
Pinax (LF") = il (L).

3) Si Ly et Lo sont deux Ox-modules inversibles et s’il existe un homomorphisme
non-nul de Ly vers Lo, alors pl . (L1) < uf .. (L2).
4) Pour tout Ox-module inversible L et tout Oc-module inversible M on a

fmax (L @ T M) = piax (L) 4 deg(M).

Démonstration. — 1) Pour tout Ox-module inversible . ample relativement a 7 et
tout entier n suffisamment grand,

‘ugaX(Ll ® L2 ® Z@?n) Z :ugax(Ll & $®n) + Mqr;ax(L2 & $®n)a

d’ott Aoy (L1 ® Lo, L) > An(L1,L) + An(L2, ). Par passage & la limite on obtient
Himax (L1 ® L2) > pfax(L1) + pax(L2)-

2) Pour tout Ox-module inversible . ample relativement & 7 et tout entier m
assez grand, on a

Wl L @ L5 =yl (L @ 2°™).

Par conséquent, on a A, (L®", %) = nA,(L,£). Par passage & la limite, on a
W (L) = 1 (D).

3) Pour tout Ox-module inversible .# ample relativement & 7 et tout entier n
suffisamment grand, on a un homomophisme injectif de L; ® . Z®" vers Lo ®.£%". Par
conséquent, on a . (L1 ® L") < uf . (Lo @ ZL%™), ie., Ay(L1,%L) < An(La, £).
Par passage a la limite, on a 7. (L1) < pf .. (Ls).

4) Pour tout Ox-module inversible .# ample relativement & 7 et tout entier n
suffisamment grand, on a

Ap(L @ M, %) = An(L, £) + deg(M).

Par passage a la limite on obtient pu7, (L @ 7*M) = uZ .. (L) 4 deg(M). O
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4.3.4. Pente maximale asymptotique et annulation de section globale. —
La négativité de la pente maximale asymptotique est liée a I'annulation de section
globale de certain fibré. Les résultats présentés dans ce sous-paragraphe sont analogue
a ceux dans §4.2.4. On fixe dans ce sous-paragraphe un Ox-module inversible L.

Proposition 4.3.18. — 1) Si p~..(L) >0, alors uT,. (LV) < 0.
2) SiuT, (L) <0, alors H'(X,L) = 0.
3) Si L est ample, alors uT,. (L) > 0.

Démonstration. — 1) On a ul, (Ox) = pl  (7*0c) = deg(O¢) = 0, donc
plr (L) + pr. . (LY) <0 compte tenu de la proposition 4.3.12.

2) Si H°(X, L) # 0, alors il existe un homomorphisme non-nul de Ox vers L, d’ot
Himax (L) 2 phax(Ox) = 0.

3) Soit M un Oc-module inversible tel que deg(M) > 0. Comme L est ample, il
existe un entier n > 1 tel que 7* MY ® L®™ ait une section non identiquement nulle
au-dessus de X. D’apres 2), on a

Hinax (7" MY @ L") = npif (L) + deg(MY) > 0,
Donc pZ (L) > deg(M)/n > 0. O

Théoréme 4.3.14. — Si uT . (LV) <0, alors la condition suivante est satisfaite :

il existe un Ox-module inversible ample £ et un nombre réel X > 0 tels
que, quels que soient les entiers d > X etn > \d, H°(X, LV®"®.2%%) = 0.

La réciproque est vraie lorsque LV est ample relativement a .

Démonstration. — “=": Si p= . (L) < 0, alors il existe une constante € > 0 et un
Ox-module ample .Z tels que, pour tout entier m suffisamment grand, A,,(LY,.%Z) <
—e. Quitte a remplager .Z par I'une de ses puissances tensorielles, on peut supposer
que uT, (LY @ L) < ul . (&) —e. Soit A une constante telle que A > e~ 1u™ (Z).
Pour tout entier d > 1 et tout entier n > Ad, on obtient, d’apres la proposition 4.3.12,

(1 — d) i (L) + pipax (LY © L27) < pf o (LY © 2)7)
= nﬂ:;ax(Lv ® g) < TL(,LL&&X(X) - 5)'
Par conséquent, on a  pf (LVO" @ %) < duf, (&) —ne < 0. Donc
HO(X,LVe" ® #91) = 0. Ainsi (X, L) satisfait a la condition.
“e=": On suppse que L est ample relativement & 7 et que la condition est vérifiée

pour L. La condition dans le théoréme est équivalente a la condition suivante :

pour tout Ox -module inversible L, il existe A > 0 tel que, quels que soient

les entiers d > X\ et n > A\d, on ait HO(X, LV®" @ L&) = 0.

En effet, si .Z est un Ox-module inversible ample, alors il existe un homomorphisme
injectif de £ dans une puissance tensorielle #®™. Donc 'annulation de H°(X, LV¢"®
£®md) implique celle de H(X, LV®" @ £&4).
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Soit M un Oc-module inversible ample. 11 existe A > 0 tel que, pour tout entier
d > A\ et tout entier n > Ad, on ait
HO(X,LV®" @ n* M®?) = 0.
D’apres le lemme 4.3.3, on a
pmax (M (LVE" @ M EY)) = d deg M + pimax(me(LYE")) < g — 1.

On prend une suite (d,),>1 telle que

i) pour tout entier n > 1, d,, > A,

i) pour n suffisamment grand, d, < n/\,

i) lim in =\
Alors pour n suffisamment grand, on a deg(M )dy, + fimax (T« (LY®™)) < g — 1, c’est-a-
dire

dn max *L\/®n _1
deg(M);Jrua(Wn( ))Sgn _

Par passage a la limite, on obtient u7 . (LY) < —A"tdeg M < 0. O

4.3.5. Pente maximale asymptotique d’un fibré vectoriel. — Par passage au
fibré canonique sur le fibré projectif, on étend le domaine de définition de la fonction
ur . & Vensemble des fibrés vectoriels sur X. Si E est un Ox-module localement libre
de rang fini et non-nul et si p : P(E) — X est le morphisme canonique, on définit

Fmax (B) = pitax (Op(1)).

Remarque 4.8.15. — Si E est ample relativement & 7, c’est-a-dire que Og(1) est
ample relativement & 7p, alors un . (E) = lim pmax(7(S"E)).
n—oo

Théoréme 4.3.16. — Si uT . (EY) <0, alors la condition suivante est vérifiée :

pour tout Ox-module inversible M (ou de fagon équivalente, il existe un
Ox -module inversible ample M ), il existe un nombre réel X > 0 tels que,
quels que soient les entiers d > X etn > \d, on ait H*(X, STEY @ M®?) =
0.

La réciproque est vraie lorsque EV est ample relativement a w, c’est-a-dire que le
faisceau inversible Ogv (1) est ample relativement a mp.

Démonstration. — La condition dans ce théoreme est équivalente a la condition dans
le théoréme 4.3.14 pour (P(EY), Opv(—1)) :
pour tout Op(gvy-module inversible L (ou de fagon équivalente, il existe un
Op(gv)-module inversible ample L), il existe un nombre réel A > 0 tels que,
quels que soient les entiers d > \ et n > \d, on ait H'(P(EY), Ogv(n) @
L&) =0.
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En effet, si M est un Ox-module inversible, alors

H(P(EY), Opv(n)@p* M%) = H(X, p.(Opv (n)op* M) = H(X, S"EYoM®).
Donc I'annulation de HO(P(EY), Ogv (n) ® p* M®) implique celle de H°(X, S"EY ®
M®4). Réciproquement, d’apres la proposition 1.4.1 il existe un O x-module inversible
M tel que L := Ogv(l) ® p*M soit ample. On a H°(P(EY),Ogv(n) ® L®Y) =
HO(P(EY),Opv(n +d) ® p*M®?) = HO(X,S"*EY ® M®?). Si ce dernier espace
s’annule lorsque n/d est assez grand, alors il en est de méme de HY(P(EY), Opv (n) ®
L®d)_

“=": Comme p™ (Opv(1)) = uT . (EY), on a u™ (Opv(1)) < 0. D’apres le
théoreme 4.3.14, la condition comme ci-dessus est vérifiée.

“<=": Si la condition dans ce théoréme est vérifée pour (X, E), alors la conidition
dans le théoreme 4.3.14 est vérifiée pour (P(EY),Ogv(—1)). Si de plus EV est ample
relativement & m, alors Ogv(—1) est ample relativement & 7p. Le théoréme 4.3.14
implique alors que pf?. (Opv (1)) = pl . (EY) < 0. O






1]

BIBLIOGRAPHIE

A. ABBES & T. BOUCHE — “Théoreme de Hilbert-Samuel “arithmétique””, Uni-
versité de Grenoble. Annales de Ulnstitut Fourier 45 (1995), no. 2, p. 375-401.

P. AUTISSIER — “Points entiers sur les surfaces arithmétiques.”, Journal fir die
Reine und Angewandte Mathematik 531 (2001), p. 201-235.

J.-B. BosT — “Périodes et isogénies des variétés abéliennes sur les corps de
nombres (d’apres D. Masser et G. Wiistholz)”, Astérisque (1996), no. 237, p. Exp.
No. 795, 4, 115-161, Séminaire Bourbaki, Vol. 1994/1995.

, “Algebraic leaves of algebraic foliations over number fields”, Publications

Mathématiques. Institut de Hautes Etudes Scientifiques (2001), no. 93, p. 161-
221.

, “Germs of analytic varieties in algebraic varieties: canonical metrics and
arithmetic algebraization theorems”, in Geometric aspects of Dwork theory. Vol.
1, II, Walter de Gruyter GmbH & Co. KG, Berlin, 2004, p. 371-418.

J.-B. BosT — “Evaluation maps, slopes, and algebraicity criteria [in proceedings
of the international congress of mathematicians, vol. @ (madrid, 2006), 537-562,
european mathematical society]”, in Proceedings of the International Congress of
Mathematicians, Vol. IT (Madrid, 2006) (Switzerland), European Mathematical
Society, 2007.

J.-B. Bost, H. GILLET & C. SOULE — “Heights of projective varieties”, Journal
of the American Mathematical Society 7 (1994), no. 4, p. 903-1027.

J.-B. BosT & K. KUNNEMANN — “Hermitian vector bundles and extension
groups on arithmetic schemes. 1. geometry of numbers”, prépublication http:
//arxiv.org/abs/math/0701343, 2007.

N. BOURBAKI — Eléments de mathématique. Fasc. XIII. Livre VI: Intégration.
Chapitres 1, 2, 3 et 4: Inégalités de convezité, Espaces de Riesz, Mesures sur les



98

BIBLIOGRAPHIE

espaces localement compacts, Prolongement d’une mesure, Espaces LP, Deuxieme
édition revue et augmentée. Actualités Scientifiques et Industrielles, No. 1175,
Hermann, Paris, 1965.

, Eléments de mathématique. Algébre. Chapitres 1 a 3, Hermann, Paris,

1970.

, Eléments de mathématique, Masson, Paris, 1983, Algebre commutative.
Chapitre 8. Dimension. Chapitre 9. Anneaux locaux noethériens complets. [Com-
mutative algebra. Chapter 8. Dimension. Chapter 9. Complete Noetherian local
rings].

A. CHAMBERT-LOIR — “Théoremes d’algébricité en géométrie diophantienne
(d’apres J.-B. Bost, Y. André, D. & G. Chudnovsky)”, Astérisque (2002), no. 282,
p. Exp. No. 886, viii, 175-209, Séminaire Bourbaki, Vol. 2000/2001.

H. CHEN — “Positivité en géométrie algébrique et en géométrie d’Arakelov :
application a 'algébrisation et a I’étude asymptotique des polygones de Harder-
Narasimhan”, These de I’Ecole Polytechnique, Décembre 2006.

, “Maximal slope of tensor product of Hermitian vector bundles”,
preprint, 2007.

T. CHINBURG — “Capacity theory on varieties”, Compositio Mathematica 80
(1991), no. 1, p. 75-84.

D. EISENBUD — Commutative algebra, Graduate Texts in Mathematics, vol. 150,
Springer-Verlag, New York, 1995, With a view toward algebraic geometry.

G. FALTINGS & G. WUSTHOLZ — “Diophantine approximations on projective
spaces”, Inventiones Mathematicae 116 (1994), no. 1-3, p. 109-138.

M. FEKETE — “Uber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen Gle-
ichungen mit ganzzahligen Koeffizienten”, Mathematische Zeitschrift 17 (1923),
no. 1, p. 228-249.

E. GAUDRON — “Pentes de fibrés vectoriels adéliques sur un corps globale” , Ren-
diconti del Seminario Matematico della Universita di Padova (2007), & paraitre.

H. GILLET & C. SOULE — “An arithmetic Riemann-Roch theorem”, Inventiones
Mathematicae 110 (1992), no. 3, p. 473-543.

D. GRrAYSON — “Reduction theory using semistability”, Commentarii Mathe-
matici Helvetici 59 (1984), no. 4, p. 600-634.

A. GROTHENDIECK & J. DIEUDONNE — “Eléments de géométrie algébrique.

II. Etude globale élémentaire de quelques classes de morphismes”, Institut des
Hautes Etudes Scientifiques. Publications Mathématiques (1961), no. 8, p. 222.



28]

[29]

[30]

[31]

BIBLIOGRAPHIE 99

, “Eléments de géométrie algébrique. III. Etude cohomologique des

faisceaux cohérents. I”, Institut des Hautes Etudes Scientifiques. Publications
Mathématiques (1961), no. 11, p. 167.

, “Eléments de géomeétrie algébrique. IV. Etude locale des schémas et des

morphismes de schémas. I”, Institut des Hautes Etudes Scientifiques. Publications
Mathématiques (1964), no. 20, p. 259.

G. HARDER & M. S. NARASIMHAN — “On the cohomology groups of moduli
spaces of vector bundles on curves”, Mathematische Annalen 212 (1974/1975),
p. 215-248.

R. HARTSHORNE — “Ample vector bundles”, Institut des Hautes Etudes Scien-
tifiques. Publications Mathématiques (1966), no. 29, p. 63-94.

, Ample subvarieties of algebraic varieties, Notes written in collabora-
tion with C. Musili. Lecture Notes in Mathematics, Volume 156, Spring-Verlag,
Berlin, 1970.

L. HORMANDER — An introduction to compler analysis in several variables,
North-Holland Mathematical Library, vol. 7, North-Holland Publishing Co., Am-
sterdam, 1990.

, Notions of converxity, Progress in Mathematics, vol. 127, Birkh&user
Boston Inc., Boston, MA, 1994.

H. MATSUMURA — Commutative ring theory, second éd., Cambridge Studies in
Advanced Mathematics, vol. 8, Cambridge University Press, Cambridge, 1989,
Translated from the Japanese by M. Reid.

H. RANDRIAMBOLOLONA — “Métriques de sous-quotient et théoreme de Hilbert-
Samuel arithmétique pour les faisceaux cohérents”, Journal fir die Reine und
Angewandte Mathematik 590 (2006), p. 67—88.

R. RUMELY — “On the relation between Cantor’s capacity and the sectional
capacity”, Duke Mathematical Journal 70 (1993), no. 3, p. 517-574.

R. RuMELY & C. F. LAU — “Arithmetic capacities on P™”, Mathematische
Zeitschrift 215 (1994), no. 4, p. 533-560.

R. RuMELY, C. F. LAU & R. VARLEY — “Existence of the sectional capacity”,
Memoirs of the American Mathematical Society 145 (2000), no. 690, p. viii+130.

C. SouLE, D. ABRAMOVICH, J.-F. BURNOL & J. KRAMER — Lectures on
arakelov geometry, Cambridge studies in advanced mathematics, vol. 33, Cam-
bridge University Press, 1992.

U. STUHLER — “Eine Bemerkung zur Reduktionstheorie quadratischen Formen”,
Archiv der Mathematik 27 (1976), p. 604-610.



100 BIBLIOGRAPHIE

[37] A. C. THOMPSON — Minkowski geometry, Encyclopedia of Mathematics and its
Applications, vol. 63, Cambridge University Press, Cambridge, 1996.

[38] S. ZHANG — “Positive line bundles on arithmetic varieties”, Journal of the Amer-
ican Mathematical Society 8 (1995), no. 1, p. 187-221.



