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R�esum�e

Notre �etude compare deux strat�egies li�ees �a la max-

imisation de la vraisemblance via l'algorithme EM. La

premi�ere consiste �a utiliser des mod�eles th�eoriques plus

complexes qu'�a l'habitude, la seconde en l'int�egration

d'estimateurs robustes dans l'�etape de maximisation de

l'algorithme. Nous avons appliqu�e ces deux techniques

s�eparement puis conjointement dans le cadre de don-

n�ees bruit�ees pour en tester la robustesse. Nous pro-

posons �egalement un mod�ele hybride et en pr�esentons

les r�esultats.
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Abstract

Our study compares two strategies related to the like-

hood maximization via the EM algorithm. The �rst

one consists in using theorical models which are more

complex than usual ones. The second is based on inte-

gration of robust estimators in the maximization step

of the algorithm. We have applied these two techniques

separately then jointly within the framework of noisy

data in order to test theirs robustnesses. Finally, we

introduce a hybrid model for a class and present the

results in this paper.
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1 Introduction

La statistique connait aujourd'hui un vif succ�es dans
des domaines tr�es divers. Elle trouve aussi bien
son application dans des domaines traditionnels tels
que l'analyse �economique que dans des processus
industriels (Ex : d�etection automatis�ee de d�efauts de
fabrication par analyse d'images). De nombreux logi-
ciels issus de la recherche sont maintenant accessibles
par Internet. Parmi ceux-ci, citons EMMIX de G.

McLachlan et D. Peel [MP98] ou encore MCLUST de
C. Fraley et A. Raftery [FR98b].

La classi�cation (appel�ee encore cat�egorisation) a pour
objectif de mettre en �evidence des relations entre des
objets d�ecrits par un certain nombre de variables et
de les regrouper en entit�es homog�enes suivant une cer-
taine mesure de similarit�e.

Dans notre cas, les attributs d�ecrivant les objets sont
uniquement de type num�erique et l'on notera :

xi = (x1i ; : : : ; x
P
i )
T

le vecteur attribut pour le i-�eme objet.

Notre �echantillon � est constitu�e de N descriptions :

� = fx1; x2; : : : ; xNg

Lorsqu'on se place du point de vue mod�ele de m�elange,
on consid�ere les �el�ements de l'�echantillon � comme les
r�ealisations d'un vecteur al�eatoire X de dimension P
issues de C composantes de param�etres �i (i 2 1; C).
La densit�e de m�elange en x s'�ecrit d�es lors :

f(x; �) =

CX
i=1

�if(x; �i)



o�u �i d�esigne la probabilit�e a priori de la i-
�eme composante (

Pk
i=1 �i = 1) et � =

(�1; : : : ; �C ;�
T
1 ; : : : ;�

T
C)
T les param�etres du mod�ele.

Dans le cas d'une composante normale indic�ee par i,
les param�etres sont �i = (�i;�i)

T o�u �i repr�esente le
vecteur moyenne et �i la matrice de covariance.
On souhaite mod�eliser la densit�e de probabilit�e de X
�a l'aide d'un mod�ele de param�etre � en se servant de
ses r�ealisations (et �eventuellement de connaissances a
priori suppl�ementaires).
Une d�emarche classique consiste �a trouver une estima-
tion �̂ de � qui maximise la vraisemblance

L(�) = P (�j�) =
NY
i=1

CX
j=1

�jf(xi; �j)

en supposant les r�ealisations de X ind�ependantes.
Malheureusement, il arrive souvent que les donn�ees
que nous ayons �a traiter soient bruit�ees.
On d�e�nit g�en�eralement le bruit comme une distortion
d'un mod�ele hypoth�etique th�eorique. Il provient aussi
bien de pertubations dans l'acquisition des donn�ees
(d�efaillance d'un capteur ou conditions ext�erieures)
que de pertubations li�ees au transport et au stockage
des donn�ees (Ex. : Compression pour les images). Un
algorithme est robuste s'il est peu sensible au bruit.
Jusqu'�a r�ecemment, les algorithmes de classi�ca-
tion n'int�egraient directement que peu ou pas de
techniques robustes pour cause de coût de calcul.
Aujourd'hui, l'augmentation de la puissance des
machines permet leur utilisation.

Dans ce papier, nous nous demandons s'il est
pr�eferable de complexi�er le mod�ele th�eorique d'une
classe ou de robusti�er l'estimation des param�etres de
mod�eles plus simples pour tenir compte des donn�ees
bruit�ees.

A la section 2, nous rappelons les fondements
de l'algorithme EM. Nous donnerons les bases de

l'estimation robuste �a l'aide des M-estimateurs �a la
section 3. Nous pr�esenterons ensuite les r�esultats que
nous avons obtenus sur divers jeux de donn�ees (section
4) avant de conclure en section 5.

2 EM

2.1 Cadre g�en�eral

L'algorithme EM est une technique it�erative de
maximisation de la vraisemblance en pr�esence de
donn�ees incompl�etes. On l'attribut g�en�eralement �a
Dempster, Laird et Rubin [DLR77] même s'il y a eu
ant�erieurement quelques travaux connexes [DH73].

Comme nous l'avons dit plus haut, la vraisemblance
des donn�ees relativement au mod�ele de param�etre �
s'�ecrit :

L(�) = P (�j�)
Cette maximisation �etant diÆcile �a r�ealiser di-
rectement, on introduit une variable al�eatoire Z
correspondant aux donn�ees cach�ees ou manquantes.
L'id�ee de cet algorithme est faciliter le processus
d'optimisation en utilisant une estimation de ces
donn�ees manquantes.

Au lieu de maximiserL(�), on maximise it�erativement
l'esp�erance conditionnelle de la vraisemblance com-
pl�ete qui s'�ecrit :

Lc(�) = P (X;Zj�)

L'algorithme EM alterne successivement deux phases :

-E-Step
Calcul de l'esp�erance conditionnelle de la vraisem-
blance compl�ete :

Q(�j�(t)) = E[Lc(�)j�;�(t)]

o�u � est un ensemble de r�ealisations de X et �(t)

l'estimation des param�etres �a l'instant t. Cette �etape

revient �a engendrer une distribution de probabilit�e
pour Z.

-M-Step

Maximisation de Q(�j�(t)) :

Q
(t+1) = argmax

�
Q(�j�(t))

On cherche �a maximiser l'estimation de la vraisem-
blance obtenue dans l'�etape pr�ecedente.

L'une des propriet�es de cet algorithme est d'am�eliorer
la vraisemblance L(�) apr�es chaque it�eration jusqu'�a
stabilit�e. Le lecteur interess�e trouvera des d�etails sur
la convergence de EM dans [DLR77] et [Wu83].
Cet algorithme poss�ede deux inconv�enients majeurs. Il
est fortement d�ependant de l'initialisation �(0) et con-
verge vers un extremum local qui risque d'être �eloign�e
de l'extremum global. De plus, il peut se rev�eler
coûteux en temps machine pour des applications de
taille importante.

2.2 Utilisation en classi�cation

L'algorithme EM est abondamment utilis�e en classi�-
cation dans le cadre d'un mod�ele de m�elange ([MP98],
[FR98a]).



Sous cette hypoth�ese, la log-vraisemblance logL(�)
s'�ecrit :

logL(�) =
NX
i=1

log

CX
j=1

�jf(xi; �j)

On consid�ere la donn�ee incompl�ete comme la classe
d'appartenance de chacun des �el�ements �a classi�er.
On �ecrit pour l'�element xi :

zij =

�
1 si xi appartient �a la classe Cj
0 sinon

G�en�eralement, les zi = (zi1; : : : ; ziC) sont pris comme
des r�ealisations ind�ependantes suivant une distribu-
tion multinomiale Multk(1; �) o�u � = (�1; : : : ; �C)

T .
Sous ces conditions, la log-vraisemblance compl�ete
s'�ecrit :

logLc(�) =
NX
i=1

CX
j=1

zij log(�jf(xi; �j)) (1)

L'algorithme EM rep�ete deux phases :

E-Step (Expectation Step) :
On calcule l'esp�erance conditionnelle de logLc :

Q(�j�(t)) = E[LogLc(�)j�;�(t)] (2)

Comme LogLc est une fonction lin�eaire des zij , ce cal-
cul se limite �a remplacer les zij par leur esp�erance
conditionnelle :

E[zij j�;�(t)] =
�jf(xi; �

(k)
j )PC

l=1 �lf(xi; �
(k)

l )

Les zij sont les probabilit�es a posterior-
i d'appartenance de l'�el�ement xi �a la classe Cj .

M-Step (Maximization Step) : Dans cette phase,
on recherche la valeur de � qui maximise (2). Cette
�etape d�epend compl�etement du mod�ele de classe

choisi.

2.3 Cas d'un m�elange gaussien

Nous allons expliciter le calcul dans le cas d'un
m�elange gaussien.
Rappellons tout d'abord l'expression d'une densit�e
gaussienne multi-dimensionnelle de dimension P :

f(x; �j) =
1

(2�)P=2
pj�j je�

1
2
(x��j)

T�
�1

j
(x��j) (3)

o�u �j et �j sont respectivement le vecteur moyenne et
la matrice de covariance de la j-�eme gaussienne.

Le calcul de l'esp�erance conditionnelle revient �a rem-
placer les zij par leurs estimations :

ẑij =
�jf(xi; �j)PC
l=1 �lf(xi; �l)

La phase de maximisation quant �a elle rel�eve de
l'estimation de :

� �̂j : Estimation de la probabilit�e a priori de la
j-�eme classe

�̂
(k+1)
j =

PN
i=1 ẑij

N
(4)

� �̂j : Estimation de la moyenne de la j-�eme classe

�̂
(k+1)
j =

PN
i=1 ẑijxiPN
i=1 ẑij

(5)

� �̂j : Estimation de la matrice de covariance de la
j-�eme classe

�̂
(k+1)
j =

PN
i=1 ẑij(xi � �̂(k+1)j )(xi � �̂(k+1)j )TPN

i=1 ẑij

(6)

3 Robustesse et m-estimateur

3.1 Cadre g�en�eral

On souhaite estimer un param�etre a = (a1; : : : ; am)
repr�esentant un �echantillon. Soit ei l'�ecart entre la
donn�ee observ�ee gi et la pr�evision de cette donn�ee ĝi :

ei = gi � ĝi(a)
Cette variable e suit une loi de distribution J. Notre
objectif est de minimiser l'erreur sur l'ensemble des
donn�ees. Dans le cas o�u l'�echantillon est ind�ependant,
on peut utiliser la m�ethode du maximum de vraisem-
blance qui revient �a maximiser :

NY
i=1

J(ei) (7)

Dans le cas mono-dimensionnel et si l'on fait
l'hypoth�ese que e suit une loi normale, on aboutit �a la
m�ethode des moindres carr�es de Legendre. Par contre,
si l'on suppose que e suit une loi exponentielle alors
on retrouve l'estimateur m�edian.
On peut transformer la maximisation de (7) par la
minimisation d'une fonction de coût :

C(a) =

NX
i=1

�(
gi � ĝi(a)

�i

) (8)



avec � = log(J�1) et �i une pond�eration de l'erreur
(incertitude). La minimisation de (8) s'e�ectue par la
r�esolution d'un syst�eme de m �equations di��erentielles:

@C(a)

@ak

=

NX
i=1

1

�i

 (
gi � ĝi(a)

�i

)
@ĝi(a)

@ak

= 0 (9)

avec  = d�
dx
(x). Ce syst�eme n'a pas de solution

g�en�erale et il convient de l'�etudier selon la fonction

�. Par la suite, nous noterons w(x) =  (x)

x
la fonction

de poids.

3.2 Quelques estimateurs

Nous allons maintenant pr�esenter quelques M-estima-
teurs. Le graphique associ�e �a chacun des mod�eles
repr�esente la fonction de poids en relation avec
l'erreur.

Mod�ele de Legendre

�(x) = x
2

 (x) = 2x
w(x) = 2

L-estimateur (M�ediane)

�(x) = jxj
 (x) = sgn(x)
w(x) = 1

jxj

Mod�ele de Cauchy/Lorentz

�(x) = c2

2
log(1 + (x

c
)2)

 (x) = x
1+( x

c
)2

w(x) = 1
1+( x

c
)2

Mod�ele de Huber

�(x) =

(
x2

2
si jxj � c

cjxj � c2

2
sinon

 (x) =

�
x si jxj � c

c sgn(x) sinon

w(x) =

�
1 si jxj � c
c
jxj

sinon

3.3 Estimation robuste des param�etres

d'un mod�ele gaussien

Certains des estimateurs que nous venons de pr�esenter
poss�edent une fonction de poids dont la forme rappelle
celle d'une gaussienne. Ainsi les donn�ees sur lesquelles
l'erreur est faible inueront d'autant plus sur le cal-
cul. Au contraire, une donn�ee avec une erreur forte ne
jouera pas un grand rôle.
Nous allons maintenant �evoquer le cas de l'estimation
robuste de la moyenne et de la matrice de covari-
ance dans le cadre de l'�etape de maximisation dans
l'algorithme EM.

Estimation robuste de la moyenne. La
proc�edure d�ecrite ici e�ectue une estimation it�erative
de la moyenne m. En voici le fonctionnement g�en�eral.
Dans un premier temps, on calcule la moyenne arith-
m�etique sur les donn�ees. Ensuite, on a�ecte un poids
pi �a chaque xi en fonction de la distance de celui-ci �a
la moyenne pr�ec�edemment calcul�ee. On r�eestime la
moyenne en tenant compte des poids a�ect�es par la
formule :

m̂ =

PN
i=1 pixiPN
i=1 pi

(10)

On recommence l'op�eration tant que l'estimateur n'a
pas converg�e. On notem(t) l'estimation de la moyenne
�a l'it�eration t.

t  � 1;

m
(0) =

P
N

i=1
zixiP

N

i=1
zi

;

r�ep�eter

pour i allant de 1 �a N faire

ei  � d(xi;m(t�1));

wi  �  (ei)

ei
;

m
(t)  �

P
N

i=1
wi zi xiP

N

i=1
wi zi

;

t  � t+1;

jusqu'�a Condition d'arrêt ;

Algorithme 1: Estimation robute de la moyenne



Dans l'algorithme, le choix de  se fait parmi les
mod�eles que nous avons pr�esent�es pr�ec�edemment. Le
calcul du r�esidu ei fait intervenir une fonction de dis-
tance entre la donn�ee xi et la moyenne estim�ee m̂(t).
On prend g�en�eralement la distance de Mahalanobis:

dM(xi;
j) =
q
(xi �mj)T�

�1
j (xi �mj)

avec 
j une classe gaussienne de param�etres (�j ;�j).

3.4 Estimation robuste de la matrice

de covariance

On peut imaginer coupler le proc�ed�e ci-dessus avec
le calcul de la matrice de covariance �. En e�et, on
prendrait la même pond�eration que celle obtenue dans
la moyenne qui donnerait :

�̂(t) =

PN
i=1 wi zi(xi � m̂(t))(xi � m̂(t))TPN

i=1 wi zi

On permet de cette fa�con une remise �a jour �a la vol�ee
de la matrice de covariance dont on tient compte pour
le calcul de la distance de Mahalanobis.

3.5 Remarques

La complexit�e du l'algorithme de calcul de la moyenne
passe de O(n) �a O(k�n) o�u k d�esigne le nombre
d'it�erations e�ectu�ees.
On peut �egalement remarquer que les fonctions de
poids sont sym�etriques et monotones d�ecroissantes sur
[0;+1[. Dans le cas de notre estimation it�erative,
cela implique que plus l'on e�ectue d'it�erations, plus
l'estimation repose sur un petit nombre de valeurs.
Ainsi, ce que l'on gagne en robustesse est perdu en
pr�ecision. Pour cette raison, on borne habituellement
le nombre d'it�erations. Le test de convergence peut
être une combinaison de plusieurs types :

1. t < tmax

2. jm̂(t)
�m̂(t+1)

j

m̂(t) < �

3. Taux maximal d'�elimination � < �max o�u � est le
pourcentage des donn�ees qui ont un poids quasi-
nul.

Nous avons utilis�e une combinaison de 1 et 3 avec
�max = 50%.

4 Comparaison des deux s-

trat�egies

Nous souhaitons d�eterminer s'il convient d'employer
des mod�eles plus complexes, ou s'il est pr�eferable de
robusti�er le processus de maximisation.

L'un des probl�emes de la densit�e gaussienne est que la
base est relativement �etroite. Ainsi, une donn�ee situ�ee
�a 3 fois l'�ecart-type a une probabilit�e a priori quasi-
nulle (0.0044) d'être issue de cette celle-ci. De fait, si
apr�es un certain nombre d'it�erations de EM, le mod�ele
est perturb�e par des donn�ees bruit�ees, l'algorithme
risque de se retrouver pi�eg�e dans un extremum local
�eloign�e de extremum global. Notre id�ee est d'utiliser
des mod�eles plus souples.

4.1 Mod�eles test�es

Voici les mod�eles test�es :

1. M�elange de gaussiennes.
Chaque classe est mod�elis�ee par une loi normale.
Les param�etres sont estim�es par les formules (3)
�a (5).

f(x; �) =

CX
i=1

�i N (x;�i;�i)

N repr�esente la densit�e gaussienne multi-
dimensionnelle (3).

2. M�elange de gaussiennes + une uniforme.

On rajoute �a 1 une loi uniforme pour mod�eliser le
bruit de mani�ere globale.

f(x; �) = � U(x;H) +

CX
i=1

�i N (x;�i;�i)

U repr�esente la loi uniforme appliqu�ee dans
l'hyper-cube H englobant les donn�ees.

3. M�elange de gaussiennes avec estimation robuste.

f(x; �) =

CX
i=1

�i N (x; ��i; ��i)

o�u ��i et ��i sont les estimations robustes respec-
tives des vecteurs moyennes et la matrice de co-
variance de la i-�eme composante.

4. M�elange de gaussiennes avec estimation robuste
+ uniforme.

f(x; �) = � U(x;H) +

CX
i=1

�i N (x; ��i; ��i)

5. Nous proposons une mod�elisation intra-classe du
bruit. Chaque classe est mod�elis�ee par :

f(x; �) =

CX
i=1

[(1��)N (x; ��i; ��i)+�N (x;�i; c�i)]

On choisira de pr�eference � petit et c grand (cf.
Fig. 1)
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Figure 1: Mod�ele 5

Echantillon 1 Echantillon 2

�1
7
9

4
6

�1
3 �2
�2 1:5

1 0
0 3

�1 -0.9428 0

�2
6

3

7

10

�2
3 0
0 1

2 1:5
1:5 2

�2 0. 0.75

�3
3
7

7
6

�3
1 0
0 1

3:25 �3
�3 3:25

�3 0. -0.923

Uniforme 0,12;0,12 0,12;0,12

Tailles 100,150,100,150 200,150,150,100
Table 1 : Param�etres th�eoriques des classes

Ces mod�eles sont des versions modi��ees des distorsions
propos�ees par Huber [Hub81] et Y. Kharin [Kha97].

4.2 M�ethodologie des tests

Jeux de donn�ees. Nous avons g�ener�e deux jeux de
donn�ees de mani�ere �a tester la robustesse des di��erents
mod�eles propos�es. Le premier �echantillon (cf Fig. 2)
consiste en trois classes bien s�epar�ees auxquelles on a
ajout�e un bruit uniforme dans une proportion de 30%.

Le second �echantillon (cf Fig. 3) contient trois classes,
mais celles-ci se chevauchent. On a �egalement ajout�e
un bruit uniforme sur la zone englobante des donn�ees
dans une proportion de 16,6%.
Le tableau 1 r�esume les param�etres th�eoriques de
g�en�eration des donn�ees.
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Figure 2: �Echantillon 1
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Figure 3: �Echantillon 2



Param�etrage des mod�eles. L'utilisation de
l'algorithme EM n�ecessite la connaissance du nombre
de classes du mod�ele. Ce param�etre peut être estim�e
par des crit�eres de validation tels que le \Normalized
Entropy Criterion" (NEC) [BG98]. Pour notre part,
nous avons �x�e le nombre de classes �a 3 dans chacun
des cas.

Nous pr�esentons ici les r�esultats correspondants �a :

� Estimation robuste - Mod�eles 3 �a 5 :
M-estimateur de Cauchy-Lorentz avec c =

p
2.

� Mod�elisation du bruit - Mod�eles 2 et 4 :
La probabilit�e a priori � de la loi uniforme est �x�ee
�a 0.25.

� Mod�elisation du bruit - Mod�ele 5 :
La proportion � entre les deux gaussiennes est
�x�ee �a 0.25, tandis que le facteur d'�echelle c de
la seconde gaussienne est �x�e �a 5.

Conditions de comparaison. Comme nous le
savons, l'algorithme EM est tr�es d�ependant des con-
ditions d'initialisation. Pour pallier �a ce probl�eme,
nous avons relanc�e l'algorithme 100 fois en choisis-
sant �a chaque fois une position al�eatoire des centres
�k des classes et une matrice de covariance �k = I .
Les r�esultats pr�esent�es sont ceux pour lesquels le taux
de r�eussite est le meilleur : l'algorithme a a�ect�e cor-
rectement un individu par rapport �a sa classe d'origine
selon le crit�ere du Maximum A Posteriori (MAP) :

d(x; �̂) = arg max
i2[1;C]

(P (Cijx))

4.3 R�esultats

L'estimation robuste fait perdre la qualit�e de crois-
sance monotone de l'algorithme. Ceci provient du fait
que l'on a substitu�e l'estimation robuste �a l'estimation

issue de l'annulation de la di��erentielle
dQ(�j�(k))

d�
. La

maximisation de Q(�j�(k)) n'est ainsi pas assur�ee.

Le bruit dans les donn�ees pertube le calcul des matri-
ces de covariance et des moyennes (dans une moindre
mesure). Il nous a ainsi sembl�e plus int�eressant de
consid�erer l'erreur commise dans l'estimation du coef-
�cient de corr�elation que celle concernant la matrice
de covariance.

Il permet donc de valider ou non l'orientation
des classes engendr�ees par rapport aux axes par
l'algorithme.
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Figure 4: Mod�ele 3 - �echantillon 1

Voici maintenant le r�esultat obtenu pour chacun des
mod�eles sur E1 et E2.

Mod�ele 1 : M�elange de gaussiennes

Comme nous l'avons dit plus haut, l'estimation des
param�etres de la loi normale est perturb�ee par les don-
n�ees extrêmes. Les classes engendr�ees se sont d�eplac�es
vers l'ext�erieur (cf. r�esultat sur les moyennes). Pour
E1 et E2, l'erreur d'estimation des param�etres est
souvent plus importante qu'avec les autres mod�eles.
N�eanmoins, le taux de classement demeure �elev�e mal-
gr�e l'absence de mod�elisation ou d'estimation robuste.
On peut expliquer ceci par l'importance du taux de
bruit dans E1. Chaque �el�ement issu de la loi uniforme
perturbe le syst�eme de telle fa�con que �nalement tout
s'�equilibre.

Mod�ele 2 : M�elange de gaussiennes + une

uniforme

Ici, l'objectif est de mod�eliser le bruit par une loi uni-
forme. Comme cette loi a �et�e �egalement employ�e pour
g�en�erer les perturbations, on peut s'attendre �a obtenir
de bons r�esultats. Dans E1, on retrouve quasiment la
même erreur sur l'estimation des moyennes que dans
le mod�ele 1. En revanche, on am�eliore signi�cative-
ment les r�esultats sur les coeÆcients de corr�elation.
La mod�elisation du bruit par la loi uniforme permet
d'e�ectuer un �ltrage des donn�ees. En e�et, pour
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Figure 5: Mod�ele 1 - �echantillon 2

un �el�ement donn�e x et une classe gaussienne C, la
probabilit�e a priori que x appartienne �a C decroit
rapidement alors que la probabilit�e a priori que
x appartienne �a la classe uniforme est constante.
Du fait de la normalisation, les points �eloign�es de
toute classe ont une probabilit�e a posteriori forte
d'apppartenir �a la classe uniforme et tr�es faible de
provenir d'une classe gaussienne. Ils ont ainsi un
poids quasi-nul dans le processus d'estimation. Ici, le
�ltrage a �et�e trop fort car plusieurs points du m�elange
ont �et�e a�ect�es �a la classe uniforme.
Dans le cadre de l'�echantillon E2, on a obtenu les
meilleurs r�esultats grâce �a ce mod�ele. En particulier,
la classe 3 est bien retrouv�ee (Fig. 6).

Mod�ele 3 : M�elange de gaussiennes avec

estimation robuste

Dans le mod�ele 3, on cherche �a corriger les erreurs
commises dans le mod�ele 1 du fait des donn�ees
bruit�ees. Pour E1, on am�eliore l'estimation des
param�etres. On remarque que le taux d'erreur
d'a�ectation est plus faible ici que dans le mod�ele
2 alors l'estimation des moyennes et matrices de
covariance est bien meilleure que dans le mod�ele 1.
Cela laisse �a supposer que la probabilit�e �x�ee a priori
de la classe uniforme est trop �elev�ee. Sur E2, les
r�esultats sont identiques voire moins bons qu'avec
le mod�ele 1. On trouve peut-être ici une limite de

notre estimation robuste. A la �n du processus, le
calcul repose sur un nombre r�eduit de valeurs. A
la prochaine it�eration de l'algorithme, le syst�eme ne
parviendra pas �a sortir d'un minimum local.

Mod�ele 4 : M�elange de gaussiennes avec

estimation robuste + uniforme

Ce mod�ele cumule �a la fois les inconv�enients et
les avantages de la mod�elisation du bruit par une
loi uniforme et de l'estimation robuste. Le taux
d'erreur d'a�ectation est tr�es grand alors l'estimation
des param�etres est tr�es bonne (la meilleure des 5
mod�eles). Comme pour le mod�ele 2, la loi uniforme
�ltre une premi�ere fois les donn�ees. Ensuite, lors de
l'estimation robuste, on re�ltre les donn�ees si bien
que tr�es peu de donn�ees (mais suÆsament) intervi-
ennent dans les it�erations �nales. Cela produit ainsi
fr�equemment des matrices singuli�eres. On obtient une
grande pr�ecision sur l'estimation des param�etres alors
que les donn�ees doublement �ltr�ees sont assign�ees �a
la classe de bruit.

Mod�ele 5 : Mod�elisation intra-classe du bruit

Ici, l'objectif est de mod�eliser le bruit �a travers la
densit�e de probabilit�e de chaque classe. Pour E1,
on retrouve quasiment les r�esultats obtenus avec le
mod�ele 3 si ce n'est un �el�ement qui di��ere. Dans le cas
de l'�echantillon 2, on am�eliore fortement les r�esultats
par rapport �a ce dernier. Comme pour le mod�ele 3, la
classe 3 n'a pas �et�e totalement retrouv�ee si bien que
les �el�ements se trouvant dans la zone o�u le m�elange est
important ont �et�e mal a�ect�es.

Tous les mod�eles que nous avons pr�esent�e sont

param�etr�es �a des degr�es divers. Il est clair que les
valeurs de ces param�etres sont d�eterminantes dans
la r�eussite du processus de classi�cation. Certaines
valeurs, tel que le seuil c dans l'estimation de Cauchy-
Lorentz, doivent pouvoir être reli�ees �a la variance des
�el�ements de la classe courante de mani�ere �a adapter la
largeur du �ltrage.

5 Conclusions et perspectives

Nous avons essay�e de comparer deux approches pour
la prise en compte du bruit dans l'algorithme EM
: l'une consistant �a complexi�er le mod�ele th�eorique
des classes ou du m�elange, l'autre revenant �a estimer

de mani�ere robuste les param�etres de mod�eles plus
simples. Aucune des deux strat�egies n'a montr�e sa
sup�eriorit�e sur nos jeux de donn�ees. Finalement, nous
avons propos�e un mod�ele hybride (no5) qui nous sem-
ble int�eressant pour les cas que nous avons test�es.

Les valeurs des param�etres pour les mod�eles et les es-
timateurs �etant primordiales, nous esp�erons pouvoir
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Figure 6: Mod�ele 2 - �echantillon 2

automatiser et aÆner leurs choix a�n d'�a am�eliorer
nos r�esultats.
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Table 2 : R�esultats sur l'�echantillon 1 (E1)

Mod�ele 1 Mod�ele 2 Mod�ele 3 Mod�ele 4 Mod�ele 5

�1
7:07
8:91

7:12
8:84

7:15
8:88

7:18
8:89

7:13
8:90

�1
5:35 �1:70
�1:70 2:29

1:70 �1:20
�1:20 1:14

0:74 �0:46
�0:46 0:49

0:35 �0:29
�0:29 0:29

0:76 �0:46
�0:46 0:48

�1 -0.48 -0.86 -0.76 -0.90 -0.77

�2
6:07
2:74

6:07
2:74

6:14
2:73

6:25
2:75

6:14
2:74

�2
4:48 0:00
0:00 1:14

3:06 �0:08
�0:08 0:89

1:98 �0:02
�0:02 0:47

0:98 0:04
0:04 0:14

2:00 �0:01
�0:01 0:49

�2 0.00 0.05 -0.02 0.00 -0.02

�3
2:77
6:90

2:98
7:00

2:92
7:06

3:01
7:02

2:90
7:03

�3
1:75 �0:39
�0:39 1:29

1:72 �0:20
�0:20 1:21

0:54 �0:09
�0:09 0:50

0:34 �0:02
�0:02 0:45

0:85 �0:13
�0:13 0:67

�3 -0.26 -0.14 -0.17 -0.05 -0.17

Erreur 3.43 % 5.71% 2% 32.86 % 2.29%

Table 3 : R�esultats sur l'�echantillon 2 (E2)

Mod�ele 1 Mod�ele 2 Mod�ele 3 Mod�ele 4 Mod�ele 5

�1
3:71
5:40

3:88
5:76

3:59
5:47

3:46
5:90

3:97
6:57

�1
1:75 �0:3
�0:3 3:77

1:16 �0:21
�0:21 2:62

0:43 �0:22
�0:22 0:79

0:14 �0:04
�0:04 0:42

0:42 0:19
0:19 1:07

�1 -0.13 -0.12 -0.38 -0.15 0.29

�2
7:10
10:04

6:91
9:91

7:03
10:05

6:78
9:90

7:04
10:06

�2
2:32 1:04
1:04 1:47

1:58 0:93
0:93 1:28

0:52 0:25
0:25 0:39

0:39 0:21
0:21 0:25

0:37 0:21
0:21 0:30

�2 0.57 0.65 0.56 0.68 0.64

�3
6:51
6:34

6:62
6:28

6:21
6:65

6:05
6:75

7:42
5:67

�3
5:96 �3:80
�3:80 4:57

3:38 �2:99
�2:99 3:06

1:71 �1:40
�1:40 1:40

1:60 �1:30
�1:30 1:29

0:47 �0:48
�0:48 0:66

�3 -0.73 -0.93 -0.91 -0.91 -0.86

Erreur 16.6 % 14.20% 24.20% 48.40% 20.4%


