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Ò¿Ó{Ô�Õ!ÖØ×¾Ù:Ú¥Ó{Ô�Õ�ÛØÜ�Ú!ÙJÕ¦ÜJÝÀÞ�×¾Ü�Ô¾Ü:Þ¾Ú¥Ó{Ô�Ü�Õ,× Ü�ß9àºá¾Ú!ÙJÕ¦Ü�Ô"â!Ù8ã.ÖØä{Þ�Ú!Ü�åaæ�çJèDéOêvÜ�Õ=Õ!ÖØä{Ô�Ý{Þ ëìÓ{íOÕ¦Ü�Ú!î Ù�Õ

xi(t)
Ü�â

x2(t)
Õ¦Ó Ô â9ï:Ó{Ô�Õ¦â!Ö¸â!Þ�Ù�Õ

ð áOÝÀÚ!â!ÖØÚñ× Ü�Õ=ï:Ó{ò³í�Ö¸Ô�Ý{ÖØÕ!Ó{ÔOÕ¿ÛØÖØÔ¾Ù�Ý{Ö¸Ú¥Ü�Õ=× Ü�çÆá¾Ú¥Ó ï�Ü�Õ¥Õ!Þ�Õ=ÝÀÛØÙ�ÝÀâ!Ó{ÖØÚ¥Ü�Õ�×_ó Ü�Ô"â!Ú¥Ù:Ü�Õ�ôrÕ¦Ó Þ¾Ú£ï�Ü�Õ�á¾Ú¥ÖØò�Ý{Ö¸Ú¥Ü�Õ£õ
s1(t)

Ü:â
s2(t) öY÷ùø«úJøYû

x1(t) = a11s1(t) + a12s2(t), x2(t) = a21s1(t) + a22s2(t),
ô¦åJõ

ü Þ�Ö�á$Ü:Þ âdý�â!Ú¥ÜºÙJï�Ú¥Ö®â¥ÜºÕ¦Ó Þ�Õ�Þ¾Ô�ÜaþzÓ{Ú¥ò�Üºá¾ÛØÞ�Õ³ï:Ó{ò�á�Ý{ï�â!Ü
X(t) = AS(t) ö Ó ÿ X(t) = (x1(t), x2(t)), S = (s1(t), s2(t))

Ü�â
A ∈ R

2×2 ÜJÕ�â¹Þ¾Ô¾ÜÆò�ÝÀâ!Ú¥ÖØï:Ü³ï�Ó Ô�Õ¦â¥ÝÀÔ"â¥Ü�Ú!Ù�ä{Þ¾ÛØÖ��:Ú¥Ü{éOß9Ü:Ú£ÝÀÞ¾Û¸â9Ü:â8à Þ â¦â¥Ü:Ô�æ�çJè�ÖØòdá$Ó Õ!Ü:Ô"â ü Þ¾ÜÆÛ¸ÜJÕoÕ!Ó{Þ�Ú¥ï:Ü�ÕñÕ!Ó{ÖØÜ:Ô"â¹ï:Ü:Ô"â!Ú¥Ù:ÜJÕ ö.÷ùø«ú�ø
E[s1] = E[s2] = 0 ö Õ�â£Ý­â¥Ö¸Ó Ô¾Ô�ÝÀÖØÚ¥Ü�Õ¿Ü�â,Ö¸Ô�×¾Ù:á$Ü:Ô�×¾Ý{Ô"â¥Õ�éuêYÜ�Õ�Õ¦Ó Ú¦â¥Ö¸ÜJÕ¿×¾Þ�Õ��uÕ¦â���ò�Ü¹Õ!Ó{Ô"â�×¾Ó{Ô¾Ô¾Ù�Ü�Õ8ôzÜ�ÔìÓ òdÜ:â¦â£ÝÀÔ"â�ÛDó Ö¸Ô�×¾Ü�ë

t
õ�á�ÝÀÚ û

y1 = x1 − w12y2, y2 = x2 − w21y1.
ôDç{õ

êvÜ�Õ8á$Ó{Ö ×¾Õ8× Þ7Ú!ÙJÕ¦ÜJÝÀÞ
w12

Ü�â
w21

Õ!Ó{Ô"â�Ý{×�ÝÀá â¥Ù�Õ8× ÜdþùÝ��:Ó{Ô ð ï�Ü ü Þ¾Ü û (i)
ï���Ý ü Þ¾Ü�Õ!Ö¸ä Ô�ÝÀÛ�× ÜaÕ!Ó{Ú!â!ÖØÜdÕ!Ó{Ö¸â¹á�Ú!Ó áOÓ Ú¦â¥Ö¸Ó Ô¾Ô¾Ü:Û ð

Õ¦Ü�Þ¾Û¸Ü�ò�Ü:Ô"â¹Þ�Ô¾ÜaÕ¦Ó Þ¾Ú¥ï:Ü³á¾Ú¥ÖØò�Ý{Ö¸Ú¥Ü³Ü�Ô7Ý{Ô¾ÔuÞ¾Û ÝÀÔ"â¹ÛDó Ö¸Ô	�OÞ¾Ü:Ô�ï:Üd×¾Ü�Õ�ÝÀÞ¾â!Ú¥Ü�Õ¹Õ¦Ó Þ¾Ú¥ï:Ü�Õ ö (ii)
Û¸ÜJÕ�Õ¦ÖØä{ÔOÝÀÞ ë�× Ü�Õ¦Ó Ú¦â¥Ö¸Ü

y1(t)
Ü�â

y2(t)Õ¦Ó Ô â9Õ¦â¥ÝÀâ!Ö Õ�â¥Ö ü Þ¾Ü�ò�Ü:Ô"âñÖ¸ÔO× Ù:á$Ü:Ô�×�ÝÀÔ"â¥Õ�ôrÝÀÞBâ!Ü�Ú!ò�Ü�× Þµá¾Ú¥Ó ï�ÜJÕ!Õ!Þ�Õ=×_ó Ý{×¾Ý{á â¥ÝÀâ!ÖØÓ{ÔOõ�é�
MÔµÙ:ÛØÖØòdÖØÔ�Ý{Ô â
x1

Ü�â
x2

× ÜJÕ=Ù ü Þ�ÝÀâ!ÖØÓ{Ô@ô�å�õ öÓ{Ô�â!Ú¥Ó{Þ¾î Ü ð á�Ý{Ú¦â¥Ö¸Úñ×¾Ü¹ÛDó 
 ü éØôDç{õ û
y1 =

1

1 − w12w21
((a11 − w12a21)s1 + (a12 − w12a22)s2),

ô
� õ

y2 =
1

1 − w12w21
((a21 − w21a11)s1 + (a22 − w21a12)s2).

ô��"õ
êMó Ö¸Ô�×¾Ù:á$Ü:Ô�×¾Ý{Ô�ï�Ü�× ÜJÕñÕ!Ö¸ä Ô�ÝÀÞ ëìÕ!ÖØä{Ô¾Ö���Ü ü Þ�Ü�ï�Ü�Õ,Õ!Ö¸ä Ô�ÝÀÞ¾ë�× Ó{ÖØî{Ü�Ô"â�ý:â!Ú¥Ü8Õ¦â¥ÝÀâ!Ö Õ�â¥Ö ü Þ¾Ü�ò�Ü:Ô"âñ× Ù�ï:Ó{Ú¥Ú!Ü�Û¸ÙJÕ ÷ùø«úJø E[s1s2] = 0

Ü:â,áOÝÀÚ
Õ¦Þ¾Ö¸â!Ü

E[y1y2] = 0
é

Ò¿Ü�â¦â¥Üd×¾Ü:Ú¥Ô¾Ö���Ú!Üdï�Ó Ô�× Ö¸â!ÖØÓ{Ô�Ôvó Ü�Õ¦â8á�Ý{Õ¹Õ¦Þ��aÕ¥ÝÀÔ"â¥Ü³á$Ó{Þ¾Ú8× Ù��OÔ¾Ö¸Ú8Û ÝºÚ��:ä Û¸Üd×_ó Ý{á¾á¾Ú¥Ü:Ô"â!Ö Õ¥Õ!Ý{ä{Ü{éOêMó Ö¸Ô�×¾Ù:á$Ü:Ô�×¾Ý{Ô�ï�Ü�Õ¦â¥Ý­â¥ÖØÕ¦â!Ö ü Þ¾ÜÆ×¾Ü�Õ
Õ¦ÖØä{Ô�Ý{Þ ëa× ÜoÕ!Ó{Ú!â!ÖØÜ

y1
Ü�â

y2
ÖØò�á¾Û¸Ö ü Þ¾Ü8ÝÀÞ�Õ¥Õ¦Ö

E[f(y1)g(y2)] = 0 ö Ó ÿ f
Ü�â

g
Õ!Ó{Ô"â�×¾Ü�Õ�þzÓ{Ô�ï�â!ÖØÓ{Ô�Õ¿Ô¾Ó{Ô��DÛØÖ¸Ô�Ù�ÝÀÖØÚ¥Ü�Õ ö â��uá¾Ö ü Þ¾Ü�ò�Ü:Ô"â

f(x) = x3, g(x) = x
é�ßñÜ�Ú¥Ý{Þ¾Û®âñÜ:â9à{Þ¾â¦â!Ü�ÔµÓ{Ô"â=á¾Ú!Ó áOÓ"Õ¦Ù¹Û ÝÆÚ��:ä Û¸Ü�×_ó Ý{×�ÝÀá â£Ý­â!ÖØÓ{ÔµÕ!Þ¾Ö¸î­Ý{Ô â¥Ü8áOÓ Þ¾Ú=Û¸ÜJÕ=ï�ÓuÜ��ºï:Ö¸Ü�Ô â£Õ

wij

æ�ç�è
dw12

dt
= µy3

1y2,
dw21

dt
= µy3

2y1,
ô��{õ

Ó{ÿ
µ > 0

ÜJÕ�âÆÞ¾Ô¾Ü�ï:Ó{Ô�Õ¦â¥Ý{Ô"â!Ü{é��oÔ&áOÜ�Þ âÆò�Ó{Ô"â¥Ú!Ü�Ú ü Þ¾Ü
E[

dwij

dt
] → 0 ⇒ E[f(yi)g(yj)] → 0

ô
i 6= j

õ
éPêMó ÝÀÛØä{Ó Ú!Ö¸â��¾ò�Üºßoà
þzÓ{Ô�ï�â!ÖØÓ{Ô¾Ô¾Ü�ï�ÝÀÚ,ÖØÛ_þùÝÀÖ¸â9ÝÀá¾á$Ü:Û ð ×¾Ü�Õ,þzÓ Ô�ï
â¥Ö¸Ó Ô�Õ,Ô¾Ó{Ô��DÛØÖ¸Ô�Ù�ÝÀÖØÚ¥Ü�Õ

f(·)
Ü�â

g(·)
ÖØÔ"â!Ú¥Ó × Þ¾Ö Õ!Ý{Ô â=ÝÀÖØÔ�Õ!ÖvÛ Ýdï:Ó{Ô"â!Ú¥ÖØí¾Þ â!ÖØÓ{Ôµ× Ü�ò�Ó{ò�Ü�Ô â£Õ

×_ó Ó Ú¥×¾Ú!Ü8Õ¦Þ�áOÙ�Ú!ÖØÜ:Þ¾Úñ×�ÝÀÔ�Õ,Û ÝdþzÓ{Ô�ï�â!ÖØÓ{Ô¾Ô�Ü:ÛØÛ¸Ü ð ÝÀÔ¾ÔuÞ¾ÛØÜ:ÚJé
� Ó{ÞOÕY× Ó Ô¾Ô¾Ó{ÔOÕY×¾Ý{Ô�ÕvÛ ÝñÕ!Þ¾Ö®â¥ÜMÛØÜ�ÕYï:Ó{Ô�×¾Ö®â¥Ö¸Ó Ô�× Ü¿Õ¦â¥Ý{í¾Ö¸ÛØÖ¸â!Ù ü Þ¾Ö"Ú!ÜJÕ�â¥Ú!Ü�Ö¸ä Ô¾Ü:Ô"âvÛ Ý=ò�ÖØÕ!ÜMÜ�Ô�Ó"Ü�Þ¾îuÚ!Ü¿× ÜMÛDó Ý{Û¸ä Ó{Ú¥Ö®â��¾ò�ÜM× Ü¿Õ!Ù:á�Ý{Ú¥ÝÀâ!ÖØÓ{Ôvé
� Ô�ÝÀÛØä{Ó Ú!Ö¸â��¾ò�Ü8× Ü�Õ!Ù:á�Ý{Ú¥ÝÀâ!ÖØÓ{ÔìíOÝ{Õ!Ù8Õ!Þ¾Ú=ÛØÜ�ï:ÝÀÛ ï�Þ�Ûvá�ÝÀÚ,ÖØÔ"â!Ü:Ú¥î­ÝÀÛØÛ¸Ü8ÜJÕ�âñá¾Ú¥Ó{á$Ó Õ!Ù{éuÜ:âñÛ¸ÜJÕ��:Ó{Ô�Ü�Õ=×_ó Ù ü Þ¾ÖØÛ¸ÖØí¾Ú¥Ü�Õ¦Ó Ô"â,Ü:ë¾ÝÀò�Ö¸Ô�Ù:Ü�Õ�é

å



x1

x2

�

�

y1

y2

−w12

−w21

+

+

������� å	��
ñÙ�Õ!Ü�ÝÀÞµ× Ü�ß9Ü:Ú£ÝÀÞ¾Û¸â �\à{Þ¾â¦â!Ü�Ô ð çdï:Ý{Ô�ÝÀÞ¾ëFé

� 
�Í�ÊBÎ�Ñ
Ë.Ñ�Í�Ê�� Î����vË����µÑ���Ñ£Ë��
�uÓ{Ú¥Ó{Þ�ï�� �"ÝÀÚ¥Ö$Ýaá�Ú!Ó áOÓ"Õ¦Ù�×¾Ý{Ô�Õ�æ �­è.Þ�Ô¾Ü�ÝÀÔ�Ý{Û�� Õ!Ü�á¾Ú¥Ù�ï�Ö Õ!Ü8×¾Ü�ÛØÝaÕ¦â¥Ý{í¾ÖØÛ¸Ö¸â!Ù³×¾Þ�Ú!ÙJÕ¦ÜJÝÀÞµÝÀÞ�Ú¥Ü:ä Ý{Ú¥×�× Ü�Û Ýdâ��¾Ù�Ó{Ú¥Ö¸Ü�×¾Ü�ÛØÝaÕ¦â¥Ý{í¾ÖØÛ¸Ö¸â!Ù
× Ü�ê �"ÝÀá¾Þ¾Ô�Ó­î$é êYÜ�Õ,á$Ó{ÖØÔ â£Õ=×_ó Ù ü Þ¾ÖØÛ¸ÖØí¾Ú¥Ü�× ÞµÚ!ÙJÕ¦ÜJÝÀÞ�ßoàaÕ¦Ó Ô"â=Õ!Ó{ÛØÞ â¥Ö¸Ó Ô�Õ=× Þ�Õ � Õ¦â���òdÜ û

(

1 w12

w21 1

)

−1 (

a11 a12

a21 a22

)

=

(

1 0
0 1

) Ó{Þ (

0 1
1 0

)

.
ô�� õ

êYÝaá¾Ú¥Ü:ò�Ö��:Ú¥Ü³Õ!Ó{ÛØÞ â!ÖØÓ{Ô�Õ�ó ÙJï�Ú¥Ö®â
w12 = a12

a22

Ü�â
w22 = a21

a11
ö Û ÝºÕ¦ÜJï�Ó Ô�× Ü

w12 = a11

a21

Ü�â
w22 = a22

a12

æ �­èjé � ÓÀâ!Ó Ô�Õ ü Þ¾ÜÆÛ¸Ü³ï:Ö¸Ú£ï�Þ�Ö®â
ã.ÖØä�é å=Õ!Ü=ï�Ó{ò�á$Ó{Ú!â!Ü=ï�Ó ò�òdÜ,Þ¾Ô�Ú¥Ù�Õ!Ü�Ý{Þ³Ú¥Ù�ï�Þ�Ú¥Õ!Ö®þOáOÓ Þ¾Ú�Û¸Ü ü Þ¾Ü:Û¾Û Ý�� �"!$# ÷&%�÷ �('�ÜJÕ�â�ä Ý{Ú¥Ý{Ô"â!ÖØÜ�Õ!Ü:Þ¾ÛØÜ:ò�Ü�Ô âMÕ!Ö

w12w21 < 1
é Ò¿Ó òdÓ Ô ú �! %¸ø æØå�è�Ü:â)�uÓ{Ú¥Ó{ÞOï�� �"ÝÀÚ¥ÖOæ ��è�Ó Ô"âMÙ�â!ÞO× Ö¸Ù9Û¸ÜJÕ�á¾Ú¥Ó{á¾Ú¥Ö¸Ù:â!ÙJÕ�× Üñï�Ó Ô"î Ü:Ú¥ä{Ü�Ô�ï�Ü�× ÜñÛDó Ý{Û¸ä Ó{Ú¥Ö®â��¾ò�Ü,×�ÝÀÔ�Õ�ÛØÜ9ï:Ý Õ�×_ó Þ¾Ô�Ú!ÙJÕ¦ÜJÝÀÞaç¹Ü:Ô"â!Ú¥Ù:ÜJÕ+*{ç

Õ¦Ó Ú¦â¥Ö¸ÜJÕ:é-,\Û ÕÆÓ{Ô"âÆ× Ù�òdÓ Ô"â!Ú¥Ù ü ÞYó ÖØÛ¿Ü:ë ÖØÕ¦â!Ü ü Þ�ÝÀâ!Ú¥Üaá�ÝÀÖØÚ¥Ü�Õ³×¾ÜºáOÓ Ö¸Ô"â£Õ³×_ó Ù ü Þ¾ÖØÛ¸ÖØí¾Ú¥Ü�×¾Ý{Ô�Õ�ÛØÜ�Õ!Ü:Ô�Õ³Ó{ÿ�Õ!Ö�ÛØÜìá$Ó{ÖØÔ"â
(a, b)

Ü�Õ¦â³Þ¾Ô
áOÓ Ö¸Ô"â�×vó Ù ü Þ�Ö¸ÛØÖ¸í�Ú!Ü ö Ý{Û¸Ó Ú¥Õ�ÛØÜ9á$Ó{ÖØÔ"â ( 1

a
, 1

b
)
ÜJÕ�â�Þ¾Ô¾Ü¹ÝÀÞ â¥Ú!Ü9Õ!Ó{ÛØÞ â¥Ö¸Ó Ô�ôzî Ó{ÖØÚñæ �Àè«õ�é"ê�ó Ù:â!Þ�×¾Ü¹× Ü¹Õ�â£ÝÀí¾ÖØÛØÖ®â¥Ù9Ú¥Ù�ÝÀÛØÖ Õ¦Ù�Ü=á�ÝÀÚ��uÓ{Ú¥Ó{Þ�ï�� �"ÝÀÚ¥Ö

ï�Ó{ÔOÕ¦Ö Õ�â¥Ü ð Ý/.�Ó Þ â!Ü�Ú,Þ¾Ô¾Ü8áOÜ:â!Ö¸â!Ü�á$Ü:Ú!â!Þ¾Ú¥í�ÝÀâ!ÖØÓ{Ô�Ý{Þìá$Ó{ÖØÔ"â=Õ¦â¥ÝÀâ!ÖØÓ{Ô¾ÔOÝÀÖØÚ!ÜoÜ�â ð ÝÀÔ�Ý{Û�� Õ!Ü:Ú�Û¸Ü�ï�Ó ò�áOÓ Ú¦â¥Ü:ò�Ü:Ô"â=× ÞBÕ�� Õ�â��:ò�Ü8ÝÀÞ â¥Ó{Þ¾Ú
× Ü�ï�Ü8á$Ó{ÖØÔ â�æ �Àèjé¾êvÜJÕ=ï�Ó Ô�× Ö¸â!ÖØÓ{Ô�Õ=× Ü�Õ¦â¥Ý{í¾ÖØÛ¸Ö¸â!Ù�á¾Ú¥Ó{á$Ó Õ!Ù:ÜJÕ,Õ¦Ó Ô âñÝ{Û¸Ó Ú¥Õ û

w12w21 < 1
ÝÀÔ�×

E[y4
1 ]E[y4

1 ] > 9(E[y2
1y

2
2 ])

2 ô"0Àõ
�uÓ{Ú¥Ó{Þ�ï�� �"ÝÀÚ¥ÖYæ �­èYò�Ó{Ô"â¥Ú!Ü ü Þvó Þ¾ÔBÕ!Ü:Þ�ÛY× Ü�ï�ÜJÕ,áOÓ Ö¸Ô"â£Õ=Õ�â£Ý­â!ÖØÓ{Ô�Ô�ÝÀÖØÚ!ÜJÕ�Ü�Õ¦âñÞ¾Ô¾Ü�Õ!Ó{ÛØÞ â!ÖØÓ{ÔµÕ¦Ù�á�ÝÀÚ£Ý­â¥Ú!Ö ï�Ü¹Õ�â£ÝÀí¾ÛØÜ{é
êvÜµï�Ú¥Ö®â��:Ú¥Ü�× ÜµÕ�â£ÝÀí¾ÖØÛØÖ®â¥ÙB× ÜBÛDó 
 ü é=ô10{õ ö í�Ý Õ¦ÙBÕ¦Þ¾ÚdÛ Ý Õ¦â!Ú¥Þ�ï
â¥Þ¾Ú¥Ü2.¦Ý{ï:Ó{í¾ÖØÜ:Ô�Ô¾ÜB×¾Ü�Û Ý�òaÝ­â¥Ú!Ö ï�ÜB× ÜBòdÙ�ÛØÝ{Ô¾ä{Ü�Ü�â ü Þ¾Ö=× Ù�ï:ÖØ× Üµ× Ü
Ûró&!4365 ÷ �+� ÷ # ÷&%®÷ �"'9× Ü�Õ�á�Ý{Ú¥Ý{ò �:â!Ú¥Ü�Õ

w12
Ü�â

w21 ö ÝÆá¾ÛØÞ�Õ!Ö¸Ü�Þ¾Ú¥Õ¿ÖØÔ�ï�Ó Ô"î Ù:Ô¾ÖØÜ:Ô"â£Õ û (i) Û¸Ü8ï��¾Ó{Ö¸ëº× Ü�Õ�î­ÝÀÛØÜ:Þ�Ú¥Õ¿Ö¸Ô�Ö®â¥ÖØÝ{Û¸ÜJÕ¿ÜJÕ�â,Û ÝÀÚ¥ä{Ü:ò�Ü�Ô â
ÝÀÛØÙ�Ý­â¥Ó{ÖØÚ!Ü ö (ii) Ö¸ÛYÔvó �µÝaÝÀÞOï�Þ¾Ô¾Ü�ä"ÝÀÚ£ÝÀÔ"â!ÖØÜ�× Ü³ï:Ó{Ôuî{Ü�Ú!ä Ü:Ô�ï:Üoî Ü:Ú£Õ,Ûró Ó{á â¥Ö¸òÆÞ¾ò3ä{ÛØÓ{í�Ý{Û ö (iii) á¾ÛØÞ�Õ ü Þ¾Ü�Û Ý�î­ÝÀÛØÜ:Þ¾Ú9Ó{á â¥Ö¸òaÝÀÛØÜ�× ÜJÕ
á�ÝÀÚ£ÝÀò ��â¥Ú!ÜJÕ ö Ó{ÔBÝÀÖØò�Ü:Ú£ÝÀÖ¸â�ï:Ý{Ú¥Ý ï
â¥Ù:Ú¥ÖØÕ!Ü:Ú¿Ûró Ü:Ô�Õ!Ü:òÆí¾ÛØÜ¹× ÜJÕ�î�Ý{Û¸Ü�Þ¾Ú£Õ7!$8+8 ú(9 �(!4# %¸ú ��× Ü8ï�ÜJÕ�á�ÝÀÚ£ÝÀò ��â¥Ú!ÜJÕ ö (iv)

ÛDó Ö¸Ô�ï:Ü:Ú!â!Ö¸â!Þ�×¾Ü8Õ!Þ¾Ú�Û¸ÜJÕ
Ü�Õ¦â!ÖØò�ÝÀâ!Ü�Þ¾Ú¥ÕMÔvó ÜJÕ�â�Ù:î­ÝÀÛØÞ¾Ù�Ü ü Þ�Ü9Õ¦Þ�Ú�Û Ý�í�Ý{Õ!Üñ×_ó � �"á$ÓÀâ�����Õ!Ü�Õ¿Ý{Õ��uòdá¾â!ÓÀâ¥Ö ü Þ¾ÜJÕ ö × Ó{Ô�ï9ÝÀÞ�ï:Þ¾Ô¾Ü=Ù:î­Ý{Û¸Þ�ÝÀâ!ÖØÓ{Ôaî­ÝÀÛ ÝÀí�Û¸Ü=Ôvó Ü�Õ¦â�þzÓ Þ¾Ú¥Ô¾Ö¸Ü
Õ¦Þ¾Ú=Û Ýdî­ÝÀÛØÜ:Þ¾Úñ× ÜJÕ=Ü�Õ¦â!ÖØò�Ù:ÜJÕ:é
: ;<�7=ºÑ?> Ï@> ÎA�CB�D7E@FHG/FJILKMENB�K
Òoó ÜJÕ�â8áOÓ Þ¾Ú ü Þ�Ó{ÖPÓ{Ô�Õ�ó ÖØÔ"â!Ù�Ú!ÜJÕ!Õ!Ü ð Ûró Ü:Ô�Õ!Ü:òÆí¾ÛØÜÆ× ÜJÕoò�Ó ×	��Û¸ÜJÕoÝ ï:ï�Ü�á â¥Ý{í¾ÛØÜ�Õ�é$ê.Ýºá¾Ú¥Ü:ò�Ö��:Ú¥Ü³Ù�â£ÝÀá$ÜÆï:Ó{Ô�Õ!ÖØÕ¦â!Ü ð ÛØÖ Õ�â¥Ü:Úoâ!Ó{Þ¾â!Ü�ÕoÛØÜ�Õ
á¾Ú!Ó á¾Ú¥Ö¸Ù:â!Ù�Õ ü Þ¾Ü¿ÛØÜ�ò�Ó ×	��Û¸Ü,× Ó{Ö¸âPÕ¥Ý­â¥ÖØÕ¦þùÝÀÖØÚ¥Ü�á$Ó{Þ¾ÚPý�â¥Ú!Ü�Ý{ï:ï:Ü:á â£ÝÀí¾ÛØÜ{é�êMóPO	8Q8 ú(9 �(!4# ÷&%�÷ �('.×vó Þ¾ÔÆò�Óu×��:ÛØÜ¿ÜJÕ�â�× Ù���Ô�Ö¸Ü�á�ÝÀÚPÞ¾ÔÆÜ:Ô�Õ!Ü:òÆí¾Û¸Ü
× Ü�ï�Ó Ô"â!Ú£ÝÀÖØÔ â¥Ü�Õ ü Þ¾Ü × Ó{ÖØî{Ü�Ô âBÕ!ÝÀâ!Ö Õ�þùÝ{Ö¸Ú¥Ü�Û¸ÜJÕºá�Ý{Ú¥Ý{ò ��â!Ú¥Ü�Õ�éMêvÓ Ú¥Õ ü Þ¾Ü�ï�ÜJÕìï:Ó{Ô�× Ö¸â!ÖØÓ{ÔOÕº×_ó Ý{ï:ï:Ü:á â£ÝÀí¾ÖØÛØÖ®â¥Ù�Õ¦Ó Ô"â�Õ!ÝÀâ!Ö Õ�þùÝ{Ö®â¥Ü�Õ ö Ó{ÔÕ¦Ó Þ���ÝÀÖ¸â!Ü�ï�ÝÀÚ£Ý{ï�â!Ù:Ú¥Ö Õ¦Ü�ÚJ��Ý{á¾á¾Ú¥Ó�ëuÖØòaÝ­â¥Ö¸î Ü:ò�Ü:Ô"â=òaÝÀÖ Õ=× Ü�òaÝÀÔ¾Ö��:Ú¥Ü8ä Ý{Ú¥Ý{Ô â¥Ö¸Ü	�ìÛDó Ü�Ô�Õ!Ü:ò³í�Û¸Ü�× ÜR�(S/TU� ú �¿ÛØÜ�Õ=î­ÝÀÛØÜ:Þ�Ú¥Õ W

ôzá�Ý{Ú¦þzÓ ÖØÕ
ÝÀá¾á$Ü:ÛØÙ:ÜJÕ ú?V � ú 5R# %¸ú 3 ú)WYX ! ÷ � ú 5Z# % ! V 8 ú õ.× Ü w12

Ü:â
w21

ü Þ�Ö Õ!Ó{Ô"â�8+S V � ÷ � �(! V � ú �[*ÀÝ{× ò�Ö Õ!Õ!ÖØí¾Û¸ÜJÕ_Ý�î{ÜJï�Û¸ÜJÕv× Ó{Ô�Ô¾Ù:ÜJÕ ö ÷ùø«ú�ø ÛDó Ü�Ô�Õ!Ü:ò³í�Û¸Ü
× Üñâ¥Ó{Þ â¥Ü�Õ¿Û¸ÜJÕ�î­ÝÀÛØÜ:Þ�Ú¥Õ ü Þ�Ö$Õ!Ó{Ô"â¿ï:Ó{Ô�Õ!ÖØÕ¦â¥Ý{Ô"â!Ü�Õ¿Ý�î{ÜJï,Ûró Ü:Ô�Õ!Ü:òÆí¾ÛØÜo× ÜJÕ�î­ÝÀÛØÜ:Þ�Ú¥Õ�áOÓ"Õ!Õ!Ö¸í�Û¸ÜJÕMÜ�â ü Þ¾Ö$Õ¥Ý­â¥ÖØÕ¦þùÝÀÖ¸â	�(S/TU� ú �PÛØÜ�Õ�ï�Ó Ô�× Ö¸â!ÖØÓ{Ô�Õ×_ó Ý ï:ï:Ü:á â£ÝÀí¾ÖØÛ¸Ö¸â!Ù é$Ò¿Ü�ï:Ö_Ü�Õ¦âñÚ!ÙJÝÀÛØÖØÕ!Ù¹á�ÝÀÚ=ÛDó Ý{Û¸ä Ó{Ú¥Ö®â��¾ò�Ü9þzÓ Þ¾Ú¥Ô¾Ö ð ÛØÝaÕ!Ü�ï�â!ÖØÓ{Ô ��é
\�]4^`_`acbedf_`^[g$h�ikjli$me^(nH_oi$]$pUqlr(r�i$m � Ô@Ö¸Ô"â¥Ü:Ú¥î�Ý{Û¸ÛØÜ

[x]
Ü�Õ¦â�Þ¾Ô&Õ¦Ó Þ�Õ �DÜ�Ô�Õ¦Ü�ò³í¾ÛØÜÆþzÜ:Ú¥òdÙa× Ü

R
évê�ó Ü�Ô�Õ!Ü:ò³í�Û¸Üa× Ü�â!Ó Þ�Õ8ÛØÜ�Õ8ÖØÔ	�

â!Ü:Ú¥î­ÝÀÛØÛ¸ÜJÕ
R

Ü�Õ¦â�Ô¾ÓÀâ¥Ù
IR

é��uÓ Ö®â
[x] = {x ∈ R | x ≤ x ≤ x, x ∈ R, x ∈ R} ö Ó ÿ x

Ü�â
x
Õ!Ó{Ô"â�ÛØÜ�Õ�í$Ó{Ú¥Ô¾Ü�Õ�Õ!Þ¾á$Ù:Ú¥Ö¸Ü�Þ¾Ú¥ÜaÜ�â

Ö¸Ô þzÙ�Ú!ÖØÜ:Þ�Ú!Ü³×¾Ü
[x]

é � Ô�Ô¾Ó{òÆí¾Ú!Ü³Ú!Ù�Ü:ÛYÜJÕ�âoÞ¾Ô�ÖØÔ â¥Ü:Ú¥î­ÝÀÛØÛ¸Ü8â¥Ü:Û ü Þ�Ü x = x = x
é$êYÜ�Õ=Ó áOÙ�Ú¥ÝÀâ!ÖØÓ{Ô�Õ9× Ü³í�Ý Õ¦ÜÆÕ¦Þ¾Ú9Û¸ÜJÕ9Ô¾Ó ò³í¾Ú¥Ü�Ú¥Ù:Ü:Û Õ

Ü�âñÛØÜ�Õ,î{ÜJï
â¥Ü:Þ¾Ú£Õ=× Ü8Ú!Ù�Ü:Û Õ�â!Ü�Û¸ÛØÜ�Õ ü Þ¾Ü +,−, ∗, /, sin, exp, . . .
Õ:ó Ù�â¥Ü:Ô�×¾Ü:Ô"â9ÝÀÞ ë�Ö¸Ô"â!Ü�Ú!î­Ý{Û¸ÛØÜ�Õ,× Ü8þùÝ ��Ó{ÔBÔ�ÝÀâ!Þ¾Ú¥Ü:ÛØÛ¸Ü éUs�ÝÀÚ=Ü�ë Ü�òdá�Û¸Ü

[x] × [y] = {x × y | x ∈ [x], y ∈ [y]} = [min(x · y, x · y, x · y, x · y, ), max(x · y, x · y, x · y, x · y, )].

� Ô¾Üt#+S ÷ � ú [x]
× Ü

R
p
ÜJÕ�âñÛØÜ�á¾Ú¥Óu×¾Þ¾Ö®âñï�ÝÀÚ!â!Ù�Õ!ÖØÜ:Ôµ× Ü

p
Ö¸Ô"â!Ü�Ú!î­Ý{Û¸ÛØÜ�Õ ö_÷ùø«ú�ø [x] = [x1] × . . . × [xp]

é
[f ]

Ü�Õ¦â�Þ¾Ô¾Ü�u�S V 8�� ÷ S V 3-v ÷&V 8 % Tw� ÷ S V ×¾ÜdÛ ÝìþzÓ{Ô�ï�â!ÖØÓ{Ô7î{Ü�ï�â!Ó Ú!ÖØÜ:ÛØÛ¸Ü
f
Õ¦Ö ö á$Ó{Þ¾Ú�ï���Ý ü Þ�ÜÆí$Ó{Ö¸â!Ü

[x] ö [f ]([x])
ÜJÕ�â�ÝÀÞOÕ!Õ!Ö�Þ¾Ô¾Ü�íOÓ Ö®â¥Ü

â!Ü:ÛØÛØÜ ü Þ�Ü
∀[x], f([x]) , {f(x) | x ∈ [x]} ⊂ [f ]([x]).

ô�x õ



f(x) öu÷ùø«úJø Û Ý9í$Ó{Ö¸â!Ü�Ü:Ô�ä{ÛØÓ{í�Ý{Ô â¥Ü¿× Ü f([x]) ö î{Ó Ö¸ÚPã.ÖØä�éÀç¾é Ý�é�êYÜ�ï�ÝÀÛ ï�Þ¾Û"á�Ý{ÚPÖØÔ"â!Ü�Ú!î­ÝÀÛ"á$Ü:Ú¥òdÜ:âM×_ó Þ¾â!ÖØÛ¸Ö Õ¦Ü�Ú�Û¸ÜJÕYþzÓ Ô�ï
â¥Ö¸Ó Ô�ÕP×_ó ÖØÔ�ï:Û¸Þ�Õ!ÖØÓ{Ô
áOÓ Þ¾Ú=Þ¾Ô¾Ü�Û ÝÀÚ¥ä{Ü8ï�Û Ý{Õ¥Õ¦Ü�× Ü¹þzÓ Ô�ï
â¥Ö¸Ó Ô�Õ=Ô¾Ó Ô	�DÛØÖØÔ¾Ù�Ý{Ö¸Ú¥Ü�Õ�é
êMó Þ¾Ô¾ÖØÓ{ÔµÖ¸Ô"â¥Ü:Ú¥î�Ý{Û¸ÛØÜ

[x] t [y]
ÜJÕ�âñÛ Ýdá¾Û¸ÞOÕ=áOÜ:â!Ö¸â!Ü�í$Ó�� â!Ü ü Þ¾ÖYï:Ó{Ô"â!ÖØÜ:Ô"â=ÛDó Þ¾Ô�Ö¸Ó Ôµ×¾Ü8×¾Ü:Þ ëBíOÓ��Øâ¥Ü�Õ

[x] ∪ [y]
é

� Ý{Ô�Õ¹Û¸Üdò�Óu×��:ÛØÜÆÔ¾Ü�Þ¾Ú¥Ó{Ô�Ý{ÛPßoà ö Ô¾Ó Þ�Õ8Õ¦Ó Þ���ÝÀÖ¸â!Ó Ô�Õ¹ï:ÝÀÚ£Ý{ï�â!Ù�Ú!Ö Õ¦Ü�ÚñÛDó Ü�Ô�Õ¦Ü�ò³í¾ÛØÜ�× Ü�Õ¹á�Ý{Ú¥Ý{ò �:â!Ú¥Ü�Õ
W ⊂ IR

2 â!Ü�Û ü Þ¾Ü (W, X) =
f−1(Y)

ð á�ÝÀÚ!â!ÖØÚ¹×¾Ü³Û Ý�ï:Ó{Ô¾Ô�Ý{ÖØÕ¥Õ¥ÝÀÔ�ï:Ü�× ÜÆÛDó Ü:Ô�Õ!Ü:òÆí¾Û¸Üd× Ü�Õ¹á�Ý{Ö¸Ú¥Ü�Õ
Y = {(y1i, y2i)}

T
i=1 ∈ R

2
Ü:â8×¾ÜÆÛ ÝaþzÓ Ô�ï
â¥Ö¸Ó Ô�ôùÕ!Þ¾á¾á$Ó Õ!Ù:Ü

Ö¸Ôuî{Ü�Ú¥Õ!ÖØí¾Û¸Ü�õ
f
é �uÓ Ö®â

X
ÛDó Ü�Ô�Õ!Ü:ò³í�Û¸Ü�× ÜJÕ¿á�Ú!Ó ï�ÜJÕ!Õ!Þ�Õ�ï��¾Ü:Ú£ï��¾ÙJÕ¿Ý{á¾áOÜ�Û¸ÙJÕ=Õ¦Ó Þ¾Ú£ï�Ü�Õ�é��ñÛØÓ{Ú£Õ ö ÛØÜoá¾Ú¥Ó{í�Û���òdÜ8× Ü�Õ!Ù:á�Ý{Ú¥ÝÀâ!ÖØÓ{Ôì× Ü8Õ!Ó{Þ¾Ú£ï�Ü

áOÜ�Þ â�Õ¦Ü�þzÓ{Ú¥ò³Þ¾ÛØÜ:Úµï�Ó òdò�Ü7Þ¾Ô á�Ú!Ó í¾Û���ò�Ü ×_ó Ö¸Ôuî Ü:Ú£Õ¦ÖØÓ{Ô Ü�Ô�Õ¦Ü�ò³í¾ÛØÖ Õ�â¥Ü ö ð Ú¥Ù�Õ!Ó{Þ�×¾Ú!Ü�×¾Ü òaÝÀÔ�Ö���Ú!Ü ä{ÛØÓ{í�Ý{Û¸Ü é�ê�ó Ü�Ô�Õ¦Ü�ò³í¾ÛØÜ ×¾Ü�Õ
á�ÝÀÚ£ÝÀò ��â¥Ú!ÜJÕ

(w12, w21)
Ý�â¥Ú!Ó Þ¾î{Ü�Ú9Õ¦Ü�Ú¥Ýaï�ÝÀÛ ï�Þ¾ÛØÙ�Ü:Ô ï�Ó{ÔOÕ�â¥Ú!Þ¾Ö Õ¥ÝÀÔ"â9× Ü�ÕoÕ¦Ó Þ�Õ �DÜ�Ô�Õ¦Ü�ò³í¾ÛØÜ�Õ=×¾Ü³í$Ó{Ö¸â!Ü�ÕoÕ!Ý{Ô�Õ9ï���Ü:î­ÝÀÞ�ï���Ü:ò�Ü:Ô"â9× Ü

ÛØÝ{Ú!ä Ü:Þ¾ÚoÔ¾Ó{Ô	�jÔuÞ¾ÛØÛ¸Ü é$ê�ó Ü:ëuá�Û¸Ó Ú¥ÝÀâ!ÖØÓ{ÔµÜ�Õ¦â¹ÛØÖØòdÖ¸â!Ù�Ü ð Þ¾Ô¾ÜÆíOÓ��Øâ¥Üd× Ü�× Ù�á�ÝÀÚ!â ö Ô¾ÓÀâ¥Ù:Ü [w](0) ö ü Þ�ÖPÜJÕ�â¹á�ÝÀÚ!â¥Ý{ä{Ù�Ü�á�ÝÀÚoÛró ÝÀÛØä{Ó Ú!Ö¸â���òdÜ
Ü:Ôìí$Ó�� â!ÜJÕ�á�Û¸Þ�Õ¿á$Ü�â!Ö¸â!ÜJÕ,ÝÀÞ â£ÝÀÔ"â�× ÜoþzÓ{Ö Õ ü Þ�Ü9Ô¾ÙJï�Ü�Õ¥Õ¥ÝÀÖØÚ!ÜJÕc.�Þ�Õ ü ÞYó ð ï�Ü ü Þ¾Ü ö Õ¦Ó Ö®â�Þ¾Ô¾Üoï:Ó{Ô�ï:Û¸ÞOÕ¦ÖØÓ{ÔìÕ!Ó{Ö¸â�ÝÀâ¦â¥Ü:ÖØÔ â¥Ü ö Õ¦Ó Ö®â�ÛØÝ³ÛØÝ{Ú!ä Ü:Þ¾Ú
× Ü9Û Ý�í$Ó{Ö¸â!Ü8Õ¦Ó Ö®â¿á¾Û¸ÞOÕ¿á$Ü�â¥Ö®â¥Ü ü Þvó Þ¾ÔºáOÝÀÚ£ÝÀò ��â¥Ú!Ü9×¾Üñâ!Ó Û¸Ù�Ú¥Ý{Ô�ï�Ü

ε
éuêMó ÝÀÔOÝÀÛ��uÕ!Üñá�Ý{Ú�ÖØÔ"â!Ü:Ú¥î­ÝÀÛØÛ¸ÜñþzÓ{Þ¾Ú¥Ô¾Ö¸â,Ý{Ö¸Ô�Õ!ÖO×¾Ü:Þ ë�â!ÜJÕ�â£Õ,× Ü9í�Ý Õ¦Ü

áOÓ Þ¾Úñ× Ù�ï:ÖØ×¾Ü:ÚñÕ!ÖvÞ¾Ô¾Ü�í$Ó�� â!Ü�ï�Ó Ô�Õ!ÖØ× Ù�Ú!Ù�Ü
[f ]([x], [w])

ÝÀá�á�ÝÀÚ!â!ÖØÜ:Ô"â ð
Y û

[f ]([x], [w]) ⊂ [y] ⇒[w] ∈ W
ÖDé Ü é

[w]
Ü�Õ¦â,þùÝÀÖ Õ!Ý{í¾ÛØÜ ö ô��"õ

[f ]([x], [w]) ∩ [y] = ∅ ⇒[w] ∩ W = ∅
Öré Ü{é

[w]
ÜJÕ�âñÖØòdþùÝÀÖ Õ!Ý{í¾Û¸Ü é ô¦å	� õ

� Ý{Ô�Õ,â!Ó Þ�Õ=ÛØÜ�ÕñÝ{Þ â!Ú¥Ü�Õ9ï:Ý{Õ ö Û Ý�íOÓ��Øâ¥Ü
[w]

Ü�Õ¦â ÷&V 3$'�� ú?X 5 ÷&V ' ú Ü�â¹Õ!ÝdÛ ÝÀÚ¥ä{Ü:Þ�Ú=Ü�Õ¦âñá¾Û¸ÞOÕ�
 X ! V 3 ú ü Þvó Þ¾Ôµá�Ý{Ú¥Ý{ò �:â!Ú¥Ü�× Ü�á¾Ú¥Ù�ï�Ö Õ!Ö¸Ó Ô
ε
é��9Û¸Ó Ú¥ÕoÜ:ÛØÛ¸Ü�× Ó Ö®â¹ý�â!Ú¥Üdí¾ÖØÕ¥Õ!Ü�ï
â¥Ù:ÜÆÜ:Ô ×¾Ü:Þ ë�Õ!Ó{Þ�Õ �já�Ý�î{ÙJÕ=Ô¾ÓÀâ¥Ù�Õ

W− ü Þ¾Ö�ï:Ó{Ô"â!ÖØÜ:Ô"â9â¥Ó{Þ â¥Ü�Õ¹ÛØÜ�ÕoíOÓ Ö®â¥Ü�Õ8× Ù:ò�Ó Ô â¥Ú!Ù�Ü�Õ)u�! ÷ �?!4# %¸ú � öÜ�â
W+

ï:Ó{ò�á$Ó Õ!Ù³× Ü�â¥Ó{Þ â¥Ü�ÕoÛ¸ÜJÕñí$Ó{Ö¸â!Ü�Õ ÷&V 3$'�� ú?X 5 ÷&V ' ú �
é$êYÜ�â¥Ü�Õ¦âoÕ¦Ü�Ú¥ÝìÝÀá¾á¾ÛØÖ ü Þ�Ù X!ú 8�T X � ÷&W­ú 5 ú?V � ð ï�Ü�Õoá�Ý�î Ù�Õ=Ô¾Ó Þ¾î{Ü�Û¸ÛØÜ:ò�Ü�Ô â
ä{Ù:Ô�Ù:Ú¥Ù�Õdôzî{Ó Ö¸Ú8ãPÖ¸ä Þ¾Ú¥Üdç é íOõ�él,\Û�ÜJÕ�â¹þùÝ{ï:Ö¸ÛØÜ ð á�Ý{Ú¦â¥Ö¸Ú8× Üaï�ÜJÕoÕ!Ó{Þ�Õ �já�Ý�î{ÙJÕ9×_ó Ü:Ô�ï�Ý{× Ú¥Ü:ÚoÛró Ü:ÔOÕ¦Ü�ò³í¾ÛØÜd×vó ÖØÔ"â!Ù:Ú¥Ü�â

W ⊂ W
ï:Ó{Ô"â!Ü�Ô"Þ

×¾ÝÀÔ�Õ
[w](0)

Ü�ÔµÚ!Ü�ò�Ý{Ú ü Þ�Ý{Ô"â ü Þ¾Ü û
W− ⊂ [w](0) ∩ W ⊂ W 
���� := W− ∪ W+.

ô¦å{åJõ

Ý�é

f

[f ] ívé

W−

w1

w2
∂WW+

�����M� ç2��ôùÝ"õ,ã¾Ó{ÔOï
â!ÖØÓ{Ôµ×_ó Ö¸ÔOï�ÛØÞ�Õ¦ÖØÓ{Ôµò�ÖØÔ¾Ö¸òaÝ{Û¸Ü
[f ]

×_ó Þ¾Ô¾Ü8þzÓ{ÔOï
â!ÖØÓ{Ô
f
évôzíOõ s�Ý�î­Ý{ä{ÜoþùÝÀÖ Õ!Ý{í¾Û¸Ü é

W 
����
Ü�Õ¦âñÛDó Þ¾Ô�Ö¸Ó Ô ��Ô¾ÖØÜ³× Ü�ÕñíOÓ Ö®â¥Ü�Õ=ä"ÝÀÚ£ÝÀÔ"â!ÖØÜ�ï�Ó{Ô"â¥Ü:Ô¾ÖØÚñÛ Ý�áOÓ Ú¦â¥Ö¸Ó Ô

W
×_ó ÖØÔ"â!Ù�Ú!Ü:â�é � Ô¾Ü�á¾ÖØÛ¸ÜÆ× Ü�â��uáOÜ�ã�,�ã�� ÜJÕ�â9Þ¾â!ÖØÛ¸Ö Õ¦Ù�Ü�á$Ó{Þ¾Ú

ï�Ó{ÔOÕ¦Ü�Ú!î Ü:Ú9Ü�Ô�ò�Ù:ò�Ó Ö¸Ú¥ÜÆÛDó Ü:Ô�Õ!Ü:òÆí¾Û¸Ü�× ÜJÕoáOÝ�î{Ù�ÕoÜ�ë¾Ý{òdÖØÔ¾ÙJÕ:éFêMó Ö¸Ô�Ö®â¥ÖØÝ{Û¸Ö Õ!ÝÀâ!ÖØÓ{Ô Ü�Õ¦â¹Ú¥Ù�Ý{Û¸Ö Õ¦Ù�Ü³Ü�Ô�þzÓ Ú���ÝÀÔ"âoÛ Ýìá�Ö¸ÛØÜdÕ¦â¥Ý ï��
= ∅ ö Ü�â

W+ = ∅
évê�ó Ý{Û¸ä Ó{Ú¥Ö®â��¾ò�Ü³Ú¥Ü ü Þ¾ÖØÜ:Ú!â ü Þ�ÜÆÛ ÝBÚ!ÜJï��¾Ü:Ú£ï��¾ÜÆ×¾Ù:í¾Þ â¥Üa×¾ÝÀÔ�Õ8Þ�Ô¾Ü�íOÓ��Øâ¥Ü��!Õ!Þ	�ºÕ!Ý{òdò�Ü�Ô â��ÆÛ ÝÀÚ¥ä{Ü

[w](0) =] − ∞;∞[×¾ÝÀÔ�Õ,Û Ý ü Þ¾Ü�Û¸ÛØÜ W
ÜJÕ�â=ä"ÝÀÚ£ÝÀÔ"â!ÖØÜ¹Ý{á¾á�Ý{Ú¦â¥Ü:Ô¾ÖØÚ�é

�ñÞºâ¥Ü:Ú¥ò�Üo× Þºá�Ú!Ó ï�ÜJÕ!Õ!Þ�Õ�Ú!ÙJï�Þ¾Ú£Õ¦Ö¸þ ö ÛØÝÆï�Ó{ÔOÕ¦Ö Õ�â¥Ü:Ô�ï:Ü9× Ü
W

Ù�â¥Ý{Ô"â,× Ó Ô¾Ô¾ÙoÛ¸ÜJÕ¿× Ó Ô¾Ô¾Ù�Ü�ÕMÜJÕ�â�òaÝ­ë Ö¸ò�Ö Õ¦Ù�Ü9Ü:â,Ý{Þ�ï�Þ¾Ôìá�Ý�î{ÙñÖØÔ�× Ù:â!Ü�Ú �
òdÖØÔ¾Ù,Ôvó ÝÀÞ¾Ú£Ý¹× Ü,ÛØÝ{Ú!ä Ü:Þ¾Ú�Õ¦Þ�áOÙ�Ú!ÖØÜ:Þ¾Ú¥Ü ð

ε
æ ��èjé �oÔÆáOÜ�Þ â�Ý{ï�× ò�Ü�â¦â¥Ú!Ü ü Þ¾Ü W+

Ü:â
Wout

ï�Ó Ô"î Ü:Ú¥ä{Ü�Ú!Ó Ô â.î{Ü:Ú£Õ
W

ôùÚ!ÜJÕ¦á$Ü�ï�â!ÖØî{Ü:ò�Ü�Ô â
á�ÝÀÚ¿Ûró Ö¸Ô"â¥Ù:Ú¥Ö¸Ü�Þ¾ÚMÜ�â¿á�ÝÀÚ¿Ûró Ü�ëuâ!Ù�Ú!ÖØÜ:Þ�Ú£õ ü Þ�Ý{Ô�× ε → 0

æ ��èjé�� ÛØÝ �OÔ ö Ó ÔaáOÜ�Þ â�Ý �ºï��¾Ü:Ú�×�ÝÀÔ�Õ�Ûró Ü�Õ!á�Ý{ï:Üñ× Ü�Õ�á�ÝÀÚ£ÝÀò �:â!Ú¥Ü�Õ�ÛDó Ü�Ô�Õ¦Ü�ò³í¾ÛØÜ
W−

×¾Üoâ¥Ó{Þ�ÕñÛ¸ÜJÕ,á�Ý�î{ÙJÕ¿Ú¥Ü�â¥Ü:ÔuÞ�Õ ü Þ¾ÖvÓ Ô"â,Ù:â!Ù�á¾Ú¥Ó{Þ�î{Ù�Õ¿þùÝ{ÖØÕ¥ÝÀí¾ÛØÜ�Õ8ôùî{Ó{ÖØÚñãPÖ¸ä Þ¾Ú¥Ü�ç¾é í$õ
é
��� nJj ^`_`^�� n m j�� q�� � i	!H_oq�"4^`r ^`_odejci$mNm#�lr h�_[^�� n�m j�� h n$! ] ��"$r&%4bei jci m4d	!-q ]Yql_`^�� n jci m#� h ]'� i � Ô�á¾Ú!Ü�ò�Ö¸Ü�Ú9Ü�ë Ü�òdá�Û¸Ü
× Ü�ï:Ó{Ô�× Ö¸â!ÖØÓ{ÔOÕ³×_ó Ý{ï�ï�Ü:á¾â¥ÝÀí�Ö¸ÛØÖ®â¥ÙºÜ�Õ¦âÆ× Ó Ô¾Ô¾Ù�á�ÝÀÚ�ÛØÜ�Õ³Ú!ÙJÕ¦Ö × Þ�Õ³Ü:Ô"â!Ú¥ÜºÛØÜ�ÕÆ× Ó{Ô¾Ô�Ù:Ü�Õ

(y1, y2)
T

Ü�âÆÛØÜ�ÕÆÕ¦Ó Ú¦â¥Ö¸ÜJÕ³ï:Ó{Ú¥Ú!ÜJÕ¦á$Ó{Ô�×�ÝÀÔ"â!ÜJÕ
× Þ ò�Ó ×	�:ÛØÜ û Õ�ó Ö¸Û ÕìÕ!Ó{Ô"âìí$Ó{Ú¥Ô¾Ù�Õºá�ÝÀÚB× Ü�Õìî�Ý{Û¸Ü�Þ¾Ú£Õºï�Ó Ô¾ÔuÞ¾Ü�Õ ö ÖØÛØÕìÜ�ë á¾Ú¥Ö¸ò�Ü�Ô â�Ûró Ö¸Ô"â¥Ü:Ú¥î�Ý{Û¸ÛØÜ�× Ü7ï�Ó{Ô��OÝÀÔ�ï:Ü�Ý­â!â¥Ý{ï���Ù�ÝÀÞ ëfò�Ü��
Õ¦Þ¾Ú¥Ü�Õ�é � Ô â!Ü:Ûdï�Ú¥Ö®â��:Ú¥Ü&Ü�Õ¦â�Õ!ÝÀâ!Ö Õ�þùÝ{Ö®â Ö¸Ô�×¾Ö¸Ú¥Ü�ï�â!Ü:ò�Ü�Ô â�Ü�Ô ò�Ö¸Ô¾ÖØò�Ö��JÝÀÔ"â�ÛØÜ�Õ�ï:Ó{Ú¥Ú!Ù�ÛØÝÀâ!ÖØÓ{Ô�ÕµÔ�Ó{Ô¾ÛØÖ¸Ô�Ù�ÝÀÖØÚ¥Ü�Õ&ôzî Ó{ÖØÚ�Õ¦ÜJï
â¥Ö¸Ó Ô�ç{õ û
f([y1i])g([y2i]) ∈]0;∞[, ∀i ∈ {1, . . . , T}

é �oÔ á$Ü:Þ âµÙ:ä"ÝÀÛØÜ:ò�Ü:Ô"â�ï:Ó{Ô�Õ!Ö × Ù:Ú¥Ü:Úì×vó Ý{Þ â!Ú¥Ü�Õºï:Ó{Ô�×¾Ö®â¥Ö¸Ó Ô�Õ�×vó Ý ï:ï�Ü�á â¥Ý{í¾ÖØÛ¸Ö¸â!Ù ö á�Ý{Ú



Ü�ë Ü:ò�á¾ÛØÜdï:Ü:ÛØÛ¸ÜJÕo×¾Ó{Ô¾Ô¾Ù�Ü�Õ¹á�Ý{ÚoÛØÜ�Õ8ï�Ó Ô"â!Ú£ÝÀÖØÔ â¥Ü�Õo× ÜdÕ¦â¥Ý{í¾ÖØÛ¸Ö¸â!ÙdÓ{á â¥Ö¸òaÝ{Û¸ÜJÕ:é � Ô¾Üaï:Ó{Ô�× Ö¸â!ÖØÓ{Ô�Ô¾Ù�ï:Ü�Õ¥Õ!Ý{Ö¸Ú¥Ü�Ü�â�Õ!Þ	�ºÕ!Ý{Ô"â!Ü³á$Ó{Þ�Ú ü Þ¾ÜÛ¸Ü�ò�Ó ×	�:ÛØÜ�ß9àºÕ!Ó{Ö¸âñÝ{Õ��uòdá¾â!ÓÀâ¥Ö ü Þ¾Ü�ò�Ü:Ô"âñÕ�â£ÝÀí¾ÛØÜ8Ü�Õ¦â ü Þ�Ü¹ÛØÜ�ÕñÙ ü Þ�Ý­â¥Ö¸Ó Ô�Õ8ô10{õ,Õ¦Ó Ö¸Ü�Ô âñÕ¥Ý­â¥ÖØÕ¦þùÝÀÖ¸â!ÜJÕ ö_÷ùø«úJø Õ!Õ!Ö
(

9[y1]2[y2]2
2
−[y1]

4
[y2]

4
)

∈] −∞; 0[
Ü:â

(1 − [w12][w21]) ∈]0;∞[,
ô�å�ç{õ

Ó{ÿ

[y1]2[y2]2 =
1

T

T
∑

i

[y1i]
2[y2i]

2, [y2]
4

=
1

T

T
∑

i

[y1i]
4 Ü�â

[y2]
4

=
1

T

T
∑

i

[y2i]
4.

ô¦å � õ

� � Ñ?> Ï����8Ë.Ñ�Í³ÊA�

MÔ³ä Þ¾ÖØÕ!Ü¿×vó ÖØÛ¸ÛØÞ�Õ¦â!Ú£Ý­â¥Ö¸Ó Ô ö ï:Ó{Ô�Õ!ÖØ×¾Ù:Ú¥Ó{Ô�ÕYÛ¸Ü¿òdÓ ×	��Û¸Ü ð â¥Ü:ò�á�Õ�× Ö Õ!ï:Ú!Ü:âP×¾Ý{Ô�ÕvÛØÜ ü Þ¾Ü�Û"ÛØÜ�ÕP× Ó Ô¾Ô¾Ù:ÜJÕvÓ Ô âPÙ�â¥Ù¿ä Ù:Ô¾Ù�Ú!Ù�Ü�Õ_á�Ý{ÚPÕ!ÖØò³Þ¾Û Ý­â¥Ö¸Ó Ô
× ÞµòdÓ ×	��Û¸Ü�Õ!Þ¾ÖØî­ÝÀÔ"â

k = 1, . . . , 500 û
(

x1(k)
x2(k)

)

=

(

1 0, 6
0, 3 1

) (

s1(k)
s2(k)

)

,
ô¦å �"õ

Ó{ÿ
s1(k) = sin(7, 3kTe) ö s2(k) = sin(4kTe), Te = 0, 2

Ü:âdÜ�Ô�Ý6.�Ó{Þ â£ÝÀÔ"â ð
(x1(k), x2(k))

Þ¾Ô�í¾Ú!Þ�Ö®â�í¾Û ÝÀÔ�ï�ÝÀÛØÙ�Ý­â¥Ó{ÖØÚ!Ü
× ÖØÕ¦â!Ú¥ÖØí¾Þ¾Ù�Þ¾Ô¾Ö¸þzÓ{Ú¥ò�Ù:ò�Ü:Ô"âñ×¾Ý{Ô�Õ,Ûró ÖØÔ â¥Ü:Ú¥î­ÝÀÛØÛ¸Ü

[−10−2; 10−2]
é

��� ����� �
	���
��������������?����	��������
Ü:Ô"â¥Ú!Ù�Ü�Õ û ([x1(k)], [x2(k)]), i = 1, . . . , T ;

ôrÕ¦Þ¾á�áOÓ"Õ¦Ù�ï�Ü�Ô"â!Ú¥ÙJõ¦õ
Ö¸Ô�Ö®â û [y1i] := [y2i] :=] −∞;∞[, i = 1, . . . , T ;

[w12] := [w21] :=] − 5, 5[ �
[δ+] := [0;∞]; [δ−] := [−∞; 0]; [κ] := [0;∞] �Ú¥Ù:á$Ù�â!Ü�Ú
sPÓ Þ¾Ú

i := 1
ð

Tå
[w12] := [w12] ∩ ( 1

y2i
([x1i] − [y1])) �ç

[w21] := [w21] ∩ ( 1
y1i

([x2i] − [y2])) ��
[y1i] := [y1i] ∩ ([x1i] − [w12] × [y2i]) ��
[y2i] := [y2i] ∩ ([x2i] − [w21] × [y1i]) ��
[κ] := [κ] ∩ ([y1i] × [y1i] × [y1i] × [y2i]) ��
[δ+] := [δ+] ∩ (1 − [w12] × [w21]) �ã.ÖØÔ s�Ó{Þ�Ú

0
[δ−] := [δ−] ∩ ([y1]

4
[y2]

4
− 9[y1]2[y2]2

2
)â¥Ý{Ô"â ü Þ�Ü¹Û Ýaï�Ó Ô"â!Ú£Ý{ï
â¥Ö¸Ó ÔìÜJÕ�âñÕ!Ö¸ä Ô¾Ö �$ï:Ý­â¥Ö¸î Ü

Õ!Ó{Ú!â!ÖØÜ û [w12], [w21] �

�ñÖØÔ�Õ¦Ö ö ÛDó ÖØÔ"â!Ü:Ú¥î­ÝÀÛØÛ¸Ü ([x1(k)], [x2(k)])
Ü�Õ¦â�Ý{Õ¥Õ¦Þ¾Ú¥ÙÆï:Ó{Ô"â!Ü�Ô¾ÖØÚoÛØÜ�Õ8îuÚ£ÝÀÖØÜ�Õ¹× Ó{Ô¾Ô�Ù:Ü�Õ¹ÖØÔ�ï�Ó Ô¾ÔuÞ¾Ü�Õ�é_êvÜJÕ¹×¾Ó{òaÝÀÖØÔ¾Ü�Õ¹× Üa× Ù�á�ÝÀÚ!â8Õ!Ó{Ô"â

á¾Ú!Ö Õ8Ù:ä"ÝÀÞ ë ð
[w12](0) := [w21](0) :=] − 5, 5[

Ü�â�á$Ó{Þ¾Ú�ÛØÜ�Õ
[yi](k)

Ù�ä ÝÀÞ¾ë ð
[−10, 10]2

évêvÜaá�Ú!Ó í¾Û���ò�Ü ð Ú¥Ù�Õ!Ó{Þ�×¾Ú!ÜdÜ�Õ¦â�Û¸Ü
Õ¦Þ¾ÖØî­ÝÀÔ"â û Ù�â¥Ý{Ô"âo× Ó{Ô�Ô¾Ù�Þ¾Ô�Ü�Ô�Õ!Ü:ò³í�Û¸Ü�× Üdï�Ó Ô â¥Ú¥Ý{Ö¸Ô"â¥Ü�Õ=×_ó Ý{ï�ï�Ü:á¾â¥ÝÀí�Ö¸ÛØÖ®â¥Ù³Õ!Þ¾ÚñÛØÜ³Ú¥Ù�Õ!Ü�ÝÀÞµß9à ö Ö¸ÛPÕ:ó ÝÀä Ö®â9× Üdï:Ý{ÛØï:Þ¾Û¸Ü�ÚñÛØÜ³× Ó{òaÝ{Ö¸Ô¾Ü
×_ó Ý{á¾á�Ý{Ú¦â¥Ü:Ô�Ý{Ô�ï�Ü8× Ü�ÕñÜ�Õ¦â!ÖØòdÙ�Ü�Õ=× ÜJÕ=Õ¦Ó Þ¾Ú£ï�Ü�Õ

y1i, y2i

Ü:â
w12, w21

é
�! #"%$�&�'(" �ñá¾Ú���Õñï�ÝÀÛ ï�Þ¾Û ö ÛØÜ�Õ,ÖØÔ"â!Ü:Ú¥î­ÝÀÛØÛ¸ÜJÕ=ï�Ó Ô â¥Ú¥Ý ï
â¥Ù�Õ=× ÜJÕ=ã.ÖØä{Þ�Ú!ÜJÕ �¾é íµÝ{Ô�×µï8Ö¸ÔOï�ÛØÞ¾Ü:Ô"âñÛØÜ�Õ=îuÚ£ÝÀÖØÜ�Õ�î­ÝÀÛØÜ:Þ¾Ú£Õ=× Ü�Õñá�ÝÀÚ£ÝÀò ��â¥Ú!ÜJÕ:é
� Ôµä{Ú£ÝÀÔ�×�Ô¾Ó ò³í¾Ú¥Ü¹×¾Ü�í¾ÖØÕ¥Õ!Ü�ï
â¥Ö¸Ó Ô�Õ=ÝdÙ�â¥Ù�Ú!ÙJÝÀÛØÖØÕ!Ù{é
)+*�,�- &.$�"(/ *�, ã¾Ó{Ú�â��¾Ü ��Ú¥Õ¦â�â!ÖØòdÜ ö â��¾Ö Õ,á�Ý{áOÜ�Ú,Õ¦â!ÞO× Ö¸ÜJÕ�â��¾Ü�Ý{á¾á¾ÛØÖØï�Ý­â!ÖØÓ{ÔìÓÀþ.ÖØÔ"â!Ü�Ú!î­ÝÀÛ_Ý{Ô�ÝÀÛ�� Õ¦Ö ÕMâ¥Ó�á�ÝÀÚ£ÝÀò�Ü�â¥Ü:Ú�Ü�Õ¦â!ÖØòaÝ­â!ÖØÓ{Ô�Ö¸Ô
0 �L��á¾Ú¥Ó{í�Û¸Ü�ò�Õ�é �ñÔ@ÝÀÛØä{Ó Ú!Ö¸â���ò â!ÓµÜ:Ô�ï:Û¸Ó"Õ¦Ü�Ü �aï:Ö¸Ü�Ô"â!Û���ÝÀÛØÛMï�Ó Ô�Õ¦Ö Õ¦â!Ü:Ô"â8î­ÝÀÛØÞ¾Ü�Õ¹þzÓ Ú8â��¾Ü�Þ¾Ô �uÔ¾Ó21=Ô7á�Ý{Ú¥Ý{òdÜ:â!Ü�Úoî Ü�ï
â¥Ó{Ú8ÖØÔ�Õ¦Ö × Ü
Ý í$Ó�ë ��Ý ÕÆí$Ü:Ü�Ô á¾Ú!ÜJÕ¦Ü�Ô"â!Ü�×�Ö¸Ô Ý Ü:Ú¥Ú!Ó ÚÆí$Ó{Þ¾ÔO× Ü�×fï�Ó Ô â¥Ü�ëuâ�é �9Ô�ÖØÛØÛ¸Þ�Õ¦â!Ú£Ý­â¥Ö¸î Ü�Ü:ë¾ÝÀò�á¾ÛØÜ �OÝ{Õ�Õ ��Ó21=Ô�â���ÜBÜ �ºï�ÖØÜ:Ô�ï ��ÓÀþoâ��¾Ü
ÝÀá¾á¾Ú¥Ó Ý ï��vé
3 �54/�,Ì �=Ê�Ð)� �
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�)����� ����ôùÝ"õ��.Ú!Þ�Üoî­ÝÀÛØÞ¾ÜJÕ¿Ó{þvâ���Üoá�Ý{Ú¥Ý{ò�Ü�â!Ü�Ú¥Õ
w12, w21

é_ôzí��jïJõ,Ò¿Ó Ô"â!Ú£Ý{ï
â¥Ü�×º×¾Ó{òaÝÀÖØÔ�Õ�þzÓ{Ú
([w12], [w21])

1=Ö®â��¾Ó{Þ â�*�ÖØÔ�ï�ÛØÞ�× ÖØÔ¾ä
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