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RESUME

Dans cet article, nous introduisons un estimateur a noyau discret pour lequel le parametre de
lissage discret est adapté a la cible pour un type de noyau discret donné. Nous démontrons des
propriétés fondamentales pour cet estimateur en utilisant les différences finies a la place des
dérivées. Le biais, la variance et le risque quadratique intégré de 1’estimateur sont, en particulier,
examinés sous des considérations générales. Quelques aspects des résultats obtenus sont illustrés
a travers les types de noyaux standards de Poisson ou équidispersé, binomial ou sousdispersé,
et binomial négatif ou surdispersé. Un critere d’efficacité relative de ces types de noyaux est
proposé. Des choix de fenétres de lissage discret sont étudiés, notamment par validation croisée
et par une autre méthode en cas d’exces de zéros. Leurs performances sont enfin comparées
a I’aide des données simulées et réelles. Pour des échantillons de petites et moyennes tailles,
certains estimateurs a noyau discret (sousdispersé) sont plus performants que 1’estimateur naif
ou limite.

Mots-clés : Différence finie, estimation non-paramétrique, exces de zéros, loi discrete,
risque quadratique intégré, validation croisée.

ABSTRACT

In this paper we introduce a discrete kernel estimator for which the discrete smoothing parame-
ter is adapted to the target for a given type of discrete kernel. We show some basical properties
of this estimator using finite difference approximation instead of the derivation. In particular,
bias, variance and mean integrated squared error are investigated under general considerations.
Some aspects of obtained results are illustrated through the standard discrete kernels like Pois-
son or equidispersed, binomial or underdispersed, and negative binomial or overdispersed. We
provide a simple measure of the relative efficiency between two discrete kernels. Choices of dis-
crete smoothing bandwidths are studied according to several usual criteria as the cross-validation
method and a method in the situation of zeros excess. Their performances are finally compared
by using simulated and real count data. For a sample size not so large, certains discrete kernel
estimators are more efficient than the empirical estimator which is the limit one.

Key words: Cross-validation, discrete distribution, excess of zeros, finite difference, mean
integrated squared error, nonparametric estimation.
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1 Introduction

Soit X1, - -+, X, un n-échantillon aléatoire i.i.d. de densité de probabilité inconnue
f sur . Un estimateur a noyau continu de f peut étre défini par

f(x)—%Z;K(x_hXi) (1)

Y Ken(Xi), zeR, )
=1

S|

ol K est la fonction noyau continu (i.e. K(t) > Oet [ K(t)dt = 1), h > 0 est
le parametre de lissage (ou fenétre) et K, ; sera dit alors “noyau associé” de cible
x et de fenétre h. D’aprés (1), le noyau associé du cas continu s’écrit K, 5(-) =
(1/h)K((x — -)/h). Cette écriture (1) est la plus connue depuis les travaux de Rosen-
blatt (1956), puis de Parzen (1962). Pour de récentes références en francais, on peut
consulter Berlinet & Biau (2002) et Tsybakov (2004) ; sinon, on a Devroye (1987),
Scott (1992) et Silverman (1986) pour des généralités sur des données (supposées)
continues, Ferraty & Vieu (2006) pour des données fonctionnelles, Simonoff (1996) et
Simonoff & Tutz (2000) pour des données catégorielles ordonnées et discretes utilisant
toujours les noyaux continus. Quant a la seconde notation (2), elle est due a Chen
(1999, 2000) dans le but d’adapter la fenétre a la cible pour un “type de noyau” donné
tels que beta et gamma généralement asymétrique (voir aussi Scaillet, 2004).

L’estimateur a noyau continu (1) a été développé primairement pour les densités a
supports continus et non-bornés (e.g. ® = R?). La fonction noyau K est classiquement
symétrique (i.e. K(—z) = K(x)) et est considérée comme moins importante que le
parametre de lissage h. Bien qu’un noyau symétrique soit approprié pour ajuster des
densités & supports non-bornés, il ne 1’est pas pour des densités a supports compacts
ou bornés d’un co6té (voir Chen, 1999, 2000) et, a fortiori, a supports discrets qu’on
désigne par X (e.g. Z%, {0,1,--- N} et N + pN pour p > 0) ; d’ou la seconde
écriture (2). Le cas des noyaux discrets est encore inexploré. On peut noter qu’une
premigre tentative, uniquement de maniere expérimentale, a été proposée par Marsh &
Mukhopadhyay (1999), en économie ol I’on rencontre aussi de nombreuses données de
comptage univariées (i.e. N = N). Cependant, la définition d’estimateur a noyau discret
poissonnien de Marsh & Mukhopadhyay (1999) ne permet pas une étude théorique des
propriétés (voir notre Exemple 2.1).

Les perspectives qui motivent ce travail sont principalement de deux ordres. La pre-
miere est le passage de 1’approche paramétrique (quasi systématique) des données de
comptage ou dénombrement a une approche non-paramétrique laquelle peut-étre justi-
fiée facilement pour des échantillons de petites et moyennes tailles. En fait, I’estimateur
empirique ou naif de densité dans le cas discret est généralement suffisant pour des
échantillons de plus grande taille (voir Figure 6). La seconde qui est a I’origine immé-
diate du travail est une estimation semi-paramétrique de la loi de Poisson pondérée de
la forme

pu(,0) = w(@)p (), €N,

ol w(.) est une fonction discrete (Kokonendji et al., 2007b). Aussi, des extensions
dans le cas multidimensionnel des estimateurs a noyau discret univarié (avec ou sans
combinaison avec les noyaux continus) seront finalement envisageables pour “lisser”
les données (clairsemées) multivariées telles que les tableaux de contingence (e.g. Si-
monoff, 1996).

De maniere précise, pour de nombreuses données de comptage observées, il est
commun d’avoir la variance qui est égale, plus petite, ou plus grande que la moyenne.
Ce qui correspond aux phénomenes d’équidispersion, de sousdispersion ou de surdis-
persion respectivement. L’approche traditionnelle de ces données commence par une



structure spécifique de distribution paramétrique telle que la loi de Poisson qui est
équidispersée. Par la suite et selon le phénomene étudié, il a été€ question de modifier la
loi initiale (e.g. par pondération, mixturisation, lagrangénisation) en une autre famille
de lois de méme support. Voir depuis Greenwood & Yule (1920) jusqu’a Johnson ez
al. (2005), ainsi que Kokonendji et al. (2007, 2008) et Mizere et al. (2006) pour de
récents modeles paramétriques et analyses des données de comptage.

Cependant, si aucune information n’est disponible sur le processus sous-jacent aux
données (de tailles moins importantes), I’approche non-paramétrique est la plus ap-
propriée pour un traitement statistique, méme dans le cas discret. Cette approche est
complémentaire au cas paramétrique. De maniere plus naturelle, elle nécessite un es-
timateur a noyau discret pour estimer une distribution discrete. En effet, une distribu-
tion de probabilité discrete se représente par un diagramme a batons et non par une
courbe. Ainsi, il va de soi de la “lisser” de maniere discrete par des estimations équiv-
alentes a des batons. L’approche non-paramétrique doit permettre entre autre de dé-
tecter une multimodalité et autres phénomenes tels une variation brutale, une absence
d’observations ou de données clairsemées. Similairement au cas continu, 1’objectif de
ce travail est de fournir un premier cadre approprié d’étude des estimateurs a noyau
discret. En particulier, les différences finies prendront la place des dérivées du cas
continu. Tres utile aussi et simple dans la mise en oeuvre, cet estimateur n’est donc
qu’une introduction aux fondements des estimateurs non-paramétriques des données
de comptage. Nous insisterons également sur la partie pratique de choix de fenétre et
de I’'importance des noyaux discrets associés (2).

Cet article est organisé comme suit. La section 2 définit un “noyau discret as-
socié”, un estimateur a noyau discret f d’une fonction de probabilité discrete f et
présente des exemples ainsi qu’un premier résultat de convergence ponctuelle. On y
étudie ponctuellement les comportements asymptotiques exacts du biais, de la vari-
ance et, par conséquent, du risque quadratique de f Puis, on y donne les propriétés
globales de f La section 3 illustre théoriquement certains aspects de ces estimateurs a
I’aide des noyaux discrets standards de Poisson, binomial et binomial négatif, lesquels
sont des prototypes de modeles équidispersé, sousdispersé et surdispersé, respective-
ment (voir, par exemple, Mizere et al., 2006). Dans la section 4, nous établissons une
mesure relative de performance de type des noyaux discrets standards. La section 5
propose certains criteres de choix de fenétres de lissage discret. Les sections 6 et 7
présentent des illustrations de ces estimateurs pour le lissage discret des données de
comptage simulées et réelles. Des comparaisons sont faites entre ces trois types de
noyaux discrets standards ainsi qu’entre les différentes fenétres associées. Tous les
résultats numériques et graphiques sont effectués a I’aide du logiciel R!.

2 Estimateur a noyau discret

Sans perte de généralité, nous travaillons essentiellement sur un ensemble discret
quelconque N inclus dans R et muni de la mesure de dénombrement . Autrement dit,
pour toute fonction mesurable g sur X, on écrit simplement

/N g(@udz) = ¥ glx).

zEN

L’estimateur a noyau discret est défini de maniere analogue a la relation (2) (Chen
1999, 2000). Dans la suite, nous donnons une définition du noyau discret associé,
de I’estimateur a noyau discret et, nous montrons certaines propriétés ponctuelles et
globales.

IR Development Core Team, 2007, A Language and Environment for Statistical Computing. Vienna -
Austria: R Foundation for Statistical Computing. ISBN 3-900051-07-0, URL http://www.r-project.org.



2.1 Noyau discret associé

Toute loi discrete de probabilité n’est pas potentiellement un noyau discret associé
(2). Les lois de Poisson P()), binomiale B(N, p), binomiale négative BA (A, p) et
uniforme discréte U(c, a) sont des exemples de lois de probabilités discrétes sur N,
ol les parametres sont A > 0,p € [0,1], N,c,a € N (e.g. Johnson ef al., 2005).
Ces parametres vont servir dans la définition intrinseque du noyau discret associé pour
le lissage discret des données tant en position qu’en échelle. Pour simplifier ici, on
suppose que le support de f est N = N.

Définition 2.1 Soit © € N et h > 0. Etant donnée une loi de probabilité discrete
paramétrique Ky, § € © C RY, de support Rg C N. On appelle “noyau discret
associé” K, a Ky, de cible x et de parametre de lissage discret h, s’il existe une
correspondance entre 0 et (z, h) telle que K j, est une loi de probabilité sur le support
Ry n, de méme famille que Ko :

Kop>0 et Y Ken(y)=1 3)
YER, b
et que
Z YKy n(y) ~x lorsque h — 0. 4)
yeNz.h

Par la suite, on appellera K = Ky de la Définition 2.1 le “type de noyau discret” pour
différencier a la notion classique de “noyau” dans (1). Ainsi, le choix du noyau (dis-
cret) associé sera d’autant plus important que celui de la fenétre.

REMARQUE 2.1 : La relation (4) permet d’assurer la convergence ponctuelle de
I’estimateur a noyau discret (cf. Proposition 4). Elle traduit la prise en compte d’un
maximum d’information autour de la cible et dans son entourage immédiat, de telle
sorte qu’asymptotiquement nous retrouvons 1’estimateur naif. On peut remplacer (4)
par

> yKen(y) =z +h+o(h). )

yeNm,h

La condition (4) (ou (5)) est fondamentale et met en évidence que 1’estimateur a
noyau discret défini dans la suite est a noyau variable. Cela nous autorise aussi une
plus grande flexibilité dans la construction des différents noyaux discrets associés a
une loi de probabilité discrete K. Ce qui est implicitement utilisé par Chen (1999,
2000) puis Scaillet (2004). Ainsi, tous les noyaux discrets associés vérifiant la rela-
tion (4) ont en commun d’avoir une forme qui s’adapte selon la valeur de la cible x
ou ils sont calculés. La qualité de lissage obtenue en appliquant ces noyaux discrets
associés (ou noyau a forme variable) change selon le comportement de leur variance
par rapport a la cible z. Ce qui nous amene a distinguer trois types de noyaux discrets
associés : sousdispersés (var[K, ;] < E(K; 1)), equidispersés (var[/C, 5] = E(KCy 1))
et surdispersés (var[C; p] > E(Ky 1)).

Pour fixer les idées, on propose trois exemples de noyaux discrets associés asymétriques
standards sur N tels qu’ont ait exactement

> yKan(y) =z +h. (6)
YEN, 1

Notons que pour ces noyaux discrets, la cible x n’est pas la moyenne mais plutdt le
mode.



EXEMPLE 2.1 : Pour un type de noyau poissonnien P(\), on considére le noyau
discret associé Py j, de loi P(z + h) sur N, , = Navecz € Net h > 0, tels que :

x + h)Ye (@th)
Pon(y) = ()y,7 yeN. (N
On signale que le noyau discret associé proposé dans Marsh & Mukhopadhyay (1999)
inter-échange x en y dans (7). Notons qu’en une cible x € N et pour tout h > 0,
le noyau associé P, ;, est de support N, équidispersé de moyenne égale a la variance
x + h, et de mode compris entre x + h — 1 et x + h.

EXEMPLE 2.2 : Si on considére un type de noyau binomial B(N, p), on lui associe
B, pdeloi Bz +1,(x+h)/(z+1))surR, p, ={0,1,--- ;o + 1} pour tout x € N
et h €]0, 1] avec U, R, ;, = N, de telle sorte :

(z+1)! z+h\Y [1—h\"TY
B, = , )
wn(Y) yle+1-—y! \z+1 z+1 yen

Ce noyau discret associé binomial B, j, est a support {0,1,--- ,z + 1} (dépendant
uniquement de x), sousdispersé de moyenne x + h et de variance (z + h)(1—h)/(x +
1) < & + h, et de mode autour de x + h.

EXEMPLE 2.3 : Dans le cas d’un type de noyau binomial négatif BA/(\,p), on
considere le noyau discret associé BN, j, de loi BN (x + 1, (x +1)/(2z + 1+ h)) sur
Ry = Npourtoutz € Neth > 0, tels que :

(z+y)! r+h \Y z+1 \"!
BN, »(y) = , N.
+(y) aly! \204+1+h) \20+1+h ye

Ce noyau discret associé BN, j, est de support N, surdispersé de moyenne x + h et de
variance (x + h)[1 4+ (x + h)/(x + 1)] > x + h, et de mode autour de x + h.

REMARQUE 2.2 : Le role du parametre de lissage discret i > 0 reste alors sem-
blable au cas continu, car il permet de tenir compte des y = X; qui sont proches de la
cible z € N (dans le sens de 1’écart stochastique du type de noyau discret K utilisé)
lorsque h = h,, — 0. Cependant, la dispersion locale en tout point d’estimation x € N
se traduit, pour I’instant, par I’importance du noyau discret associé K, ;, choisi, lequel
impose intrinséquement sa propriété de variance. Ainsi, le choix d’un type de noyau
discret K s’oriente vers des distributions de K, ;, qui soient moins dispersées autour
delacible x € N, a h > 0 fixé.

REMARQUE 2.3 : Il existe des lois discretes qui ne peuvent €tre associées a aucun
noyau discret. En effet, si on considere la loi uniforme discréte U(c, a) centrée en
¢ € Netdebras a € N*, le noyau discret associé serait U(z, a), de loi U(x,a) sur
Nyo ={z,z£1,---,x £a} avec UyR; , = {—a,---,—1} UN 2 N. Le noyau
discret associé correspondant s’écrirait :

1
U:v,a(y) = T_H]-{x,z:tl,m ,x:l:a}(y): RS N.
D’apres la Définition 2.1 du noyau discret associé, il apparait qu’on ne peut pas établir
de correspondance entre (x, a) et (x, h). Le parametre de lissage habituel A > 0 ne peut
se substituer ici a a € N*. Cette remarque est aussi valable pour une loi triangulaire
discrete malgré sa propriété de symétrie autour de x. Cependant si a = 0, la loi discrete



uniforme U (z, 0) correspond a une loi de Dirac D(z) en x. On construit alors le noyau
discret associé de Dirac (noyau “naif”) D, ¢ de loi D(x), pour tout z € Neth =0

Dw,O(y) =0.(y), yeN

La Figure 1 donne 1I’allure des troix types de noyaux discrets, dits standards, donnés
en exemple ainsi que du noyau “naif”” pour une cible = € N et une fenétre i > 0 fixées.

2.2 Propriétés élémentaires

Nous sommes en mesure de donner une définition précise d’un estimateur a noyau
discret pour une densité de probabilité f sur un ensemble discret X et de présenter les
propriétés fondamentales.

Définition 2.2 Soit X1, -- , X,, un n-échantillon aléatoire i.i.d. de densité de proba-
bilité discréte inconnue f sur X. Un estimateur a noyau discret f(x) = fnp,x(x) de
f(z) :== Pr(X;y = x) est défini par

—~ 1 &
n = — Ka: Xi 3 Nv
funx(2) =~ ; n(Xi), z€

ot h > 0 est le paramétre de lissage discret (ou fenétre) et K, j, (dépendant de x et de
h) est le noyau discret associé sur Ry j, tel que Ry, [\N 7# 0 et UpNy 5, D R

Pour illustrer par des exemples, on peut considérer les estimateurs standards f liés
aux noyaux discrets associés K ; donnés en exemple au paragraphe précédent (Ex-
emples 2.1 a2.3).

La proposition suivante est élémentaire mais fondamentale pour 1’étude des esti-
mateurs a noyaux discrets.

Proposition 2.3 Soit X = (X1, -+, X,,) un n-échantillon aléatoire i.i.d. de densité
de probabilité discréte inconnue f sur XN. Soit ﬁl,h’K (x) un estimateur de f(x) a partir
d’un noyau discret associé K j, sur R, j, tel que R, (R #£ 0 et UyN, 5, DO N, Alors,
pour tout x € Neth > 0,

]E[ﬁl,h,K(x)] = E[f(Kz.n)]s (®

ou ICy 1, est la variable aléatoire sur X, j, de loi K, . De plus, on a ﬁl,}LK(JI) €1[0,1]
et

S Fanx(@) =C, ©)

TEN

o C = C(X; h, K) est une constante strictement positive et finie.

DEMONSTRATION : I suffit d’écrire (8) comme ci-dessous, car le reste est trivial.
En effet, on a successivement

Elfanx(@)]= Y Ken@W) W)= > F)Pr(Kan=y) =E[f(Kon)].O

yER, YENS

A partir de (8), la connaissance des propriétés de I’estimateur f (z) = f; h,xi(x) de
f(z) est gouvernée en partie par une construction judicieuse du noyau discret associé
Ko SiUgR, , 2 Noalors il est nécessaire de corriger le biais de bordure (en anglais
“edge effect”) de fn,h’ K (z) autour du bord ; ce qui n’est pas le cas pour nos trois
noyaux discrets associés standards.
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Figure 1: Noyaux discrets associés de Dirac (noyau “naif””) D(x), de Poisson P(z+h),
binomial B(z+1, (z+h)/(x+1)) et binomial négatif BN (z+1, (z+1)/(2z+1+h))

avec y = ¢ = 5, h = 0.1 (sauf pour Dirac ou h = 0)



A travers (9), on suppose désormais que la fonction

~ 1 & Ko (X5
fon’h,K(ac)Egz%

i=1

est une densité de probabilité sur X. Dans la pratique, nous calculons cette constante C'
avant la normalisation de 1’estimation.

Le résultat suivant garantit qu’un estimateur a noyau discret converge, au moins
ponctuellement vers 1’estimateur naif. Pour cela, on a besoin de considérer une version
continue ou une interpolation par morceaux de toute fonction g : X — R en plongeant
alafois N C Ret g(X) C R dans la topologie usuelle de R. Autrement dit, toutes les
valeurs successives g(z) et g(z + s) de z € Netde x + s € N (s > 0) par g, respec-
tivement, sont reliées par une fonction réelle continue. Par exemple, en interpolant les
valeurs consécutives (ou les sommets des batons consécutifs) par une droite, on obtient
une version continue dite interpolation linéaire par morceaux (voir Figure 1).

Proposition 2.4 Soit x fixé dans le support X de [ dont on considére une version con-
tinue f dans R. Soit KCy 1, la v.a. (8) du noyau discret associé K p, de fn b,k ().
Alors, ona :

lim E[fnhK( )] = f(x)

n—o0

DEMONSTRATION : En posant my j, = E(KC, ) = EUENI . YKo 1 (y), on a suc-
cessivement :

i Elfpc@)] @ Jim E[F(K,0)

Y i f(m,.)

h—0

I

2 f( lin%) mLh)

) fa).

En fait, (a) découle de (8) et du fait que h = h,, — 0 lorsque n — 400 ; (b) est
possible car la fonction f est discrete ou somme des indicatrices dont n’importe quelle

version continue f le permette ; (c) est alors un simple calcul de limite ; et, (d) découle
de (4). O

(d)

La Proposition 2.4 est facilement vérifiable pour les trois exemples standards de
Poisson, binomial et binomial négatif, car la condition (4) des noyaux discrets associés
est réalisée grace a (6).

2.3 Risque asymptotique exact en un point

Avec des hypotheses supplémentaires a (4) de la Définition 2.1, nous établissons
dans ce paragraphe une version classique du comportement asymptotique exact du
risque quadratique en un point fixé. Ainsi, on considere d’abord 1’extension de (4)
par (5) qu’on réécrit ici

My n =E(Kyn) =+ h+o(h),
a laquelle on ajoute I’hypothese générale de variance du type

o2, =Var(Kepn) = V(z,h) + o(h), (10)



avec V' (z,h) > 0. Le risque quadratique ponctuel (en anglais “Mean Squared Error”)
de fr b, K () défini par

MSE :=E [(fn,h,x(x) - f(w)ﬂ
= Var [ﬁz,h,K(x)] + Biais® [J?””“K(x)]

permet de contrdler a la fois le biais (ou I’erreur systématique) et la variance (ou I’erreur
stochastique) de fn,h’ x (x) en fonction de h = h,,, pour un type de noyau discret K
donné.

Nous commencons par 1’analyse de la variance ponctuelle. Soit x € X fixé. La

. " . 2
variance Var {fnhK(x)} =E {fmh’K(x) —-E (fn7;L7K(x)>} est donnée de maniere
successive par

Var(fonx(x)] = %VaT[Km,h(Xl)]

= CE[Ken (X0~ LB (X0}

=— | > FOHPrKon =9 =3 Y fy)Pr(Ken =)

IS YEN, h
= @S0, — @]+ o) an
= %f(w) Pr(Kypn =), (12)

o le terme (K2 ;) = X, oy, APr(Kzn = y)}? de (11) est majoré par 1 et
I’approximation finale (12) dépend de la condition (4) a travers la probabilité modale
Pr(le,h = x) de ICx,iz~

Ainsi,ona: Var {fnh;{(x)} — 0 quand n — +oo, pour tout x € Neth > 0.On
peut observer que cette conclusion est obtenue sans aucune condition ni sur la fonction
de probabilité discrete f [alors que f(z) < fimax < +o00 pour la densité f continue],
ni sur le type de noyau discret K [alors que [ K?(t)dt < +oc pour le noyau continul,
et ni sur la fenétre associée h [alors que nh — 400 par rapport au cas continu].

Concernant le biais ponctuel, on considere que la v.a. K p, associée a K p, est
de moyenne m, , = E(K, ) et de variance 02, = Var(K, ) < +oo. Parle
développement discret de Taylor (e.g. Mangasariah & Schumaker, 1973) a ’ordre 2,
ona:

(]C:n,h - maz,h)Q

SR ) 4 ofh).

f(Kan) = f(man) + (Kap —man) f'(2) +
Puis, en prenant I’espérance mathématique, on obtient le biais ponctuel
Biais| fo i ()] = E[f (Ke.n)] - f(2)
(B - 1(0) + GVarlKenl @) (14 (D),

ol o(1) ne dépend pas de n et tend vers 0 quand i — 0.
Notons qu’il est raisonnable de s’arréter a ’ordre 1 en h, car dépasser 1’ordre 2
dépend des propriétés des moments centrés de K, , d’ordre supérieur a 2. Les dérivées



f®)(z) d’ordre k > 1 de f en 2 € N sont remplacées par les différences finies. En
particulier, si X = N alors on écrit par récurrence

[flz+1)— f(x—1)]/2 sixzeN*

£(1) = £(0) siz—0.

ﬂWm:UW”@Tafm={

En fait, les f(*)(z) existent toujours et sont des combinaisons linéaires de f(z =+ j)
pour j € {0,1,---  k} etz £ j € N. Par conséquent, I’expression de M SE obtenu
par les approximations de la variance et du biais est donné par :

f(z)Pr(Kypn =2x)

n

+ (@I - )+ L= )

AMSE(z;n,h, K, f) =

(14)
En réalisant le second développement discret de Taylor

fmen) = fx+h) = f(x) +hf'(z) + o(h),
il s’en suit

Biais[fon.i(z)] = h ( f(x) + V%’Pf”(x))

Puisqu’il est facile de vérifier que f'(x) + f(z)V(z,h)/2h < 400 et h = h,, tend
vers 0 lorsque n — 400, alors Biais {fnh;{(x)} tend vers 0 quand n — 400 pour
tout z € N. Précisons qu’a partir de (13), on a clairement

[f(z+2) = 2f(x) + f(x = 2)]/4 siz e N\{0,1}
ffla)y=9q [fG) =@ = fM)+f0)]/2 siz=1 (15)
f(2)=2f(1) + £(0) siz=0.

Nous sommes donc en mesure de formuler un théoréme donnant le comportement
asymptotique exact du M SE de f,, 5 k().

Théoreme 2.5 Supposons que, pour tout x € X et h > 0,

(i) le noyau discret associé K, j, vérifie (5) et (10) avec V (z,h) > 0 et K, p(x) > 0,

(ii) la densité de probabilité discréte inconnue f vérifie f(x) > 0et f'(x)+f"(x)V (xz, h)/2h #
0. Alors, pour toutn > 1,

MSE = %f(x) Pr(ICxJL =)+ h? (f/(x) + V(x,h)fﬂ(x)>

o] (140(1)), (16)

out o(1) ne dépend pas de n et tend vers 0 quand h — 0.

Le terme principal de M SE est donné par I’expression entre crochets dans (16)
lequel s’écrit :

2
AMSE*(z;n,h, K, f) = %f(x) Pr(K, = z) + h? (f’(:t) + Viz.h) f”(:c)) :

2h
a7
Pour z € X fixé, la minimisation en h de la borne supérieure AMSE(x;n,h, K, f)
conduit a la vitesse de convergence ponctuelle O(n~1) de fnh K (2) vers f(x) lorsque
n — +o0.

10



2.4 Risque quadratique intégré

De maniere similaire, nous évaluons le risque global de f,, 5, k. Le risque quadra-

tique intégré (en anglais “Mean Integrated Squared Error”) de fn,h, x peut &tre défini
directement par

MISE=EY_ |fanxc(@) - f()] i (18)
TEN
= Z Var [fnhK(x)} + Z Biais® [ﬁlh;{(m)} (19)
TEN FAS

L’ approximation asymptotique de M I.SE s’obtient par la somme des approxima-
tions de la variance et du carré du biais (14) par

AMISE(n,h, K, f) = Zf Kon =)
wEN
2
iy [ Kaal) — (@) + L] 1
TEN

(20)

11 découle du Théoreme 2.5 que nous pouvons donner aussitot le principal résultat sur
le MISE.

Théoreme 2.6 Supposons que :
(i) le noyau discret K satisfaisant (5) et (10) est tel que

Z Ky p(z) < 400
TEN

(ii) la densité de probabilité discréete inconnue f vérifie
V(z, h 2
S|+ Lol ] < o
2h
rEN
Alors, pour tout h > 0,
Vix,h) 2
2
MISE<—ZKI;L )+ h Z[ — @) 1)
zeN zEN
Oﬁcb::.ﬁnmcg L

DEMONSTRATION : Puisque f () < fmax < 1 pour tout z € X, le résultat découle

immédiatement des hypotheses annoncées et de la majoration triviale de 1I’expression
intégrée de AMSE(x;n,h, K, f)en (17). O

Le terme principal de M ISE est donné par I’expression :

AMISE*(n,h, K, f) = Zf Kep =)
xGN
2 / V(x,h) ., 2
ey [f @+ 8B | @
TEN

Par conséquent, la minimisation en h de la borne supérieure AMISE(n, h, K, f) con-
duit cette fois-ci  la vitesse de convergence globale O(n™1) de f,, » x vers f lorsque

11



n — 4-00. Aussi, pour un type de noyau discret K spécifié, la valeur optimale h* de h
est donnée par
h* :argr}?igAMISE(n,h,K,f) =h*(n, K, f). 23)
>
Des études plus fines sont a faire au cas par cas des noyaux discrets associés standards,
lesquels ont encore une importance primordiale dans cette théorie des estimateurs a
noyau discret.

3 Exemples standards

On donne des exemples standards des estimateurs a noyau discret relativement aux
cas des noyaux discrets associés de Poisson, binomial et binomial négatif avec les
expressions de AMISE* (22). Mais les simulations sont présentées dans les sections
suivantes.

Dans le cas particulier du noyau naif présenté dans la Remarque 2.3, la v.a. K , de
loi de Dirac D,, du noyau discret associé D,, o, vérifie E(IC, 1) = zet Var(Kyp) =0,
pour z € N. A partir de I’expression de AM ISE (20), pour une taille d’échantillon n

ona: 1
AMISE(n.0.D, f) = .

Pour le mesurer avec ceux des cas standrards vérifiant (5) et (10), on comparera les
ordres de grandeur de leur AMISE a1/n.

Type de noyau E(Kzn) Var(Ken) V(z,h)
Poisson x+h x+h z+h
Binomial x+h (x+h) (ijr’ll) (z+h) (Lil) — ;fl

Binomial négatif =+ h (z+h) (1 + %) (z+ h) (1 + %H) + xwfl

Table 1: Résumé des propriétés des noyaux discrets associés standards

3.1 Poisson

A partir de I’Exemple 2.1 du noyau discret associé P, , de la loi de Poisson P(x +
h) sur N pour tout x € N et h > 0, les conditions (i) du Théoréme 2.6 sont ici
satisfaites. En effet, on a facilement (5) et (10) par la Table 1 et

x xe—(z-‘rh)
Z Pyy(z) = Z (gt h)Te = Zp(x, h) < 400,

|
xX.
zeN zEN zEN

car p(x,h) = Pr(fC;, = x) est une probabilité individuelle de P(z + h), donc
p(z,h) < 1 pourtout z € Net h > 0. La condition (i) du Théoréme 2.6 portant
essentiellement sur la densité discréte f s’écrit ici comme suit :

3 [f’(:z:) + % (% +1) f”(x)}2 < 400,

zEN

12



ol f'(x) et f(x) sont respectivement données en (13) et en (15). Ainsi, I’expression
du terme principal de M ISFE dans le cas du noyau de type poissonnien est donnée a
I’ordre 2 par :

z ,—(z+h) 2
AMISE (b f) = 3 %Jf(x) +h2y [f’(x) +3(5+1) f”(x)} .
€N ’ €N

3.2 Binomial

Les conditions (i) du Théoreéme 2.6 sont aussi vérifiées pour le noyau discret associé
B, j, de la loi binomiale B(z + 1, (z + h)/(z + 1)), présenté dans I’Exemple 2.2, de
support {0, 1, -,z + 1} pour tout z € N et h €]0, 1]. De maniére similaire au cas de
Poisson, on a:

S Bonl@)=(1-h) > (ii?)x < +00.

zeN zeN
La condition (ii) du Théoréme 2.6 se traduit dans le cas du noyau de type binomial par

Z [f’(a:) + ﬁ (% +1-— x) f”(ar:)}2 < 400,

zeN
ol les approximations des dérivées f’(z) et f”/(x) de la densité discrete f sont respec-
tivement données en (13) et en (15). Par conséquent, le terme principal du MISFE a
I’ordre 2 s’écrit ici par :

AMISE (b, ) = =2 3 ($+h>1f(w)

n e x+1

+ 2y {f’(x)Jr ﬁ (% +1 —:z:) f”(x)r.

zeN

3.3 Binomial négatif

De maniere similaire, les conditions (i) du Théoréme 2.6 sont également vérifiées
pour le noyau discret associé BN, j de la loi binomiale négative BN (x + 1, (z +
1)/(2x + 14 h)) donné a I’'Exemple 2.3, de support N pour tout z € Net h > 0 et tels
que

T z+1
(2x)! x+h x+1 +
BN, = < .
D BNoa() Z(m!)Q 20+1+h) \22+1+h oo
€N z€eN
Aussi, la condition (ii) du Théoréme 2.6 s’écrit dans le cas du noyau de type binomial
négatif par

Z {f’(w)ﬁ-;{(i-&-l) <1+xi1)+xil}f”(x)r<+oo,

zeN

ol les approximations des dérivées f’(z) et f”/(x) de la densité discrete f sont respec-
tivement données en (13) et en (15). D’ou, le terme principal du MISFE al’ordre 2 se
présente de la maniére suivante :

. Ll @)l x+h N @+l M
AMISE (n,h,f)*%%(x!)z <2x+1+h> <2x—|—1+h) f(x)

+ B2 [f’(x)—i-;{(z—&-l) <1+xi1) +xil}f”(m)r.

zeN
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4 Efficacité relative des noyaux discrets associés

Pour une cible x € N et une fenétre 1 > 0, nous donnons une mesure relative de
performance entre les noyaux discrets associés standards.

Soient K? et K! -, deux noyaux discrets associés a Ingh et K1, respective-
ment, qui verlﬁe chacun la relation AMISE (20). Pour comparer leur efficacité dans
I’estimation non-paramétrique d’une densité de probabilité discréte f, nous supposons
d’abord qu’ils sont comparables en imposant la condition de comparabilité :

E[KS5] =E[Kon] (24)

pour tout z € N et h > 0 petit. Ensuite, toujours a partir de (20), I’efficacité relative
entre K, et K1, peut étre grossierement mesurée par le rapport de leur variance :

Var [IC; h}

eff(K°, k') = , (25)
Var [ICgﬁh}
pour tout z € N et h > 0 petit. En d’autres termes, si nous avons
Var [IC ] < Var [K;’h] , (26)

pour tout € Net h > 0 petit, alors le noyau discret associé K 27 5, est plus efficace que
Ko e

Le noyau discret associé le plus performant entre K n et K ! -, peut étre alors
comparé au noyau naif. Toutefois, 1’égalité (24) entre la moyenne du noyau naif et
celle du noyau discret associé n’est pas vérifiée, on ne peut donc pas utiliser le critere
d’efficacité définie par la relation (25). Il faut donc évaluer I’ordre des grandeurs des
expressions de AM ISE respectives. Ce qui revient a choisir le noyau discret associé
le plus adapté selon la taille n de 1’échantillon.

Il y a deux facons heuristiques de voir que le critere (25) suffise a comparer I’efficacité
relative entre K0 , et K1 , en utilisant I'expression de AMISE (20) sous la condition
de comparabilité7(24). La premiére facon est de considérer n grand (— o0) et par con-
séquent h = h,, est petit (— 0). Ainsi, I’approximation de I’expression de la variance
intégrée dans AM ISFE (20) peut étre majorée par :

1 1
- D F@)Pr(Kon =) < - > Pr(Kyp =),
zeN zeN

laquelle devient tres petite (tend vers 0) pour n grand car

ZPr wh =) < 00.

zeN
La seconde fagon utilise (24) qui implique, pour toute densité de probabilité discrete f,
fo )Pr(KY, =y) = Zf )Pr(KL , =)
yEN yEN
En remplacant y par x dans les deux membres de 1’égalité ci-dessus, on obtient
1
ﬁZf(a:)Pr( b =) Zf ) Pr(KC; ), = ).
€N a:EN

Par conséquent, la comparaison de AMISE (20) de K2 ;, et K, ;, sous la condition
(24) revient au rapport (25) a travers ces deux chemins.

14



Maintenant, considérons la condition (24) modifiée comme
E [;c;’h} —z+h+tolh), j=0,1 27
et I’hypothese suivante sur les variances
Var {Ki’h} = Vi(z,h) +o(h), j=0,1, (28)

avec VI(x,h) > 0. Ainsi, sous les conditions modifiées (27) et (28), la nouvelle
mesure d’efficacité relative entre K2 , et K. , est obtenu par le rapport suivant :

eff* (K%, K') = ———-= (29)
pour tout z € N et h > 0 petit.

D’apres le critere (29), parmi les types des noyaux discrets standards, un noyau
discret associé est d’autant plus efficace que si sa variance est petite. Donc, les noyaux
sousdispersés sont plus performants que les noyaux équidispersés ou surdispersés.

La Figure 2 représente sur une méme échelle les différents noyaux discrets associés
déja présentés en Figure 1. On peut mieux y observer les différents comportements de
dispersion autour de la cible choisie.

5 Choix de fenétres

Nous présentons trois méthodes de choix de fenétres pour approcher la valeur idéale
de la fenétre h définie par

hiqg = arggniBlMISE(n, h, K, f) = hia(n, K, f). 30)
1>

La premiere approche consiste & minimiser le /SE ou encore les approximations
AMISE* du M 1SE obtenues en utilisant les différences finies de f. En effet, I’existence
d’un minimum par rapport a h est garantie par la décroissance de la variance intégrée et
la croissance du carré du biais intégré dans le risque quadratique global (19). Pour une
petite valeur de h, le biais est également petit mais la variance est grande. A I’inverse,
si h est grand, c’est la variance qui devient petite et le biais plus grand. Pour trouver
la fenétre optimale, on doit balancer les approximations du carré du biais et de la vari-
ance. Autrement dit, il existe ¢ > 0 telle que la fonction h — AMISE(n,h, K, f)
soit décroissante sur |0, €[ et croissante sur |e, +oo[ pour tout 2 > 0.

La deuxieme méthode est la validation croisée qui est bien connue. Enfin, la
derniere procédure est adaptée au cas courant d’une proportion importante de zéros
dans les données de comptage.

5.1 Minimisation des erreurs quadratiques

Du point vue purement pratique ou X = (X3,---,X,,) est un n-échantillon fixé
de f et, donc, associé a la distribution empirique fy de f, nous proposons maintenant
quelques types de fenétres li€es aux erreurs d’estimations. La premiere est déduite de
Ierreur quadratique intégrée (en anglais “Integrated Squared Error’’) définie par

158 =Y [Funse) 1)) = ISEG: 0K, ), G

TEN
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Figure 2: Noyaux discrets associés de Dirac (noyau “naif”) (z), de Poisson P(z + h)
binomial B(z+1, (x+h)/(z+1)) et binomial négatif BN (z+1, (z+1)/(2z+1+h)

avec y = ¢ = 5, h = 0.1 (sauf pour Dirac ou h = 0)
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laquelle mesure sur un seul échantillon X 1’écart (au sens quadratique) entre f et f. Par
conséquent, la minimisation en h de I'/.SE (31) conduit a choisir une fenétre adéquate

h = argr};aig]SE(&; h,K, f)=h""(n, K, f). (32)
>

En remplagant f par fo dans (32), on utilisera h§* = h**(n, K, fy) pour le lissage
discret d’un fj de f. Autrement dit, on a

h* = argmin ISE(X: h, K, fo) = by (n, K. fo). (33)
>

Basé sur la convergence de f; vers f quand n — +o00, on a immédiatement

hm he*(n, K, fo) = hI}_l h*(n, K, ), (34)
pour un type de noyau discret K donné. L’ importance de la fenétre adéquate h** (32)
de h est due, en partie, aux relations suivantes :

MISE = E(ISE) ZMSE (35)
reN

La procédure fournissant h§* par (33) en se basant sur (34) est illustrée a travers des
données simulées dans la prochaine section.

Quant a la fenétre h* obtenue par (23), on peut procéder de maniere similaire qu’en
(33) et (34) pour se donner une estimation hy = h*(n, K, fo) de h* = h*(n, K, f) par
fo. Cependant, cette fenétre h* de (23) est loin d’étre la plus appropriée dans le cas
discret si I’allure (ou la régularité) de la densité discrete f n’est pas sympathique ;
c’est a dire si I’approximation des dérivées de f faite grossierement par les différences
finies (13) et (15) n’est pas satisfaisante. Dans ce cas, il faudrait réduire I’ordre £ > 1
des f*)(x) apparaissant dans AMISE(n,h, K, f) de (21), voire (17). Finalement,
d’apres (23) et (35), la fenétre optimale h* de h dans ce cas discret peut étre obtenue a
travers

h* = argmin E[[SE(X: h, K. f), (36)

ol les approximations des dérivées de f n’y interviennent pas.

5.2 Validation croisée

Considérons un noyau discret associé K, p,, z € Net h > 0. La méthode classique
de validation croisée (en anglais “Cross-Validation”) ne faisant pas usage des approx-
imations des dérivées de f est toujours applicable dans le contexte des estimateurs a
noyau discret pour mieux estimer la valeur idéale h;q (30) de h. La fenétre optimale
s’obtient par

hew = arg min CV(h) 37

avec

n
N 32 hi
n,h,K n rL v,

zeN i=1
. 2
= Z |:iZKT7h (Xz)] — ZZKX“}' )
zeN i=1 i=1 j#i

ol fy, n K,—q est calculé sans I’observation X;.
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Le principe de cette méthode est de minimiser par rapport a h un estimateur de
MISE pour trouver le parametre optimal. Pour cela, M I.SE (18) peut étre développé
comme suit :

MISE =E > Fank(@)f(x)

zeN

+Y (@)

zeN

5 fs,h,m] o

zeN

Le terme > f?() n’est pas aléatoire, et ne dépend pas de k. On note alors,

—2E

> Funi(x) f(x)] = MISE,,(h),

N

MISE,, =E lz f2 k(@)

xeN

le terme de M ISE qui dépend de h. Dans la suite, nous déterminons un estimateur
CV(h)de MISE.,.
D’abord, on a évidemment ) fﬁ n.rc () qui est un estimateur sans biais de

E [ZweN fr%,h,K(x)]
Ensuite, soit

~ 1

n —1i = 7 oh (X5) -

Fn—i(r) = —— ) n (X5)
J#i

Par construction,

3

~ 1 N
G==> fonk—i(X;)
ns

= ﬁ ZZKX{,,}L (X])

i=1 j#i

I
—

est un estimateur de E [EmeN fn,h,K (a:)f(a:)] et on vérifie de plus qu’il est sans biais.
En effet, d’une part, comme les v.a. Xq,---, X, sontiid,ona

E[G] = E 771(”1_ 5 DD Exin (X))

i=1 j#1

1
n—1

=E > Kx,n (X))

71
=E [Kx, n(X2)].

D’autre part, on a successivement :

2y fn,h,m)f(m)] ~E [Z IOEY Km,hoa-)]
zeN x€eN i=1
_E li 3 KXl,h(X,)]
= E[Kx, (X2)]

Finalement, on vient de montrer que C'V'(h) est un estimateur sans biais de M ISE,,.
Pour quelques détails, on peut se référer a de nombreux auteurs tels Bowman (1984),
Marron (1984), Rudemo (1982), Stone (1984) et leurs références.
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5.3 Exces de zéros

Pour cette section, le choix de la fenétre repose sur une particularité des données
de comptage avec X = N qui n’est autre que 1’exces des zéros dans 1’échantillon X =
(X1, ,X,). Pour ce phénomene bien connu (voir, par exemple, Kokonendji et al.,
2007a, et leurs références) et étant donné un noyau discret associé K, 5, on peut choisir
une fenétre adaptée hy = ho(X; K) de h satisfaisant

> Pr{Kx,.n, = 0] = no, (38)
1=1

ol ng = #(X; = 0) désigne le nombre des zéros dans X ; voir Marsh & Mukhopad-
hyay (1999) pour leur noyau du type poissonnien. L’équation (38) s’obtient a partir de
I’expression

Elfrn k()] = > Pr(Ken =y)f(),

yeN

dans laquelle on prend y = O et f(0) = 1 afin d’identifier le nombre de zéros théoriques
au nombre de zéros empiriques 1.

Cette fenétre h ajuste le nombre de zéros théorique au nombre de zéros observé.
Selon la proportion des zéros dans 1’échantillon et du noyau discret associé retenu, la
fenétre adaptée hg obtenue par (38) devient alors comparable a la fenétre de validation
croisée (37) ou a la fenétre adéquate hg* de (33).

Dans le cas du noyau de type de Poisson (Exemple 2.1), la fenétre adaptée hg est
connue explicitement. Tandis que dans le cas des noyaux de type binomial (Exem-
ple 2.2) et binomial négatif (Exemple 2.3), la fenétre hg est obtenue par la résolution
numérique d’une équation non-linéaire (voir Table 2).

Type de noyau ho : (38)

. o 1 n —-X;
Poisson ho = log [n—o > ne 7]
X,;41
. . n 1—hg K —
Binomial i1 (X,-,+1> =no

, Xi+1
Binomial négatif """ | ( zxxiiﬁrho) = ng
i

Table 2: Solutions h( pour les noyaux discrets associés standards

6 Etudes par des données simulées

A T'aide des données de comptage simulées, nous mettons en évidence certains
aspects des estimateurs a noyaux discrets standards. Entre autre la comparaison en-
tre les trois types de noyaux discrets, a savoir Poisson (ou equidispersé), binomial (ou
sousdispersé) et binomial négatif (ou surdispersé), nous examinons dans les cas des
noyaux discrets standards les comportements des approximations des dérivées f*)(z),
k € {1,2}, par différences finies (13) et (15) dans les AMISE. Nous étudions égale-
ment les performances des estimateurs pour un lissage discret selon la fenétre h., de
validation croisée (37) et la fenétre h( des exces de zéros (38). Notons qu’en pratique
et sans perte de généralité, la qualité des estimations ou des lissages est mesurée clas-
siquement par I’erreur [SE définie en (31) et reliée & M ISE par (35). Dans le cas
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(33) ou f est remplacée par la distribution empirique fy, I’/ SE devient alors

1S5 = 3 [Funacle) = fo(a)] -

zEN

Plusieurs modeles de lois discretes peuvent étre considérés pour réaliser ces études.
Nous retenons ici la fonction de probabilités

f(z) =04 e~ 05 0.5%/x! + 0.6 e 10 10% /2!, x €N,

qui est un mélange de deux lois de Poisson de moyennes p; = 0.5 et ug = 10. Cette
fonction f a la particularité d’admettre sa plus grande valeur en z = 0 avec f(0) =
0.243, un minimum local en = 3 ot f(3) = 9.594 x 1073, un maximum local
enx = 9ou f(9) = 7.506603 x 1072, et une queue a partir de = 22 tel que
1320 f(x) = 4198 x 1074,

6.1 Approximation du risque quadratique intégré

Les Figures 3, 4 et 5 rapportent quelques allures de AMISE*(f, f', f""), AMISE*(f, ')
et ISE(f) enfonction de la fenétre h selon la taille d’échantillon n € {50, 100, 300, 1000}
et les trois types de noyaux discrets standards. Précisons que AMISE*(f, f') est
obtenu en supprimant les termes en f” dans AMISE*(f, f', f") := AMISE*(n, h, f).

On remarque alors que les approximations des dérivées de f par des différences
finies sont globalement satisfaisantes ; elles sont d’autant meilleures quand la taille
d’échantillon augmente. L’effet de réduction de 1’ordre d’approximation des différences
finies dans AM IS E* semble négligeable pour cette fonction de probabilité f. Les or-
dres de grandeur des AMISE* et ISFE fournissent des indicateurs corrects du vrai
MISE ; de plus, elles sont comparables a la fois pour une taille d’échantillon donnée
et pour un type de noyau discret standard choisi.

Ainsi, pour un méme critere de choix de fenétre de lissage discret, la qualité d’estimation
par un noyau binomial est bien meilleure que par un noyau de Poisson et, enfin, par
un noyau binomial négatif. Cette comparaison entre les trois types de noyaux discrets
standards est confirmée dans d’autres études a travers des données de comptage réelles
et simulées. En particulier, pour un échantillon de taille n donnée, 1000 répliques in-
dépendantes f; de f sont effectuées et nous avons constaté, entre autre, cette hiérarchie
entre les trois types de noyaux discrets standards dans plus de 99% des cas. Ce travail
long et fastidieux des répliques des simulations est aussi appliqué pour les observations
qui vont suivre.

6.2 Validation croisée et exces de zéros

Sur des données simulées de f de taille n € {50,100, 300, 1000}, nous illustrons
entre autre la nouveauté (38) dans les nombreux critéres de choix de fenétres h > 0
ainsi que les performances comparatives des estimateurs a noyaux discrets standards.

Les Tables 3 et 4 présentent les différentes qualités de lissage discret par des es-
timations a noyaux discrets selon la fenétre adaptée hg de proportion de zéros (38),
la fenétre optimale de validation croisée (37) et les fenétres hg* et A**. On y insére la
constante de normalisation C' =} fn n.xi (x) introduite en (9), laquelle a tendance
a surestimer pour ces données (C' > 1). Puisque la proportion de zéros est assez impor-
tante dans les échantillons (ici 24% environ), la qualité de lissage discret par la fenétre
adaptée hg est quasiment la meilleure pour chacun des trois types de noyaux discrets
standards. Cependant, les autres fenétres h., et h§* sont des alternatives valables pour
ces jeux de données. On peut aussi observer le bon comportement de hj* par rapport a
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Figure 3: Graphiques de AMISE*(f, f', f"”) [en gras], AMISE*(f, ) [en fin]
et ISE(f) [en pointillé] de 1’estimateur a noyau de Poisson pour la distribution du
mélange de Poisson f = 0.4P(0.5) 4+ 0.6P(10)
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Figure 4: Graphiques de AMISE*(f, f', f") [en gras], AMISE*(f, ') [en fin] et
ISE(f) [en pointillé] de I’estimateur & noyau binomial pour la distribution du mélange
de Poisson f = 0.4P(0.5) + 0.6P(10)
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h** dans la Table 3. De plus, nous retrouvons I’ordre de préférence parmi ces types de
noyaux standards : binomial, Poisson et binomial négatif.

La Figure 6 présente le lissage discret des données simulées par le noyau naif (h =
0). Pour les tailles d’échantillons n € {50,100,300}, I’ajustement discret de f n’est
pas satisfaisant. Ce n’est que dans le cas n = 1000 que le lissage discret a 1’aide du
noyau naif est enticrement convenable.

Les Figures 7, 8, 9 et 10 représentent graphiquement les lissages discrets de f a
travers les noyaux discrets naif et standards en choisissant les deux fenétres h., et hg.
Pour n = 1000, de maniere générale les lissages discrets sont réguliers en suivant
I’allure de fj bien que le noyau binomial négatif ne soit pas trés performant par rapport
aux autres. Dans ce cas, I’estimateur empirique ou naif réalise le meilleur ajustement.
Pour des échantillons de petites et moyennes tailles (n € {50, 100, 300}), I’estimateur
a noyau binomial devient le plus approprié. Cette derniere constatation est nettement
visible pour une petite taille d’échantillon (n = 50), situation dans laquelle I’estimateur
empirique n’est plus adéquat.
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Binomial Poisson Binomial négatif

n = 50
h§* 0.010 0.196 0.034
C 1.02772  1.05812 1.16468
ISE® 0.00897 0.01486  0.02061
hg* 0.010 0.196 0.034
C 1.02772  1.05812 1.16468
ISE 0.00292 0.00895  0.01566
h** 0.110 0.232 0.020
C 0.99987  1.04946 1.16800
ISE  0.00278 0.00895  0.01566
n = 100
hg* 0.088 0.176 0.010
C 1.01280  1.06888 1.17971
ISE® 0.00167 0.00905 0.01613
h§* 0.088 0.176 0.010
C 1.01280  1.06888 1.17971
ISE 0.00105 0.00627  0.01261
h** 0.021 0.115 0.010
C 1.03428  1.08592 1.17971
ISE 0.00098 0.00625  0.01261
n = 300
h§* 0.092 0.129 0.010
C 1.01286  1.09038 1.20003
ISE® 0.00159 0.00808 0.01429
h§* 0.092 0.129 0.010
C 1.01286  1.09038 1.20003
ISE  0.00118 0.00690  0.01315
h** 0.104 0.190 0.020
C 1.00884  1.07240 1.19708
ISE 0.00117 0.00686  0.01315
n = 1000
hg* 0.099 0.158 0.001
C 1.00901 1.08104 1.20242

ISE® 0.00066 0.007226 0.01391
h§* 0.099 0.158 0.001

C 1.00901  1.08104  1.20242
ISE  0.00067 0.00689  0.01345
h** 0.100 0.152 0.001

C 1.00870  1.08272  1.20242
ISE  0.00067 0.00689  0.01345

Table 3: Qualités de lissages discrets par les noyaux de type binomial, Poisson et
binomial négatif des données simulées de la distribution du mélange de Poisson f =
0.4P(0.5) 4+ 0.6P(10)
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Naif Binomial Poisson  Binomial négatif

n = 50
hew 0.150 0.390 0.510
C 1.00000 0.98892  1.01263 1.06201
ISE 0.01001  0.00280 0.00911  0.01658
AMISE*(f) 0.02000 0.01084 0.01954  0.05390
ho 0.126 0.235 0.371
C 1.00000 0.99548 1.04874  1.08966
ISE 0.01001  0.00278 0.00895 0.01618
AMISE*(f) 0.02000 0.01094 0.01841 0.04940
n = 100
hew 0.150 0.250 0.360
C 1.00000 0.99330  1.04887 1.09198
ISE 0.00224  0.00124 0.00639 0.01343
AMISE*(f) 0.01000 0.00574 0.01529  0.04630
ho 0.105 0.189 0.287
C 1.00000 1.00742  1.06531 1.10869
ISE 0.00224  0.00110 0.00629 0.01319
AMISE*(f) 0.01000 0.00580 0.01488  0.04413
n = 300
hev 0.090 0.190 0.300
C 1.00000 1.01354 1.07240 1.12089
ISE 0.00200  0.00118 0.00685 0.01353
AMISE*(f) 0.00333 0.00231 0.01267  0.04260
ho 0.102 0.179 0.267
C 1.00000 1.00951 1.07561  1.12920
ISE 0.00200 0.00117 0.00686 0.01345
AMISE*(f) 0.00333 0.00230 0.01259  0.04163
n = 1000
hew 0.070 0.180 0.300
C 1.00000  1.01820 1.07491  1.12457
ISE 0.00020 0.00068  0.00690 0.01406
AMISE*(f) 0.00100 0.00107 0.01190 0.04193
ho 0.111 0.191 0.292
C 1.00000 1.00523  1.07187 1.12647
ISE 0.00020 0.00067  0.00690 0.01404

AMISE*(f) 0.00100 0.00109 0.01182 0.04169

Table 4: Qualités de lissages discrets par les noyaux de type naif, binomial, Poisson
et binomial négatif des données simulées de la distribution du mélange de Poisson
f=0.4P(0.5) + 0.6P(10)
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Figure 6: Lissages discrets par un estimateur empirique (‘“naif”’) des données simulées
pour n € {50,100,300,1000} de la distribution du mélange de Poisson f =
0.4P(0.5) 4+ 0.6P(10)
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Figure 7: Lissages discrets par les noyaux de type naif, binomial, Poisson et binomial
négatif des données simulées (n = 1000) de la distribution du mélange de Poisson
f=10.4P(0.5) + 0.6P(10)
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Figure 8: Lissages discrets par les noyaux de type naif, binomial, Poisson et binomial
négatif des données simulées (n = 300) de la distribution du mélange de Poisson
f=0.4P(0.5) + 0.6P(10)
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Figure 9: Lissages discrets par les noyaux de type naif, binomial, Poisson et binomial
négatif des données simulées (n = 100) de la distribution du mélange de Poisson
f=0.4P(0.5) + 0.6P(10)
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Figure 10: Lissages discrets par les noyaux de type naif, binomial, Poisson et binomial
négatif des données simulées (n = 50) de la distribution du mélange de Poisson f =
0.4P(0.5) + 0.6P(10)
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7 Application

Dans la nature, il existe de nombreux exemples de données de comptage provenant
de domaines trés divers comme 1’agriculture, 1’économie, la médecine, 1’assurance,
le sport, etc. La diversité des données ouvre un large champ d’application des es-
timateurs a noyau discret et renforce 1’intérét de ce travail. Nous appliquons main-
tenant ces estimateurs a noyaux discrets standards aux lissages discrets de nombre (ou
fréquence) de buts par matchs d’un championnat de football en fonction des buts mar-
qués (0,1,2,---). Les observations relatives aux résultats numériques ci-dessous com-
pletent celles des données simulées du précédent paragraphe. Notons au passage qu’on
peut se reférer a Karlis & Ntzoufras (2003) pour des modeles paramétriques relatifs a
I’influence des buts marqués par les équipes durant une rencontre.

7.1 Données

Nous considérons les données de la Table 5 décrivant les buts marqués par match
dans chacun des championnats de football frangais (ou Ligue 1) et espagnol (ou Liga)
pour la saison 2005-2006. Nous avons un nombre total de n = 380 matchs. En com-
parant ces deux championnats, on peut alors justifier le nouveau classement 2006-2007
de la Ligue Professionnelle de Football en France, appelé classement de I’offensive?.
Ce classement qui pourrait étre généralisé a des matchs de poules de la Coupe du
Monde ou de la Champions League a pour objectif de réhausser le nombre de buts
marqués et donc d’améliorer le spectacle.

Buts (g) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Total
Ligue 1 51 90 109 61 44 129 3 0 1 380
Liga 27 73 116 83 44 25 6 ) 1 0 380
Ligue 1 — Liga 24 17 -7 -22 0 -13 3 -2 -1 1 0

Table 5: Données du nombre de buts par match des championnats de football de Ligue
1 francaise et de Liga espagnole pour la saison 2005-2006 avec n = 380 rencontres

Total de buts (ng) g sz s2/g
Ligue 1 811 2.134 2375 1.113
Liga 934 2.458 2.222 0.904

Table 6: Résumé des statistiques de la Table 5 ol g est la moyenne de buts par match,
33 et 33 /G sont respectivement la variance et I’indice de dispersion de Fisher associé
(e.g. Mizere et al., 2006)

En fait, d’apres aussi la Table 6, la Ligue 1 francaise possede un déficit de 123
buts par rapport a la Liga espagnole. On remarque également que les données de
buts de Ligue 1 sont surdispersées (sg /g = 1.113 > 1) alors que celles de Liga sont
sousdispersées (33 /g = 0.904 < 1) ; voir, par exemple, Kokonendji ez al. (2006b) et
Mizere et al. (2006). En représentant graphiquement les distributions empiriques fo1
et foo des fréquences des matchs de Ligue 1 et de Liga, respectivement, en fonction
de buts marqués, on peut constater que fp; est moins réguliere que fyo. Enfin, la
proportion fy1(0) = 0.134 des zéros ou des matchs nuls sans but (0-0) de Ligue 1

2Ce classement encore parallele & Iofficiel accorde 3 points pour une victoire par plus d’un but
d’écart, 2 points pour un succes par un but d’écart et 1 point pour un match nul (avec ou sans but) :
www.lpf.fr/liguel/classementOffensive.asp
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est presque le double de celle de Liga fy2(0) = 0.071. Dans la suite nous donnons
uniquement les résultats relatifs au lissage discret des données de la Ligue 1 francaise.

7.2 Résultats

Les Table 7 et Figure 11 affichent les résultats numériques et graphiques de dif-
férents lissages discrets par les noyaux discrets standards de la distribution empirique
fo1 des fréquences de matchs de Ligue 1 en fonction de buts marqués. Malgré une pro-
portion non-négligeable de zéros (matchs nuls sans aucun but) dans ce jeux de données
de taille moyenne n = 380, nous avons présenté les résultats avec la fenétre hy de (38)
ainsi que les fenétres h., de validation croisée (37) et hj* définie en (34).

Poisson  Binomial Binomial négatif
ho 0.701 0.268 1.598
C 0.97266 0.95042  0.88442
ISE® 0.01789 0.00515  0.02837
hew 0.054 0.177 0.039

C 1.05082 0.95872  1.12028
ISE® 0.01580 0.00395  0.02904
hg* 0.241 0.054 0.606

C 1.03322  0.97279  1.05378

ISE® 0.01522 0.00337  0.02781

Table 7: Qualités de lissages discrets par les trois types de noyaux discrets standards
pour les données réelles de football de Ligue 1 francgaise avec n = 380

Les meilleurs ajustements de f; au sens de I'1.S EY minimal sont obtenus une fois
de plus par le noyau binomial. En particulier, le noyau binomial associé a la fenétre
hg* est préférable a son association aux fenétres h., puis hg. Pour ce jeu de données,
le noyau binomial a tendance a sousestimer (C' < 1) alors que les noyaux de Poisson
et binomial négatif sousestiment quand ils sont associés a h et surestiment lorsqu’ils
sont associés a h, et hj*.

Avec le meilleur modele non-paramétrique fn n,k de chaque championnat, on peut

alors estimer le nombre n X fi, 5.k (g) de rencontres étant soldées par un nombre g
donné de buts dans une saison réguliere a n matchs.
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