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t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭●r❛ss ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✸❀ ❑❛❝❤❡❧r✐❡ss✱ ❯❧③❤❡✐♠❡r✱ ❛♥❞ ❑❛❧❡♥❞❡r✱ ✷✵✵✵✮✳ ■❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛s ❛♥

❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥

♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❘✐t❝❤✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❀ ❘♦✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳

■♥ s♦❧❛r t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ s✉❝❤ ❛s ♠❛❣♥❡t✐❝✲✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦s♣❤❡r❡ ✭❲✐❡❣❡❧♠❛♥♥ ❛♥❞

■♥❤❡st❡r✱ ✷✵✵✸✮ ♦r ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥ ✭❋r❛③✐♥ ❛♥❞ ❑❛♠❛❧❛❜❛❞✐✱ ✷✵✵✺✮✳ ❆tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♠❛❞❡ ❜② ❋r❛③✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ t♦ tr❡❛t t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣✳

❙✐♥❝❡ ♣♦❧❛r ♣❧✉♠❡s ❤❛✈❡ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❛ ❧♦❝❛❧✱ r❛♣✐❞✱ ❛♥❞ ❛♣❡r✐♦❞✐❝ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱

✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✇♦r❦✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝s ♦❢

t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ✭♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇❛r❜❡② ❡t ❛❧✳✱

✭✷✵✵✼✮✳ P❧✉♠❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✈❡s r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ❜✉t t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡

♣❧✉♠❡s s✉❝❤ ❛s ❉❡❋♦r❡st✱ ▲❛♠②✱ ❛♥❞ ▲❧❡❜❛r✐❛ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛♥

✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛rt (x) ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❣❛✐♥ t❡r♠ (θt) t❤❛t ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✳

❖♥❧② ♦♥❡ ❣❛✐♥ t❡r♠ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣❧✉♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❙♦ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s

❥✉st✐✜❡❞ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣♦❧❛r ♣❧✉♠❡s t♦ ❜❡ s❧♦✇❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤

♣❧❛s♠❛ ✢♦✇s✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t✐♠❡✲❡✈♦❧✈✐♥❣ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♠♦❣r❛♣❤②

♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝♦r♦♥❛ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❡①tr❡♠❡ ✉❧tr❛✲✈✐♦❧❡t ✐♠❛❣❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦

❝♦♠♣❧❡①✱ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❛r❡❛✲❞❡♣❡♥❞❛♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧✉♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❞❛②s✱ ✇❤✐❧❡

❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❧② t❡♠♣♦r❛❧ s♠♦♦t❤♥❡ss ✇♦✉❧❞ ❧✐♠✐t ✈❛r✐❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♦♥❡ s♦❧❛r

r♦t❛t✐♦♥ ✭❛❜♦✉t ✷✼ ❞❛②s✮✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐♥ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❝♦r♦♥❛✳

❲❡ ✜rst ❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✳ ❲❡

t❤❡♥ t❡st t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧ ❙❖❍❖✴❊■❚ ❞❛t❛ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✷



❆ ❚✐♠❡✲❊✈♦❧✈✐♥❣ ✸❉ ▼❡t❤♦❞ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙♦❧❛r P❧✉♠❡s

θ

φ O O

z

x

y

x

S

S V

V

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ (O; x, y, z) ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❈❛rr✐♥❣t♦♥ ❤❡❧✐♦✲
❝❡♥tr✐❝ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ S ✐s t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ φ ✐s t❤❡ ❧❛t✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ θ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞❡
♦❢ t❤✐s s♣❛❝❡❝r❛❢t✳ V ✐s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❞❡t❡❝t♦r✳

✷✳ ▼❡t❤♦❞

❚♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠

❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♠❛❣❡s ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t

✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ■❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

✐s ❤✐❣❤❧② ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❙♦ ♦✉r ✜rst st❡♣ ✐s t♦ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛♥❦s t♦

❛ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡♥✱

✇❡ ♣❧❛❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥s

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦

❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡

✇✐t❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✳

✷✳✶✳ ❉✐r❡❝t Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐✲

s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✈✐rt✉❛❧ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ st❡♣ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ♣✐①❡❧s ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞

♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ❛r♦✉♥❞ 45 ♠✐♥✉t❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ t❛❦❡

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①❛❝t ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❙✉♥ ❝❡♥t❡r✳ ❲❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥

❛ ✢✉① t✉❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♣✐①❡❧ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❛t ♣✐①❡❧✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝✉❜✐❝ ✈♦①❡❧s✳

x ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ N ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ✈♦①❡❧s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞❛t❛ yt ♦❢ s✐③❡ M ❛t t✐♠❡ t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❧✐♥❡❛r✱ t❤❡

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① Pt✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ nt t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✿

yt = Ptxt + nt✱ ∀t ∈ [1, ..., T ] ✭✶✮

Pt ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛t t✐♠❡ t ♦❢ s✐③❡ M×N ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛t t❤✐s t✐♠❡✳ ■ts tr❛♥s♣♦s❡ ✐s t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡

❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♥✉♠❡r♦✉s ✇❡❧❧✲r❡s♦❧✈❡❞ ❞❛t❛ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❝✉❜❡✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ ♥♦t t♦ st♦r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ (Px) ♦r ✐ts tr❛♥s♣♦s❡ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✸



◆✳ ❇❛r❜❡② ❡t ❛❧✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝♦❞❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈ ✇❤✐❝❤

♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥

t❤❡ ❞❛t❛ ❤❡❛❞❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①❛❝t ❣❡♦♠❡tr② ✭❝♦♥✐❝✐t②✱ ♣♦s✐t✐♦♥✱

❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t✮✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢❛st✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡

❙✐❞❞♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙✐❞❞♦♥✱ ✶✾✽✺✮✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❛ ❢❛st ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦r ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ❝✉❜✐❝ ✈♦①❡❧s ✭❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s✱

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ♠♦r❡

t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❲❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ❝♦♥✐❝❛❧✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦

✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✈♦①❡❧s ♦❢ s✐③❡ ✵✳✵✶ s♦❧❛r r❛❞✐✉s ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r

♦❢ ❛ t❤r❡❡ s♦❧❛r r❛❞✐✐ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝✉❜❡✳

✷✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥

❲✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st t❤r❡❡

✐♠❛❣❡s ❛t ♦♥❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ✐ts t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✜rst r❡❞❡✜♥❡ ♦✉r ✉♥❦♥♦✇♥s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠

s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s gt ♦❢ s✐③❡ N ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡

t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ t❤❛t x ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✐♠❡✿

yt = Pt(x ◦ gt) + nt ✭✷✮

✇✐t❤ ◦ ❜❡✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✲❜②✲t❡r♠ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝❧❡❛r❧② ❜✐✲

❧✐♥❡❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①❝❡ss✐✈❡❧②✳ ❙♦✱ ✇❡

♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s

t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧s ♦❢ ♦♥❡ ♣♦❧❛r ♣❧✉♠❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✿

gt = Lθt ✭✸✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① L ♦❢ s✐③❡ N × P ✭P ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❡❛s✮ ❧♦❝❛❧✐③❡s ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡

t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ L ✐s t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ♣❧✉♠❡s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ str❡ss t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤♦s❡ ❛r❡❛s ❞♦ ♥♦t ♠♦✈❡

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ L ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✐♠❡✳ ▲♦❝❛❧✐③✐♥❣ t❤❡s❡

❛r❡❛s ❞❡✜♥❡s L ❛♥❞ ♦♥❧② ❧❡❛✈❡s P T ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡✳ ❲❡ r❡❞❡✜♥❡❞ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥

❛ ✇❛② t❤❛t ❧✐♠✐ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜✉t st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ x ❦♥♦✇✐♥❣ θ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥ θ ❦♥♦✇✐♥❣ x✳ ■t ✇✐❧❧

s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡

✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ (x, θ) ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇✐t❤ ❜✐❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡s♣✐t❡ ✐ts ❜❡✐♥❣

❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t A ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧②

✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡♥❡ss t♦ t❤❡ ❞❛t❛✿ x ◦ g = (Ax) ◦ (A−1g)✱ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛

r❡❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦❢ ❝❧♦s❡♥❡ss t♦ 1 ❢♦r θ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡❛❧

✇✐t❤ t❤✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❇✉t ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ✐s ♥♦t ❝r✐t✐❝❛❧

s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t x ◦ g✳ ❋ér♦♥✱ ❉✉❝❤ê♥❡✱ ❛♥❞

▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐ ✭✷✵✵✺✮ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ❛ss✉♠❡

✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣

♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ st❡r❡♦s❝♦♣✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦

❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❛r❡❛s ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✹



❆ ❚✐♠❡✲❊✈♦❧✈✐♥❣ ✸❉ ▼❡t❤♦❞ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙♦❧❛r P❧✉♠❡s

❲❡ ❝❛♥ r❡❣r♦✉♣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ❞♦ s♦✱
❡❛❝❤ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② t❤r♦✉❣❤♦✉t ♦♥❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

y = Uxθ + n






y1

✳✳✳

yT






=







P1XL 0

✳ ✳ ✳

0 PT XL













θ1

✳✳✳

θT






+







n1

✳✳✳

nT







✭✹✮

✇✐t❤ X = diag(x)✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜② x✳ x ✐s ♦❢ s✐③❡ N ✱ y ❛♥❞ n ❛r❡ ♦❢
s✐③❡ M T ✱ θ ✐s ♦❢ s✐③❡ P T ❛♥❞ Ux ✐s ♦❢ s✐③❡ M T × P T ✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱

y = Vθx + n

✇✐t❤ Vθ =







P1diag(Lθ1) 0

✳ ✳ ✳

0 PT diag(LθT )













Id

✳✳✳

Id







✭✺✮

✇✐t❤ Id t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ M × M ✳ Vθ ✐s ♦❢ s✐③❡ MT × N ✳

✷✳✸✳ ■♥✈❡rs❡ Pr♦❜❧❡♠

■♥ ❇❛②❡s✬ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

✭t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥✮✳
❚♦ ❞♦ s♦ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✭t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳ ❆♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ♥♦✐s❡ n✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♥♦✐s❡ st❛t✐st✐❝✿

f(y|x, θ, σn,M) = K1 exp

(

−
‖y − Uxθ‖2

2σ2
n

)

✭✻✮

M = [P , L] ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✭t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧✉♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s♠♦♦t❤ s♣❛t✐❛❧❧② ❛♥❞
t❡♠♣♦r❛❧❧②✱ s♦ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

f(x|σx) = K2 exp

(

−
‖Drx‖

2

2σ2
x

)

❛♥❞ f(θ|σθ) = K3 exp

(

−
‖Dtθ‖

2

2σ2
θ

)

✭✼✮

Dr ❛♥❞ Dt ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s
✉s t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧❛✇ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ M ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs H = [σn, σx, σθ]✿

f(x, θ|y,H,M) =
f(y|x, θ, σn,M)f(x|σx)f(θ|σθ)

f(y|H,M)
✭✽✮

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❛s
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

(x▼❆P, θ▼❆P) = arg max
x,θ

f(y|x, θ, σn,M)f(x|σx)f(θ|σθ) ✭✾✮

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✺



◆✳ ❇❛r❜❡② ❡t ❛❧✳

s✐♥❝❡ f(y|M) ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

(x▼❆P, θ▼❆P) = arg min
x,θ

J(x, θ) ✭✶✵✮

✇✐t❤✿

J(x, θ) = −2σn log f(x, θ|y,M,H) = ‖y − Uxθ‖2 + λ‖Drx‖
2 + µ‖Dtθ‖

2
✭✶✶✮

λ =
σ2

n

σ2
x

❛♥❞ µ =
σ2

n

σ2
α

❛r❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ❜② ❉❡♠♦♠❡♥t ✭✶✾✽✾✮✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✈❡r② s♠♦♦t❤✳ ■t ♠♦st❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ s✐♥❝❡ ♥♦✐s❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ λ ❛♥❞ µ✳

✷✳✹✳ ❈r✐t❡r✐♦♥ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❛♥❞ θ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✬s ❜✐❧✐♥❡❛r✐t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❡st✐♠❛t❡ ♦♥❡ s❡t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ✜①❡❞✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧t❡r♥❛t❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ x ❛♥❞ θ✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ n ✇❡ ♣❡r❢♦r♠✿

θ
n+1 = arg min

θ

J(xn
, θ) ❛♥❞ x

n+1 = arg min
x

J(x, θ
n+1) ✭✶✷✮

❚❤❡ t✇♦ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ θ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ x✳
❚❤✐s ✐s ♦❢ t❤❡ ✉t♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ✜♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥
θ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞✳ x ✐s t♦♦ ❜✐❣ ❢♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
✉s❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✲❣r❛❞✐❡♥t t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❚❤❡s❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❆ ❛♥❞ ❇✳

✷✳✺✳ ❉❡s❝❡♥t ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❙t♦♣ ❚❤r❡s❤♦❧❞

❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✲❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② t❤❛♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t✱
✷✵✵✵❀ P♦❧❛❦ ❛♥❞ ❘✐❜✐èr❡✱ ✶✾✻✾✮✳

dp+1 = dp + bp∇x J |
x=xp

bp =
〈∇x J|

x=x
p ,∇x J|

x=x
p−1〉

‖∇x J|
x=x

p−1‖2

✭✶✸✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢♦✉♥❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❧♦s❡♥❡ss t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st♦♣ t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ③❡r♦✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤✐s
t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ x✿

♠❡❛♥x∈[xp,xp−1,xp−2]‖∇xJ‖2
< Sx ✭✶✹✮

❋♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡❞✱ s♦ ✇❡ ❝❤♦♦s❡✿

♠❡❛♥[n,n−1,n−2]‖(xn, θn) − (xn−1, θn−1) ‖2
< SG ✭✶✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✇❛② t♦ st♦♣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦
❜❡ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❡♣s ✐s ❜❡❧♦✇ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✐t ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✻



❆ ❚✐♠❡✲❊✈♦❧✈✐♥❣ ✸❉ ▼❡t❤♦❞ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙♦❧❛r P❧✉♠❡s

✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ✿ x = 0 ❛♥❞ θ = 1
✇❤✐❧❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞

x ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✿

✇❤✐❧❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞

∗ ❝♦♠♣✉t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t xn ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✮

∗ ❝♦♠♣✉t❡ ❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮

∗ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♣t✐♠✉♠ st❡♣ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮

∗ ✉♣❞❛t❡ x ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮

❡♥❞✇❤✐❧❡

θ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✿

∗ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① UT
xnUxn ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r UT

xny

∗ ✐♥✈❡rs❡ t❤❡ ♠❛tr✐① UT
xnUxn + µDT

r Dr

∗ ❝♦♠♣✉t❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮

❡♥❞✇❤✐❧❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

✸✳ ▼❡t❤♦❞ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❡st ✐ts ❧✐♠✐ts✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥

♦❜❥❡❝t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ♣❧✉♠❡s ✇✐t❤ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ tr② t♦ ❡①tr❛❝t ✐t ❢r♦♠ t❤❡

❞❛t❛✳

✸✳✶✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝✉❜❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠❧②✲♣❧❛❝❡❞✱ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ♣❧✉♠❡s ✇✐t❤ ❛ ●❛✉s✲

s✐❛♥ s❤❛♣❡ ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❛①✐s✿

Ep = A exp

(

−
1

2

[

r.uφ)

a

]2

−
1

2

[r.uφ+ π

2

b

]2
)

✭✶✻✮

❚❤❡ ♣❧✉♠❡s ❡✈♦❧✈❡ r❛♥❞♦♠❧② ❜✉t s♠♦♦t❤❧② ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ❢❡✇ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥✲

❡r❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ s❡t ♦❢ ✻✵ ✐♠❛❣❡s

❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ ✶✽✵◦ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♣r♦❥❡❝t♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡

✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ♦❢ ✜✈❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

✸✳✷✳ ❘❡s✉❧ts ❆♥❛❧②s✐s

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✭❋✐❣✉r❡ ✸✮ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❋❇P✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ◆❛tt❡r❡r ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ❑❛❦ ❛♥❞ ❙❧❛♥❡② ✭✶✾✽✼✮✳

❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡

q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝✉r✈❡s ✐s ✇❡❧❧

r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst t❡♥ t✐♠❡ st❡♣s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s

s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥ ♣❧✉♠❡ ✶ ✐s ❤✐❞❞❡♥ ❜❡❤✐♥❞

♣❧✉♠❡ ✷✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ttr✐❜✉t❡s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❧✉♠❡ ✶ ✐♥t❡♥s✐t② t♦ ♣❧✉♠❡ ✷✳

▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✇✐❧❧ ♥♦t ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✼



◆✳ ❇❛r❜❡② ❡t ❛❧✳

❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥✿ P❧✉♠❡s P❛r❛♠❡t❡rs

P❧✉♠❡ ❙❡♠✐♠❛❥♦r ❙❡♠✐♠✐♥♦r φ x0 y0 ■♥t❡♥s✐t②
◆✉♠❜❡r ❆①✐s a ❆①✐s b (A)

✶ ✹✳✽ ✹✳✷ ✶✳✷ ✷✾ ✷✾ ✸✷✾

✷ ✺✳✻ ✸✳✸ ✶✳✶ ✷✸ ✸✸ ✹✸✵

✸ ✺✳✷ ✹✳✽ ✵✳✶ ✹✵ ✹✷ ✼✷✸

❚❛❜❧❡ ✷✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ P❛r❛♠❡t❡rs

❝✉❜❡ s✐③❡ ❝✉❜❡ ♥✉♠❜❡r ♣✐①❡❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✭s♦❧❛r r❛❞✐✐✮ ♦❢ ✈♦①❡❧s s✐③❡ ✭r❛❞✐❛♥s✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s

1 × 1 × 0.05 64 × 64 × 4 5 × 10−5 × 5 × 10−5 128 × 8

♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇ s✉❝❤ ❛s ❙❚❊❘❊❖✴❊❯❱■ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ♦❢

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❜✐❧✐♥❡❛r✐t② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ θ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ x✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s

❜❡t✇❡❡♥ ♣❧✉♠❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣❧✉♠❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t

x ◦ g✳

❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧✉♠❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥

❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭q✉❛❞r❛t✐❝ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ♦❜❥❡❝t

❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t ♦♥❡ t✐♠❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✳

❲❡ ✜♥❞ ✐t t♦ ❜❡ 3000✳ ❚❤✐s ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 700 ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r✳

✸✳✸✳ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❆r❡❛s

❖♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡❛s ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥❝♦rr❡❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡❛s✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛♥❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s

❚❛❜❧❡ ✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥✿ ❖t❤❡r P❛r❛♠❡t❡rs

❙◆❘ λ µ Sx SG

5 2 × 10−2 100 2 × 10−2 1 × 10−2

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✽



❆ ❚✐♠❡✲❊✈♦❧✈✐♥❣ ✸❉ ▼❡t❤♦❞ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙♦❧❛r P❧✉♠❡s

✭❛✮ x ✇✐t❤ ❛ ❋❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ x ✭❝✮ x ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠

✭❞✮ ❈❤♦s❡♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❛r❡❛s ✭❡✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ θ ✭❢✮ θ ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❋❇P ♠❡t❤♦❞ ✭❛✮✱ t❤❡ r❡❛❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭❜✮✱ ❛♥❞ t❤❡
♦❜❥❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✭❝✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ✻✵ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
r❡❣✉❧❛r❧② s♣❛❝❡❞ ♦✈❡r ✶✽✵◦✳ ❚❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❡✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦♥❡ t✐♠❡ ♣❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ θ ✐♥
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡✮ ❛♥❞ ♦✉r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❢✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ✐s ✐♥ ❞❛②s ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ r♦t❛t✐♦♥
s♣❡❡❞ ♦❢ ❤❛❧❢ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ✶✹ ❞❛②s✳ x ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✈♦❧✉♠❡✳
θ ✐s ❛ ❣❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t x ◦ θ ❤❛s ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s♦❧❛r r❛❞✐✐
❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧❛r ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ s❧✐❝❡s ♦❢ ✸❉ ❝✉❜❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡
z = 0.1 R⊙✳ ❊♠✐ss✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✮ ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❛rs ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❡♥❞
s✐❞❡ ♦❢ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮✳

✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t 10∆T ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t 30∆T ✭❝✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t 50∆T

✭❞✮ ❘❡s✉❧t ❛t 10∆T ✭❡✮ ❘❡s✉❧t ❛t 30∆T ✭❢✮ ❘❡s✉❧t ❛t 50∆T

❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ x◦g s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ∆T ✐s t❤❡ t✐♠❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❛t❛ ✐♠❛❣❡s ✭✺✳✻ ❤♦✉rs✮✳ ❉✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ✐♥ s♦❧❛r r❛❞✐✐✳ ❱❛❧✉❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❡♠✐ss✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤✐s ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❧✐❝❡s ♦❢ ✸❉ ❝✉❜❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ z = 0.1R⊙✳

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✾



◆✳ ❇❛r❜❡② ❡t ❛❧✳

✭❛✮ ◆❡✇ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛r❡❛s ✭❜✮ x ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❝✮ θ ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❛r❡❛s✳ ❚♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛r❡❛s
✭❛✮ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛♥②♠♦r❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✳ ✭❜✮ ✐s t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♠❛♣
❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ s❧✐❝❡s ♦❢ ✸❉ ❝✉❜❡s
❛t t❤❡ s❛♠❡ z = 0.1 R⊙✳ ❊♠✐ss✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✮ ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❛rs ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t✲❡♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭❜✮✳

✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ L ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✺✭❛✮✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✵ ✪ ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t ❛r❡❛✱

✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♠❛♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮

✐s st✐❧❧ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛ ❋❇P ♠❡t❤♦❞✳ P❧✉s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❝✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ tr✉❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✭❡✮ ❡✈❡♥ ✐❢

❧❡ss ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❛♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❢✮✳

✹✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❖❍❖✴❊■❚ ❉❛t❛

✹✳✶✳ ❉❛t❛ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❲❡ ♥♦✇ ♣❡r❢♦r♠ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❙❖❍❖✴❊■❚ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ ✇❤❡♥

❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❙♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♥♦t

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧❀ ❡✳❣✳ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ♦r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r

♣✐①❡❧s ❤✐t ❜② ❝♦s♠✐❝ r❛②s ❛s ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r✳

❚❤❡s❡ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ♠✐ss✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞

t❤❡ ❜❛❝❦♣r♦❥❡❝t♦r ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦✇s ✐♥ t❤❡

♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✮✳

✹✳✷✳ ❘❡s✉❧ts ❆♥❛❧②s✐s

■♥ ❋✐❣✉r❡s ✻ ❛♥❞ ✼✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✶✼✳✶ ♥♠ ❊■❚ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✶✹

◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✻✳ ❚❤✐s ♣❡r✐♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ s♦❧❛r ❛❝t✐✈✐t② ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥

❡①♣❡❝t t♦ ❤❛✈❡ ❧❡ss t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ✶✼✳✶ ♥♠ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st

♦❢ t❤❡ ♣❧✉♠❡s ✐s t❤❡ str♦♥❣❡st✳ ❙♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✺✼

✐rr❡❣✉❧❛r❧②✲s♣❛❝❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶✾✶◦✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♣❧✉♠❡s ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❜✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞

✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s✉❜❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝✉❜❡ ♦❢ s✐③❡ ✻✹×✻✹ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛①✐s

♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ❈❛rr✐♥❣t♦♥ r♦t❛t✐♦♥✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ❛♥❞ ✺ ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡② ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥

❛ ■♥t❡❧✭❘✮ P❡♥t✐✉♠✭❘✮ ✹ ❈P❯ ✸✳✵✵ ●❍③ ✇❛s ✶✸✳✺ ❤♦✉rs ❧♦♥❣✳

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✶✵



❆ ❚✐♠❡✲❊✈♦❧✈✐♥❣ ✸❉ ▼❡t❤♦❞ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙♦❧❛r P❧✉♠❡s

✭❛✮ x ✇✐t❤ ❛ ❋❇P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜✮ ❈❤♦s❡♥ t❡♠♣♦r❛❧ ❛r❡❛s✳ ◆✉♠❜❡r❡❞

❝❧♦❝❦✇✐s❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r✲❧❡❢t

✭❝✮ x ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❞✮ x ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠

✭❡✮ θt ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❋❇P ✭❛✮✱ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❝✮✱
❛♥❞ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❞✮ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❊■❚ ❞❛t❛✳ x ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♠✐ss✐♦♥
❞❡♥s✐t② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r ❊■❚ ✶✼✳✶ ♥♠ ♣❛ss❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❡❛s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮✳ θ ✐s ❛ ❣❛✐♥
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡ ✭❡✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ✐s ✐♥ ❞❛②s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t x ◦ θ ❤❛s ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
s♦❧❛r r❛❞✐✐ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧❛r ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ❛r❡ s❧✐❝❡s ♦❢ ✸❉
❝✉❜❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ z = 1.3R⊙✳ ❊♠✐ss✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✮ ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❛rs
✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❡♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭❛✮✱ ✭❝✮✱ ✭❞✮✳

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✶✶



◆✳ ❇❛r❜❡② ❡t ❛❧✳

❚❛❜❧❡ ✹✳ ❊■❚ ❉❛t❛ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ P❛r❛♠❡t❡rs

❝✉❜❡ s✐③❡ ❝✉❜❡ ♥✉♠❜❡r ♣✐①❡❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✭s♦❧❛r r❛❞✐✐✮ ♦❢ ✈♦①❡❧s s✐③❡ ✭r❛❞✐❛♥s✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s

3 × 3 × 0.15 256 × 256 × 8 2.55 × 10−5 × 2.55 × 10−5 512 × 38

❚❛❜❧❡ ✺✳ ❊■❚ ❉❛t❛ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿ ❖t❤❡r P❛r❛♠❡t❡rs

λ µ Sx SG

2 × 10−2 1 × 104 ✵✳✶ ✵✳✵✺

Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦♦r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝

❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❝t✉❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✻ t❤❛t ♦✉r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤❛s ♠❛♥② ❢❡✇❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ x ♠❛♣ t❤❛♥ t❤❡ ❋❇P

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝✉❜❡✱ ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧s ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s❀

✐♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✲❧✐❦❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✻✪ ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧s ❛r❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♦✉r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥❧② ✷✺ ✪ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s st✐❧❧ s❡❡♠s ❧✐❦❡ ❛ ❧♦t

❜✉t ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ✈♦①❡❧s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝✉❜❡✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈♦①❡❧s ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❛❧s♦✳ ■t ✐s ✲✶✷✵ ❢♦r t❤❡ ❋❇P✱ ✲✺✷ ❢♦r t❤❡

❣r❛❞✐❡♥t✲❧✐❦❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✲✶✾ ❢♦r ♦✉r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✇✐t❤ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣r❡s❡♥t ❛ ❢❡✇

s❧✐❣❤t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳

■♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❧✉♠❡s t❤r❡❡ ✭✉♣♣❡r r✐❣❤t✮ ❛♥❞

❢♦✉r ✭❧♦✇❡r r✐❣❤t✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞✐✈✐❞❡✳

◆♦t❡ ❤♦✇ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♣❞❛t❡❞ t❤❡ x ♠❛♣ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡

t✇♦ ♣❧✉♠❡s✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❛t ✇❛s s❡❡♥ ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❛♥ ❛rt✐❢❛❝t r❡s✉❧t✐♥❣

❢r♦♠ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t t❡♥❞s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❲❡

♥♦t❡ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❧✉♠❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✭✲✵✳✷✱ ✲✵✳✶✺✮ s♦❧❛r r❛❞✐✐ ♦♥ t❤❡ ❋❇P

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✲❧✐❦❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts ❞✉❡ t♦

t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❧✉♠❡ ❛t ✭✵✳✷✱ ✵✳✷✮ s♦❧❛r r❛❞✐✐ ❤❛s ♠♦r❡

✭❛✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t25 ✭❜✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t35 ✭❝✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t45

✭✻ ❞❛②s✮ ✭✽✳✺ ❞❛②s✮ ✭✾✳✽ ❞❛②s✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ x ◦ g ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ❉✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ✐♥ s♦❧❛r r❛❞✐✐✳ ❱❛❧✉❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❊■❚ ✶✼✳✶ ♥♠ ♣❛ss❜❛♥❞✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡
✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❧✐❝❡s ♦❢ ✸❉ ❝✉❜❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ z = 1.3 R⊙.

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✶✷



❆ ❚✐♠❡✲❊✈♦❧✈✐♥❣ ✸❉ ▼❡t❤♦❞ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙♦❧❛r P❧✉♠❡s

✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t

✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✺✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ♠❛❥♦r ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤

✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❋❇P r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝❧♦s❡♥❡ss t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡

✈❛r✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ str♦♥❣❡st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❡ ♠❛❞❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

♣♦❧❛r ♣❧✉♠❡s✱ ✐s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧✉♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡

♣❧✉♠❡s ❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜r✐❣❤t❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❛r❡❛s ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧②

❤❛♥❞✲❝❤♦s❡♥ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡❛s ❞♦ ♥♦t

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❧✉♠❡s✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛r❡❛s ♣r❡s❡♥t✐♥❣

✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❤❛❧❢ ❛ r♦t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❜✐❛s❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♣❧✉♠❡s

❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡✱ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝✉❜❡✱

t❤❡✐r ❛❧t✐t✉❞❡ ✐s ❧♦✇❡r ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t

❛❧t✐t✉❞❡ ♠❛♣s ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞ ♦r t♦

✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s ♦♥t♦ s✉❝❤ ❛ ❣r✐❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡

t❤❛t ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❧♦❝❛t❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❧✉♠❡s ❜✉t ♦♥❧② tr✐❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❢❡✇✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡

✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ tr② t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ♣❧✉♠❡s ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ❞❛t❛ ♦r ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣

t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ s❤❛♣❡s✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ s❡t ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡

♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▲✲❝✉r✈❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡

❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭●♦❧✉❜✱ ❍❡❛t❤✱ ❛♥❞ ❲❛❤❜❛✱ ✶✾✼✾✮ ♦r t❤❡ ❢✉❧❧✲❜❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞

✭❍✐❣❞♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❀ ❈❤❛♠♣❛❣♥❛t✱ ●♦✉ss❛r❞✱ ❛♥❞ ■❞✐❡r✱ ✶✾✾✻✮✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❧♦♦❦❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss s❡❡♠❡❞ ❡①❛❣❣❡r❛t❡❞ ♦r ✐❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✇❡r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❧❧② ♣✉t t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t②

♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥t♦ q✉❡st✐♦♥✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥

❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ t❡st t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡

t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛♥② t✐♠❡s✳

❲❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡s t♦ ❜❡ t❤❡ ❈❛rr✐♥❣t♦♥ r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✳ ❇✉t

t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r str✉❝t✉r❡s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧② t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞

❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐ss✉❡ s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✳

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ♦♥ ♦✉r ♦✇♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲

❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛r❡❛s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣❧✉♠❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♠♦r❡

✐♥t❡♥s❡ ❛r❡❛s ♦❢ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❧✉♠❡

♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ✇❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ tr② t♦ ✉s❡ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t♦ tr② t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❧✉♠❡s✳ ❆♥♦t❤❡r✱ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ✇❛②✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛

♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧✉♠❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥

✭x✮ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭θ✮✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ tr② t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❨✉ ❛♥❞ ❋❡ss❧❡r ✭✷✵✵✷✮

✇❤♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

♦❜❥❡❝t ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②

❜❛r❜❡②❴❙P❢✉❧❧♣❛♣❡r✳t❡①❀ ✷✽✴✵✶✴✷✵✵✽❀ ✶✺✿✹✾❀ ♣✳✶✸



◆✳ ❇❛r❜❡② ❡t ❛❧✳

♠❛♣ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝✉r✈❡s ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ❧❡✈❡❧

s❡ts t❡❝❤♥✐❝s ✭✭❨✉ ❛♥❞ ❋❡ss❧❡r✱ ✷✵✵✷✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ✉s❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭❙♥♦✉ss✐ ❛♥❞ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ✷✵✵✼✮✳

✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r

♣❧✉♠❡s ❢♦r t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ s♦❧❛r ♣♦❧❡s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥
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❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳ Ps❡✉❞♦✲■♥✈❡rs❡ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

❲❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✿

J = ‖y − Uxnθ‖2 + λ‖Drx
n‖2 + µ‖Dtθ‖

2
✭✶✼✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ θ✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✿

∇θJ |
θ=θn+1 = 2U

T
xn

(

Uxnθ
n+1 − y

)

+ 2µD
T
t Dtθ

n+1 = 0 ✭✶✽✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✿

θ
n+1 =

[

U
T
xnUxn + µD

T
t Dt

]−1

U
T
xny ✭✶✾✮

❇✳ ●r❛❞✐❡♥t✲❧✐❦❡ ▼❡t❤♦❞

■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❡ tr② t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡✲
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t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❣❧♦❜❛❧✳ ❚♦ ✐t❡r❛t❡✱ ✇❡ st❛rt ❛t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t (x0) ❛♥❞ ❣♦ ❛❧♦♥❣ ❛

❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t t❤❡ pth st❡♣ ✐s✿

∇xJ |
x=xp = 2V

T
θn+1 (Vθn+1x

p − y) + 2λD
T
r Drx

p
✭✷✵✮

❖♥❝❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ st❡♣ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✿

a
p+1
❖P❚ = arg min

a
J(xp + ad

p+1) ✭✷✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜②✿

a
p+1
❖P❚ = −

1

2

dp+1 ∇xJ |
x=xp

‖Vθn+1dp+1‖2 + λ‖Drdp+1‖2
✭✷✷✮

❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✿

x
p+1 = x

p + a
p+1
❖P❚d

p+1
✭✷✸✮
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