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Introduction

Le but de cet article est de prouver que les opérateurs d’entrelacement qui interviennent dans les
séries d’Eisenstein construites avec des formes automorphes de carré intégrable et des paraboliques
maximaux sont holomorphes au voisinage de I’axe réel positif. Ici on ne travaille que localement donc
on réexprime le résultat différemment ; on renvoie le lecteur & [[1g] pour les rapports locaux/globaux.
On fixe donc un gros groupe G classique est un parabolique maximal de ce groupe donc de la forme
GL(D) x G ou G est un groupe classique de méme type que G; c’est G qui intervient dans cet
article. On fixe une représentation irréductible 7 de G ; on suppose qu’elle est composante locale d’une
forme automorphe de carré intégrable; on oublie le fait que la conjecture de Ramanujan n’est pas
connue pour les groupes GL, cela n’a pas d’importance sérieuse pour nos problémes d’holomorphie
et on suppose donc que 7 est dans un paquet d’Arthur; on rappelle les définitions et constructions
ci-dessous. On fixe une représentation de Steinberg de GL(D), noté ici o et on définit une fonction
méromorphe r(a, 1, s) qui dépend de o et de 1) (ceci est fait en B.1)) mais on peut dire simplement que
r(o,1, s) est le facteur de normalisation défini au moins théoriquement par Langlands et Shahidi pour
Pentrelacement o| |* x 7w, — ||~ X 7, ou 71, est une des représentations du paquet de Langlands
inclus dans le paquet d’Arthur défini par 1. Donc en général la fonction r(o, 7, s) n’est pas le facteur
de normalisation de Langlands-Shahidi pour I'entrelacement précédent quand on remplace 7y, par m
sauf si 1 est tempéré c’est-a-dire trivial sur la 2e copie de SL(2,C); c’est le seul cas ou paquet de
Langlands et paquet d’Arthur coincident. On note M (o, m,s) 'opérateur d’entrelacement standard
associé comme précédemment & I'induite o| |* x 7 et on pose N(o,7,5s) :=r(o,v,s) ' M(o,m,s) et on
montre dans cet article que N(o,,s) est holomorphe au voisinage de 1’axe réel positif.

L’article commence par un rappel des constructions des représentations dans un paquet d’Arthur; on
simplifie la construction dans le cas d’un morphisme général en P.§ ci-dessous ; cette simplification a son
intérét en soi. L’idée est toujours la méme on sait définir avec une grande précision les représentations
dans un paquet d’Arthur associé a un morphisme 1 si la restriction de ¢ & Wp x SL(2,C) ou SL(2,C)
est plongé diagonalement dans le produit SL(2,C) x SL(2,C) est sans multiplicité. Le point est
d’obtenir le cas général a partir de ce cas particulier en utilisant des modules de Jacquet. Dans la
définition orginale on avait rigidifié les choix de fagon a avoir une paramétrisation la plus canon-
ique possible; en fait cette paramétrisation est surtout beaucoup trop rigide et peu compatible aux
procédures standard d’induction restriction. On s’affranchit donc de toute rigidité, on perd encore
plus de renseignements sur la paramétrisation mais on peut alors faire des choix dans chaque situation
et les rendre compatibles a l'induction ou la restriction que ’on considere. Dans cette introduction,
on ne peut pas expliquer toutes les notations; mais il est certainement assez clair que v peut étre
vu comme une représentation de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) dans un groupe d’automorphismes d’une
forme bilinéaire d’un type donné (éventuellement ne respectant la forme bilinéaire qu’a un scalaire
pres). On dit que ¥ a bonne parité si toutes les sous-représentations irréductibles incluses dans 1 sont
aussi a valeurs dans un groupe d’automorphismes d’une forme de méme type. On avait montré en [[[7]
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repris en [I9] que par une induction qui préserve l'irréductibilité on se ramene & décrire les paquets de
représentations associés a un 1 général au cas des 1 ayant bonne parité. Ensuite on construit les pa-
quets associés a un morphisme 1 ayant bonne parité en construisant un morphisme ¥~ “dominant”
1 et tel que Y=~ soit de restriction discréte a la diagonale et en trouvant les représentations associées
a v par module de Jacquet & partir de celles associées & =~ (cf. ci-dessous P.§); c’est la notion de
“dominant” que l'on a simplifiée. On dit que ¥~ domine ¥ s’il existe un ordre total sur ’ensemble
des sous-représentations irréductibles incluses dans 1~ et sur l’ensemble des sous-représentations
irréductibles incluses dans v (il y a une ambiguité si ¢ a de la multiplicité) et une bijection respec-
tant les ordres, du premier ensemble sur le second compatible & I’action de W ; de fagon explicite en
identifiant une représentation irréductible de SL(2,C) a sa dimension, on voit les sous-représentations
irréductibles incluses dans 1) comme un triplet (p,a~~,b~) et la bijection envoie un tel triplet sur un
triplet (p, a,b) tel que inf(a,b) = inf(ass,bss), sup(ass,b==s) > sup(a,b) et (as>> —b=<)(a—b) > 0.
Remarquons que I'on ne peut pas trouver de morphisme dominant ¥ et de restriction discrete a la
diagonale si ¥ n’a pas bonne parité.

La preuve de I'holomorphie des opérateurs d’entrelacement se fait de la fagon la plus standard qui
soit : on s’arrange pour inclure 7 dans une induite 7 X 7’ ou 7’ sera encore dans un paquet d’Arthur et
on décompose 'opérateur d’entrelacement standard en le produit des 3 opérateurs d’entrelacements
standard évidents et on montre que ce produit n’a pas de pole en utilisant une hypothese de récurrence
pour 7’. On explique en détail les choix en B.3; le point de départ est pour s € R+, le résultat d’Harish-
Chandra qui montre que si 7 est une série discrete, alors 'opérateur d’entrelacement standard est
holomorphe pour Res > 0 (cf. par exemple [R§]); en s = 0, c’est uniquement le fait que l'opérateur
d’entrelacement normalisé est autodual et les applications sont pour s > 0.

Table des matieres

[ Quelques notations générales 3
R Rappel sur les paquets d’Arthui 4
P.1 Définition des parametres . . . . . . . ... 4
R.2 Le cas des morphismes élémentaires de restriction discrete a la diagonald . . . . . . . . 6
P.3 Le cas général des morphismes de restriction discrete a la diagonald . . . . . . . . . .. 6
R.4 Cas d’'un morphisme de bonne paritd . . . . . . . . . . . ... ... ... 7
2.5 Déhfnition génerale de II(¢0) . . . ... .. .. ..o o000 8
P.6 Paquet d’Arthur et induction] . . . . . . . . . ..o 8
2.7  Propriétés des modules de Jacquet] . . . . . ... Lo 8
0.8 Assouplissement des choix . . . . . . . . . . ... 10
B__Définition de la normalisation et énoncé du théoreme 13
B.T NormaliSation . . . . v v v v o e e 13

B.2 Enoncé du théoreme et shéma de la preuvd . . . . .. . ... ... ... 14
B.3 Propriétés des facteurs de normalisatiod . . . . . . . . . .. ... ... 16

g Démonstration| 16
H.1 Un lemme CONNU . . . . o v o v v e e e 16
@.2 Réduction dans le cas induitf. . . . . .. ... .o o o000 o000 16
B.37 Réduction, le cas iSold . . . . . . . 17
K.4 Réduction dans le cas de 2 blocs élémentaires consécutify. . . . . . . . . . . ... ... 18
K.5  Conséquence sur ['holomorphie des opérateurs d’entrelacementd . . . . . . . .. . ... 19
U5.1 Lecasdedd . ... . . . . . .. 19

B5.2 Lecasded.d . . . . . . . 20




K.6  Réduction dans le cas d’un blocnonisold . . ... ... ... ... .. ......... 21

.6.1 Une propriété des modules de Jacquetl . . . . . . . . . . .. ... ... ... 21
K.6.2 Réduction de amplitude dans le cas nonisold . . ... .. .. .. ... .... 21
@.6.3  Suppression d'un bloc dans le cas non isolq . . . . ... ... 24
K.7 Conséquence pour ’holomorphie des opérateurs d’entrelacement]. . . . . . . . . . . .. 26
B.7.1 Le cas des signes contraires| . . . . . . . . . ... ... 26
.72 Lecasdeméme signd . . . . . . . . ... 27
KU.8 Réduction parlebad . . . . . . . . .. 29
1.8.1 Réduction par le bas, premiere étapd . . . . . . . .. ... 29
BU.8.2 Réduction parlebas, firf. . . . . . . . . .. ... 31
1.9 Fin de la preuve de '’holomorphie des opérateurs d’entrelacement dans le cas (g =< . 32
#.10 Fin de la preuve de ’holomorphie des opérateurs d’entrelacement dans le cas (o = +]|. 33

1 Quelques notations générales

Dans tout le travail F' est un corps p-adique. On considere ici un groupe G classique ; le prototype sont
les groupes orthgonaux symplectiques ou unitaires mais grace a une remarque d’Arthur ([f]) on peut
leur adjoindre les groupes Gspin(2n + 1) et les groupes non connexes Gspin(2n) et pour les mémes
raisons on peut obtenir les groupes GU(m, F'/F) ou F’ est une extension quadratique de F. Chacun
de ces groupes (hormi le cas des groupes unitaires) a un groupe dual de la forme G* x Wr ou Wr est
le groupe de Weyl de F' et ou G* est un groupe classique. Si G est un groupe unitaire, G* sera plutot
un groupe linéaire, ceci est largement écrit dans la littérature. On considere la représentation naturelle
de G* dans un groupe GL(m,, C) (cela définit my,); si G est un groupe G'spin ou GU il faut prendre
GL(mE, C) x C* comme expliqué par exemple dans [J]. On note #* 'automorphisme g — tg~! (ou
(9,2) = (tg7HA,N)) de GL(mE,C) (ou GL(mg, C) x C*)) et on note 6 automorphisme ”dual” et
on impose a 0 de respecter un épinglage.

On considérera des morphismes de Wp x SL(2,C) x SL(2,C) dans G* continus-algébriques, bornés et
semi-simples ; en composant avec la représentation naturelle cela donne une représentation de Wr x
SL(2,C) x SL(2,C). On note génériquement 1) un tel morphisme et on note Jord(y) 'ensemble des
sous-représentations irréductibles incluses dans v ; toute représentation irréductible de SL(2,C) est
uniquement déterminée par sa dimension et on identifie donc Jord(1) a un ensemble de triplets (p, a, b)
ol p est une représentation irréductible de Wy et a, b sont des entiers. On tient compte des multiplicités
de ¢ dans Jord(y). On appelle caractere du centralisateur de ¢ une application, €, de Jord(y) dans
{#£1} et on appelle restriction de € au centre de G*, le signe €(2G+) := X, 4,0)csord(w)€(P; @, b) ol les
multiplicités de Jord(1y) sont prises en compte. Et on dit que la restriction de e au centre de G* est
déterminée par le type de G si €(zg+) = +1 exactement quand G est déterminé par une forme bilinéaire
dont l'invariant de Hasse est +1. C’est une version combinatoire des notions usuelles.

Grace aux travaux de Zelevinsky on sait donc associer une représentation irréductible de GL(m, F)
notée 7GL (). Cette représentation est stable par ’action de ’automorphisme extérieur de GL(m,, F),
noté @ ci-dessus et on prolonge cette représentation au produit semi-direct de GL(mg, F') x {1,0};
ici il n’est pas important de fixer le prolongement. On appelle 8-trace la trace de cette représentation
limitée a la composante non connexe de ce produit semi-direct; on identifie une telle trace a une
fonction sur GL(n, F') invariante par #-conjugaison.

On utilisera aussi la notation suivante bien commode : soit m une représentation de G et p une
représentation cuspidale unitaire d’un groupe linéaire GL(d,, F'), ce qui définit d,. On suppose qu’il
existe un groupe G’ de méme type que G et de rang d, plus petit tel que GL(d,, F) x G’ soit un
sous-groupe de Levi de G. On note x un réel et Jac, =7 ou simplement Jac,m (quand p est fixé)
Iélément du groupe de Grothendieck de G’, encore vu comme une représentation semi-simple de
G’ tel que le module de Jacquet de 7 relativement & un parabolique de Levi GL(d,, F) x G’ soit

3



de la forme p||* ® Jac,m Dorzp| |27 o' @ 7', égalité dans le groupe de Grothendieck. Soit 7¢F une
représentation de GL(mg,, F); on définit de fagon analogue Jacl &l comme représentation semi-
simple de GL(my — 2d,, F') telle que le module de Jacquet de 7GL relativement & un parabolique de
Levi GL(d,, F) x GL(m{ — 2d,, F') x GL(d,, F') soit, dans le groupe de Grothendieck, de la forme
pl [F@Jacl L @0(p| |%) By o 0’ @TR0” 0l (0, 0") parcourt 'ensemble des couples de représentations

irréductibles de GL(d,, F) sauf le couple (p| [*,8(p||*)).

L’induction pour les représentations est notée par x; soit p une représentation cuspidale d’un groupe
linéaire GL(d,, F) et soit [z,y] un segment croissant ou décroissant. Grace aux travaux de Bernstein
et de Zelevinsky, on sait que U'induite p||* x - -+ X p||Y a un unique sous-module irréductible. Ce sous-
module est noté, soit < p||*,---,p[|Y > soit de facon plus traditionnelle < z,--- ,y >,. Grace aux
travaux de Zelevinsky, on peut généraliser cette construction a un ensemble de multisegments dans
les cas suivants ; considérons une matrice, A, (non nécessairement rectangulaire), dont les lignes et les
colonnes sont des segments de croissance différentes

By - - A4

By - o A

ou pour tout i € [1,t], [B;, A;] est un segment lié au sens de Zelevinsky a celui qui le précede et a
celui qui le suit, soit croissant avec alors By > --- > By et soit décroissant avec By < --- < B;. Dans
I’écriture, I’élément en dessous de By est B; — 1, donc B; n’est pas nécessairement décalé par rapport a
By . Dans ce cas l'induite, pour le GL convenable < By, -+, Ay >, X --- < By,--- , A; >, a un unique
sous-module irréductible que I'on note < A >,. Le type méme de représentations qui interviennent
des que l'on étudie les paquets d’Arthur sont les représentations Speh(St(p,a),b) pour des entiers a, b
qui, dans cette écriture sont les représentations associées a la matrice rectangulaire ci-dessous et aussi
a la transposée de cette matrice.

(@—b)/2 - (a+b)/2—-1

(@4 b)/241 o —(a—b)/2

Une convention importante

On s’intéresse aux opérateurs d’entrelacement associés a 1’élémént du groupe de Weyl de longueur
maximale, pour des induites de la forme o| |* X 7 oll o est une représentation de Steinberg (unitaire)
et s € R>p. En géérale I'image est a valeurs dans une induite de la forme &||™® x 7 ou & est la
contragrédiente de o parfois tordu par un caractére dépendant de 7 (cas des groupes de similitudes) ;
pour simplifier la notation on suppose que & ~ o. C’est le seul cas important.

2 Rappel sur les paquets d’Arthur

2.1 Définition des parametres

On fixe 1) comme dans [l. A un tel morphisme Arthur associe un ensemble fini de représentations
irréductibles de G, ensemble noté II(¢)) uniquement déterminé par le fait qu'une combinaison linéaire
convenable & coefficient tous non nuls des traces des éléments de II(¢)) se transfere en la f-trace de
GL

T ().

Le seul cas particulier de ce résultat dont nous avons besoin est celui beaucoup plus simple des paquets
de séries discretes ; on suppose que 1 est trivial sur la 2e copie de SL(2,C) et que la représentation
définie par ¥ n’a pas de multiplicité. Dans ce cas II(1)) est formée de séries discretes de G ; leur nombre

est exactement 2/°"9(¥)~1 o long(v)) est la longueur de v en tant que représentation de Wr x SL(2, C).
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Avec cela on a déduit 'existence d’une classification des représentations cuspidales de G sous la forme
suivante (les définitions de sans trou et alterné sont apres I’énoncé) :

Proposition 2.1.1 ] existe une bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphie de représentations
cuspidales irréductibles de G et l’ensemble des couples 1, € ot ¢ est un morphisme discret et sans trou
et € est un caractére altérné du centralisateur de v de restriction au centre de G* imposée par G.

On dit que 9 est discret si la représentation de Wr x SL(2,C) est sans multiplicité ; on dit que 1 est
sans trou si quand Jord(¢y) contient (p,a) avec a > 2, il contient aussi (p,a — 2) . Le caractere du
centralisateur de 1) est dit alterné si, vu comme application de Jord(y) dans {£1} il prend des valeurs
différentes sur (p,a) et (p,a — 2) en prenant la valeur — sur tout couple de la forme (p,2).

L’application qui & une représentation cuspidale 7 associe le morphisme % est uniquement déterminée
par la propriété suivante : soit p une représentation cuspidale de GL(d,, F') autoduale. On sait alors
d’apres Silberger qu'il existe un unique réel x, » € R>¢ tel que I'induite p| [*»™ x 7 soit réductible. On

pose Red() := {(p, Tpx )i xpr > 1/2}. Alors Jord(y) = {(p,2x,7 — 1); (p, xpx) € Red(m)}.

La seule démonstration que je connais de ce résultat utilise 'existence de II(v)) dans le cas particulier
des morphismes triviaux sur la 2e copie de SL(2,C) et ceci est di a Arthur et nécessite le lemme
fondamental ordinaire et tordu, ainsi que le transfert pour toutes les fonctions localement constantes
a support compact.

Avec cela on peut utiliser [14], [Rd] pour construire toutes les séries discrétes de G, ou on peut utiliser
les résultats d’Arthur pour cette méme construction ; on a déja montré que les constructions coincident.
On ne fait alors plus d’hypothéses sur ¢ et on construit un paquet de représentations II(¢) en [
repris en [I]. Et la construction est faite de telle sorte que la propriété de transfert pour les v
discrets donne la propriété de transfert pour les 1) généraux. Ici on n’a pas besoin de savoir de quelle
combinaison linéaire il s’agit. Les paquets que nous avons construits sont donc les paquets qu’Arthur
trouvent (une fois tous les lemmes fondamentaux démontrés) par son étude des formules des traces.
Arthur annonce que la somme des séries discretes dans un paquet I1(¢)) avec 9 de restriction triviale
a la 2e copie de SL(2,C) est la (& un scalaire prés) combinaison linéaire stable dans le paquet. On
a alors montré en ] quelle est la combinaison linéaire stable dans le paquet II(¢)) ; les coefficients
sont des signes explicites. Ici on a besoin d’une description/construction des éléments de I1(¢)) pour
un v général que I'on va rappeler et que I'on simplifiera un peu ci-dessous. Dans cet article, on va
utiliser le calcul des coefficients mais on pourrait tres bien garder des coefficients non calculés, cela ne
changerait rien.

Fixons v ; on note 9|5 la restriction de ¢ & Wr x SL(2,C) ot SL(2,C) est plongé diagonalement dans
SL(2,C) x SL(2,C).

Pour construire les éléments de II(1)) on commence par le faire dans des cas ou Y| est sans multiplicité ;
on appelle ce cas le cas ou 9 est de restriction discrete a la diagonale. Ceci a été traité en détail dans
L6 avec les résultats de [RJ].

Sous cette hypothese II(1)) est en bijection avec les couples £, d’applications définies sur Jord(i))
ot pour tout (p,a,b) € Jord(v), t(p,a,b) € [0,[inf(a,b)/2]] et n(p,a,b) € {£1} avec n(p,a,b) = +
si t(p,a,b) = inf(a,b)/2; de plus a un tel couple ¢, on associe (cf. ci-dessous) un caractere du
centralisateur de ¢, pour nous une application, €, de Jord(1) dans {£1} et ce caractere a sa restriction
au centre de G* déterminée par la forme de G, c’est-a-dire pour nous X (p,a,b)e Jm,d(w)ew(p, a,b) = eg
ol eg est l'invariant de Hasse intervenant dans la définition de la forme bilinéaire que G respecte
(éventuellement a un scalaire pres). Par définition :

v(p7 a, b) c JOTd(’l/J), et,ﬂ(pa a, b) — ﬁ(pa a, b)inf(a,b) (_1)[inf(a,b)/2}+i(ﬂ,a,b).



On note 7(1,t,n) ou plus simplement 7(t,7) la représentation correspondant a t,7. On pose aussi
egﬂ(slﬂ) = X(p7a’b)€J0rd(w)€i,ﬂ(p,a/, b)>~! et on a a alors montré en loc.cite que sz ei,ﬂ(sw)w(z,ﬁ) est
une distribution stable qui a le bon transfert pour un bon choix d’action de 6 qui ne nous importe
pas ici puisque cela ne change la combinaison linéaire que par un signe dépendant uniquement de 1)
et de l'action de 6 fixée. Ce qui est important pour ce travail est d’avoir une description en termes de
représentations des 7(¢,t,7). On rappelle cette description telle qu'elle a été faite en loc.cite ; elle se

fait par récurrence sur £(¢) := 3, , pesora) (inf (@, 0) = 1).

2.2 Le cas des morphismes élémentaires de restriction discrete a la diagonale

Le premier cas est donc celui des morphismes vérifiant ¢(1)) = 0 que l'on a appelé morphismes
élémentaires ; on garde I'hypothese que la restriction 1o est sans multiplicité. Dans ce cas néces-
sairement ¢ = 0 et ¢, = 7. On note ¢z la restriciton de ¢ & Wy fois la diagonale de SL(2,C) x
SL(2,C). On remarque que l'application (p,a,b) € Jord(y)) — (p, sup(a,b)) € Jord(ya) est une bi-
jection ; on sait donc définir une série discrete associée a 1|5 et au caracetre n que l'on note 7T(1/)| AsT)
et la représentation 7(1,¢,7) est 'image de (¥ A1) par une application qui généralise I'involution
d’Iwahori-Matsumoto. Mais en [[LJ] on en a donné une description simple qui distingue 3 cas, le 2e et
le 3e ne sont pas exclusifs I'un de I'autre. On fait ici une récurrence sur Z( p.ab)EJord() sup(a,b).

le cas : 9| est sans trou et ) est alterné ; la représentation associée est alors cuspidale et son existence
résulte de la classification des représentations cuspidales

2e cas : le morphisme o a un trou; il existe donc (p,a,b) € Jord(y) avec sup(a,b) > 2 et
(p,sup(a,b) — 2) & Jord(ia); on inclut ici aussi le cas ot sup(a,b) = 2 et n(p,a,b) = +. On
note (p,a’,b’) le triplet tel que (a — b)(a’ — b') > 0 et sup(a,b) — 2 = sup(a’,V’) et on note ¢’ le
morphisme qui se déduit de v en remplagant (p, a,b) par (p,a’,b’). On identifie naturellement 7 & un
morphisme de Jord(y') dans {£1}. On sait donc définir 7(¢',t = 0,7) et on a montré que l'induite
p|[@=0/2) x w(4/,t,1) a un unique sous-module irréductible et on a défini m(z,t = 0,7) comme ce
sous-module irréductible. B

e cas : il existe (p,a,b) € Jord(y) avec sup(a,b) > 2 et (p,sup(a,b) — 2z) € Jord(ya) pour tout
x € [0, [inf(a,b)/2]] et n n’est pas alterné sur ces éléments mais l'est sur les élément (p, sup(a,b) — 2x)
pour tout z € [1, [mf(ajb)/Q]] On pose ¢ := +sia > 1et ( = —sib> 1. On note ¢’ le morphisme qui
se déduit de 1 en enlevant de Jord(v) les éléments (p, a,b) et (p,a’,v’) ot sup(a’, ') = sup(a,b)—2. On
restreint 7 en une application de Jord(vy') dans {£1}. On sait définir, par récurrence, la représentation
(¢, t). On a montré que la représentation induite

< p’ ’(a_b)/27 e 7p’ ’_(al_b/)/Q > Xﬂ(¢,7ﬁ)

a exactement 2 sous-modules irréductibles. Et la représentation cherchée m(1),7n) est I'un de ces sous-

modules; on a précisé lequel mais cela n’a pas d’importance ici.

2.3 Le cas général des morphismes de restriction discrete a la diagonale

Ici on suppose que 9 est tel que Yo est une représentation sans multiplicité de Wg x SL(2,C) et on
suppose que £(1)) > 0. On fixe (p, a,b) avec inf(a,b) > 1. On note ( le signe de a — b et on pose ( = +
si a = b. On fixe encore t et n satisfaisant aux conditions générales et on décrit m(¢,t,n) suivant les
cas.

le cas : t(p,a,b) = 0; on note ¢’ le morphisme qui se déduit de 1) en changeant uniquement (p, a,b)
en Ucella—b|+1,a4b—1]:c=atb—1[2] (05 sup(1, (c), sup(1, —Cc)) ; on définit ¢’ sur Jord(y') en restreignant ¢
a Jord(y)") N Jord(y) et en étendant ensuite par 0 et on définit 7’ sur Jord(¢y') en restreignant n a
Jord(y)") N Jord(v) et en étendant par : B B

Vee[la=bl+1,a+b—1;c=a+b— 1[2],Q/(p, sup(1,Cc), sup(1, —Cc)) = n(p, a, b)(k'a*b'*l)ﬁ.
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On a clairement 15 = ¢\/A et

inf(a,b) (_1) [inf(a,b)/2] _

ei,ﬁ(pa a, b) = ﬁ(p7 a, b) cGHafb\Jrl,aerfl};cEa+bfl[2]ﬂl(p7 Sup(la CC), Sup(la _CC))'

Donc on a bien la relation

X(p/,a’,b/)EJord(w/)ei’,g’(pla al, bl) = X(p”,a”,b”)EJord(w)Ei,ﬂ(p/l,a”a b”) = €G-
De plus £(¢') = £(p) — inf(a,b) + 1 < £(¢) on sait définir 7(¢’, ¢/, n’) et on pose tout simplement :

m(,t,m) =7\t ).

2e cas : t(p,a,b) > 0; en particulier inf(a,b) > 2. On note ¢’ le morphisme qui se déduit de
en changeant simplement (p,a,b) en (p,a’,b’) ou (a’,V’) est uniquement déterminé par le fait que
sup(a’,b') = sup(a,b), inf(a’,b') = inf(a,b) —2 et {(a’ — V') > 0; si inf(a,b) = 2, on supprime
simplement (p,a,b) et on se rappelle qu’alors 7(p, a,b) = +. On définit ¢',n’ en prenant la restriction
de t et n sur Jord(y) N Jord(y') et en posant 7'(p,a’,b') = n(p,a,b), t'(p,a’,b') = t(p,a,b) — 1.
On a clairement €tn(pra,b) = ey y(p,a’ V). On considére le groupe G’ de méme type que G mais
de rang celui de G moins d, (d, est la dimension de p vue comme représentation de Wr). Comme
(") = L() — 2, on sait définir w(¢',t',n’) avec des propriétés sur les modules de Jacquet que lon
récrira en B.7. On pose A := (a+b)/2 — 1 et B = (a — b)/2. On a montré en [I§ que l'induite

< p| |<B’ T ap| |7<A > Xﬂ-(w/’ilaﬂl)

a un unique sous-module irréductible et 7(¢,t,7) est ce sous-module irréductible, par définition. Do,
en revenant aux définitions de B, A

ww,z,g) —< p| ,(afb)/27... Pl ,fC((a+b)/2f1) > Xﬂ(¢/7£/7ﬁ,)_

2.4 Cas d’un morphisme de bonne parité

On fixe ¥ et (p,a,b) € Jord(y); on dit que (p,a,b) a bonne parité si la représentation de Wp x
SL(2,C) x SL(2,C) définie par ce triplet est a valeurs dans un groupe de méme type que G*. On dit
que ¥ a bonne parité si tous les éléments de Jord(y) ont bonne parité.

Fixons un ordre total sur Jord(); comme Jord(y) a en général de la multiplicité, on précise que 2
éléments (p, a,b), (o', a’,0') de Jord()) sont ordonnés méme si p = p’,a = a’,b =b"; on note > joq(y)
cet ordre. On impose toujours a l'ordre mis de vérifier la propriété (P) :

(0'sa' V') > joraw) (psa,b) sip=p, (a—=0b)(a" —b")>0,[a —b|>]a—bleta+V >a+b.

Soit G~~ un groupe de méme type que G mais de rang plus grand et soit ¢~ un morphisme pour G~-..
On suppose que Jord(i~~) est aussi muni d’un ordre total avec la propriété ci-dessus et on dit que
>~ domine ¢ si |Jord(¢ss)| = [Jord(y)| =: L et pour tout ¢ € [1, L], en notant (p>> i, @>> i, b>> ;)
et (pi,a;, b;) le itme élément de Jord(yss) et Jord(i) respectivement, on a ps~; = p;, inf(a;,b;) =
inf(as>i,bs>>.) et (a>>; — bs>i)(ai — b)) > 0.

Si 1 a bonne parité et seulement dans ce cas, il existe des morphismes -~ de restriction discrete a
la diagonale et dominant 1. Pour définir II(¢)) le paquet de représentations associées a 1 l'idée est
de l'obtenir par module de Jacquet a partir de II(1)>~) ol ¥~ est un morphisme dominant 1) et
de restriction discréete a la diagonale. L’application de II(¢)s~) sur II(1)) est celle qui est expliquée
en P.§ ci-dessous; comme on va le montrer en P.§ on obtient bien ainsi II(¢)) mais évidemment la
paramétrisation a U'intérieur de II(v)) dépend du choix de 1=~ ; on a fait une construction qui ne
dépend pas du choix tout simplement en imposant a l'ordre mis sur Jord(¢) plus de condition que
(P). Précisément, on a demandé que



V(o' d V), (pr,b) € Jord()(p, &' ) > sonatey (0,0:8) i p = o et |(a/ — )| > |(a — B)] o
|(a =V)|=|(a—b)| et d +b >a+bou (a,V) = (a,b) en tant qu’ensemble non ordonné et a’ > v'.

On renvoie a [[9). On a alors montré que la paramétrisation de I1(¢)) obtenue grace a celle de TI(t)~=)
est indépendante du choix de 1~ dominant 1) pour un ordre vérifiant cette propriété; en [[I7] on
a méme montré que la paramétrisation de II(¢)) qui en résulte a I'aide de couples (t,n) définis sur
Pensemble Jord(y) ~ Jord(is~) peut se définir directement sur l’ensemble Jord(y)) vu comme en-
semble ordinaire avec multiplicité. Ce raflinement ne sert pas pour ce travail et au contraire on préferera
garder une grande liberté sur le choix de I'ordre mis sur Jord(1)).

2.5 Définition générale de TI(v))

Il reste encore a enlever ’hypothése que i a bonne parité. De ’algebre linéaire élémentaire montre
alors que 9 est la somme de facon unique ,,, © ¢, de 2 morphismes oti 1y, a bonne parité et aucun
élément de Jord(¢pm,) a bonne parité. On écrit alors vy, = /2;mp D Y_1/2,mp de telle sorte que
les représentations des groupes linéaires associée mw&F (1 /27mp) et Gl (Y_q /27mp) se déduisent l'une
de l'autre par application de ; ici il n’y a pas unicité mais cela n’a pas d’importance. On a alors
montré en [[9] 3.2 que pour tout 7 € I(ty,) induite WGL(Tz)l/Q’mp) x 7 est irréductible et que cette
tensorisation définit une bijection de II(t,) sur II(y)). Cela termine la description des paquets.

2.6 Paquet d’Arthur et induction

On fixe 1 =: ¢mp @ Yyp (cf. ci-dessus) et on suppose que Jord(yry) a de la multiplicité; on fixe
(p,a,b) € Jord(yy,) intervenant avec au moins multiplicité 2 et on note ¢ le morphisme qui se
déduit de 1) en enlevant 2 copies de (p, a,b). L’hypotheése de bonne parité assure que v’ est encore un
morphisme pour un groupe G’ de méme type que G. On note 7(p,a,b) la représentation du groupe
linéaire Speh(St(p,a),b) c’est-a-dire le sous-module de Langlands de Pinduite St(p, a)| |~®=1/2) x...x
St(p, a)||®=D/2).

Proposition 2.6.1 L’ensemble I1(1)) est l’ensemble des sous-modules irréductibles des induites de la
forme w(p,a,b) x " ou «' parcourt TI(y)).

Cette proposition a été démontrée en [I7] sans utiliser le fait que II(¢)') est formé de représentation
unitaires. Ici, on en donne une démonstration treés rapide qui utilise l'unitarité des éléments de II(¢)');
on aura cette unitarité des que la totalité des résultats d’Arthur seront disponibles c¢’est-a-dire des que
I’on aura tous les lemmes fondamentaux y compris pondérés ; sans 'unitarité et avec la démonstration
ci-dessous on obtient la proposition en remplagant sous-modules par sous-quotients. On sait que
7GL () = mw(p, a,b) x 7L (') x0(m(p, a,b)). Soit T'(1') la combinaison linéaire stable de représentations
de G’ dont la trace se transfere en la f-trace de 74 (). La f-trace de 7%F(¢)) est alors un transfert
de la trace de I'induite 7(p, a,b) x T'(¢") (définie dans le groupe de Grothendieck de G). Ainsi I1(v)) est
formé des sous-quotients irréductibles des induites de la forme 7(p, a,b) x " ou 7’ € II(¢)') ; Punitarité
admise de 7’ assure qu’'une telle induite est semi-simple d’ou le résultat. Remarquons qu’en général
une telle induite est réductible ; on a montré en [[[7] qu’elle est sans multiplicité de longueur inférieure
ou égale a inf(a,b) + 1. Le fait qu’il n’y ait pas de multiplicité se retrouve ici parce que l'on sait que
T1(¢)) est sans multiplicité (cf. [I]) mais cela utilise toute la force des résultats d’Arthur alors que [[[7]
est élémentaire.

2.7 Propriétés des modules de Jacquet

On fixe ¢ d’ou Jord(y) et m € II(¢). Soient p une représentation cuspidale unitaire irréductible,
¢ =+, A, B des demi-entiers tels que A — B € Z>g. Le lemme ci-dessous est déja dans [[[7] mais on
préfere en redonner la démonstration pour pouvoir 'utiliser dans B.§ et rendre ce travail indépendant

de [[I7].



Lemme 2.7.1 On suppose que B # 0 et que Jacep,... cam™ # 0 alors il existe un sous ensemble de
Jord(y) de la forme (p, Ai, B;,C) pour i € [1,v] avec v un entier convenable tel que By = B, A, > A
et pour tout i €]1,v|, B; €|B;_1, A;i—1 + 1].

On démontre le lemme par la récurrence suivante. On fixe ¥ ; on a mis un ordre sur Jord(y), pour
définir 7 ; on considére un élément (p, A, B, (') € Jord(y) tel que pour tout (p, A”, B” (") € Jord(1)
plus grand que cet élément, on a B” >> A’ et pour un 3e élément de Jord(vy), (p, A", B" (")
strictement plus grand que (p, A”, B”,("), on a B” >> A”; la notion de >> est aussi relative aux
A, B du 'énoncé. Le plus grand élément de Jord(1) convient toujours; si (p, A’, B',{’) peut étre le
plus petit élément de Jord(v) alors v est de restriction discrete a la diagonale et tous les blocs de
Jordan sauf éventuellement le plus petit sont de la forme (p', A’, B’, (') avec B’ >> A. Il n’y a aucune
difficulté & montrer que dans ce cas Jac¢p,... cam = 0 sauf éventuellement si pour (p', A’, B’,(’) comme
ci-dessus, p' =p, (' =(, B =Bet A > A.

On raisonne donc par récurrence sur la place d'un tel élément (p’, A’, B, (') dans Jord(¢). On fixe un
tel élément dans v et on suppose que ce n’est pas le plus petit élément puisque ce cas a déja été vu;
on note ¢’ le morphisme qui se déduit de ¢ en remplagant (p, A’, B',{") par (p, A"+ T',B'+T",{)
avec T' grand mais tel que si (p, A", B",¢") > joraw) (p, A, B',(’), on a encore B” >> A" +T'. On
peut alors appliquer le lemme par récurrence aux représentations dans le paquet associé a 1)'.

On note S(p, A’, B',T’,(’) la représentation irréductible associée aux multi-segments

(I(BI—{—T/) C/(A/+TI)

CB +1) - (A1)

Par définition, pour toute représentation irréductible 7 du paquet associé a v, il existe une représenta-
tion irréductible 7’ du paquet associé a 1)’ et une inclusion

7 — S(p, A, BT ') x .
On suppose que Jacep,... ca™ # 0. On fixe une représentation irréductible o et une inclusion
m = pl [P x - xpl | x o,

Avec une récurrence facile sur A— B, on peut supposer que cette inclusion se factorise en une inclusion

T =< p| |<Ba"' ’p| |<A > Xo.

En remontant, on a une inclusion
7= S(p’A,’B,aT/aC,)X < p| |<Ba e ’p| |<A > Xo.

Supposons d’abord que linduite S(p, A’, B',T',¢")x < p||B,--- ,p| |4 > dans le GL convenable
est irréductible. On peut échanger les 2 facteurs et on obtient donc par réciprocité de Frobenius que
Jacep,... cam # 0. On applique le lemme par récurrence & 7’ mais les blocs de Jordan qui interviennent
sont nécessairement comparables & (p, A, B,() (qui n’est pas un bloc de Jordan, en général) et sont
donc des blocs de Jordan de v et on obtient le lemme pour 7. On sait que I'induite est irréductible
si ¢/ # ( : c’est une application immédiate du fait que |[¢'(B’ 4+ 1) — (B| est le plus petit écart
entre une représentation intervenant dans S(p, A’, B’,T’,(’) et une représentation intervenant dans
pl 18 x -+ x p| |4 et que ce nombre vaut |(B’ 4 1) — ¢’¢B| ou encore B’ +1+ B > 1+ B > 1 car on
a supposé que B # 0. On suppose donc que ¢’ = (; si ( = ¢’ = — on a encore 'irréductibilité d’apres
par exemple R1] 1.9 si B < B’ +1 et A > A’ + 1. En utilisant I'involution de Zelevinsky, on a aussi
le méme résultat si ¢ = ¢’ = +. En fait on sait que Jac,pm = 0 sl n’existe pas (p, A, B, () € Jord(v)



donc on peut se limiter au cas ot B < B’. Le seul cas qui reste est donc B< B'et A< A'.Si B=HB,
on prend v =1 et (p, A1, B1,61) = (p, A', B',{"). Si B < B’, on factorise

<pHCB,"' ,pHCA >‘—><pHCB,--- ,pHC(B_l)> ><<pHCB,--- ,pHCA >

et on remarque que Uinduite S(p, A', B, T',¢')x < p|[$B,- -+, p| |S(F'=1) > est irréductible. On a donc
Jacep,... ,((3/71)77/ # 0. On applique alors le lemme pour 7’ et on obtient le lemme pour 7 en ajoutant
Pélément (p, A’, B',{’). Cela termine la preuve.

2.8 Assouplissement des choix

Ici, on fixe 1 et on veut décrire les représentations de II(1)) avec des choix aussi peu contraignants que
possible. On fixe un ordre total sur Jord(y) ayant uniquement la propriété :

soit (p, A, B, (), (p', A', B', () € Jord(y) tels que p = p, ( = (', A> A" et B > B’ alors (p, 4, B, () >
(pI7AI7BI7 CI)'

Cette propriété est la propriété notée P ci-dessus sauf qu’elle est exprimée plus simplement quand on
a remplacé (p,a,b) par (p, A, B,() puisque l'on a déja mis un choix en fixant ¢ si a = b.

On construit ¢~~ dominant ¢ pour cet ordre c’est-a-dire que pour tout (p, A, B,() € Jord(y), on
fixe T}, 4,5, de telle sorte que si (p, A, B,() > (p', A", B', (') alors T, s p¢ >> Ty ar,pr¢r. Soient t,n
vérifiant [l]; ici on voit ces applications comme définies sur Jord(i) ~ Jord(yss), c’est-a-dire qu’elles
ne sont pas définies sur Jord(y)) vu comme ensemble sans multiplicité. On construit 7(¢>~,t,7). On
calcule ensuite les modules de Jacquet de cette représentation Jacym(¥>>,1,1) := B

O(p,4,B,C)eJord($)) G T, a 5] JACC(B+i), ¢(A+H) T (Y>>, 1,1),

ou les (p, A, B, () sont pris dans l'ordre décroissant, c’est-a-dire, avec I'inversion provoquée par 1’écritu-
re de o, que 'on commence par ”baisser” le plus petit élément de Jord(y)s~) pour le faire devenir le
plus petit élément de Jord(1) et et caetera.

Proposition 2.8.1 Awec les notations précédentes, Jacym(Y~~,t,n) est nulle ou irréductible ; si cette
représentation est non nulle elle est dans I1(1)) et toute représentation de I1(1)) est obtenue par cette
procédure pour un unique choix de t et 1.

On fixe 1 et ¥~~ et pour tout k € [1,|Jord(v)|], on note (pg, Ak, Bk, (k) le k iéme élément de
Jord(v), ces éléments étant ordonnés de telle sorte que le premier soit le plus petit. Et on note
(Pk, As> &k, B>> k, k) le k ieme bloc de Jordan de 1)~ avec le méme principe pour l'ordre. Par hy-
pothese (pr, Ass k, Bss g, () "domine” (pi, Ay, By, (i) ce qui veut dire que Tj, := Ass j — Ay =
B~ — By >> 0. On note t¢<j, le morphisme dont les blocs de Jordan sont tous les (p;, A;, By, (;)
pour i < ket les (pj, As~ j, B> j,(j) pour touts les j > k. On démontre la proposition par récurrence
sur k; pour s’autoriser 77 # 0, on commence a k = 0, ou il n’y a rien a démontrer. On le démontre
donc pour k en 'admettant pour & — 1. On note S(p, Ak, Bk, Tk, () la représentation associée aux

multi-segments
B, +T, - Ap+1Ty

Bp+1 -+ Ap+1

Le premier point & démontrer est que si my, := Jace(, 41, c(Ap+1) " JACB+T3), o \C(Ap+T) Th—1 F 0,

)

alors il existe une représentation irréductible o, une inclusion
Te—1 S(P7 Ak7 Bk7 Tk7 C) X o

et que T = o.
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Pour tout ¢ € [0, Tj[, on définit la représentation irréductible S(p, A +¢, Bx+¥, T}, () en ne considérant
que les Ty, — ¢ premieres lignes du tableau ci-dessus. Et on démontre par récurrence descendante sur
¢ D'assertion suivante : il existe une représentation o, vérifiant Jacec,... carop = 0 pour tout C' €
[Br + 0+ 1, A+ Ty) et A€ [Ax+ L+ 1, Ax + T], avec A > C et tel que l'on ait une inclusion

Tk—1 — S(P, Ak; + Ea Bk; + f, Tk’ C) X 0y.

Remarquons tout de suite que comme 7;_1 est irréductible, on peut supposer (comme nous le ferons)
que oy est irréductible, on garde la propriété de nullité de certains modules de Jacquet de o et cette
propriété de nullité assure que

O[Ty 4117 ACE (Byti) - C(Apti) S (Py Ak + 4, B + £, T, C) X 04 = 0y.

En particulier pour £ = 0, on aura le résultat cherché, soit mp = 0 soit 7 = 0¢. Démontrons donc
I’assertion.

Pour ¢ = T}, il n’y a rien presque rien a démontrer en prenant o, = m,_1; il suffit d’utiliser le fait
que Jaceemp—1 = 0 s'il n’existe pas d’élément de Jord(yr—1) de la forme (p, A,C,¢). Or cette non
existence est vraie par hypothese puisque C € [By + Tx + 1, Ax + T)] . On suppose l'assertion vraie
pour £+ 1 < T} et on va la démontrer pour £. On a une inclusion

Te—1 = S(p, A + L+ 1, B + £+ 1,T}, ) X 0441

On vérifie alors

JAC(By10), . c(Ap+0) Cie[Ty t+1] JACCBy+i), o C(Apti)Th—1 — JACE By 40, ,C(Ay+0) T+1-

Comme 7, # 0, on a une non nullité du membre de droite. Ainsi il existe une représentation irréductible

op et une inclusion

Ap+L)

Ol — p’ ’C(Bk'i‘f) X o0 X p‘ ‘C( X op.

Comme Jacec,... ¢(A,+0)0e+1 = 0 par hypothese, cette inclusion se factorise par l'unique sous-module
irréductible (pour le GL convenable) de I'induite p| [SBr+0 x ... x p| <A+ d’on

o1 =< pl [SEFD ] [CAD > gy,
En remontant, on obtient une inclusion

T—1 — S(P,Ak +0+1,Bg + 4+ 1’TkaC)X < p| |C(Bk+£)"" ’p| |<(Ak+Z) > Xoy.

On veut encore démontrer que cette inclusion se factorise par 'unique sous-module irréductible (pour
un GL convenable) de S(p, A + £+ 1, By + € + 1,Ti, O)x < p|[Bet0 o p |SA+D > qui est
précisément S(p, Ay + £, Bx, + ¢, T}, ¢). S’il n’en est pas ainsi, l'inclusion se factorise par

p| |C(Bk+£) X S(p’ Ak; +€+ 1’Bk +€+ 1’Tka<)x < p| |C(Bk+£+1)a o ’p| |<(Ak+€) > Xoy.

Or l'induite S(p, Ay + €+ 1, By + £+ 1, T}, () x < p| [SBetHD Lo o [€(A+0) > et irréductible (cf.
BT} 1.9); on peut donc encore échanger les 2 facteurs; on obtient alors une inclusion pour 7 une
représentation convenable :

-1 = p| [(PHD o < pf [BRFEFL L pl [ S e

On applique le lemme P & 757 et 1,1 pour A = A+ et B = By, +/{. Comme ¢ < T}, I'élément de
Jord(yr—1) noté (p, A1, By, (1) de loc.cit est de la forme (p, A', B', () vérifiant (p, A, B', () < jord(u;_,
(p; A + T, By + Ti,¢); on a donc aussi (p, A, B',¢) <jord(w) (0 Ak, Bk, ¢) par choix de l'ordre.
Ceci reste vrai pour tout ¢ € [1,v] puisque les blocs se chevauchent et en particulier B,, A, (avec
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les notations de loc. cit) vérifie soit B, < By soit A, < Ay; or on a By = By + ¢ > By d’ou aussi
B, > By, donc A, < Ay, ce qui est contradictoire avec A, > A +£. D’ou 'assertion. On a donc montré
I'inclusion
Tp—1 < S(p, A+ 4, B + £, T, C) X Oy.
Il reste & montrer que pour tout C > By, + £ et tout A € [Ax + ¢, Ax + Ty], avec A > C, on a
Jacee,... caop = 0.

Raisonnons par ’absurde et on fixe C' maximum avec une telle propriété, d’ou l'existence d’une
représentation irréductible ¢’ et une inclusion

4 > %o

C

oy —< p| |< P ’p|
La représentation S(p, Ay + £, B, + £, T}, O)x < p||C, -+, p| |4 > est irréductible & cause des hy-
potheses sur C > By, + ¢ et A < A, + T}. En remontant on trouve encore une inclusion de m;_q dans
une induite < p| [, -+, p|[¢* > x0” avec ¢” convenable et on peut conclure comme ci-dessus sauf
dans le cas ou C' = By, + T}, qui est tout a fait possible. Ici on aurait que Jace(, 11y),¢(B+7,)Th—1 7 0
ce qui est exclu par exemple par [[f] 5.2 (c’est facile).
On a donc ainsi défini 7, comme représentation irréductible. On remarque aussi que 7, détermine
uniquement 7_1 car l'induite S(p, Ak, Bk, Tk, () X 7 a un unique sous-module irréductible par
réciprocité de Frobenius. On a donc démontré le premier point de la proposition.

Montrons que les représentations obtenues sont dans II(¢)) encore par récurrence sur k puisque 'on
connait le résultat dans le cas de 1)~ ~. On sait donc qu’une bonne combinaison linéaire des m;_1 a coef-
ficients tous non nuls se tranfere en la trace tordue de 7¢%(¢) ; cela donne une identité de caractere.
Etant donné la compatibilité du transfert & la restriction partielle ([27 4.2) la méme combinaison
linéaire de mj se transfere en .J acf;wGL(i/Jk,l). L’indépendance linéaire des caracteres du groupe G

donnera le résultat cherché des que 'on aura montré que J acinL (Yp_1) = T ().
Conceptuellement, on définit J GCZT('GL (¢p>>) comme on a défini Jacy, et le point est que

JaczﬂrGL (Yss) = 7GL ().

En effet, soit (p/, A’, B’,¢’) un quadruplet comme ceux que l'on consideére ici. On considére le tableau
suivant :

(B . (A

C/Al . : . _CIBI
on peut lui associer grace aux travaux de Zelevinsky une représentation irréductible basée sur la
cuspidale p’; on note Z(p', A, B', (') cette représentation.

Pour une représentation o d’un groupe lindaire, on note Jac’

p| Iz p\ ‘x déﬁm €en et

J ac;l| w0 I'object de méme nature quand on échange la gauche et la droite, ce qui a un sens pour les
groupes linéaires et n’en avait pas pour les groupes classiques. Evidemment cela suppose que 'on a
fixé les matrices triangulaires comme sous-groupe de Borel et que tous les paraboliques contiennent

ce sous-groupe de Borel. Avec ces notations Jacf)‘ 00 = Jaci| |xJacz‘ 20 = Jac;l| = Jacf)‘ 20

o 'analogue de Jac

Fixons p; soit [z, y] un segment croissant ou décroissant x, y étant des demi-entiers. Les représentations
Z(p', A", B, (") vérifient Jacy||e... pvZ(p', A", B',(") # 0 exactement quand p' = p, x = ('B’ et
y € [('B,—CAlouy € [('B,('A'], les 2 possibilités sont exclusives. Dans le premier cas le résultat
est I'unique représentation irréductible associée au tableau

y _ Cll . _C/AI
CI(BI+1) . —CI(A/—l)

12



Et dans le deuxieme cas, c’est I'unique représentation irréductible associée au tableau

CI(BI—l) _C/AI
y+¢1

CfAI o o —C"B/

On montre le résultat suivant : soient 1’ un morphisme et (p, A, B,{) € Jord(y)'); on suppose que

Jord(y)") est muni d’un ordre total vérifiant :

pour tout (p', A’, B',{’) tel que (p/, A', B',{) > (p, A, B,(), B' >> A;

pour tout (p', A, B', (") < (p, A, B, () soit p' # p soit ¢’ # ( avec B’ # 0 soit B’ < B soit A’ < A.

On note . le morphisme qui se déduit de 1 en changeant (p, A, B,() en (p,A+1,B +1,() et on

>

va montrer que Jacg(BH) Q(A+1)7TGL(7:Z),>) = 7&L(4"). De proche en proche, cela donnera ’assertion

cherchée.

On écrit 7@F (L) = X (o, A1 B e Jord(w)—{(p,A,B,O} 2 (0, AT, B, (') x Z(p, A+ 1,B +1,¢). On calcule
g

JAC B4y, (A1

une filtration dont les sous-quotients sont indexés par les découpages de l'ensemble & := {((B +

1), -+, (A + 1)} en |Jord(y)L)| sous-ensembles, &, 4 ¢y, le sous-quotient correspondant 3 ce

> (o', A",B' (")
découpage étant isomorphe a X(PlvAlvB/7C/)€JOT‘d(¢/>)JaCJBEg(p/’A/’B/’C/ Z(p/, A", B',¢"). Daprés ce que l'on a
vu, Ey ar pgreny = 0si¢'B B+1),--- ,((A+1)]. Ainsi &y a4/ g ¢y # 0 entraine que nécessairement
(p' A,B' (') (p'\A,B' (")

(0, A, B',(") < (p,A,B,C) et que p = p/, B" > B et (' = (; supposons que (o, A", B',(") #

(p,A+1,B+1,(), les propriétés de l'ordre assurent alors que A’ < A et cela entraine que ((A +

1) & Ep.a,pr ). Ainsi ((A+ 1) € &, a41,B4+1,¢) mais cela force ((B + 1) € & at1,B41,0) €t € =

Ep At1.B+1.0)- Ainsi qu’il n’y a qu’un seul découpage possible; le méme argument s’applique pour

(p,A+1,B+1,()

)7TGL (¢L). Les formules standard de Bernstein Zelevinsky, disent que le résultat a

d
JaC_C(A+1)7... —c(B+1) €t on trouve

Jacg(B+1)7"' 7C(A+1)7TGL(1/}I>) = 7TG‘L(zp/)'

On note Zm@_leﬂ(%_ﬂ a(m—1)m,—1 la combinaison linéaire stable qui se transfere en la trace tor-

due de 7% (¢p_1) pour des bons coefficients a(m,_1) # 0. On a alors montré que la combinaison
D1l ATr—1)Jacy, Ty est stable et se tranfere en la trace tordue de 7% (41,). On rappelle
que les Jacy, m,—1 sont soit nuls soit irréductibles et ceux qui sont non nuls sont tous distincts. C’est
alors I'indépendance linéaire des caractéres qui permet de conclure.

3 Définition de la normalisation et énoncé du théoreme

3.1 Normalisation

On fixe ¥ et m € II(¥); on fixe aussi un entiers ag et une représentation cuspidale autoduale p. On
considere 'opérateur d’entrelacement standard

M(s) = St(p,ao)| |* x = — St(p, ao)] |=* x
au voisinage de s € R>g. On définit la fonction méromorphe de s suivante

" L(St(p,ap) x St(1,a),s — (b—1)/2)
(rab)elordV) TGt ag) x St(t,a),s + (b+ 1)/2)

. Llp.rc,2s)
L(p,r¢,2s+1)’
13

T(Sa ¢) =




ol rg est défini par la représentation naturelle de G* qui sert a définir le transfert. Kt on pose
Ny(s,m) == M(s,m)r(s,¢)"" et en général 1 est fixé et on pose donc N(s, ) := Ny(s, 7). On connait
completement explicitement les fonctions L qui interviennent ci-dessus. On rappelle les résultats de

Shahidi 23] que

L(St(p,a0) x St(p',a),s) = Xpe[ja—a’)/2)(atrar)j21 L0 X P, 5 + ).

On sait aussi qu’il existe une factorisation L(p x p,s) = L(p,rq,s)L(p,r¢,s) ot rg @ ry est la
décomposition de la représentation ®*C™ ot C" est la représentation naturelle de GL(n,C) (n = my,)
la décomposition dépend du plongement de G* dans GL(n,C).

On en déduit facilement que les dénominateurs ne peuvent avoir de poles au voisinage d’un nombre
réel positif ou nul et les numérateurs n’ont pas de zéros. Ainsi au voisinage d’un nombre réel positif
ou nul, la fonction 7(s,) est d’ordre inférieur ou égal a 0.

On a vu en [[I§ 2.1 que r(s,¥)r(—s, 1) differe du produit M (—s) o M (s) vu comme opérateur scalaire
par une fonction holomorphe inversible au voisinage de tout point réel. En loc. cite on a bien exliqué que
cette normalisation n’est pas en général la normalisation de Langlands-Shahidi; c’est la normalisation
de Langlands-Shahidi uniquement si 7 est dans le paquet de Langlands associé au paquet d’Arthur.

3.2 Enoncé du théoreme et shéma de la preuve

Théoréme 3.2.1 L’opérateur Ny(s,m) est holomorphe en tout point s réel positif ou nul.

Le choix de la normalisation est de nature globale et les conséquences attendues comme en [[I§] sont
aussi de nature globale, mais je n’ai pas de démonstration globale de ce résultat car tout essai s’est
heurté au fait qu'un tel opérateur peut étre identiquement zéro et que pour obtenir des résultats en la
place v il faut au moins empécher des 0 aux autres places; or on a peu de liberté car la normalisation
dépend du paquet, ¢. Certes il y a plusieurs facon de globaliser ce paquet mais la représentation de
la deuxieme copie de SL(2,C) est elle de nature globale et est donc fixée par la place v et ne donne
lieu & aucune liberté.

Le cas s = 0 : ici on sait que N(—s, 7)o N(s,7) est une fonction holomorphe inversible, en particulier
n’a pas de pole en s = 0. Donc a une fonction holomorphe inversible pres N(—s, 7) est dual de N(s, )
pour la dualité naturelle entre St(p,ag)||® X 7 et St(p,ap)||~* X 7 construite grace a 'unitarité de .
Cela suffit pour avoir ’holomorphie en s = 0 et méme le fait que N (0, 7) est bijectif.

On se place donc au voisinage d’un réel s = sg > 0. On pose by = 259 — 1. Dans ce paragraphe, on
explique la démonstration. Cette démonstration se fait par réduction au cas ou 7 est une représentation
tempérée. Supposons momentanément que 7 soit tempérée ; sous cette hypothese, on sait grace aux
travaux d’Harish-Chandra que I'opérateur d’entrelacement non normalisé est holomorphe en s = sg
par positivité stricte. Il suffit alors de vérifier que r(s, 1)) n’a pas de zéro en s = sg; on a déja vu que
r(s,1) est d’ordre inférieur ou égal & zéro au voisinage de tout s réel strictement positif. Cela donne
le résultat.

On traitera aussi facilement le cas ot Jord(y)) a de la multiplicité cf. [.2.

La suite de la démonstration du théoréme se fait par récurrence sur les entiers suivants; soit ( un
signe. On pose £(1;() = me(a’b);g(a_b)zo(inf(a, b) — 1). On note ¢y le signe de ag — by en prenant
+ si ag = bp. Si {p = — on fait une récurrence d’abord sur n(y, —) := |{(p,a,b) € Jord(¢);a < b}
puis sur £(1, —(p). Le début de la récurrence se fait donc quand £(;(y) = n(y»,—) = 0; on a donc
pour tout (p,a,b) € Jord(¢), a < b par n(¢),—) = 0 et b = 1 par £(v);(p) = 0. Ainsi, dans ce cas,
1 est tempéré et le début de la récurrence a déja été montrée. Supposons maintenant que (y = +;
ici la récurrence se fait sur (¢, +) + £(¢,—). Le début de la récurrence est donc quand pour tout
(p,a,b) € Jord(y), inf(a,b) =1 et ce cas sera traité en on le fera en utilisant la description des
représentations obtenue dans [[[J] et rappelée ici.

Un cas facile est le cas ol 'on peut construire un morphisme ¢ tel que = € II(¢) NII(¢)') et tel
que l'on puisse appliquer la récurrence a 1’ ; le seul point alors est de vérifier que r(s,¢’)/r(s,)
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est holomorphe. C’est d’ailleurs dans ce cas que l'on trouve facilement des exemples ot N (s,) est
identiquement 0 en s = sg.

Le cas le plus fréquent est celui oul on construit un morphisme v’ est relatif & un groupe de rang
plus petit que le groupe de départ et auquel on peut appliquer 'hypotheése de récurrence. Ce que
l’on montre alors est qu’il existe une représentation 7/ € II(¢)') et une représentation complétement
explicite o d’un groupe linéaire avec une inclusion

T o X,
Ici il faut donc aussi considérer les opérateurs d’entrelacements
St(p,ap)||*® x 0 — o x St(p, ap||*
o % St(p,ao)l |7 = St(p,a0)|| " x o

Donc il faut aussi étudier ces opérateurs d’entrelacements (ce qui a été fait en [R1]) et on est presque
obligé de ne considérer que des cas ou apres une normalisation explicite ils sont holomorphes ; ensuite
on compare les normalisations ce qui est facile. Comme les induites écrites ne sont pas irréductibles en
général, dans cette étape on perd des informations. Le plus ennuyeux est qu’avec cette méthode, on
ne controle pas la non nullité des opérateurs. Toutefois, une fois 'holomorphie démontrée, on pourra
utiliser des opérateurs non holomorphes en controlant 1’ordre des poles, ce qui, je 'espere, permettra
d’aller plus loin.

On explique les étapes de la récurrence et la construction des ¢ ; on suppose d’abord que £(¢; —(p) > 0
et on baisse £(¢; —(y) sans modifier n(1, (y) (défini si {y = —) ni (¢, (p). On consideére alors un ordre
sur Jord(y) qui est tel que (p,a,b) > joraey) (p,a’,0') si (o(a —b) <0 et (p(a’ —b") > 0. On remplace
chaque (p,a,b) tel que (p(a —b) < 0 par (p,A = (a+b)/2 —1,B = |(a —b)/2|,—(p) et on fixe
un tel élément tel que A — B > 0 et B est maximal avec cette propriété; on met alors un ordre
sur Jord(y) tel que (p, A', B',{") > jorq(y) entraine que ¢ = —(o B’ > B et A" > A. Ainsi pour
(0, A", B, (") > joraw) (ps A, B,(), on aura nécessairement A’ = B’. Un cas est alors facile, celui ou
pour tout (p, A’, B',() > Jord(y) (Py A, B, —Co), on aB’ > A; dans ce cas, on montre (cf. [.3) que
l’on peut remplacer ¢ par un morphisme 1)’ qui se déduit de 1 soit en remplagant (p, A, B, —(y) par
Uce(s,a)(p, C, C, —(o) soit par (p, A—1, B+1,—(p) ce qui a remplacé £(1; —(o) par £(¢); —Co) — (A—B)
dans le premier cas et par £(¢; —(y) — 2 dans le deuxiéme cas. Dans le cas contraire traité en [L6,
on ordonne les demi-entiers B’ tels que B’ €|B, A et (p,B’,B’,—(y) € Jord(¢); on note Bj,fi1
le plus petit et B4, le plus grand, en posant Bj,; = B. On se rameéne d’abord au cas ol pour
B’ > B" consécutifs dans cet ensemble auquel on a ajouté B, on a Jacepr.... cprm = 0; cette réduction
n’améliore par la récurrence. Mais avec cette hypotheése, on montre que I'on peut remplacer ¢ par un
morphisme ¢’ qui se déduit de 1) en remplacant (p, A, B, —(y) soit par (p, A — 1, B +1,—(p) soit par
(Ps Bmazs B, —€0)Uce(Bas, 4] (Ps C; C, —(o) ; dans le premier cas, on a remplacé £(1); (o) par £(1); —(p) —2
et dans le deuxieéme cas par £(¢; —(p) — (A — Byaz)- Les conséquences sur I’holomorphie cherchée sont
en [L.7.1] On remarque pour la suite que dans toutes ces étapes on n’a pas modifié n(v, (o).

Ainsi, on est ramené au cas ou £(¢; —(p) = 0 sans avoir modifié n(y, {y) ni (¢, ().

Dans le cas ou (y = +, on baisse ensuite £(¢, (y) en

Il faut donc encore expliquer comment on baisse n (1, (y) ce qui sera utile pour {y; = — mais dans
ce cas on modifie ¢(¢; —(y) qui peut redevenir > 0 d’ou l'ordre de la récurrence. On commence par
partir d'un 1 tel que £(¢, —(y) = 0 ce qui est loisible. On fixe un élément (p, A, B, (o) dans Jord(1))
tel que B soit minimal; on suppose évidemment qu’il en existe. On met un ordre sur Jord(y) tel
que cet élément soit le plus petit élément de Jord(y); on montre d’abord que l'on peut se ramener
au cas ot B = 0 ou 1/2 au prix éventuellement d’une modification des (p, A’, B', —(p) ; puis presque
par définition que l'on peut alors changer —(y en (y. Dans cet étape on a donc diminué n (v, (y) de 1
éventuellement en augmentant £(¢), —(p). Il faut remarquer que pour mener a bien cette preuve, on a
pris un ordre sur Jord(vy) tel que (p, A, B,(p) est le plus petit élément alors que tout autre élément
de la forme (p, A’, B',{p) est plus grand que tout élément de la forme (p, A”, B"”, —(p) ; cf et .9
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3.3 Propriétés des facteurs de normalisation

On fixe p une représentation cuspidale autoduale et des entiers ag, a, bg,b. On pose so = (by — 1)/2.
Chaque élément (p, A, B,() de Jord(y) contribue par un facteur dans r(s,); le tableau ci-dessous
indique §’il contribue aux pdles de r(s,1) ou non; s’il remplit la condition écrite dans la case, il
contribue et sinon il n’y contribue pas.

¢\¢o + -
+ | B<By<Ag< A

- B<Ay<A By<B<Ay<A

En particulier si () = — aucun élément de la forme (p, A, B,() avec ( = + contribue aux poles de
r(s,1). On peut maintenant expliquer pourquoi la démonstration est différente suivant les valeurs de
Co; si on baisse n(1, (p) en augmentant éventuellement £(1p, —(p), r(s,¢’)/r(s,1) a de bonne chance
d’étre holomorphe en s = sg si () = — mais pas si (y = +.

A ces contributions, s’ajoute par définition L(St(p, ag)x St(p,ap),ra,2s)/L(St(p,aox St(p,ap),2s+1).
Ce facteur n’a pas de pole au voisinage d’un réel strictement positif. Ce terme ne joue donc de role
qu’en s = 0 ou il peut avoir un pole.

4 Démonstration

4.1 Un lemme connu

Soient Af, B, A, B des demi-entiers tels que Af + B{, et A + B soient des entiers. On suppose que
Bj < Aj et que B < A. Ainsi les représentations < Ay,---,Bj >, et < A,---, B >, sont des séries
discretes tordues par un caractere.

Lemme 4.1.1 Dans le GL convenable, l'opérateur d’entrelacement standard
<Ay By >, |IPx <A . B>,—< A B>, x < Ay, By >, ||

est holomorphe en s = 0 si Bl > B ou si Ay > A el a un péle d’ordre 1 exactement si B > By et
A > A avec U'une des inégalité étant une égalité. L’opérateur d’entrelacement normalisé d la Shahidi
est holomorphe en s =0 si B() > B ou A6 > A.

La deuxieme partie du lemme est démontrée en [R1] (c’est un cas particulier de [R1] 1.6.3) et est une

conséquence des travaux d’Harish-Chandra. Le facteur de normalisation vaut

L(St(p, Ay — By + 1) x St(p, A= B+ 1),s + (A) + BY)j2— (A+ B)]2)
Lipxps+|(Ag—A+B—By)/2|+(Ay—A+ B, — B)/2) _
Lipxp,s+ (A)—By+A—B)/2+1+ (A — A+ B, — B)/2
L(p x p,s + sup((Ay — A); (By — B)))
Lpxp,s+ Ay —B+1)
Le facteur de normalisation a un pole si A < A et B{ < B avec I'une des inégalités étant une égalité.
Cela termine la preuve.

4.2 Réduction dans le cas induit

Ici on suppose que Jord(y) a de la multiplicité ; on fixe (p,a,b) € Jord(y) et on suppose que (p,a,b)
a multiplicité au moins 2 dans Jord(y)). On sait alors (cf. R.f) qu’il existe une représentation 7’ dans
le paquet associé & v’ et une inclusion

7 — Speh(St(p,a),b) x 7.
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Lemme 4.2.1 L’holomorphie pour Ny(s,m) résulte de celle de Ny (s, ') en tout s € Rx.

On considere la suite d’opérateurs d’entrelacement d’abord standard et que I’on normalisera ensuite :
St(p,ag)® x m—

St(p,an)® x Speh(St(p,a),b) x 7" — Speh(St(p,a),b) x St(p,ag)® x 7' (1)
Speh(St(p,a),b) x St(p,ap)® x " — Speh(St(p,a),b) x St(p,ag)* x 7' (2)
Speh(St(p7 a)a b) X St([), aO)_S x ' — St([), aO)_S X Speh(St(pa a)7 b) x . (3)

On a défini la normalisation pour 'opérateur (2) et pour les opérateurs (1) et (3), on prend la nor-
malisation de Shahidi ( [R1]), c’est-a-dire pour (1)

L(St(p,ap) x St(p,a),s — (b—1)/2)/L(St(p,ap) x St(p,a),s + (b+1)/2)

et pour (3) L(St(p,a) x St(p,ap),—(b—1)/2 + s)/L(St(p,a) x St(p,ap), (b+1)/2 + s).

On remarque alors que r(1,s) est par définition le produit de ces 2 facteurs avec r(¢’,s). Or les
opérateurs d’entrelacement normalisés (1) et (3) sont holomorphes en tout s € R>o. Donc ’holomor-
phie pour N (s, 7) résulte de ’holomorphie de N(s,7’). On se rameéne ainsi au cas ot Jord(¢)) n’a pas
de multiplicité.

4.3 Reéduction, le cas isolé

Ici on suppose que Jord(y) contient un élément (p, A, B,() tel que A > B et tel qu’il n’existe pas
d’élément (p, A’, B', (') € Jord(v)(p, A, B, () avec ¢’ = ( et B’ €]B, A[. On note 1)’ le morphisme qui
se déduit de 9 en remplagant (p, A, B, () par Uce(p,a)(p, C, C, () et 4" le morphisme qui se déduit de
1 en remplagant (p, A4, B, () par (p, A —1,B+ 1,() (ou en supprimant (p, A, B,() si A= B +1).

Lemme 4.3.1 Sous les hypothéses faites, 2 cas sont possibles. Soit w appartient aussi au paquet
associé a v’, soit il existe " dans le paquet associé a " tel que l'on ait une inclusion

m < pl B pl [T > x
On fixe un ordre sur Jord(1)) pour pouvoir définir 7; on impose a l'ordre de vérifier
(p, A, B', ") <joraqe) (0 A, B, () si soit ¢' = —( soit B’ < B.

Avec I'hypothese faite, on a donc (p, A, B', (") > jora) (0,4, B, () exactement quand ¢’ = ¢ et
B’ > A. Avec ce choix d’ordre, on fixe 1)<~ dominant tous les éléments de Jord(1)) supérieur ou égaux
a (p, A, B,() et on note 7~ la représentation dans le paquet associé & ¥~~ permettant de définir =
par module de Jacquet. On associe t et 7 les parametres de 7 et le premier cas se produit exactement
quand t(p, A, B,¢) = 0. En effet, supposons que t(p, A, B,() = 0; alors par définition 7~~ appartient
au paquet associé au morphisme 94 < qui se déduit de ¢ en remplacant (p, A+ T, B+T,() (ou T est
un entier grand) par Uce|B+T,A+T) (p,C,C,(). Les modules de Jacquet qui permettent de passer de
s> & 1) sont les mémes que ceux qui permettent de passer de - & ¢’ car

05,1 ACC(B4T—j41),-¢(A+T—j+1) = °Ce[A,B] Oje1,1] JAC(C+T—j+1)-

On suppose maintenant que t(p, 4, B,¢) > 1. On note 2. le morphisme qui se déduit de ¢~
en remplacant (p, A+ T,B + T,¢) par (p,A+T —1,B+ T + 1,() et on sait qu’il existe 72 une
représentation dans le paquet associé & 2. avec une inclusion :

Tos =< p| [P p] [TEATT) s el
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On sait que Jace,ml. = 0 pour tout « € [B+1,B +T] car (p,A', B',() € Jord(y.) entraine soit
B’ < B soit B"= B+ T + 1 soit B’ >> B+ T'; les formules standard donne donc I'inclusion

B —C(A+T "
ojen, ) ace(B4r—jt1T>> =< pl B, p| AT XTs>

Ensuite on applique ojcy 71Jac¢(B41T41—j+1),- ¢(A+T—1—j+1) aux deux membres de 'inclusion ci-dessus
et sur le membre de droite, ce module de Jacquet ne peut que s’appliquer a 72 ; le résultat est une
représentation 72 dans le paquet associé au morphisme ¢2 qui se déduit de 2. en remplacant
(p,A+T—-1,B+T+1,¢) par (p,A—1,B+1,() et cette représentation est irréductible. De plus elle
vérifie Jaceml = 0 pour tout € [A + 1, A+ T] car tout élément (p, A’, B',() de Jord(¢Z) vérifie
soit B’ < B+ 1 soit B’ >> A+ T. Il reste a appliquer Jace(A4T), - ¢(A+1) qui sur le membre de droite
n’affecte pas 2. On obtient donc

—CA
0e[1,7] ACE(B4T—j41), ,C(A+T—j41)T>> =< p| ’CB7"' 0l A X

Puis ensuite on redescend a 7 en appliquand des Jac¢, pour x parcourant un ensemble d’éléments
tous strictement plus grand que A (on a utilisé ici '’hypothese) ; quand on applique ces modules de
Jacquet au membre de droite de l'inclusion ci-dessus, ils ne s’appliquent qu’a 72 pour donner une
représentation 7" ayant les propriétés de 1’énoncé.

4.4 Réduction dans le cas de 2 blocs élémentaires consécutifs

Ici on suppose que Jord(y) contient 2 éléments de la forme (p, A = B, (), (p, A’ = B',() avec B’ > B,
tels que pour tout (p, A”, B" () € Jord(1), on ait soit B” > B’ soit B” < B. On note ¢’ le morphisme
qui se déduit de v en enlevant ces 2 blocs.

Lemme 4.4.1 Avec les hypotheses ci-dessus, 2 cas sont possibles ; soit Jacep .. (g™ = 0 soit il
existe une représentation irréductible ™ dans le paquet associé a ¢’ et une inclusion

mes<pl B p] T8 > XA

Dans la preuve on interprete cette dichotomie en termes de parametres et ceci est important : on
met un ordre sur Jord(y) tel que (p, A", B",(") > joraw) (p, A, B, () exactement quand (" = ¢ et
B" > B et (p, A", B",{") <joraw) (p, A, B, () soit si (" = —( soit si B” < B. Cela épuise tous les
éléments de Jord(y) d’apreés 'hypotheése. On peut alors associer a v ses parametres z, 7).

On va montrer que le premier cas, Jaccpr ... ¢(p+1)T™ = 0, se produit exactement quand 7(p, A, B, () =
_ﬂ(p’ A,’ B,’ C)

On fixe un morphisme 9~ qui domine tous les éléments de Jord(1)) supérieurs ou égaux a (p, A, B, ().
On pose ms~ = 7(1>>,t,n). Par définition, on sait que 7 s’obtient a partir de 7 en prenant des
modules de Jacquet de la forme suivante :

T = JaCtrwee JACHBI4T) . ((B'+1) ACC(BT) oo ((B41)T>>5 (1)

ol £ est un ensemble totalement ordonné et ot pour tout z € £, > B’ + 1 et ou T et T’ sont des
entiers "grands” avec 7" >> T. Quand on calcule Jacepr.... ¢(B41)T, on peut faire commuter cette
opération avec Jacyee (sur le terme de droite) & cause de 'hypotheése = > B’ + 1. Ainsi

Jacep . )™ # 0= Jacp o ((B41) ACBAT) o (B+1)TOC(BAT) o ((B+1)T>> # 0

Le terme de droite s’écrit aussi Jace(p/ 111, ¢(B+1)JACc(B4T), - ¢(B+1)T>>- La réciprocité de Frobe-

)

nius donne donc 'existence d’une représentation ¢ et d’une inclusion
B+T B+1 B'+T' B+1
o o p BT s [SPH1) ] [T s ] (B0 g
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On sait que Jacg, 7> = 0 pour tout x €]B'+T", B+T[U]B+T, B+1[ et que Jace(p4r),¢(B+1)T>> = 0.
Ceci montre que 'inclusion ci-dessus se factorise par I'unique sous-module irréductible de I'induite
(pour un GL convenable) p| [S(BHT) x ... x p| [CBHD) 5 p| [CBHT) ... xp| |<(BHD ; dotr une inclusion :

o =< p| [CEFT) o pl [BED > < pf [SHTD e pf |SBHD > .

Par irréductibilité, on peut échanger les 2 premieres représentations et on obtient donc, a fortiori,
Jace gy, ¢(B+T+1)T>> # 0. Par définition, ceci est équivalent a n(p, A, B',¢) = n(p, A, B, ().
Supposons donc que l'on ait cette égalité et on note ¥, . le morphisme qui se déduit de 9>~ en
enlevant les blocs (p, A+ T,B+T,(),(p, A’ +T',B'+T',¢). On sait qu’il existe une représentation
nl < dans le paquet associé a ¥{ . et une inclusion

[CPHT | [EBHD

T>> — < p’ > X7TI>>.

Pour calculer 7, on revient & (1) ci-dessus et on commence par calculer J AC¢(BAT), - ¢(B+1)T>>. Comme

Jacg,ml, o = 0 pour tout x € [B+T, B+ 1] puisque Jord(y~ ) ne contient aucun élément de la forme
(p, A, x, () pour ces valeurs de z, on obtient :

Jacypir), - ¢(B+1)T>> =< pl S R e

De méme on obtient
5
b

Jace(prmn) - (B4 JACBT) - ((Ba1yT>> =< pl [P pl 78 > xal

Ensuite on doit encore appliquer Jac¢zes avec > B'; on obtient donc
B —(B
m o< pl [P ol [T > xJacgapeet s

Or par définition, 7’ := Jacczzcems < est dans le paquet associé a ¢ et on a donc démontré I’alternative
du lemme.

4.5 Conséquence sur ’holomorphie des opérateurs d’entrelacements

On fixe encore ap un entier et sy un réel strictement positif et on définit by par so = (bg — 1)/2. On
note (g le signe de ag — bg si ce nombre est non nul et on pose (y = + sinon.

4.5.1 Le cas de 4.4

Ici on suppose que les hypotheses de (.4 (dont on adopte les notations) sont satisfaites; on suppose

de plus que ¢ = —(o. Et on suppose que Jacep ... ¢(p+1)™ # 0. D’olt U'existence de i

Lemme 4.5.1 L’opérateur Ny (s, ) est holomorphe en s = sg si l'opérateur Ny (s, 7") est holomorphe

en s = sg.

On décompose évidemment l'opérateur d’entrelacement en produit : St(p,ap)||* x 7 —

St(prao) % < pl B pl |78 > xa =< pl (B o gl [ > xSt(p,a0)|[F x 7' (1)

=< pl [ pl |78 > xSt(p,ao)| |7 x 7 (2)
— St a0 |7 % < gl B+ pl| B > 3)

Supposons d’abord que {y = —; alors ( = + et (p, A, B,() est de la forme (p,a,1) tandis que

(p, A, B',¢) et de la forme (p,a’,1) avec @’ > a. La représentation < p| |5’ .- p||7¢F > est une

représentation de Steinberg tordue, St(p, (a + a’)/2)||(@~®/%, En sq lordre de 7(s,9) est le méme
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que celui de 7(s,9’) d’apres B.3 L’opérateur d’entrelacement standard (3) est holomorphe par posi-
tivité stricte, d’aprés Harish-Chandra; lopérateur d’entrelacement normalisé (1) est holomorphe en
sg d’apreés par exemple [R1] 1.6.3 parceque —(ag — 1)/2 + so = (bp — ag)/2 > 0 > —(B = —B. Le
facteur de normalisation est

L(St([), aO) X St(ﬂ? (a’ + al)/2)780 - (al B a)/4) _
L(5t(p, a0) x St(p, (0 + @)/2), 50 — (@ — @)/A+ 1)
L(p x p,|(ag —1)/2 — ((a+a')/2 —1)/2[ + s0 — (a' — a)/4)
L(p x p,(ao + ((a + a')/2)/2 + so — (' — a)/4) '

L’ordre de ce facteur de normalisation en s = sy est I'ordre du numérateur ; or ce numérateur n’a pas
de zéro en s = sy et & un poéle d’ordre 1 quand

sup((ap—1)/2—((a+d")/2—1)/2—(a' —a)/4;—(ap—1)/2+ ((a+a')/2—1)/2— (a’ —a)/4) +s9) = 0.

Ou encore, sup((agp—1)/2—(a'—1)/2; —(ap—1)/2+(a—1)/2)+so = sup((ap—a’)/2; (a—ap)/2)+so = 0.
Or (a—ag)/2+ (bp —1)/2 = (a—1)/2 + (bg — ag)/2. Or on a supposé que by > ag et la nullité ne
peut donc étre obtenue. Ainsi ’holomorphie de N(s,7) en s = sg résulte de la méme propriété pour
N(s, 7).

On suppose maintenant que (o = + d’ou ¢ = —. Ici, (p, A, B, () est de la forme (p, 1,b) et (p, A’, B', ()
est de la forme (p,1,0). Et la représentation < p|[¢F' .- p||7¢P > est le module de Speh <
pl |7®=D/2 oo p||(0-D/2 5 Les opérateurs d’entrelacements normalisés (1) et (3) sont holomorphes
d’apres []]] 1.6.3. 11 faut donc comparer les normalisations.

Le facteur de normalisation pour l'entrelacement (1) est L(St(p,ag) X p,so — (b—1)/2)/L(St(p,ap) X
p, 80+ (b +1)/2) et celui pour (2) vaut L(St(p,ag) X p,—(b'—1)/2+s0)/L(St(p,ag) X p,(b—1)/2+ s0).
Or r(s,1)) est exactement le produit de ces 2 facteurs avec r(s,v’). Ainsi I’holomorphie pour N (s, )
en s = sg résulte de 'holomorphie pour N(s,7’) en s = sg.

4.5.2 Le cas de 4.3

Ici on suppose que les hypotheses de (dont on adopte les notations) sont satisfaites. On a donc
défini ¢’ et 10" et on a montré que soit 7 est dans le paquet associé a ¢’ soit il existe une représentation
7" dans le paquet associé & 1" avec une inclusion

=< p| |8, pl |7 > xa. (1)

On suppose encore que ¢ = —(y

Lemme 4.5.2 (i) Si m est dans le paquet associé a ', 'holomorphie de Ny(s,m) en s = sg résulte
de l’holomorphie de Ny (s, )

(ii) On suppose que linclusion (1) est satisfaite pour un bon choix de 7" ; Uholomorphie de Ny (s, )
en s = so résulte de l’holomorphie de Ny (s, 7") en s = sq.

Pour prouver (i), il suffit de vérifier que r(s,v’)/r(s, 1) est holomorphe en s = sy. Or on passe de
a ¢’ en remplagant (p, A, B, () par Uces,a)(p, C, C, ). On revient aB.3d; on suppose que {y = +, par
hypotheése ( = — et la contribution des éléments (p, C, C, () aux pdles de r(s,7’) en s = sy ne peut
que donner un pole d’ordre 1 et ceci se produit exactement si Ay € [B, A]; dans ce cas, (p, 4, B,()
fournit aussi un pole d’ordre 1 & r(s,1) en s = sp. On suppose maintenant que (5 = — et on a donc
¢ = + par hypothese. Ici les éléments (p,C,C,() ne contribue pas aux poles de r(s,¢’) en s = s.
D’ou (i).

La preuve de (ii) est analogue a celle du paragraphe précédent. On commence par regarder le cas ou
(o = — d’ou (y = +; ici I'opérateur d’entrelacement standard :

T4 > < pl B pl [T > X St(p, a0)] P, @
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est holomorphe en s = s¢ par positivité stricte. On obtient I’holomorphie de 'opérateur d’entrelace-
ment standard

< p’ ’CBf o 7/)‘ ‘74‘4 > XSt(pa aO)’ ’73 - St(pa aO)’ ’sx < p’ ’CBf o 7/)‘ ‘74‘4 > (3)

par [RI] 1.6.3 et le résultat est alors clair car r(s,¢")/r(s,v) est d’ordre exactement 0 en s = s
d’apres B.3. On suppose maintenant que {y = + et ( = —, les opérateurs d’entrelacement normalisés
a la Shahidi (2) et (3) sont holomorphes en s = sy d’apres [B]] et les produits de leur facteur de
normalisation avec 7(s,v") est exactement r(s,), c’est le calcul fait précédemment.

4.6 Réduction dans le cas d’un bloc non isolé
4.6.1 Une propriété des modules de Jacquet

On suppose ici que Jord(i) contient un élément (p, A, B, () tel que B > 1/2 et pour tout (p, A’, B, (')
€ Jord(y) (différent de (p, A, B,()) vérifiant (' = ¢, B’ > Bet A’ > A, on a B’ > A; en d’autres
termes Jord(i) ne contient pas d’éléments (p, A’, B', (') avec (' = (, B’ € [B, A] et A’ > A. On note
¢’ le morphisme qui se déduit de ¢ en remplagant (p, A, B, () par (p,A—1,B —1,().
Lemme 4.6.1 On suppose aussi que Jacep,... cam # 0. Alors il existe ©' dans le paquet associé a '
et une inclusion

< pl B, p ¢4 > xar.

On fixe un ordre sur Jord(+) tel que (p, A, B', (") > jora(w) (p; A, B, () exactement quand B’ > A; par
hypothese si (p, A, B', (") <jora(y) (0, A, B, () on a soit (' = —( soit B’ < B soit A" < A. Ainsi I'ordre
sur Jord(1) induit un ordre sur Jord(y)') qui a encore les bonnes propriétés. On choisit 1=~ dominant
tous les éléments de Jord(i) supérieurs strictement a (p, A, B, (). On note ¢L . le morphisme qui se
déduit de 1=~ en remplacant simplement (p, A, B, () par (p, A—1, B—1,() et d’apres ce que 'on vient
de voir ¢4 . domine tous les blocs de Jordan de v’ strictement supérieurs & (p, A—1, B—1,¢). On note
T~> la représentation du paquet associé a i~ servant a définir 7. On vérifie comme dans la preuve
de .4 que Jacep,... cam™ # 0, entraine que Jacep,... ¢am>> # 0. On note 74 cette représentation dont
on sait qu’elle est irréductible et dans le paquet associé & ¥L .. On en déduit I'inclusion

Tss —< P| |<Ba T ap| |CA > ><7T,>>‘

Ensuite on applique les modules de Jacquet qui calcule 7 en fonction de 7~ ; on les note Jac¢y.zcem>>
= 7, ou &€ est un ensemble convenable totalement ordonné. Pour tout x € £, on a x > A et on a donc

B A !
T = JacippeeTs> —< Pl |< v Pl |< > XJaccypeems s -

On pose 7' := Jaceg.zcems < ; on sait que 7' est non nulle et ¢’est donc une représentation irréductible
dans le paquet associé a 1.

4.6.2 Réduction de I’amplitude dans le cas non isolé

Ici, on suppose que Jord(i) contient un élément (p, A, B,() avec A > B et que pour tout (p, A’, B', ')
€ Jord(¢y) tel que (' = (et B’ €]B, A, on a A’ = B’. On note /£ le cardinal des éléments (p, A', B',() €
Jord(v) avec B’ €]B, A et on les note (p, A; = B;,() pour i € [1,¢] avec By < --- < By. On note v le
morphisme qui se déduit de ¢ en remplagant les blocs (p, Ay = By, () et (p, A, B,() par (p, A, A,() et
(p,A—1,B+1,(); on note 7' le morphisme qui se déduit de 1) en remplagant simplement (p, A, B, ()
par (p,A —1,B + 1,() et on note ¢ le morphisme qui se déduit de 1) en enlevant tous le blocs
(p, Ai = B;,¢) pour i € [1,£] et en remplacant (p, A, B, () par Uce(p,a—g(p, C, C, (). On suppose que
I'on est pas dans le cas de [.3 et on a donc certainement A > B + 1.
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Lemme 4.6.2 Sous les hypothéses ci-dessus, 8 cas sont possibles : (i) soit il existe w, dans le paquet
associé a 1, et une inclusion
o< P| |<Ba U HO| |_CB6 > Xﬂ-é'

(i1) Soit il existe ' dans le paquet associé a ' et une inclusion
=< pl|B, - p| |71 > xn.

(iii) Soit finalement il existe 7, dans le paquet associé a 1, et une inclusion

A=itl) 5 X7T6.

B; -
T = Xien,g < pl B pl |4
On fixe un ordre sur Jord(z) tel que pour tout (p, A", B',(") > jorary) (p; A, B, () on a soit ¢/ = (,
B’ > B soit (' = —(¢. Ainsi un élément (p, A’, B’,{’) est plus grand que (p, A, B, () soit §’il est 'un
des (p, A; = B;, () pour i € [1,/] soit si ' = ( et B’ > A. On fixe un morphisme v~ qui domine tous
les éléments de Jord(1) strictement supérieurs a (p, A, B, () et une représentation 7~~ qui permet de
calculer 7. On applique & 7>~ le lemme de .3 puisque les hypothéses sont satisfaites. On distingue
donc suivant les 2 cas de ce lemme.

On note 94 le morphisme qui se déduit de ¢~ en remplacant (p, A, B,() par (p,A—1,B +1,().
On suppose d’abord qu’il existe une représentation 72 . dans le paquet associé a ¢/, . et une inclusion

‘_CA > X7l (1)

B

s =< pl [P, pl
Ainsi 7 est de la forme Jac_¢yyerJaccpzes Qi) JaCeB41;, - ¢(Bi+1)T>>, 01 € est un ensemble
totalement ordonné convenable de demi-entiers strictement supérieur a A, tandis que F est un en-
semble totalement ordonné de demi-entiers strictement positifs et ou les 0 << T7 << --- << Ty sont
déterminés par ¥s~. On applique ces modules de Jacquet au membre de droite de (1) ce qui donne
(malheureusement) plusieurs termes. L'un des termes consiste & appliquer le module de Jacquet & 7l o
et on obtient alors I'induite
=4

<p| |<Ba""p| >X7T/’

ou 7 est une représentation dans le paquet associé & 1/'. Si I'inclusion (1) donne une inclusion de 7
dans cette induite, on est dans le 2e cas de I’énoncé. Sinon, on remarque d’abord le point suivant ; soit
i€ [1,/] et soit x € [B; + 1, A[ alors

Jacep Jace(p4my), - ¢(A+1) ©jeli1] JaC(B;4Ty), - ,<(Bj+1)”'>> =0;

en effet on peut échanger Jace, et Jace(p,41;),... ¢(A+1) car A+1—x > 1; de plus

o /
Ti,>> = JaCC(BjJrTj),--- ,C(Bj+1)7r>>

se trouve dans le paquet associé au morphisme 1,[);7>> qui se déduit de ¥, . en remplagant les (p, B; +
T;, Bj + Tj,¢) par (p, Bj, Bj,() pour tout j €li,1]. Ainsi Jace,m;~> = 0 parce qu'il n’existe pas
(p, A, B,() dans Jord(i; ...) avec B = x, un tel élément devrait déja étre dans Jord(y)) et ceci a été
exclu puisque x €]B;, A[. Donc si 'on n’est pas dans le 2e cas de I’énoncé, il existe i € [1,/] tel que

I'inclusion (1) donne une inclusion (on oublie F qui ne joue pas de role ici)

B —((B;
T = Jaccuaes Ojele,i+1] JAC(B,+Ty), ((B+1) << pl[, e pl 74P > XJ@CC(Bi+T¢>,---,<(A+1)7T§,>>>’
avec la notation 7 . déja introduite. On veut maintenant démontrer que nécessairement ¢ = £.

D’abord, on remarque que le terme de droite est 'induite :

<P, pl [78P) > X Jaccemes ©jelnivn] TaC(B,4T) o ¢(By+1) T OCC(BAT) o ((A+1)Th 55
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On remarque maintenant que la non nullité du terme de droite entraine une inclusion

oo < pl ‘C(BHTi) X oo X pl ’C(AH) X pl ‘C(B¢+1+Ti+1 X o X pl ‘C(B¢+1+1) < o

i, )

ol o est une représentation convenable. Avec les méthodes habituelles, on montre que cette inclusion
se factorise par
Bi+T: A+l Bit1+T; Bit1+1
7T;7>> <l p| |C( + ),... ’p| |C( +) > X <p| |<( +1+ +1),... ,p||( +1+)> X 0.
Dans le GL convenable Vinduite < p| [¢(BitT) ... p [CA+D) 5 5 < p| |CBir1tTirn) Ll |(BisiF1) >
est irréductible car les segments sont emboités ; on peut donc échanger les 2 induites. D’ou en particulier
par réciprocité de Frobenius

/
JaCC(Bi+1+Ti+1)7"' (BT A1) T > > # 0.

Cela s’interprete avec [l.4 en terme de parametres et donne en particulier 'assertion analogue pour
a savoir Jacep, | ... ¢(Bi+1)T # 0. Ceci a été exclu par hypothese et on a donc i = £. On est donc dans
le le cas de I’énoncé. Ainsi il nous reste & voir le le cas de [L.3.

On suppose donc maintenant que 7~ est aussi dans le paquet associé au morphisme qui se déduit
de v~ en remplagant (p, 4, B, () par Ucep,a)(p, C,C, () ; on note t et 1 les parameétres pour ce mor-
phisme permettant de définir 7. Puisque 7 est non nul, il faut certainement Jace(p, +1),... .c(A+1)T>> #
0. On applique alors .4 et on sait que le parameétres 1 prend la méme valeur sur (p, A, A,¢) et
(p, B1+1T1, By +1T1,(). On sait aussi que 7 alterne sur les blocs (p, Bi+T;,B;+T;,() pouri € [1,0] et
sur les blocs (p, C, C, ¢) pour C € [B, A]. On note 1/167> - le morphisme qui se déduit de 9~ en enlevant
tous les blocs (p, B; + T;, B; + T;,¢) pour i € [1,4] et les blocs (p,C,C, () pour C € [A;A—{+ 1] (on
est sur que ¢ < A — B par définition). On peut donc appliquer 4 ¢ fois et obtenir 1'existence d’une
représentation irréductible dans le paquet associé a ¢67>> avec une inclusion

BiAT,) pl [~€A=HD)

T = Xig,g < R > XTp 5 (2)

Comme dans ce qui suit (1), on a

T = Jaccpmes Cielen] JAC(BAT), - ((Bi+1)T>>-

On applique ce module de Jacquet au membre de droite de (2). Calculons d’abord .J AC¢(By 4Ty, ((Bi+1)
du membre de droite. Pour tout = € [By + 1, By + T3], JachW67>> = 0. On montre par récurrence
descendante sur x que

1 _CA Bi+T;), - ,p| | ~S(A—+1D) /
Jace411), caT>> =< Pl \C(m ) ol A Xiel1, < Pl \C( i)yl > XM >

S’il n’en est pas ainsi, on aurait une inclusion pour une représentation 7 convenable
T —((A-1
JaceBy 41y, caT>> =< pl %l A= 5 xr.

Ceci entraine Jace(p,+1y),... coca™>> # 0 et encore Jace,mo >~ # 0 ce qui est impossible si = €
|B1, By + Th[ et Jacez,camo,>> # 0 si @ = By + T1, ce qui est aussi impossible. Donc finalement on
trouve une inclusion

—CA T A—i
Jace(Bi+1y), - ((Bi+D)T>> < pl1¢B1, -+, pl| A Xigl1,e < Pl ’C(B +T)7 sl ’C( > ><7T(I),>>-

)

Ensuite on continue pour i €]1, /] en utilisant les mémes propriétés de nullité pour certains modules
de Jacquet ; ici on utilise le fait que le membre de gauche ci-dessus est une représentation irréductible
dans le paquet associé au morphisme qui se déduit de ¢~ en remplagant (p, By + 11, B1 + 11,() par
(p, B1, B1,(). Et finalement on démontre que 7 satisfait au 3e cas du lemme.
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4.6.3 Suppression d’un bloc dans le cas non isolé

On fixe By un demi-entier positif ou nul et on note ¢ le cardinal des i € [1,4] tel que B; < By
(éventuellement ¢/ = 0).

On fait les hypotheses suivantes un peu différentes de celles de

pour tout i €]1, ']UJ' + 1,4], Jacep, ... ¢(B;_,+1)T = 0

pour tout x €]B, Byl, Jacezm = 0.

Lemme 4.6.3 Sous les hypothéses ci-dessus, il existe

un morphisme ' qui se déduit de 1 en remplacant (p, A, B, () et Uic q(p, Bi, Bi, ¢) par des éléments
de la forme (p,C,C, () avec C € [B, A] et une représentation 7' dans le paquet associé a 1)’

et deuz ensembles de multisegments (dont l'un peut étre vide) de la forme ci-dessous avec t' > t" € Z>g
et des demi-entiers B; , < --- < Bj <A tous strictement supérieurs ¢ B+1'—1 (sit' =t" —1 les

derniéres lignes n’apparaissent pas)

(B . . —CA
C(B—i—t”—l) _C(A—t”—{—l)
B+t - (B
((B+t—-1) --- _CBl{t/—t”
et le 2e multisegment est l'union de v segments avec v € (0,4 — ¥'] de la forme (D;,--- — CF; pour

i € [1,v] avec By < Dy < --- < D, et F >--- > F, > By; on note o1 et o3 les représentations de
GL convenable associées par Zelevinsky a ces multisegments et a la cuspidale p
tels que l'on ait ™ — o1 X 09 X 7.

On considere ici un ordre qui est tel que (p, By, Bi, (") <joragy) (p, A, B,¢) sii < £ (cette condition est
vide si £/ = 0) et (p, Bi, Bi, ¢) > joraqy) (p; A, B, () si i €], ] (cette condition est vide si £ = £). On
fixe un morphisme .~ qui domine tous les éléments de Jord(1y) supérieurs ou égaux a (p, 4, B, (). On
considere les parametres ¢ et 1 et la représentation 7w~ dans le paquet associé a 1~ ~ qui permettent de
définir 7. On pose t := ¢(p, A, B, () et on pose 9 »~ le morphisme qui se déduit de -~ en remplacant
(P, A+ T,B+T,() par Uceptt,a—t(p, C + T,C + T, (). Par définition, il existe une représentation
dans le paquet associé a 1y ~~, notée m; ~~ avec une inclusion

ABAT) e e C(A+T)
Piss < : : : : > X 7T£7>>. (1)
p

CBAT+t—1) -+ o —C(ALT—t+1)

On applique d’abord ojc(y r1Jace(Byr—jy1), ¢(B+T+—1—j+1) & chacun des 2 membres de (1). Quand
on applique ces modules de Jacquet au terme de droite, il y a plusieurs solution car a priori on peut
avoir J ac<x7r£7>> # 0 pour une de ces valeurs de z. Toutefois si on n’utilise pas le début des lignes
pour calculer ces modules de Jacquet, il existera xg < By et yg €|B, B + t] avec yg < x¢ et

Jaccey, - cyo Ojen, 1) JAC(BAT—j+1) 1 ((B+TH+t—1—j+1)T>> 7 0.

Pour repasser de ojc(y 71Jace(B4r—j41), ¢(B+T+t—-1—j+1)T>> a 7 il faut encore appliquer des Jac,
convenable mais on est stir qu'il restera z{, € [z, yo] tel que J ACeyl oo CyoT # 0. Ceci est contradictoire
avec les hypotheses.

On note t' le plus grand entier strictement supérieur ou égal a t, s’il existe tel que B+t < By 4441
et B+t < A—t' (sinon on prend ¢’ =t —1). Sit' > ¢—1, on applique encore o cp 77JaCc (BT 41—j+1) ;
pour ne pas avoir 0, il faut certainement que le parametre 1 prenne la méme valeur sur (p, B +
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t+T,B+1t+T,() et (p,Bp,Bp,() (c’est Pargument que l'on a déja vu dans la démonstration
de ) On note ¢4 le morphisme qui se déduit de )~ en remplacant (p, A + T, B + t,() par
Uce B+, A—1] (p,C+T,C+T,() et il faut qu’il existe une représentation 7% . dans le paquet associé
a YL < et une inclusion

C(B+T) _C(A+T)
g(B+T'+t—1) —g(A+T—t+1) )
o> < ((B+T+t) -~  —CBy >p KT (2)
¢(B +f+t’) —CBy_yr4y

On note 94 le morphisme qui se déduit de 9>~ en remplagant (p, A+ T, B+ T,() par UceB+#/,4—1]
(p,C,C, ). Avec 'argument que 'on a déja donné, on montre alors qu’il existe une représentation
irréductible 74 dans le paquet associé & ¥ et une inclusion

T> 1= 05e(, 1) AC(BAT—j 1), C(A+T—j+1)T>>

(B —CA
C(B+.t—1) —C(A;H—l) /
< C((B+t) - —(Bp >p><7r>. (3)
(B+E) o B

La démonstration se termine trés rapidement si A —t < Byy1. On doit encore calculer o;cip ¢ 0jen,r;
Jace(B;+1,—j+1) aux 2 membres de (3) et sur le membre de droite on ne peut 'appliquer qu’a 7% .
Finalement on obtient une inclusion

(B —CA
CB+t—1) . (At 4 1) ,
7T<—>< B4t - (B, >p><7r (4)
CB+E) o —CBu iy

avec 7’ une représentation irréductible dans le paquet associé & un morphisme qui répond aux condi-
tions du lemme.

On suppose donc que A —t > By i1 et on note t” le plus grand entier tel que A —t" > B+t +1
et A—t" > Bpiypr_4y1. On distingue encore suivant que le parametre signe définissant 74 prend la
méme valeur sur (p, A —t, A—t,() et sur (p, Byy1 + Twy1, Byy1+ Tei1,¢) ou non. Dans le cas ot ce
parametre prend la méme valeur, on note ¢2 . le morphisme qui se déduit de ¥ en enlevant les blocs
(p,C,C,¢) pour C € [A—1t",A—t] et les blocs (p, B i+ Tpryi, Byryi +Tor g, ¢) pour i € [1,¢ —t" +1]
et il existe d’apres [l.4 appliqué t” — ¢ + 1 fois, une représentation 72 dans le paquet associé a 2
avec une inclusion : 7l —

< C(Bogpr—t41 +Togr 1), s —C(A—=1") >p x-ox < ((Boyr +Toga), -+, —C(A—1) >, x7l,.

Mais on sait aussi que le signe alterne sur chacun des blocs (p, Byry; + Tyt Boyi + Tryi,¢) pour
i€ [1,t —t"+ 1] (cela fait partie des hypotheéses) et on en déduit que cette inclusion se factorise par
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I'unique sous-module c’est-a-dire :

/
o {

En mettant ensemble (3) et (5) on obtient une inclusion de 7~ dans une certaine induite de la forme

CBergur—tv1 + Ty —411) -+ —C(A—1t")
: : : > x ml; (5)
C(Bpy1+Typiq) s =CA=t)" P

g1 x a2 x7mZ - . On applique it —t+1,1] Oje[lvTZ’+iJaCC(BZ’+i+TZ’+i_j+1) a 7 c’est-a-dire une succession de
Jace, avec x > Bp+1. On I'applique au membre de droite de I'inclusion obtenue ; cette opération laisse
certainement inchangé 72 et modifie les débuts de lignes de la matrice de (5) et/ou les fins de lignes
des matrices de (3) et (5), en gardant, dans tous les cas, la liaison des segments a l'intérieur de chaque
matrice. Mais on remarque que le nouveau début de ligne ou la nouvelle fin de colonne est certainement
supérieure strictement a By. Ensuite il y a encore a appliquer o;cp oy ¢41) 91,13 JAC¢(Bi+Ti—j+15
ceci peuvent s’appliquer comme ci-dessus aux débuts de lignes, & la fin des lignes ou & 7. . Ce qui est
str est que 72 devient une représentation dans un paquet associé & un morphisme qui s’obtient en
transformant les éléments (p, B; + T;, B; + T;,¢), pour i € [(, ' +t" —t + 1] en des (p, C;, C;, () avec
C; < A et les débuts ou fin de lignes modifiés étaient et restent strictement supérieures a By ; de plus
les liaisons entre les lignes de chacune des matrices restent inchangées. On obtient alors le lemme. Dans
le cas ou le parametre signe ne prend pas la méme valeur sur (p, A—t, A—t,() et (p, Byry1, Bpry1,¢) on
procede comme ci-dessus simplement en n’ayant pas la premiére étape qui meéne a (5); on n’a qu'une
seule matrice celle qui vient de (3). Cela termine la démonstration.

4.7 Conséquence pour I’holomorphie des opérateurs d’entrelacement
4.7.1 Le cas des signes contraires

On se place en un point sy de la forme (by — 1)/2. On a défini (y et on suppose que { = —(p; on
suppose que les hypotheses de sont satisfaites.

Dans le cas 2 de [.6.9, on a vu en que I'holomorphie cherchée se déduit de la méme propriété
pour 7’ et 9.

Dans le premier cas de [L.6.9, on distingue suivant les valeurs de (y. On factorise 'opérateur d’entrelace-
ment en tenant compte de 'inclusion écrite. Supposons que (y = —; ainsi { = + et la représentation
< pl B, -+, p| |7¢Br > est une série discrete St(p, (B + By) + 1) tensorisée par le caractere | |(B=Be)/2,
Ici il suffit de vérifier que les opérateurs d’entrelacement standard

St(p,a0)| |* x St(p, (B + Be) + )| | P52 — St(p, (B + By) + 1)| | P72 x St(p, ao)| |*
est holomorphe en s = sy et que 'opérateur d’entrelacement standard
St(p, (B + Be) + 1)| P75/ 5 St(p, ao)| |7* — St(p,ao)| |7 x St(p, (B + By) + 1)| [P~ P/

est holormophe en s = sg. La premiére assertion est vraie par positivité car B — By < 0. Pour le
deuxieme opérateur en s = sg, St(p,ap)||® est la représentation < —By,---,—Ag >,; clairement
B > — By et 'holomorphie résulte de [L.1.

On suppose maintenant que (p = + et donc ¢ = —. Ici la représentation < p| ]*B, e \B‘ > est un
module de Speh que 1'on note J(p, By, —B). Les opérateurs d’entrelacement normalisés

St(p,ao)| " x J(p, Be,~B) — J(p, B, —B) x St(p,ao)| |

J(p, BZ7_B) X St([), aO)’ ’_S - St(ﬂ? aO)‘ ‘_8 X J(p7 By, _B)

sont holomorphes en s = sy d’aprés 21| 1.6.3. On note 71(s) et ro(s) les facteurs de normalisation et
on va vérifier que 'ordre de la fonction 71 (s)ra(s)r(s,v;)/r(s,¢) en s = sq est exactement 0 : le bloc
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de Jordan (p, A, B,() donne un pole d’ordre 1 & r(s,1)) exactement quand B < Ay < A et le bloc
(p, A—1,B+1,() donne un pdle d’ordre 1 & r(s,v;) exactement quand A—1 > Ay > B+1 et le nouveau
bloc (p, A, A, () donne un poéle d’ordre 1 exactement quand Ay = A. Le bloc (p, By, By, () donne un
pole d’ordre 1 a r(s,%) quand Ay = By. La fonction r1(s) vaut L(St(p,ag) x p,s — Bg)/L(St(p,ap X
p, s+ B+1); donc en s = sg sont ordre est 0 sauf si L(St(p,ap) X p, s — By) a un pdle ce qui se produit
exactement quand Ay = By. La fonction ra(s) vaut L(p x St(p,ap),s—B)/L(p x St(p,ap),s+ Be+1);
cette fonction est donc d’ordre 0 en s = sp sauf exactement quand la fonction L(p x St(p,aq),s — B)
a un pole c’est-a-dire quand Ag = B. L’ordre de 7(s,%) en s = s est donc celui de ri(s)ra2(s)r(s,¢))
comme annoncé. Cela termine I’étude du cas 2.

L’étude du 3e cas de est exactement analogue.

4.7.2 Le cas de méme signe

On fixe encore sgp = (bg — 1)/2 avec by € N5 et ap € N> et on note (p le signe de (agp — bp)/2 en
prenant le signe + si ag = byp. On remarque que Ag := (ag + bg)/2 — 1 > (ag — bg)/2 = By car by > 1.
Ici on suppose que ( = (g = +. On fixe (p, A, B,+) € Jord(y) tel que A > B avec B maximal pour
cette propriété. Ainsi pour tout (p, A’, B',+) € Jord(y) avec B’ > B, on a A’ = B’. On veut montrer
que 'on peut supposer que les hypotheses de sont satisfaites. On consideére donc d’abord des
demi-entiers B”, B’ vérifiant B” > B’ tels que (p, B, B’,+) et (p, B”,B",+) sont des éléments de
Jord(z)) consécutifs au sens de 4. On suppose que soit By > B” soit que By < B’. On reprend les
notations de [l.4 d’ott une inclusion

T =< (B",-- ,—(B' >, xn.

Lemme 4.7.1 Avec les hypothéses précédentes, I’holomorphie en s = sg de Ny (s, ) résulte de celle
de Nys(s,m") au méme point.

C’est évidemment la démonstration de que l'on reprend. On étudie les opérateurs d’entrelacement
standard en s = 0 (on a décalé par (by — 1)/2 pour que ce soit plus joli)

< Ao, ,—By>,||’x <B",--- ,—B'>,—»<B",--- =B >, x <Ay, ,—By >, ||°
<B'" .- ,—B'>,x < By, ,—Ay>,||7* =< By, ,—Ag >, || *x <B",--- ,—B'">,.

On suppose que By > B”. On applique [i.] Le premier opérateur est holomorphe car Ay > By > B”
et le deuxieéme l'est car —B’ > —B"” > —By > —Ay. On suppose maintenant que By < B’ et avec la
méme référence, on a I’holomorphie du premier opérateur car —By > —B’ et celle du deuxiéme car
B" > B’ > By. En utilisant B.3, on vérifie que r(s, 1) et r(s,¢’) (on utilise le fait que 4y > By vu
ci-dessus) ont le méme ordre en s = sg. Cela prouve le lemme

On veut se ramener aussi au cas ot Jacgm = 0 pour tout x €]B, By]. On montre d’abord que si
Jaceym # 0 avec & > B alors Jord(v) contient (p,x,z,() et en notant ¢’ le morphisme qui se déduit
de ¥ en remplagant (p,z,z,() par (p,z — 1,2 — 1,(), il existe une représentation 7’ dans le paquet
associé a 1’ avec une inclusion

T < pl |Cm x .
On sait déja que Jaceym # 0 entraine 'existe d’un élément (p, A’, B',() € Jord(y) avec B’ = x. Avec
les hypotheses mises ici et le fait que z > B, cela entraine que A’ = B’. L’assertion résulte alors du
lemme plus général démontré en [L.6.1].
On vérifie encore que 1’holomorphie de N(s,7) en s = s¢ résulte de I'holomorphie de N(s,7’) en
s = sg; ce sont les méthodes ci-dessus, les facteurs de normalisations ont méme ordre en s = sg.
L’opérateur d’entrelacement standard, en s’ =0 :

< Aoy =Bo >, |7 % pl 17 = pl |x < g, =By >, | |°
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est holomorphe d’apres [i.]] car Ag > By > z et I'opérateur d’entrelacement standard
P‘ ‘Cl'x <BO="' 7_A0 >p H_S —< B07"' 7_A0 >p H_S Xp‘ ‘Cl'

est holomorphe en s’ = 0 car = > —Aj.
On reprend maintenant les notations de et on écrit

7T<—>O'1XO'2><7T/.

et on va montrer que N(s,7) est holomorphe en s = sp si N(s,7’) est holomorphe en s = sp. On
remarque d’abord avec B.d que r(s,1')/r(s,1) est d’ordre > 0 en s = sg et a un zéro d’ordre 1 si
B < By < Ay < A; on rappelle que 'on a supposé que ( = (; = +. L’opérateur d’entrelacement
standard :

< Ay, ,—By >p||s’ X 09 — 09X < Ag,- -+ ,—By >p||8/

est holomorphe en s’ = 0 d’apres [L.] car la fin de chaque ligne définissant o9 est strictement inférieur
a —By. L’opérateur d’entrelacement standard

—g !
0'2X<B(],"',—A0 >p|| s —><BO,“‘,_AO >p|| s X 02

est holomorphe en s’ = 0 d’apres [L1 car By est strictement inférieur & tout début de ligne de la
matrice définissant oy.

Il faut faire la méme chose avec o1 ; pour le premiere opérateur on a I’holomorphie parce que chaque
ligne définissant oy est une série discrete tensorisée par un caractere strictement négatif. Le 2e opérateur
n’est pas toujours holomorphe en s’ = 0. On récrit o1 comme la représentation associée aux multiseg-
ments [B+1,—A] ot i € [0,¢] et ott les A sont des demi-entiers vérifiant A > A > --- > Aj},. Fixons
i € [1,t']; d’apres [i.] Popérateur d’entrelacement standard

<B+i,--,—Al >, x < By, ,—Ag >, |7 =< By, ,—Ag >, || x < B+i,-- ,—AL >,

est holomorphe en s = 0 sauf si A} > Ay > By > B+ i. On note i le plus grand entier s’il existe
dans [0,t'] tel que ces inégalités soient satisfaites. On peut alors remplacer oy par la représentation
associée aux ig+ 1 premieres lignes puisque les suivantes ne donne pas de pole. On peut encore couper
les lignes de fagon & avoir une matrice rectangulaire ; cela revient a remplacer A} par Aéo + ¢ — ig car,
en notant ¢’ la nouvelle représentation, on a clairement

01 — o’ Xze€ P| |fm’

ou & est un ensemble de demi-entiers tous strictement supérieur a Ag + 1; les entrelacement de la
représentation < By,---,—Ag >, H*S/ avec ces représentations p||~* n’ont donc pas de pdles. On
peut aussi s’arranger (quitte & raccourcir encore les lignes) pour que dans les inégalités A;O > Ay >
By > B + ip I'une soit une égalité (c’est uniquement pour pouvoir appliquer tel quel [P1] 1.6.3). On
peut maintenant appliquer [R1]] 1.6.3 qui montre que I'opérateur d’entrelacement normalisé

o'x < By, ,—Ag >, |7 =< By, ,—Ag >, |7 x o

est holomorphe en s’ = 0. Un calcul facile de facteur de normalisation montre que 'opérateur d’en-
trelacement standard a au plus un pole d’ordre 1. Mais les inégalités A;O > Ay > By > B +ig forcent
A > Ag > By > B car Aj, < A et le pole que I'on a ci-dessus est compensé par le zéro de la fonc-
tion 7(s,1")/r(s,1) en s = 5. Cela termine la preuve. Donc dans le cas ou (y = +, on a ramené le
théoreme d’holomorphie pour N (s, ) au cas particulier oul ¢ est élémentaire c’est-a-dire ou pour tout

([), A7B7C) € Jord(w)a A=DB.
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4.8 Réduction par le bas
4.8.1 Réduction par le bas, premiere étape

Toutes nos définitions reposent sur une méthode constructive qui commence précisément par réduire le
plus petit bloc de Jordan; c’est ce que I'on exploite ici. On fixe ¢ et on note (p, A, B, ) un élément de
Jord(1) tel que B soit minimal ; on fixe un ordre sur Jord() tel que (p, A, B, () en soit le plus petit
élément. On fixe 1>~ un morphisme dominant ¢ et 7~ une représentation dans le paquet associé a
>~ permettant de définir 7. On note £ et 7 les parametres. Le lemme ci-dessous est, certes, effrayant
mais il donne une description tout a fait précise des représentations dans le cas considéré.

Lemme 4.8.1 (i) On suppose que B est 1/2 entier non entier et que soit t(p, A,B,() # 0 soit
n(p, A, B,¢) = +. On note .. le morphisme qui se déduit de 1) en remplagant (p, A, B,() par
(p,A—B—1/2,1/2,—C) (ce terme n’apparait pas si A = B). Il existe une représentation 75 dans le
paquet associé a YL et une inclusion

(B - CA
T>> — >p X7TI>>.
¢1/2 -+ ((A-—B+1/2)
(ii) On suppose que B est 1/2 entier non entier et que t(p, A, B,() = 0 et que n(p, A, B,{) = —. On

note ici Y2 le morphisme quz’ se déduit de v en remplagant (p, A, B, () par (p, A—B+1/2,1/2,-().
Il existe une représentation w2 dans le paquet associé a Y2 et une inclusion

Tss —< >p X7Tg>.

¢3/2 -+ ((A—B+3/2)

141) On suppose que B est entier; on note e morphisme qui se déduit de ©~~ en remplacan
ii) O B est enti t 67>> l hi ) déduit de l t
A, B, () par (p, A — B,0,—(). Il existe une représentation ans le paquet associé a e
p, A, B p,A— B0 Il exist Ssentation ) - dans | t 6 G el
une inclusion
(B --- CA
T>> — >p X7Té7>>.

(1 -+ ((A-B+1)
Cela traduit précisément la construction des représentations : on commence par se ramener au cas ol
B =0 ou 1/2. On applique simplement [[[d] 3.1 : on note ¥ le morphisme qui se déduit de ¢~~ en
remplacant (p, A, B, () par (p, A—[B], B —[B],() et on pose 7 := 0,cq1 [B]JACB—it 1, (A—it 1T>>-
On sait que 72 est non nul et est dans le paquet de représentations associées a ¢Z_ et on a une
inclusion :

(B e CA

T>> — >P X7Tg>.

(B—[B]+1 -+ ((A-[B]+1)

Maintenant on distingue suivant que B = [B] ou non. Dans le premier cas, on sait que le paquet associé
a " se définit aussi en remplacant (p, A — B,0,() par (p, A— B,0,—() et on a donc directement (iii).
On suppose maintenant que B — [B] = 1/2; on a directement (ii), comme précédemment, quand les
parametres ¢ et 7 qui définissent 7 vérifient ¢(p, A, B,() = 0 et n(p, A, B,() = —; c’est la définition.
Supposons que t(p, A, B, () = 0 mais que (p, A, B, () = +. On peut alors remplacer (p, A—[B],1/2,()
par Ucep,4)(p, C; C, () avec un nouveau parametre 7 qui alterne sur ces blocs en commengant par +
sur (p,1/2,1/2,¢). On a alors par définition 1'existence d’une représentation 7] dans le morphisme qui
se déduit de ¢~~ en remplagant (p, A — [B],1/2,() par UCE[I/Q,A,I] (p, C,C, () et une inclusion

s =< p| |2 pl AT > e
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Le parametre définissant 7} contient en particulier un signe qui alterne sur les blocs (p, C, C, () pour
C €[1/2,A — 1], en commencant par — sur (p,1/2,1/2,(); on peut donc remplacer ¢ par —( sur ces
blocs et finalement remplacer 1’ensemble de ces blocs par (p, A—[B] —1,1/2,—(). Cela donne (i) dans
ce cas. On remarque ici que les parametres de 7l - se déduisent naturellement de ceux de 7~ avec
toutefois ﬁﬂg>(p,A —B—-1/2,1/2,—(¢) =0et Qﬂ;>(p,A -B-1/2,1/2,-() = — = —n(p, A, B, ().
On considere maintenant les cas restants. On note d’abord 7r'17>> 1= 04e1,[B))/ACC(B—it 1), ((A—it1)T>>
et on sait que cette représentation est irréductible dans le paquet associé¢ au morphisme 11 ~~ qui se
déduit de ¥~~ en remplagant (p, A, B, () par (p, A — [B],1/2,(). De plus on a une inclusion

7T>>‘—><

On pose tg := t(p, A, B,() et on suppose que ty # 0. Il faut aussi distinguer suivant la valeur de
n(p, A, B,(); on va montrer que les parametres pour la représentation obtenue sont

(B - CA

: : : > X TL,>>. (1)
3/2 - ((A-[B]+1) 7

i AB =
o (pA—B-1/21/2,—¢) = 0sinp A B.G =+
- to — 1 si n(p, A, B,C) = —.
—Siﬁ(p,A,B,C):+
+Slﬁ(p7A7B7C):_

>>

n., (pA=B—-1/2,1/2,—() = {

/ . / 3
On pose ) <+ = %¢c[1,t9]JAC¢1 /2461, —¢(A—[B]—i+171 PUiS

! L /
T35 '= Oje1,)]J ACC(1/24t0—j+1), ,C(A—[B]~to—j+1)T2,> >

ol ty = to sin(p, A, B,() = — et t,+ 1 si n(p, A, B,() = +. On sait que 75 . est une représentation
irréductible dans le paquet associé au morphisme qui se déduit de 1)~~ en remplacant (p, A, B, () par
Ucel1/2,A—[B]—to—t) (p, C,C, () et avec un parametre signe qui alterne sur tous ces blocs en commengant
par —; on peut donc encore remplacer ( en —(. De plus, 7T/17>> est I'unique sous-module irréductible
de I'induite

c1/2 A2ty —1) - —C(A—[B)
<<um+m—1 24t t)) 5-—«A—m—m+m>xﬂ

CO/24+t) o C(1)24to— th+ 1) T
CA—[B—to+1) - C(A—[B]—ty— 1))

De plus l'induite p||* x 74 est irréductible pour tout = €]A — [B] — t9 — t{, + 1, A — [B]]. On peut
donc retourner les t{, derniéres colonnes pour les mettre & la fin des t{, premieres colonnes et 'induite
ci-dessus est isomorphe a l'induite

Qe 2l A (Bt )
(W2itom1 2 +:t0—t6) e —C(A—[B]—to+1—1)
< g(1/25+ to) (12 + to —t5+1) >p .
((A=[Bl=to+1) - ((A=[B]—to—t)
C(A—:[B]) C(A—[B]:—f6+1)
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On réserve la premiere colonne de la matrice, on récrit les ¢, — 1 colonnes suivantes

-C(1/2) - —C(1/2+ (g —1) +1)
At6—1 = : : :
CA=[B]-1) -+ CA-[B]-1-(tH—1)+1)

Et les colonnes restantes s’écrivent sous la forme

=12+t —1) -+ (A= [B] -t +1)
B:= : : :
—CQA/2+ty—to) - —C(A—[Bl—to—1t5+1)

L’induite < B >, X7Té,>> a un unique sous-module irréductible qui se trouve dans le paquet associé au
morphisme qui se déduit de ¢~ en remplagant (p, A, B, () par Ucel/2+t)—1,A—[B]—t)+1] (p,C,C,—();
on note 7T£17>> ce sous-module irréductible, son parametre signe alterne sur les blocs écrits en com-
mencant par + si ¢y = to et par — si t5 = to + 1. On remarque ensuite que < Ay _; >, X7 . a
un unique sous-module irréductible qui est exactement le 74 o décrit. La premiére colonne se retourne
pour s’ajouter comme derniere ligne & la matrice de (1) et on obtient le (i) de ’énoncé.

4.8.2 Réduction par le bas, fin

On reprend les hypotheses de en les renforgant ici. On a fixé (p, A, B, () dans Jord(y) tel que
pour tout (p, A, B',{") € Jord(y) avec ¢’ = ( on a B’ > B et on suppose en plus ici que pour tout
(p, A", B', (") € Jord(vy) si (' = —(, ona A = B’ et que pour (p, A = B',—(), (p,A” = B",—() des
éléments de Jord(1p) avec B' > B", Jac_;p ... —¢(B7+1)™ = 0. On note " le morphisme qui se déduit
de ¢ en enlevant (p, A, B,() et tous les éléments de la forme (p, A’ = B’,—() avec B’ < A et en
ajoutant (p, A — [B] —1,1/2,—() resp. (p, A — [B],1/2,—() et resp. (p, A — B,0, —() suivant les cas
de (i) a (iii) de .81 En suivant les 3 cas de cette référence, on pose dp = 1/2,3/2, 1.

Lemme 4.8.2 ][] existe :

un ensemble de demi-entiers (ensemble éventuellement vide) C tous inférieurs ou égauz a A qui permet
de définir le morphisme " obtenu en rajoutant o Jord(y)') les éléments (p,C,C,—() pour C € C
une représentation irréductible ™ dans le paquet associé a )"

une suite de demi-entier BY <--- < B) < A avec { =B —p+1

tels que w soit un sous-module de l’induite

(B --- (B
< i >, xm”,
C(sB CB{’

en prenant comme convention que les derniéeres lignes peuvent ne pas apparaitre si ( fois l'extrémité
de la ligne est strictement inférieure a ¢ fois le début de la ligne

On reprend le lemme de [1.8.1]; pour passer de m~~ & m il faut d’abord appliquer des Jaceppes
ou £ est un ensemble totalement ordonné de demi-entiers tous supérieurs strictement a B; cette
opération appliquée au membre de droite des inclusions de loc.cite. ne s’applique qu’aux représentations
i, 7L, mo,>>. Ensuite il faut faire redescendre les éléments de Jord(ys~) qui domine les éléments
de Jord(v) de la forme (p, A’ = B’, —(). On va du plus petit au plus grand. Pour cela il peut y avoir
un choix quand on applique le module de Jacquet aux membres de droite des inclusions de tant
que A’ = B’ < A, on peut appliquer ces modules de Jacquet a la fois aux analogues de 7l --- soit
aux bouts des lignes de la matrice décrire en loc. cite. Comme expliqué au début de [£.6.3, on obtient
alors les données un peu imprécises de 1’énoncé et cela termine la démonstration.
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4.9 Fin de la preuve de ’holomorphie des opérateurs d’entrelacement dans le cas
Co=—

On fixe ici ag, by, so = (bg — 1)/2 et on suppose que ag < by.

Proposition 4.9.1 Sous 'hypothése faite ag < by, lopérateur d’entrelacement Ny (s, ) est holomor-
phe en s = sg.

Grace a on suppose que Jord(y) est sans multiplicité. En [l.7.1], on a ramené la propriété d’holo-
morphie de N(s,m) en s = sp au cas ou pour tout (p, 4, B,() € Jord(y) avec ( =+, A = B. Si pour
tout (p, A, B,() € Jord(y), on a ( = +, alors ¥ est tempéré et il est facile de vérifier que r(s,1))
est holomorphe non nul en s = sg. L’holomorphie cherchée est donc équivalente a I’holomorphie de
I'opérateur d’entrelacement standard :

St(p,a0)||* x = — St(p,ag)||* x .

Mais ici w est une série discrete et le résultat a été démontré par Harish-Chandra. On raisonne donc
par récurrence sur le nombre d’éléments de Jord(vy)) de la forme (p, A, B, —). On suppose qu'il existe
de tels éléments et on en fixe 1 avec B minimum. On lui applique [.8.4. On reprend les notations de
loc. cite et on pose
_B ... —B!
o=< : >p
—0g --- —BY

vue comme une représentation d’un GL convenable. La représentation 7’ est associée & un morphisme
Y auquel on peut appliquer I'hypothese de récurrence ; de plus d’apres B.g r(s, ¢") /r(s,1) en s = s
est holomorphe avec un zéro d’ordre 1 exactement quand

By < B< Ay < A. (1)

L’opérateur d’entrelacement standard St(p, ag)||* x 0 — o x St(p,ap)| |* est holomorphe en s = sy par
positivité. Le point est donc de démontrer que 'opérateur d’entrelacement standard o x St(p, ag)| |~ —
St(p,ap)||™® x o a au plus un pole d’ordre 1 en s = sg et que ce pole n’existe que si (1) est satisfait.

D’abord on remarque que pour i € [1,¢] Popérateur d’entrelacement standard :
< p’ ’75Bii+17 e 7/)‘ ‘7Bi > XSt(p7 aO)’ ’78 - St(ﬂ? aO)‘ ‘7SX < P‘ ‘75B7i+17 e 7/)‘ ‘7Bi >

est holomorphe en s = sq (cf. [i.1) sauf si By < g +1i—1 < Ay < B/ cas ot il a un pole d’ordre au
plus 1. Donc si pour tout i € [1, /] ces inégalités ne sont pas satisfaites, on a ’holomorphie cherchée.
Sinon, on note j le plus petit entier tel que By < dp+j—1< Ay < B;/ et on note o; la représentation
associée a la matrice

-B —B§’—€+j
. "
_5B — ] _|_ 1 e _B]
Ainsi on peut écrire
- —bp—i+1 B
0 = 05 Xaee pl |7 Xy < pl TP el TR >,

ou £ est un ensemble totalement ordonné d’éléments tous strictement supérieurs a Ag+1. Les propriétés
cherchées pour 'entrelacement avec o découlent donc des mémes propriétés pour ’entrelacement avec
oj remplacant o ; pour la méme raison et quitte a augmenter By on peut supposer que By = dp+j —1
pour pouvoir aisément appliquer [R1] 1.6.3. Dans cette référence, on a alors montré que l'opérateur
d’entrelacement normalisé a la Shahidi

o) % St(p,ao)| [~ — St(p,a0)||™* x o
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est holomorphe en s = sq; il faut donc prendre en compte les poles éventuels du facteur de normali-
sation. Le facteur de normalisation est, a une fonction holomorphe inversible pres,

L(St(p,a) x St(p,ap),s —xy¢)/L(St(p,a) x St(p,ap),s — x5+ 1)

ot =B} — (0p+j—1)+1, 25 et x4 sont tels que (0« —1)/2+ 2y = -Bet —(a—1)/2+z4=—Bj.
Le numérateur a un pole d’ordre 1 exactement quand By < B < Ag < B;»’ + ¢ — j; ces dernieres
égalités entrainent en particulier que By < B < Ag < A car A > B/ > B} + £ — j. On en déduit donc
I’assertion cherchée.

4.10 Fin de la preuve de I’holomorphie des opérateurs d’entrelacement dans le

cas (p = +
Ici on fixe ag, by, so = (bop—1)/2 et on suppose que ag > by. En et , on a réduit I’holomorphie
de N(s,m) en s = sg au cas ou le morphisme 1 est élémentaire. On suppose donc ici que v est

élémentaire, c’est-a-dire que pour tout (p, 4, B,() € Jord(y), on a A = B et que Jord(y) n’a pas de
multiplicité. On suppose que sy > 0 ce qui veut dire que by > 1 et on a donc Ag > By. Ainsi si pour
tout (p, A, B,() € Jord(y), ¢ = 4, m est une série discréte, le facteur r(s, ) est holomorphe non nul
en s = sg et 'holomorphie de N(s,7) en s = sg est équivalente a celle de 'opérateur d’entrelacement
standard, holomorphie qui résulte des travaux d’Harish-Chandra. Pour démontrer I’holomorphie de
N(s,m) en s = sg, on raisonne donc par récurrence sur le nombre d’éléments de Jord(y) de la forme
(p,A = B,—). On suppose qu’il existe un tel élément et on le fixe avec B minimum. On fixe un
ordre sur Jord() tel que cet élément soit minimal et on note s~ un morphisme qui domine tous
les éléments de Jord(v)) qui lui sont strictement supérieurs et on note 7~ la représentation dans le
paquet associé a s~ permettant de définir 7. On peut utiliser : 'une des situations suivantes
est réalisée

(i) B est un demi-entier non entier, on note ¥, le morphisme qui se déduit de ¢ en enlevant
(p, B, B, —) et il existe une représentation 7f - dans le paquet associé & ¥% . avec une inclusion

Tss —< P| |7B"" ap| |71/2 > ><7T/>>;

(ii) B est un demi-entier non entier, on note ¥% . le morphisme qui se déduit de ¢ en remplacant
(p, B,B,—) par (p,1/2,1/2,4) et il existe une représentation 7% . dans le paquet associé a ¥ . avec
une inclusion

|—3/2

T>> —< p||_B"" ap| > ><7T,>>;

(iii) B est entier et on note ¥4 le morphisme qui se déduit de ¢>~ en remplagant (p, B, B, —) par
(p,0,0,+) et il existe 74 - dans le paquet associé & ce morphisme avec une inclusion

s> =< p| |_Ba"' HO| |_1 > ><7T/>>‘

On passe maintenant de 7~ a 7. Pour cela on fait d’abord redescendre les éléments de Jord(¢ss)
dominant les éléments de Jord(1) de la forme (p, B', B',—) ; nécessairement B’ > B et on applique
donc des Jac_, pour x > B + 1; on note m4 ~~ le résultat. On applique ces modules de Jacquet
aux membres de droite des inclusions ci-dessus et ces modules de Jacquet ne s’appliquent qu’a la
représentation 7. - ; on note 7T:L7>> le résultat. On a donc des inclusions analogues avec -~ remplacé
par 4 .

I1 faut maintenant faire redescendre les éléments de Jord(¢~~) qui dominent les éléments de Jord(1))
de la forme (p, B', B', +) ; on note v le nombre de ces éléments et on les ordonne par 0 < B} < --- < BJ.
Pour tout ¢ € [1, ] il existe un entier T} tel que (p, B; +Tj, B{+T;,+) € Jord(¥; - ). On doit calculer
Oie[w,1]JACBI 41 ... BI41T+,>> €t on obtient 7. On applique ces modules de Jacquet aux membres de
droite des inclusions obtenues; dans le cas (i), ces modules de Jacquet ne s’appliquent qu’a 7rjﬁ>> et
on se trouve donc dans le cas
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(i)bis on note 9’ le morphisme qui se déduit de ¥ en supprimant(p, B, B, —) et il existe une représenta-
tion 7’ dans le paquet associé a ce morphisme avec une inclusion

m o< pl 7B pl [TV > s

Dans les cas (ii) ; si B} > 1/2, c’est le méme phénomene que ci-dessus en prenant pour ¢’ le morphisme
qui se déduit de 1) en remplagant (p, B, B, —) par (p,1/2,1/2,+). Si B} = 1/2, on a 2 possibilité soit

‘—3/2

-B
JaCBi+T{,---,3/27T+7>> =<pl|77 0 > ><JULCBHT{,---,3/27T+7>>

soit
|75/2

-B
Jacp 11y ... 32T+ >> =< pl77 - pl > xJacpr gy .. 52T+ 5>,

le premier terme dans I'induite n’intervenant pas si B = 3/2. Le premier cas donne le méme résultat
que si B} > 1/2 mais dans le deuxiéme cas la représentation Jacp i1y ... 52T+ >> se trouve dans
le paquet associé au morphisme qui se déduit de ¢, .. en remplaccant (p, By + 17, By + T}, +) par
(p, By +1, B} +1,+). Ensuite il faut appliquer Jacpy i1y ... py+1 €t en I’appliquant a 'induite de droite
on peut encore avoir 2 possibilités si 'on est dans le 2e cas; en tenant compte du fait que Bj) > B} +1,
on controle les 2 possibilité en faisant apparaitre une représentation qui est dans le paquet associé au
morphisme qui se déduit de ¥/, - en remplagant (p, By + 17, By +T7,+) par (p, By +1,B] +1,+) et
(p, By + T4, By + T4, +) soit par (p, B, B}, +) soit par (p, By + 1, B} + 1,+). Et on continue jusqua
i = v. Donc finalement on trouve un demi-entier B < B avec B > 1 /2 et un morphisme ¥ qui se
déduit de 1 en remplagant (p, B, B, —) par (p,1/2,1/2,4) et les (p, B!, B}, +) qui vérifie B/ < B par
(p, Bl +1,B] + 1,+) et une représentation 7 dans le paquet associé a 1 avec une inclusion

7es<pl 7B o 7B > 7, (1)

ott < p||=B,--,p||7B~2 > n’intervient pas si B = B — 1. Dans le cas (iii) on a une inclusion de méme
type que (1) simplement (p,1/2,1/2,+) devient (p,0,0,+). On fait rentrer le cas (i)bis dans le cas (1)
ci-dessus en posant B = —1/2 dans ce cas.

On démontre 'holomorphie de N(s,7) en s = so en utilisant 'inclusion (1) ; par récurrence, on sait
que N (s, 7) est holomorphe en s = s ; on vérifie aisément que (s, 1)) /r(s,1) est holomorphe avec un
zéro d’ordre 1 quand Ay = B. L’opérateur d’entrelacement standard

St(p,ao)| *x < p| |72, pl TP >=<p| 7B, p|| 7P > xSt(p,a0)| I,

est holomorphe en s = sq par positivité. D’apres [R1] 1.6.3, 'opérateur d’entrelacement normalisé & la

Shahidi
<pl 7B ol TP > xSt(p, a0)| |7 — St(p,ao)| [T5x < p| |72, ol [T >,

est holomorphe en s = sg sauf si Ay = B; dans ce cas on vérifie que I'opérateur d’entrelacement
standard est holomorphe, ce qui régle ce cas. On calcule aisément (ici) le facteur de normalisation a
une fonction holomorphe inversible pres, il vaut

L(St(p,ag) x p,s — B)/L(St(p,ao) x p,s — B).

En posant s’ = s — sg, cela vaut encore L(p X p,s' + Ay — B)/L(p x p,s' + Ay — B). Donc I'opérateur
d’entrelacement standard ne peut avoir de pole que si Ay = B c’est-a-dire que si 7(s,)/r(s,1) a un
zéro. D’ou1 I’holomorphie cherchée.
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