N

N
N

HAL

open science

Généralisation d’un Théoreme d’Iwasawa

Jean-Francois Jaulent

» To cite this version:

Jean-Francois Jaulent. Généralisation d’un Théoreme d’Iwasawa. Journal de Théorie des Nombres de

Bordeaux, 2005, 17, pp.527-553. hal-00202454v2

HAL Id: hal-00202454
https://hal.science/hal-00202454v2
Submitted on 10 Mar 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-00202454v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

.version 2 - 10 Mar 2008

hal-00202454

Généralisation d’un Théoreme
d’Iwasawa*

Jean-Francois JAULENT

A Georges Gras, a l'occasion de son soizantiéme anniversaire

Résumé. Nous généralisons a certains quotients finis d’un A-module noethérien non nécessairement

de torsion le classique théoreme d’Iwasawa sur l’expression asymptotique du ¢-nombre de
classes dans les Zy-extensions. Puis nous illustrons les résultats obtenus en déterminant ex-
plicitement les caractéres invariants attachés aux £-groupes de S-classes T-infinitésimales dans
une tour cyclotomique & partir de quelques parameétres référents et de données galoisiennes
simples des extensions considérées. Un outil fondamental de cette étude est ’identité du miroir
établie par Georges Gras, qui permet par dualité d’exprimer des conditions de ramification
(sauvages ou modérées) dans une extension en termes de décomposition dans une autre exten-
sion. Les résultats obtenus précisent et complétent ceux établis dans un travail antérieur en
collaboration avec Christian Maire (cf. [B]) L’étude approfondie des contributions sauvages

repose sur une généralisation d’un résultat de R. Greenberg (cf. [E])

Abstract. We extend to convenient finite quotients of a noetherian A-module the classical
result of K. Iwasawa giving the asymptotic expression of the ¢-part of the number of ideal class
groups in Zy-extensions of number fields. Then, in the arithmetic context, we compute the three
characters associated by this way to the ¢-groups of T-infinitesimal S-classes in the cyclotomic
tower and relate them to the classical invariants and the decomposition characters associated
to the finite sets of places S and 7. A main tool in this study is the so-called Spiegelungssatz
of Georges Gras, which exchanges (wild or tame) ramification and decomposition. The main
results of this arithmetical part extend those we obtained with Christian Maire in a previous
article (cf. [@]) The most intricate study of the wild contribution of the sets S and 7" involves

a generalization of a classical result of R. Greenberg on the genus theory of cyclotomic towers

(et. ).
Introduction

Le résultat emblématique de la théorie d’Twasawa (cf. [ et [{]) affirme que
les ordres respectifs £2(") des (-groupes de classes d’idéaux C/ K, attachés aux
divers étages K, de la Zj-extension cyclotomique Ko, = UpenK, d'un corps
de nombres K sont donnés pour n assez grand par une formule explicite de la
forme :

z(n) = " + An + v,

ol v est un entier relatif (éventuellement négatif) mais ol A et p sont des entiers
naturels déterminés par la pseudo-décomposition de leur limite projective pour
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les applications normes Cg_ = @1 Cl, , regardée comme module de torsion
sur l'algebre d’Twasawa A = Z;[[y — 1]] construite sur un générateur topologique
v du groupe procyclique I' = Gal(K s /K) (cf. [[4]). I est alors commode de
reécrire 1’égalité précédente sous une forme ne faisant intervenir que ces deux
derniers parametres :
z(n) = w"™ + An,

en convenant de tenir pour équivalentes deux suites d’entiers dont la différence
est ultimement constante. L’identité obtenue vaut alors identiquement si I'on
remplace les (-groupes Clg, par leurs quotients respectifs d’exposant £"+1
comme expliqué dans [f].

L’objet de ce travail est précisément d’étendre ces résultats a des groupes
de classes éventuellement infinis et dont la limite projective (pour la norme
arithmétique) n’est donc plus généralement un A-module de torsion.

Donnons nous pour cela deux ensembles finis disjoints S et T" de places finies
de K ; notons S, et T, respectivement les ensembles de places de K,, au-dessus
de S et de T'; et considérons le ¢-groupe CE " des S-classes T-infinitésimales du
corps K, que la théorie ¢-adique du corps de Classes identifie au groupe de Galois
de la pro-f-extension abélienne maximale H L s de Ky qui est S-décomposée et
T-ramifiée (i.e. completement décomposée aux places de S, et non ramifiée en
dehors de T,). Les groupes Cﬁgz ne sont plus généralement finis (du moins des
que l'ensemble T contient suffisamment de places au-dessus de £), mais leurs
quotients respectifs d’exposant £”*! le sont encore, et il est montré dans [@]
qu’il existe des entiers naturel pg, ug, /\g tels que les ordres respectifs gz

des W“CE?: vérifient l'estimation asymptotique :

z5(n) ~ ps(n+ 10" + pgl™ + Agn.

Ici encore les parametres pS, Us et )\ sont donnés par la pseudo-décomposi-
tion élémentaire de la limite projective C > = hm cotr s regardée comme module
noethérien sur 'algebre d’Iwasawa A, a cela pres que 'invariant )\T differe d’une
unité de 'invariant lambda du A-module Cg: lorsque I’extension K oo/ K est elle-
méme S-décomposée et T-ramifiée, i.e. lorsque I’ensemble S est vide et que T'
contient la totalité des places au-dessus de /.

De fait, la démonstration de la formule précédente repose intégralement sur
des résultats de [E] (essentiellement ceux du chapitre IV) qui n’avaient jamais
fait I'objet jusqu’ici d’une publication spécifique, et méme en toute rigueur sur
une version plus forte non publiée de ces résultats prenant en compte les A-
modules noethériens qui ne sont pas nécessairement de torsion.

Il nous a donc paru utile d’en rassembler ici une preuve complete. Et c’est
I'objet de la premiere partie, purement algébrique, de ce travail.

De plus, une fois la formule établie, se pose évidemment, dans le contexte
arithmétique évoqué plus haut, la question du calcul des divers parametres des
{-groupes de S-classes T-infinitésimales, ou du moins de leur détermination a
partir de quelques paramétres référents ne faisant pas intervenir les ensembles
de places S et T et d’invariants galoisiens simples qui leur sont attachés. Et
c’est 'objet de la seconde partie, arithmétique, de ce travail.

Or dans cette derniere étude, les identités du miroir obtenues par Georges
Gras (cf. [l]) se révelent un outil essentiel. Et comme celles-ci s’expriment



naturellement en termes de représentations, il est préférable, pour les utiliser
pleinement, de remplacer les parametres traditionnels d’ITwasawa, qui s’interpretent
comme dimensions de certains espaces vectoriels, par des caractéres prenant ex-
plicitement en compte ’action galoisienne et dont les degrés respectifs ne sont
autres que les invariants de départ. Et c’est donc en termes de caracteres que
nous énongons les théoremes de paramétrage.

Une conséquence immédiate des identités de dualité est le déploiement (déja
remarqué dans [Id]) de la ramification modérée au-dessus de la tour cyclo-
tomique. En revanche, I’étude fine de la contribution des places sauvages souléve
rapidement de délicats problemes d’indépendance ¢-adique. La formule finale
que nous obtenons vaut ainsi sous la conjecture de Leopoldt. Elle repose sur
une généralisation dans le cadre f-ramifié d’un résultat de semi-simplicité de
R. Greenberg (cf. [B]), dont nous donnons en appendice une démonstration au-
tonome basée sur la Théorie des Genres.

En fin de compte, il résulte de cette étude que les divers parametres d’Iwa-
sawa, respectivement associés aux groupes de Galois Cg;f attachés aux pro-¢-
extensions abéliennes T-ramifiées S-décomposées maximales sur une tour cyclo-
tomique sont donnés par des formules entierement explicites a partir des seuls
parametres réels associés aux seuls groupes CTe = CTE, ot T décrit les sous-
ensembles de ’ensemble L des places ¢-adiques du corps de base considéré.

Principales notations
Nous utilisons dans ce qui suit les notations et conventions suivantes :

Notations algébriques de la Théorie d’Iwasawa

— { est un nombre premier arbitraire (pris impair dans la deuxiéme section) ;
— lge = Upen pen est le groupe des racines d’ordre /-primaire de 'unité ;

— A est un groupe abélien fini d’ordre d étranger avec £;

— Z[A] = By Zy[Ale, = B, Z, est Valgebre l-adique du groupe A ;

— T = ~%¢ est le groupe procyclique isomorphe & Z, engendré par ~;

A = Z[[y — 1]] est algebre d’Iwasawa associée au groupe I';

— Wy, est le polynome v — 1 de Panneau Z¢[y — 1] = Z¢[v];

~ V, est 'idéal de A engendré par le polynéme w, et ’élément ¢"+!;

- A[A] = &, A[Ale, = &, A, est Palgebre du groupe A sur 'anneau A.

Notations arithmétiques de la Théorie d’wasawa

— F est un corps de nombres totalement réel;

— Foo = Upen F, est la Zy-extension cyclotomique de F';

— K est une extension abélienne de F' de groupe A et contenant pig;

— A = Gal(K/F) est un groupe abélien fini d’ordre d étranger avec ¢;

— Koo = Upen K, est la Zg-extension cyclotomique de K (et contient pip ) ;
— K, est 'unique sous-corps de K, de degré " sur K (on a ainsi K = Kj);
— T = ~Z¢ est le groupe de Galois Gal(Fy /F) ~ Gal(K /K);

— T, = 7""?%¢ est le sous-groupe Gal(Foo /Fy) ~ Gal(Koo /Kp) ;

— A =Z[[y — 1]] est Valgebre d’Iwasawa associée a I';

— S et T sont deux A-ensembles finis disjoints de places finies de K ;
— L est 'ensemble des places f-adiques (i.e. au-dessus de ¢) du corps K ;



— 8% = SN L est la partie sauvage de S et S° = S\ Sy sa partie modérée;

— T* =T N L est la partie sauvage de T et T° = S\ T} sa partie modérée;
— Sy et T, sont les ensembles finis de places de K, au-dessus de S et de T;
— S et T, sont les ensembles finis de places de K, au-dessus de S et T';
— deg, S =3, cs,[Fp : Q] est le degré sauvage en S'; de méme deg, " en 7.

Notations de la Théorie {-adique du Corps de Classes

— p est une place finie du corps K et p,, une place de K,, au-dessus de p;
— K, :le complété de K, en la place py ;

- Ry, =lim Ky / K3 ¢ le compactifié f-adique du groupe K, ;

— Uy, : le sous-groupe unité de Ry, ;

~ [p,, : le sous-groupe de torsion de Ry, i.e. le groupe des racines de I'unité ;

- Jk, = H;ens Ry, : le l-groupe des ideles du corps K, ;

- Uk, = Hpn Uy, : le sous-groupe des ideles unités;

= I =1l er, Ry, : le groupe des ideles T-infinitésimanx
—YTn = HpneTn Uy, : le sous-groupe unité de J7n ;

_ STn =1L, cs, Ton HpnﬁéTn U,,, : le groupe des S-ideles T-infinitésimaux;

- Rk, =2 ®z K} C Jk, :le sous-groupe principal de Jk, ;

- &k, = Rk,NUK, =7Z;R7 EK, :le ¢-adifié du groupe des unités globales;
- EIT(’; =Rk, N UIT{; : le sous-groupe des unités T-infinitésimales de K, ;

- Eg;‘ =Rk, N jST: : le groupe des S-unités T-infinitésimales de K, ;

- Clk, = Jk,./Uk, Ry, :le l-groupe des classes (au sens habituel) de K, ;
- Cﬁgz = an/jST: Rp,, : le £-groupe des S-classes T-infinitésimales de K, ;
- Cﬁgoo = h_H}l Cﬁgz : le groupe des S-classes T-infinitésimales de K ;

— Cg;f = lim Cﬂg: : la limite projective (pour la norme) des groupes CET: ;

- pg, ug, )\g : les caractéres invariants d’ITwasawa du A[A]-module Cg: ;

Notations relatives a linvolution du miroir

- T, = lin ten est le module de Tate construit sur les racines de I'unité;

— Ay : le sous-groupe de décomposition des p,, dans K,,/F, pour n>>0 ;

— Xp : Vinduit & A du caractere unité de A ;

- xr = ZpGT Xp, la somme étant prise sur les places de Fig ;

— w : le caractere cyclotomique, i.e. le caractére du Zy[A]-module Ty ;

— 1 — * = wp~! est involution du miroir (ou1 ¥* est le reflet de ) ;

— Xreg : le caractere régulier de A

— x = x® +x°® : la décomposition de y en ses parties réelles et imaginaires;

~ Xoo = [F : Qx5 et 5 = degy S Xreg ; de méme : 67 = deg, T Xreg ;

-m, = Hpn T p.’” @ un diviseur convenable d’hyperprimarité du corps K, ;

— R™n : le sous-module de R, formé des éléments congrus a 1 modulo m,, ;

- Eg: = &g, NR™" : le groupe des S-unités congrues a 1 modulo m,, ;

- Cﬁg‘: = Jk, /J;L"RKH le ¢-groupe des S-classes de rayon m,, dans K.

- H g: : Pextension abélienne S-décomposée T-ramifiée d’exposant 71!
maximale du corps K, ;

- Radg’; : le radical kummérien de ’extension abélienne H g: /K

- Galgz : le groupe de Galois de I’extension abélienne Hg: /K.



1. Le Théoréme du paramétrage pour les A[A]-modules
1.1 Rappel du contexte algébrique de la Théorie d’Iwasawa

Dans cette section purement algébrique, £ est un nombre premier arbitraire,
Zy désigne 'anneau local des entiers ¢-adiques, Fy ~ Z/¢Z son corps résiduel et
A est un groupe abélien fini d’ordre d étranger a /.

Sous I'hypothése ¢ 1 d, I'algebre résiduelle F;[A] est ainsi une algébre semi-
simple, produit direct d’extensions F, de Fy; 'algebre (-adique Z¢[A] est une
algebre semi-locale, produit direct d’extensions non ramifiées Z, de Zy; et les
idempotents primitifs &, (respectivement e,,) correspondant & leurs décompositions
respectives :

Fe[A] = @y Fo[Ale, = @y Fy & Zy[A] = @y Zy[Aley, = @y Zy

sont donnés a partir des caracteres f-adiques irréductibles ¢ de A par les for-
mules classiques :

€ = G rea?(t )T,

ainsi que leurs réductions respectives modulo ¢. En particulier, la dimension
[Zy : Zg] du Zg-module Z, (c’est & dire le degré de I’extension associée Q,/Qp
des corps de fractions) est le degré deg ¢ du caractere .

De facon toute semblable, si I' = v%¢ désigne un groupe procyclique isomor-
phe & Zy et A = Zy[[y — 1]] lalgebre des séries formelles en I'indéterminée v — 1
a coefficients dans anneau Z, des entiers (-adiques, I'algebre de groupe A[A]
s’écrit canoniquement comme produit direct de ses p-composantes :

A[A] = ®, A[Ale, = @y Ay

Et, pour chaque caractere irréductible ¢ du groupe A, la p-composante A, =
A[Ale, associée a l'idempotent e, s’identifie & l'algebre des séries formelles
Zy[y — 1]] en l'indéterminée v — 1 & coefficients dans 'extension non ramifiée
Zy, = Zy[Ale, de Panneau Zy.

Plus généralement, par action des idempotents primitifs e, de I'algebre A[A]
tout A-module noethérien X se décompose naturellement comme somme directe
de ses p-composantes X, = X, c’est a dire comme somme directe de A,-
modules noethériens. Les théoremes de structure de la Théorie d’Iwasawa, tels
qu’énoncés par Serre (cf. @]), permettent donc mutatis mutandis de décrire un
tel module a pseudo-isomorphisme pres a partir d’un certain nombre de modules
référents dits élémentaires. Il vient ainsi :

Théoréme 1.1. Tout A[A]-module noethérien X est pseudo-isomorphe & une
somme directe finie de modules isotypiques élémentaires.

Plus précisément pour chaque caractere {-adique irréductible ¢ du groupe
A, il existe un unique triplet (p,, Se, t,) d’entiers naturels, une unique suite
décroissante (fyi)i=0,....s, de polynomes distingués de Uanneau Z,[y — 1] et
une unique suite décroissante (mkpﬁi)izo,...ﬁtwd’entiers naturels non nuls tels que
la @-composante X, = e, X du module X s’envoie par un A[A]-morphisme a
noyau et conoyau fini dans la somme directe :

X, ~ AN @ (B0 A/ foily) ® (@Eio A/l M),



On dit que Uentier p, = dimp, X, est la dimension du A[A]-module X,
et que le polynome P, = Hzio mei [1:20 foii € Zyly — 1] est le polynéme
caractéristique de son sous-module de A,-torsion.

Il est alors commode de coder globalement 'information donnée par I’ensem-
ble de ces invariants en introduisant comme suit la notion de parametres :

Définition 1.2. Dans le contexte précédent, nous appelons paramétres d’un
A[A]-module noethérien X les caractéres £-adiques du groupe abélien A définis
a partir des invariants d’lwasawa des composantes isotypiques de X par les
formules :

P=DuPp Py H=D, e P, A=A 0
ou, pour chaque caractére (-adique irréductible ¢, les entiers py, e et Ay
mesurent respectivement la dimension dimp, X, de la p-composante de X,
ainsi que la L-valuation Z;“;O my ; et le degré Zfﬁo deg f,; du polynéme car-
actéristique de son sous-module de A,-torsion.

Introduisons maintenant la filtration (V,,)nen, qui joue un role essentiel dans
ce qui suit :
Proposition 1.3. Pour chaque entier naturel n, désignons par
V, = " HIA +w, A
Uidéal de l’algébre d’Twasawa A = Z;[[y — 1]] engendré par I’élément ("1 et le
polynome w, =" — 1 de Uanneau Zy[y — 1] = Zy[y]. Cela étant :

(1) L’idéal V =V est Uunique idéal mazimal de anneau local régulier A.

(ii) Les idéauz (Vy)nen forment une suite exhaustive strictement décroissante
d’idéaux d’indice fini de Ualgébre d’Iwasawa A = Zg[[y — 1]].
(iii) Un A[A]-module compact X est noethérien si et seulement s’il existe un

entier n pour lequel le quotient X/V, X est fini; auquel cas, les quotients
X/Vp,X sont tous des A[A]-modules finis.

(iv) Un A[A]-module compact X est fini si et seulement s’il existe un entier n
pour lequel le sous-module X /V,, X est trivial ; auquel cas, les sous-modules
X/V, X sont ultimement triviauz.

Preuve. Les deux premieres assertions s’obtiennent comme suit : d’un coté,
comme wqy est égal a v — 1, I'idéal Vj est précisément l'idéal maximal V de
lalgebre A ; et 'identité

(=1 =T =)+ = )P,

pour un polynéme convenable P de 'anneau Zy[y — 1] = Z¢[y], montre par une
récurrence évidente que V,, est contenu dans la puissance (n + 1)-iéme de 1'idéal
V. D’un autre c¢6té, un calcul immédiat donne :

(A2 V) = (201 Z)[0y]| = 000

avec T', = T'/T?" ; ce qui établit le deuxieme point.
Les assertions suivantes résultent alors du fait que les idéaux (V,)nen for-
ment une base de voisinages de 0 dans l'algebre topologique compacte A =

Ze[ly = 1]

L’objet de la section qui suit est de relier les parametres invariants d’ un
A[A]-module noethérien aux ordres de certains de ses quotients finis.



1.2 Enoncé du théoréme principal sur le paramétrage

Le résultat essentiel de cette section relie les parametres d’'un A[A]-module
noethérien donné X avec les ordres de certains sous-quotients finis de X :

Théoréme 1.4. (Théoréme des parameétres.) Soit X un A[A]-module noethérien
de paramétres p, et X. Si V,, = (" TP A+w, A désigne l'idéal de ’algébre d’Iwa-
sawa A = Zg[[y —1]] engendré par élément (" et le polynome wy, = (v*" —1),
il existe un unique caractére (-adique virtuel v du groupe A tel que Uordre (%= de
la p-composante du quotient X /V, X soit donné, pour chaque caractére (-adique
irréductible ¢ et tout entier n assez grand, par la formule :
2 =<pp>n+D"+ <pp> 4+ <ANe>n+ <v,p>.

En d’autres termes, indice (*n = (Xso : VnXW) est donné asymptotique-

ment par la formule :
zf m<pp>n+ + <ppo> 4+ <Ap>n,

en ce sens que la différence entre les deux membres est ultimement constante.
Ce résultat amene ainsi a poser :

Définition 1.5. Nous disons qu’une suite (X, )nen de Z¢[Al-modules finis est
paramétrée par les caracteres £-adiques virtuels :

P=DpPe Py H=D,He®, A=Y Ao V=3V,
lorsque pour chaque caractére (-adique irréductible o du groupe A Uordre 0%
de la @-composante e, X, de X, est donné asymptotiquement par la formule :

af = <pp>m+1" + <pp>L+ < Np>n+ <vp>.

Lorsque le caractére v n’est pas explicité, nous écrivons simplement :

xf m<pp>nm+D"+ <ppe>"+ <A\ >n,
pour signifier que la différence entre les deux membres est ultimement constante.
Remarque. L'entier x¥ étant toujours positif, le caractere p qui apparait dans
la Définition 1.5 est de ce fait positif (en ce sens que 'on a p, > 0 pour chaque
caractere irrédutible ¢); il en est de méme du caractére p si p est nul; et du
caractere A\ si p et p sont tous deux nuls. Il peut arriver en revanche que les
caracteres A ou p ne soient pas dans RZ (A) des lors que le caractére dominant
y est : des exemples sont donnés dans la section 2 plus loin.
Preuve du Théoréme dans le cas élémentaire. Distinguons les trois cas :
(i) Pour X = A, il vient tout simplement :
X/VnX =~ (Zy /0" Z,)[Ty], avee Ty, = /T ~ Z/0"Z;
d’ou 'identité attendue :
(X : Vi X) = (Zy : (" F1Z,)"" = (D dege,
(ii) Pour X = A, /™2 A, et n > m, le méme calcul donne :
(X 1 Vo X) = (Zy : 42 L) = (met" dege,
(ili) pour X = A,/ f,A, enfin, nous aurons besoin d'un lemme classique qui

peut étre regardé comme la généralisation aux anneaux de polynomes sur

Z, du Théoreme 8 (iii) de [[[4] :



Lemme 1.6. Soit Z, une extension finie non ramifiée de l'anneau Z; et f, un
polynéme distingué de l'anneau Z,[y — 1]. Pour chaque entier naturel n assez
grand, il existe alors deux polynémes an et b, dans Zy,[y — 1] tels qu’on ait :

im0V = SR = U1+ ban) +buf -
De plus Uélément 1+ La,, est inversible dans l'anneau local Ay, = Zy[[y — 1]].

Preuve. Raisonnons dans 'anneau quotient Zy,[y — 1]/ f,Z,[y — 1]. Si d,, est le
degré du polynéme f,, nous avons par hypothese :

(v—1) % —7 mod l, done  F" ' —1=(H-1) =T mod ¢,

des que n est assez grand. Cela étant, il suit :

_en—l

=T mod 7, puis 7 =1 mod 7 ; et enfin i;loiken =/ mod ¢
ce qui est précisément le résultat annoncé.
Suite de la preuve du Théoréme. Appliqué au module isotypique X = A,/ f,A,,
le Lemme nous donne pour n assez grand ’égalité V,, 11 X = £V, X, donc :
(X : VX)) = (X : Vo X) (Vi X : Vi, X) = (X : Vi y X) (Vo X - 470V, X)
pour n > ng; puis, comme attendu :
(X : Vo X) = (Vo X : 770V, X)) = ((nmno)dedes e o g deg

ce qui acheve la démonstration du cas élémentaire.

Dans la pratique, i.e. dans le contexte arithmétique de la théorie d'Iwasawa,

il n’est pas possible en général d’appliquer directement le Théoréme 1.4, car il est
souvent nécessaire de faire appel & un résultat apparemment plus technique! :

Corollaire 1.7. Soit X un A[A]-module noethérien et de paramétres p, u et
A et soit Y un sous-module de X de type fini sur Zy. Alors, pour tout entier
naturel m assez grand, la suite des quotients définis pour n > m par :

Y, =X/(VaX + j—;Y)
est paramétrée par les mémes caractéres p, p et A que les X, = X/V, X.

Enfin, il est évidemment possible de jouer sur les deux termes qui intervien-
nent dans la génération des idéaux V,,. Il vient ainsi :

Corollaire 1.8. Soit X un A[A]-module noethérien de paramétres p, p et A.
Si Vg = 0"EA + w, A désigne lidéal de Ualgébre d’Twasawa A = Zy[[y — 1]]
engendré par Uélément ("1 et le polynéme w, = ¢ — 1, il existe un unique
caractére (-adique virtuel v du groupe A tel que Uordre (%% de la p-composante
du quotient X /Vy, 1 X soit donné, pour chaque caractére (-adique irréductible ¢
et tout entier n assez grand, par la formule :
af = <pp>mAR)" 4+ <pe>t+ <XNe>n+ <v,p>.

En d’autres termes, la suite des quotients (X/VnﬁkX)

p,  wt(k—=1)p, et A

neN est paramétrée par :

Toute la difficulté pour établir le Théoreme des parametres et ses corollaires
est naturellement de vérifier que la formule annoncée est encore valide lorsque
le module X est seulement pseudo-isomorphe & un A[A]-module élémentaire.

La démonstration de ce résultat fait 'objet de la section qui vient.

1C’est en particulier déja le cas pour les groupes de classes d’idéaux au sens habituel.



1.3 Filtration associée aux idéaux V,, et preuve du Théoréeme

Le Théoreme des parametres résulte d’une suite de quatre lemmes et du
calcul déja effectué de l'indice (E : V, E) lorsque le module E est élémentaire.

Lemme 1.9. Soit E =T & P un A[A]-module élémentaire somme directe de
son sous-module de A-torsion T et d’un sous-module projectif P. Pour chaque
entier naturel n, posons O"E = ("T1E N w,E. Cela étant, pour tout n > ng
assez grand, il vient :

E =T ®O"P , avec T = ("0 e P = 2 grop,

W

Preuve. Observons d’abord que tout A[A]-module noethérien et projectif P étant
facteur direct d’un module libre, nous avons immédiatement 0" P = ("t Nw, P
par factorialité des composantes locales A, de 'algebre A[A]. En particulier, il
suit comme annonceé :
§np = 2 gn=no gnop,
Wny

Considérons maintenant le sous-module de torsion 7. Ses facteurs indécompo-
sables, en nombre fini, sont de deux types : des quotients de la forme A, /¢™A,,
d’une part ; des quotients de la forme A,/ f A, avec f, distingué dans Z,[y—1]
d’autre part. Désignons par Ty la somme directe des seconds. Pour n assez grand,
nous avons T = (™1, donc 0"T = 9™ 1y. Appliquons maintenant le Lemme
2.2 a chacun des facteurs indécomposables de Tj. Pour n assez grand, disons
pour n > ng, nous obtenons 2T, = (T, d’ott :

8”T0 = gnJrlTo ﬂwnTO = gnfnognoJrlTO N ﬂ wnOTO =n-no (€n0+1T0 ﬁwnOTo).

no
Finalement il vient bien, comme attendu : 0"1Ty = £~ ™0 9™ T.
Lemme 1.10. Soit X un sous-module d’indice fini d’un module élémentaire E.

Pour chaque caractére £-adique irréductible ¢, la suite ((G”Yg, : G”Xg,))neN des
p-parties des indices (0"E, : 0" X ) est stationnaire.

Preuve. Désignons par E°" le sous-module de A-torsion de E et notons p la
projection canonique £ — E/E*". Nous avons alors :

05, onx,) = D Ee OB A0 Xy) _ (p(0"E,) : p(0" X, )
’ ’ (OnBtor +0m X, 1 0" X,) (OnElor - 9nX1or)

Et il s’agit de voir que numérateur et dénominateur sont tous deux stationnaires.
Or d’'un c6té, nous avons 1'égalité évidente p(9" T E,) = ¢ =2t p(O"E,) ainsi
que linclusion immédiate p(9" 1 X,) C ¢ wg—:l p(0"X,); d’ou il résulte que le
numérateur, qui va donc décroissant pour n assez grand, est bien stationnaire.

Et d'un autre coté, nous avons 9" EL" = £ 9" EL°" et 9" T X" = L 9" X [T
pour n > ng, par une extension facile du Lemme 2.3, puisque E’" et X" sont
annulés par un méme polynome distingué f, € Z,[y — 1]. Cela étant, comme
pour ng assez grand la multiplication par £ a tué le sous-module de Z,-torsion
de E};OT, la multiplication par ¢ est injective dans ¢™° EZ;OT et le dénominateur
est ainsi stationnaire pour n > nyg.



Lemme 1.11. Soit X un sous-module d’indice fini d’un A[A]-module élémentaire

E. Pour chaque caractére £-adique irréductible o, la suite ((VnKP : V"Xﬂa))neN

des p-parties des indices (Vo E, 1 VX)) est stationnaire.

Preuve. Dans la suite exacte courte de Zy[A]-modules finis
0—0"E,/0"X, — ({("Ey/l"X,) ® (wWnEy/wnXy,) = Vo Ey/Vin X, — 0

les termes médians, qui vont décroissant, sont stationnaires. Le résultat annoncé
découle donc directement du Lemme 1.10 ci-dessus.

Lemme 1.12. Soit X un A[A]-module noethérien et E lunique A[A]-module
élémentaire auquel il est pseudo-isomorphe. Pour chaque caractére (-adique
irréductible o, la suite des quotients (Xso : VnX¢)/(E¢ : VnEw) est station-
naire.

Preuve. Prenons un pseudo-isomorphisme t de X vers E et considérons la suite
exacte courte associée :

0 N X E c 0.

Le noyau N et le conoyau C étant finis, choisissons ngy assez grand pour avoir
NNV, X =0et V,,C =0, ie. V,,F C t(X). Pour chaque n > ng, nous
obtenons alors la suite exacte :

0— 'HV,E)/VoX - X/V, X - E/V,E—C —0;

ol, pour chaque caractere irréductible ¢ du groupe A, Pordre de la p-partie du
terme de gauche est donnée par la formule :

(71t(VnE¢) : VnXyp) = [Ny| (VnEy) : Vint(Xy)).

Elle est donc ultimement constante en vertu du Lemme 1.11.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration des résultats annoncés
dans la section 2.

Preuve du Théoréme des paramétres et de ses corollaires. Distinguons les cas :

(i) Le Théoréme 1.3 résulte directement du calcul déja effectué de I'indice
(Eg, : VnEW) dans le cas élémentaire et du Lemme 1.12 ci-dessus.

(i1) Le Corollaire 1.7 s’en déduit aisément : compte tenu de la suite exacte
courte canonique qui relie les X, avec les Y,, :

w w w
11— —=Y/(—YNV,X) = X, =XV, X - Y, =X/(V, X+ —Y)—1,
W W Wm
tout revient a vérifier que les noyaux a gauche sont ultimement constants. Or
cela est clair, puisqu’ils vont naturellement décroissant et qu’ils sont évidemment
finis car de type fini sur Z, par hypotheése et d’exposant fini par construction.
(#11) Enfin, le Corollaire 1.8 s’obtient de la méme facon que le Théoréme en
remplacant les idéaux V,, par les idéaux V,, , pour un k fixé : les calculs étant
identiques, il est possible d’écrire la méme série de lemmes que ci-dessus, ce qui
ramene la preuve du Corollaire au cas élémentaire, lequel est immédiat.
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2. Applications a ’arithmétique des tours cyclotomiques

Nous supposons désormais que le nombre premier ¢ est impair.

Dans cette section, nous désignons par F' un corps de nombres totalement
réel et par K une extension abélienne de F', de groupe de Galois A = Gal(L/F),
de degré d étranger a ¢, contenant une racine primitive ¢-ieme de I'unité (.

L’hypothese d’imparité £ # 2 nous assure que le corps K est totalement
imaginaire et que le groupe de Galois A contient la conjugaison complexe 7.
Dans ce contexte, il est naturel d’appeler réels les caracteres irréductibles ¢ de
A qui vérifient 'inégalité o(7) > 0; et imaginaires ceux qui vérifient I'identité
opposée ¢(7) < 0. Plus généralement :

Définition 2.1. Nous disons qu’un caractere ¢-adique virtuel du groupe A est :

(i) totalement réel, lorsque tous ses facteurs irréductibles sont réels, i.e.
lorsque tous ses facteurs absolument irréductibles prennent la valeur +1 sur
la conjugaison complexe T ;

(i) totalement imaginaire, lorsque tous ses facteurs irréductibles sont imag-
inaires, i.e. lorsque tous ses facteurs absolument irréductibles prennent la valeur
-1 sur la conjugaison complexe 7.

Sommant sur toutes les composantes isotypiques réelles de l'algebre Z,[A],
on définit en particulier sa composante réelle, qui n’est rien d’autre que I'image
de Z;[A] par l'idempotent e = 3(1+7) :

Zy[A]® = Zy[Aleg = @p(r)>0Lie[Ale, ;
et on définit également sa composante imaginaire a partir cette fois de I'idem-
potent complémentaire eq = %(1 —T) par :

Z[A)° = Zy[Aleg = @y(ry<oZe[Aley;
les mémes décompositions valant, plus généralement, pour tout Zy[A]-module
M. En particulier, il est commode de décomposer chaque caractere ¢-adique
virtuel x du groupe A sous la forme :

X =x%+x%,

en regroupant séparément facteurs réels et facteurs imaginaires.

Parmi les caracteres de A figurent en particulier le caractére unité 1, dont
1’idempotei1t associé est donné a partir de la norme algébrique va = > 5.1 0
par e; = 35 va, et le caractére cyclotomique w, caractérisé par I'identité :

¢ =¢*) VYo eA.

C’est aussi le caracteére du module de Tate T, = lim u(K,) construit sur les
{-groupes de racines de 1'unité.

L’inverse? @ = w™! de w, c’est & dire le caractere défini par (o) = w(o™1),

est dit souvent anticyclotomique, et I'involution

Pt =wpTh
de lalgebre Rz,(A) des caracteres f-adiques virtuels de A est connue tradition-
nellement sous le nom d’involution du miroir; on dit encore que ¥* est le reflet

de 1. En particulier, le caractere cyclotomique w = 1* étant imaginaire, il suit
que le reflet d’'un caractere réel est imaginaire et vice versa.

?De fagon générale, il est commode de noter 1)~ ! le caractere o — (o~ 1)
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2.1 Le contexte arithmétique de la Théorie d’Iwasawa

Introduisons maintenant la Zg-extension cyclotomique Foo = |J,,cny Fr du
corps totalement réel F', en convenant de désigner par F}, I'unique sous-extension
de F.. qui est de degré " sur F (de sorte que I'on a Fy = F); notons I' = 7%
le groupe de Galois Gal(Foo/F) identifié & Z, par le choix d'un générateur
topologique 7 ; et écrivons A = Zy[[y — 1]] lalgebre d’Iwasawa associée.

Notons de méme K, = UneN K, la Zy-extension cyclotomique de K en
désignant par K, = KF, le compositum de K et de F,,. L’extension K. /F est
encore abélienne; son groupe de Galois Gal(K/F) est le produit T' x A; et
lalgebre complete associée est algebre Z,[[y — 1]][A] = A[A] étudiée plus haut.

Fixons alors deux ensembles finis disjoints S et T" de places de K stables par
A; notons L T'ensemble des places ¢-adiques (i.e. au-dessus de ¢) de K ; puis
S = SN L (respectivement T = T'N L) la partie sauvage de S (resp. T) et
89 = 8\ S¢ (resp. T° = T\ T%) la partie modérée. Enfin, pour chaque indice
n € NU {oc}, notons de méme S,, = SY U S° (resp. T}, = TX UTY) 'ensemble
(fini) des places de K,, qui sont au-dessus de S (resp. T).

Nous sommes intéressés dans ce qui suit par le groupe de Galois Cg;f de
la pro-f-extension abélienne Too-ramifiée Soo-décomposée (i.e. non ramifiée en
dehors des places au dessus de T' et completement décomposée aux places au
dessus de S) maximale Hg: de K ; autrement dit par la limite projective

@Cg: des mémes groupes attachés aux étages finis K, de la tour cyclotomique,
groupes que la théorie /-adique du corps de classes identifie aux ¢-groupes de
S-classes T-infinitésimales des corps K, c’est a dire aux quotients :

Cly = Ik, | Ja" Rk,
ot Ik, = [["" Ry, désigne le f-adifié du groupe des ideles du corps K, ;
jsT: = I1,,¢r, Up. I1;, es, Re,. le sous-groupe des S-ideles T-infinitésimaux;
et Rk, = Z¢ @ K, le sous-groupe principal de Jk,, (cf. [L]).

Avec les conventions ci-dessus et celles de la section 1, nous avons :
Théoréme 2.2. Le groupe Cg;f est un A[A]-module noethérien isomorphe a la
limite projective @Cﬁgz des U-groupes de S-classes T-infinitésimales des corps
K, ainsi qu’a celle de leurs quotients respectifs d’exposant ("1 :

Cle ~lim " ell
Et les trois caracteéres pg, ug et )\g, qui lui sont associés paramétrent aussi la
suite des quotients finis ZHICET:, a lexception du cas spécial S =0 et T = L
dans lequel le paramétre lambda doit étre augmenté du caractére unité.

Preuve. Commencons par établir proprement ce premier résultat. Ecrivons pour
simplifier X pour Cg: et X,, pour e”“CEgz. Observons d’abord que les groupes
X, ne sont pas tout a fait les quotients X/V,, X, mais qu’ils en different d’une
quantité bornée : en effet, le groupe de Galois T',, = Gal(K,/K,) = 7%
étant procyclique, le plus grand quotient de X fixé par I',,, i.e. le groupe "X =
X/w, X, correspond a la plus grande sous-extension HE (Ko /K,,)/ Koo de l'ex-
tension HZ (Ko )/ Koo qui provient par composition avec K, d'une pro-extension
abélienne de K. En particulier, une telle extension étant non ramifiée en dehors
de L et de T, les quotients X /V,, X sont finis, en vertu du corps de classes, ce qui
montre, d’aprés la proposition 1.3, que X est bien un A[A]-module noethérien.
Plus précisément, fixons m assez grand pour que les places au-dessus de S
soient totalement inertes et celles au-dessus de L\ T totalement ramifiées dans
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Pextension Ko, /K, ; et notons Y;, le sous-module de X, de type fini sur Z, qui
est engendré par les sous-groupes (procycliques) de décomposition des premieres
et les sous-groupes d’inertie des secondes. Il vient alors :

O Qal(HE (Koo / Kn) [ Ko) = X/ (VX + Yin)

et par un argument classique de théorie d’Iwasawa (cf. e.g. [[], [[4], ou [[§
dans le cas classique des groupes de classes ordinaires) :

O Gal(HE (Koo /Kn) [ Koo) = X/(VaX + £2Y,,).

Le résultat annoncé en résulte en vertu du Corollaire 1.7. puisqu’en dehors
du cas spécial on a directement par ’isomorphisme du corps de classes :

U (K) ~ " Gal(HE (Koo / Kn)  Koo) 5

tandis que dans le cas spécial, il vient :
én+l

CIL(K,) ~ " Gal(HE (Koo / K)/ Koo) ®T/Ty s

puisqu’il convient alors de tenir compte en outre de la contribution de la tour
cyclotomique K /Ky, lorsque celle-ci est elle-méme S-décomposé et T-ramifiée,
c’est & dire lorsquona S =0 et T = L.

Nous nous proposons dans ce qui suit d’étudier les trois caracteres définis
ci-dessus & la lumitre des égalités du miroir obtenues par Georges Gras (cf. [fl]).
Dans notre contexte, ces identités relient les invariants d’Iwasawa relatifs a un
couple (S,T) aux mémes invariants relatifs au couple transposé (T, S). Elles
s’obtiennent en comparant les informations données par la théorie du corps
de classes d'une part, et la théorie de Kummer d’autre part en présence des
racines de l'unité. C’est pourquoi , nous ne considérons dans cette section que
le cas de la Zg-extension cyclotomique Ko = K¢ d’un corps K supposé déja
contenir les racines ¢-iemes de I'unité : en I'absence de I'une ou l'autre de ces
deux hypotheses, nos arguments de dualité ne pourraient s’appliquer.

Cela dit, fixons n assez grand pour que les places de SUT ne se décomposent
pas dans l'extension K,/K, et placons nous au niveau n de la tour en omet-
tant occasionnellement 'indice K, dans ce qui suit. Les résultats de [@] se
généralisent alors comme suit :

Proposition 2.3. Avec les conventions précédentes, lorsque la réunion S UT
contient l’ensemble L des places (-adiques, le radical kummérien Rad(Hg;f /Kp)
attaché a la (-extension abélienne mazximale Hg: de K, qui est S-décomposée,
T-ramifiée et d’exposant ("1 est donné par :

(i) Radfr = {t-""V o e t-(VZ)7 @ Ry, | v € T s T}

et le groupe de Galois Gal(HST: /Ky) de la méme extension Hg: est donné par :
Zn+1

(ii) Galy ~ “Clir(K,) = " (Tk, | Te Ri,) = Tr, | Ta" Ric, The.
Ces deux modules se correspondant dans la dualité de Kummer, on a en outre :
Galgz o~ HomZ[[A] (Radqsﬂ:,gwrlugx) et Galg’; o~ HOIDZ[[A] (Radiz’ gnt1fhpe ).

En particulier, en dehors du cas spécial S = 0 et T = L dans lequel le
parameétre lambda doit étre augmenté du caractére unité, la suite (Galg")neN

n

est paramétrée par le triplet de caractéres (pg, ug, )\g) ; et la suite (Rad?:)neN
par le triplet (pg*,ug*, /\g*), image du précédent dans linvolution du miroir.

Preuve. 1l suffit d’exprimer, en termes kummeériens dans le premier cas, de corps
de classes dans le second, les conditions locales qui définissent ’extension.
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2.2 Isomorphismes du miroir dans les tours cyclotomiques

La clef du Spiegelungssatz de Gras dans notre situation consiste a introduire
un groupe de congruences ad hoc, qui n’est ni un radical ni un groupe de classes,
mais dont ’écart avec I'un et I’autre est parfaitement maitrisé.

Supposons donc 7' non vide puis, pour chaque place p,, de T},, choisissons un
entier v, assez grand pour que le groupe supérieur d’unités locales Uyvvn soit
sans torsion et contenu dans la puissance ¢"*!-igme du groupe principal Uy, ;
cela fait, introduisons le diviseur m,, = Hpn T, p.’" ; notons R™» le groupe
des ideles principaux de K, congrus a 1 modulo m,, et Eg‘n” le sous-groupe de
R™n construit sur les S-unités. Définissons alors le pseudo-radical yn+1 9{1’9‘: par :

4n+19‘{'§: = {g*(n+1)® T c gf(nJrl)Zl/Ze ® Rm"| rc jsnjen,+1}7

ol Js, = Hpnesn Rp. Hpnisn Uy, est le groupe des S-ideles; notons de méme :

€3 = {0 D@y € (DL, /7y @ R™ | x € Egny = T ERT
son sous-groupe construit sur les S-unités de Eg‘n" ; et écrivons enfin gnt1p le
¢-groupe des racines £"*!-iemes de I'unité. Nous obtenons comme dans [@] :

Lemme 2.4. Avec ces notations, le pseudo-radical jn+1RG™ est relié aux groupes
n
précédents par les suites exactes courtes de modules galoisiens :

1L —— ot (R/R™)fprapp —— iR —2— aRadf —— 1

H

, n+1
1] —— nt1 Qfl;n —_— gn+1%g}" L ¢ Galg" — 1,
La premiere suite exacte n’est autre que la suite exacte canonique donnée
dans [@] La seconde appelle une petite explication : a priori, le morphisme
canonique ,, prend ses valeurs dans le sous-groupe de ¢"*“torsion du f-groupe
CIlg" des S-classes de rayon m,, ; mais, celui-ci étant fini, nous avons bien :

én+l T'n,
Galg".

m, _ ("tlayT, . ntl
clgr = Cly =~

¢n+1Cfg: o~
Dans le diagramme obtenu, les deux modules a droite sont paramétrés et
leurs caracteres invariants sont donnés par la Proposition 2.3 ci-dessus. Pour
calculer ceux des modules de gauche, introduisons quelques notations :
Pour chaque place p,, du corps F},, notons A, le sous-groupe de décomposition
de p,, dans lextension abélienne K,,/F,, (qui ne dépend que de la place p de F
au-dessous de p,,); notons x, l'induit & A du caractere unité de A, ; et pour
tout ensemble fini T' de places finies définissons le caractere yr par :
XT = D p et Xps

ol la somme porte sur les places de F,, au-dessus de T (lesquelles sont bien en
nombre fini). Définissons alors le degré f-adique total en T par la formule :

deg, T = Zpen [Fp : Q]

ou la somme porte cette fois sur les places f-adiques de F' contenues dans 7. Et
posons enfin (en notant xreg le caractere régulier du groupe A) :

O =degy T Xreg-
Posons enfin : xo = [F : Q] X?zg' Cela étant, nous avons :
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Lemme 2.5. Notons Ur, = HpneTn Uy, la T-partie du goupe des idéles unité

de K, et Un, le sous-groupe de congruence attaché a m,.

(i) L’hypothése Uy, C L{%:H et le théoréme d’approzimation faible donnant :

41
~ et

et (R/R™) = pns U, Unm,) =" U, Unn,) =" U, ;
les modules gn+1(R/R™™)/gn+1p sont paramétrés par le triplet (d7,0, (xr —1)%).
(i) De méme, si Efq(: est le £-groupe des racines de l'unité dans K, il vient :
P €5 = UUEG = e, [ERT) 5
et les modules pn+1 Q‘Eg‘: sont ainsi paramétrés par le triplet (X0, 0, x5 — 1).

Preuve. 11 s’agit de reécrire la proposition 5 de [@] en termes de caracteres :
Pour (7), il suffit d’observer d’une part que le quotient sans torsion de Ur,
est un Z,[A]-module projectif de carctere [F, : Q] Xreg, ce qui donne lexpression
du parametre p; et d’observer d’autre part que son sous-module de £**+!-torsion
est un Z/¢"T1Z[A]-module de caractére wxr = X%, ce qui donne l'invariant \.
Pour (i), cela revient a remplacer le théoreme de Dirichlet sur le rang des S-
unités par le théoreme de représentation de Herbrand pour ces mémes groupes.

Rassemblant ces résultats, nous obtenons alors le Théoréme du miroir :

Théoréme 2.6. Si SUT conltient l’ensemble L des places (-adiques, les parameétres
d’Iwasawa des £-groupes or CIL(K,,) vérifient les identités du miroir :

(i) pE + 5(Xoo +65) = [pF + 5 (Xoo + 07)]" ;
(ii) pg = nz*;
(iii) X§ + (xs —1) = M+ (xr — 1)]*.

Preuve. Les identités (i7) et (ii4) s'obtiennent immédiatement en exprimant de

deux facons les parametres des pseudo-radicaux gn+19Rg" & l'aide de la Proposi-
n

tion 2.3 et du Lemme 2.5. Dans le cas de (i), le méme calcul donne directement :
P& + Xoo = P7* + Or,

d’ou 'on déduit la formule annoncée en écrivant ’identité reflet et en observant

que les deux caracteres dr et dg sont invariants par le miroir et de somme :

o7 +6s = [F@] Xreg = Xoo +Xt.o-
Tirons une premiere conséquence immédiate de ce résultat de dualité :
Théoréme 2.7. Le paramétre pl est donné pour S et T arbitraires par :
T — 59
Ps T

Preuve. Observons d’abord que le parametre pg est bien indépendant de I’ensem-
ble S, puisque le sous-module de C*(K,) qui est engendré par les sous-groupes
de décomposition respectifs des places de S est de rang fini sur Z,. Quitte a
grossir S, nous pouvons donc supposer, sans restreindre la généralité, que SUT
contient ’ensemble L de toutes les places f-adiques.

Le résultat annoncé résulte alors tout simplement du fait que le parametre
pg est totalement imaginaire, lequel est lui méme une conséquence du fait que le
défaut de la conjecture de Leopoldt dans la tour cyclotomique KT /KT constru-
ite sur le sous-corps totalement réel K+ de K (i.e. le nombre de Zs-extensions
linéairement indépendantes de ses étages finis K7) est borné. Il vient donc bien :

pE = p5° = (0§ + X00)® = (p3" + 01)° = (p72)* + 6% = 67
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2.3 Application au calcul des parameétres ug et )\g

Intéressons nous d’abord aux invariants p. Observons en premier lieu que le
parametre ug est en fait indépendant de 'ensemble S (puisque le sous-module de
CT(K) qui est engendré par les sous-groupes de décomposition respectifs des
places de S est de rang fini sur Z;) comme de la partie modérée T°de 1’ensemble
T (puisqu'il en est de méme du sous-module engendré par les sous-groupes de

décomposition des places de TV). En d’autres termes, nous avons :
13

ps =p",
pour tous S et T'. Compte tenu des identités du miroir, il vient ainsi :
Théoréme 2.8. Soient S et T quelconques ; puis T la partie sauvage de T (i.e.
le sous-ensemble des places £-adiques de T') et Té = L\ T’ son complémentaire
dans L. Avec ces notations, le paramétre ,ug est donné par la formule :
Wl = =l = L =
Et on voit que la détermination des divers invariants p se ramene ainsi a

celle des seuls parametres ,uTE, ot T décrit les sous-ensembles de L stables par
A. Plus précisément, il suffit méme de ne considérer que les invariants réels :
Corollaire 2.9. Avec les notations du Théoréme, on a par dualité :
12 7 o2l
pe=p" = pm (W ®)"

Sous la conjecture d’Iwasawa, qui postule la trivialité de I'invariant p = ug
ou, ce qui revient au méme d’apres les formules précédentes, celle de I'invariant
w1, donc en particulier lorsque le corps K est absolument abélien en vertu d’un
résultat célebre de Ferrero et Washington (cf. eg. [[LF]), il est facile de voir que
tous les parametres ,ug sont en fait identiquement nuls :

Scolie 2.10. Pour tous S et T, les paramétres p% satisfont l'inégalité :
P+ pk < pf 4= pp 4 pr;

En particulier, sous la conjecture d’Iwasawa pr, = 0, on a identiquement ug =0.

Preuve. Rappelons que nous avons convenu de désigner par Hg: la (-extension

abélienne maximale S-décomposée T-ramifiée et d’exposant £**1 du corps K,,.
Notons donc L,, ’ensemble des places ¢-adiques de K,,, puis T,f le sous-ensemble

. s p .
formé de celles au-dessus de T et T, = L, \ T son complémentaire; et con-
sidérons le schéma d’extensions :

Dans la suite exacte de Z¢[A]-modules donnée par la théorie de Galois :
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=14
Gal(H'n /K,.) — Gal(Hyp /K,) x Gal(H: /K.,) — Gal(Hy, [K,) — 1,

e,
tous sont paramétrés; et il va donc de méme du noyau Gal(H» /H;QLH;;L)
Le Théoreme 2.7 montre que caractere p correspondant est nul. Le para?nétre
dominant est ainsi le caractere p qui est donc positif ou nul. Et il vient donc :
T T ~ L )
Wpe T Hze S 7+ Qs
ce qui est précisément le résultat annoncé, en vertu du Théoreme 2.8.
Venons en maintenant aux invariants A. Le résultat principal de ] se
généralise comme suit :

Théoréme 2.11. Pour S et T arbitraires le paramétre % du (-groupe des S-
classes T-infinitésimales est donné a partir de sa partie sauvage par la formule :

14
)\g = /\£e + X}m
1l s’ensuit que la ramification modérée est déployée dans [’extension Hg;f/Koo
Preuve. Quitte a grossir ’ensemble S, nous pouvons supposer dans un premier
temps 'inclusion SUT D L. Dans ce cas le résultat annoncé résulte directement
des identités du miroir et du fait évident que les places modérées de S sont

sans influence sur 'invariant )\g, puisque la montée dans la tour cyclotomique
a épuisé toute possibilité d’inertie aux places modérées. Nous avons en effet :

AL =T, = D xr — 1 = (s — 1) = M50 4 xpe — 1+ X — (xse — 1),
d’ou, le résultat attendu, en appliquant une seconde fois I'identité du miroir. Il
s’ensuit que la ramification modérée est bien déployée (i.e. que les sous-groupes
de ramification modérée sont en somme directe) dans le groupe Gal(H?:: /Koo),
des que S est assez grand (pour qu’on ait SUT D L), donc a fortiori pour S
petit, de sorte qu’en fin de compte la formule obtenue vaut quel que soit S.

Pour aller plus loin, distinguons composantes réelles et imaginaires :

Proposition 2.12. Soient S et T' arbitraires comme plus haut. Alors :
(i) La partie imaginaire du paramétre )\gf est donnée par la formule :
Tl 14
)\S,Ze =)\T"¢e _X?z-
En particulier, la contribution imaginaire de la décomposition attachée aux
places sauvages non ramifiées est déployée dans l’extension Hg:z/Koo

(ii) Et, sous la conjecture de Leopoldt, la partie réelle de )\75:2 est donmée par :
AL ® = N1,

En d’autres termes, la décomposition attachée aux places sauvages non ramifiées
est sans incidence sur la composante réelle de l’invariant lambda®.

(i11) En fin de compte, sous la conjecture de Leopoldt, il vient ainsi :

14 14
)\g[ =T — ng.

Avant d’établir cette proposition a I'aide de la Théorie des Genres dans

I’appendice ci-apres, tirons en tout de suite ’expression du caractere )\g :

3Ce résultat est en parfaite cohérence avec la conjecture de Greenberg qui postule la nullité
de l'invariant A® donc en particulier ’égalité A9 = A?@ =0.
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Théoréme 2.13. Pour S et T arbitraires le parameétre /\g du C-groupe des S-
classes T-infinitésimales est donné sous la conjecture de Leopoldt par la formule :

14
N = N + X0 — XS

Tout comme pour les invariants ug, les caracteres /\g sont ainsi donnés a

. N L 7’ . .
partir des seuls caracteres AT, attachés aux parties finies 7 de L, par des
formules explicites ne faisant intervenir que des parametres galoisiens.

Et, ici encore, il est possible d’exprimer les )\g a l’aide des seuls invariants
référents réels. Par les identités du miroir, on a en effet :

=
Scolie 2.14. Lorsque L =T UTY? est une partition de ’ensemble L des places

. \ . oyl N .
(-adiques, les paramétres lambda respectivement attachés o T et a T satisfont
les identités de dualité :

\Te — [/\T‘*ea + (Xf'?e 1)
Preuve. Cela résulte immédiatement du Théoreme 2.6 et du Théoreme 2.12.

En fin de compte, tout comme dans le cas des parametres ug, on voit que tous
les parametres /\g sont explicitement connus des que le sont les seuls parametres
réels A\T°@ attachés aux sous-ensembles T de I'ensemble des places f-adiques
du corps considéré :

Corollaire 2.15. Avec les notations du Théoréme et sous les mémes hypotheéses,
il vient : , _,
X =ATE O 4 (D = D"+ X — XS

3. Appendice : généralisation d’un théoréme de Greenberg

Nous nous proposons ici d’établir la Proposition 2.12 et de montrer que ce
résultat provient essentiellement de la Théorie des Genres. Expliquons pourquoi
en examinant séparément le cas des composantes imaginaires et celui des com-
posantes réelles :

(1) Le cas imaginaire est techniquement le plus simple. Fixons ng assez grand
pour que les places f-adiques se ramifient totalement dans la tour K, /K au-
dessus de K, et convenons de noter Esﬁ le sous-groupe ambige? du ¢-groupe
Clk, des classes d’idéaux (au sens ordinaire) du corps K, qui est engendré par
les classes des idéaux construits sur les places au-dessus de S* (de sorte qu'on a :
Clge = Clk, /Lg: ). Observons maintenant qu’il n’y a pas de capitulation pour
les classes imaginaires dans la tour Ko, /K,,, puisque les unités imaginaires se
réduisent aux racines de 'unité, lesquelles sont cohomologiquement triviales ; de
sorte que, le morphisme d’extension C/ I?n — Cl I?oo étant injectif, la réunion

E%o des Es% s’identifie comme Z[A]-module au produit (Q¢/Z¢)®z,Z¢[A]°. En

d’autres termes, la limite projective des Eseg est un Zy[A]-module de caractere
x?g et nous avons bien, comme attendu, I'identité :

)\?e =\® — X?@-
11 suit de 1a que la décomposition aux places sauvages (non ramifiées) est bien
déployée dans la composante imaginaire du groupe de Galois Cx_ = @Cﬂ K,

attaché a la f-extension abélienne non ramifiée maximale de K, ; résultat qui

4i.e. invariant par le groupe de Galois Iny = Gal(Koo /Kny)-
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est a fortiori vrai dans le groupe de Galois C};w qui correspond, lui, a celle qui
est T*-ramifiée. En fin de compte, nous avons donc tout aussi bien :
T,© _ T, _ O
Ag, = A X3,
ce qui est précisément le premier résultat annoncé.

(ii) Venons en maintenant au cas réel, qui est plus compliqué car il met
en jeu de facon subtile la conjecture de Leopoldt. Il s’agit de voir que dans ce
dernier contexte non seulement il n’y a plus injectivité du morphisme d’extension
Cﬂ;‘?n — Cﬂ;‘?w, mais que, de fait, la limite inductive Eé'i; des Eé'i; est nulle, de
sorte que 'on a : b ’

)\?3,Z = \%®,

. . N . T  ® . T!®
Mieux encore, nous allons voir que la limite inductive L~ = lim £~ des
oo n

composantes réelles des sous-groupes des /-groupes de classes T*-infinitésimales
des corps K, respectivement engendrés par les classes des places au-dessus de S*

. - .. . T g
est encore nulle ; et que, par suite, la limite projective correspondante lim £}
=St
est pseudo-nulle, de sorte que nous avons bien, comme annoncé :

/\?@ — o
[

Enongons explicitement ce dernier résultat, qui généralise dans un contexte
¢-ramifié un théoreme de semi-simplicité dii & R. Greenberg (cf. [f]) :

Théoréme 3.1. Soit KT un corps de nombres totalement réel satisfaisant la
conjecture de Leopoldt pour un premier € (i.e. dont le rang £-adique du goupe des
unités est égal o [KT : Q]—1) et KL = UpenK," sa Zg-extension cyclotomique.
Alors, pour toute partition L = SUT de l’ensemble L des places (-adiques de
K™, le sous-groupe Egz du L-groupe CLT> des classes T-infinitésimales du corps
KT qui est engendré par les classes des idéaux au-dessus de S est trivial, dés
lors que les places de S ne se décomposent pas dans lextension KL /K.

Remarque. La condition finale de non décomposition étant banalement vérifiée
a partir d'un étage fini K,J{O de la tour cyclotomique, la conclusion du théoreme
reste donc valide des lors que le corps K ,J{U satisfait la conjecture de Leopoldt.

Preuve. Comme nous 'avons dit, la démonstration de ce résultat repose sur la
Théorie des Genres : I'hypothese de non décomposition nous dit que les idéaux
construits sur les places de S sont ambiges dans I'extension KT /K™ (i.e. in-
variantes par 1’action de I' = Gal(K 1 /K ™)), donc que leurs images respectives
dans chacun des ¢-groupes de classes T-infinitésimales CEIT(+ tombent dans le
sous-groupe ambige (CEIT(+)F. Tout revient donc a établir que ces sous-groupes
ont un ordre borné indé}gendamment de n sous les hypotheses du Théoreme
ou, ce qui revient au méme, que les quotients des genres F(CEJI;Q sont d’ordre
borné. "

Observons au passage que si la conjecture de Leopoldt se trouve vérifiée dans
la tour K1, i.e. si tous les corps K, la satisfont, les groupes C€£+ de /-classes
T-infinitésimales sont alors finis ; de sorte que dans ce cas le sous-g?oupe ambige
(CEIT(+)F a méme ordre que le quotient des genres F(CEIT(Q en vertu de la suite
exacte canonique associée a wg =y — 1 : !

1 —— (CO )" —— Cl, 0

n

CKIT(+ R — F(CW;{;) — 1

n
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mais cette hypothese est inutile a notre conclusion, le seul point qui importe
étant que les sous-groupes ambiges et les quotients des genres sont simultanément
bornés ou non®. Cela étant, le Théoreme annoncé résulte de 1’expression du nom-
bre de genres donnée par la suite exacte des genres T-infinitésimaux que nous
allons maintenant énoncer :

Théoréme 3.2. Soit F' un corps de nombres, Foo = UnenFyn sa Zg-extension
cyclotomique et S une partie non vide de ’ensemble L des places ¢-adiques de
F de complémentaire T = L\ S. Pour chaque entier n, désignons par Hgn
la 0-extension abélienne T-ramifiée mazimale de F,, ; notons H};x = Upen Hgn
leur réunion et HE b — U, en HER/F la sous-extension mazimale de HI%:DO qui est

oo

abélienne sur F'. Avec ces notations, le groupe de Galois ggw/F = Gal(ngb/Foo)
est donné par la suite exacte des T-genres infinitésimaux :

EF)(EENNEp) = Gpesly(HEX/F) = GE_jp — Cl — Gal(H N Fao /F)

Dans celle-ci EL est le (-groupe des unités T-infinitésimales du corps F et
NFOC/F le groupe des normes cyclotomiques ; la somme au centre porte sur les
familles (oy,) d’éléments des sous-groupes procycliques d’inertie attachés aux
places de S qui satisfont la formule du produit Hpes op |Fo=1; enfin CL ~
Gal(HL/F) est le £-groupe des classes T-infinitésimales du corps F.

Corollaire 3.3. Lorsque F' est totalement réel et vérifie la conjecture de Leopoldt,
le quotient QEM/F des T-genres infinitésimaux de la tour cyclotomique Fy /F

est fini. En d’autres termes, les quotients des genres ggn/F = FCEIT;TL attachés
aux €tages finis de la tour sont eux-mémes finis et ultimement constants; le
nombre de classes ambiges T-infinitésimales | CEIT,wnF |est stationnaire dans la
tour; et par suite, dés lors que les places de S ne se décomposent pas dans le
premier étage de la tour, les classes des idéaur au-dessus de S capitulent dans
le groupe CEITJOO.

Preuve. Commencons par établir I'exactitude de la suite des genres. Le conoyau
de la restriction canonique Gal(H% " /F..) — Gal(Hf /F) est évidemment le
groupe Gal(HLNF, /F), qui est fini, puisque les places de S se ramifient dans la
tour cyclotomique Fi./F. Et son noyau est bien engendré par les sous-groupes
d’inertie des places de S, lesquels sont procycliques puisque ces places sont
presque totalement ramifiées dans la tour cyclotomique.

Reste & voir que le noyau & gauche est I'image du groupe £L des unités
T-infinitésimales du corps F', résultat qui peut étre regardé comme la transposi-
tion dans notre contexte du Théoreme 6 de [ﬁ] : le point essentiel consiste a voir
que toute famille (op ), qui vérifie la formule du produit provient bien, par les
symboles de restes normiques de Hasse, d’une unité T-infinitésimale. Or les ar-
guments de [ﬂ] appliqués aux extensions abéliennes finies F), /F montrent, apres
restriction de la condition d’infinitésimalité aux places de L contenues dans T,
que c’est bien le cas & chaque niveau fini de la tour (i.e. dans Gpesl, (HER/F) ; de
sorte que l’on conclut aisément par compacité en passant a la limite projective.

Cela acquis, le Corollaire en découle sans difficulté : écrivons ¢ = Zp cerlFp
Q] le degré totalen T et s =}, 5[F} : Q¢] celui en S, de sorte que nous avons

5Ce qui se lit sur le polynéme caractéristique de la limite projective des C€£+.

n
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t+s=r=[F: Q. Notons ensuite Uy, le noya~u6 dans U = [[,c Uy de la
norme arithmétique Ng/q et écrivons de méme U, le noyau de la norme Np/q
dans Ug = Hpesup. Sous la conjecture de Leopoldt dans le corps F, le ¢-adifié
Er = Z¢ ® Er du groupe des unités de F' (au sens habituel) est un Z,-module
de rang r — 1 qui s’injecte dans Uy, avec un indice fini. Il en résulte que son
sous-groupe T-infinitésimal €L, qui est le noyau du morphisme naturel de Ep
dans Ur = HpeT Uy, s’injecte dans Us avec un indice fini. D’ol1 le résultat
attendu, la somme épeslp (HEW/F) étant précisément I'image canonique de Usg
par les symboles locaux de réciprocité.
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