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Dans l'optique d’étudier les modules de génération finie sur des algebres de dimension finie, il a été
développé ces dernieres années une méthode diagramatique, essentiellement due a P. Gabriel, basée sur
des carquois, c’est-a-dire sur des graphes orientés finis. Plus précisément, il a été démontré que pour toute
algébre A sobre de dimension finie sur un corps k algébriquement clos, il existe un carquois unique @ et au
moins un idéal I admissible de Palgebre kQ, I'algebre des chemins de @, tels que A soit isomorphe & kQ/I.
Un tel couple (@, I) est nommé une présentation de A par carquois et relations. Pour chaque paire (Q, 1),
nous pouvons définir un groupe fondamental 111 (Q, I). En général, cependant, différentes présentations d’une
méme algébre peuvent conduire a des groupes fondamentaux différents. Ainsi, une algebre dont toutes les
présentations donnent un groupe fondamental trivial est appelée simplement connexe. L’importance des
algebres simplement connexes dans la théorie des représentations d’algebres réside dans le fait que souvent,
il est possible de réduire, avec 'aide des recouvrements, ’étude des modules indécomposables d’une algebre
a ceux d’une algebre simplement connexe bien choisie (voir par exemple [BG]).

Dans cette article, nous définissons le n'*™° groupe fondamental d’une algebre d’incidence. Cette définition
a le mérite de donner un isomorphisme entre ce groupe fondamental et le n'*™°groupe fondamental topologique
du complexe simplicial associé. J.C. Bustanmente a récemment montré que [Bus2] que le premier groupe
fondamental d’une présentation d’une algebre triangulaire est isomorphe au groupe fondamental d’un CW-
Complexe. Cette construction nous permet de construire ici une algébre d’incidence pour chaque présentation
d’une algebre ayant le méme premier groupe fondamental. Ainsi pour chaque présentation d’une algebre
triangulaire, il est possible de construire un algebre ayant le méme groupe fondamental et de donner ainsi
une signification aux n*™°groupe fondamental d’une présentation d’une algebre triangulaire.

1. CW-complexe associé a une présentation.

1.1 Le groupe fondamental. Rappelons dans un premier temps la construction du groupe
fondamental d’une présentation (@, I) par carquois et relation d’une algebre. Soit o une fleche de @ reliant
x &y, notons a~ ! son inverse formel qui relie y & x ; les sommets y et = sont appelés respectivement source
et terminus de ! et sont notés s(a!) et t(a~!). Une promenade de kQ, algebre de carquois associé a Q,

de longueur n est une suite formelle p = aflail .aiﬁl telle que le but de afl soit égal a la source de alfl

n—1-" k+1
pour k variant de 1 & n— 1; les sommets s(afl) et t(a%l) sont naturellement appelés source et terminus de
la promenade p et sont notés s(p) et t(p). Remarquons que les applications source et terminus ainsi définies
sont des prolongements des applications source et terminus définies sur les chemins de (). Nous noterons
P(Q) l'ensemble des promenades de Q.

La promenade triviale en z, celle ne contenant aucune fleche et dont les extrémités se trouvent en x, est
encore notée x. De plus, une promenade est dite fermée si elle a des extrémités identiques. La composition
des chemins munit également ’ensemble des promenades d’une multiplication partiellement définie. Elle

prolonge celle construite sur ’ensemble des chemins. Plus précisément, si p; et ps sont deux promenades,
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alors ps.p; est définie uniquement si le terminus de p; est égal a la source de po et vaut, dans ce cas la, la
concaténation des deux suites.
Considérerons maintenant la plus petite relation d’équivalence ~ sur P(Q) vérifiant :

1. Si « est une fleche reliant le sommet 2 au sommet y alors aa ™! ~y et ala~ 2.

2. Si > Aiw; est une relation minimale alors wy ~ ... ~ wy,.

3. Si les promenades « et 3 sont équivalentes alors w a w’ ~ w Bw’ pour toute promenade w et w’ de Q
telles que les produits précédents existent.

Considérons enfin un sommet xy de Q). L’ensemble quotient des promenades fermées en x( par la relation
d’équivalence précédente est un groupe et ne dépend pas de zp lorsque @ est connexe. Il est noté I1; (Q, I).

1.2 CW-complexe associé a une présentation. Soit (Q,I) la présentation d’une algebre.
Considérons la relation d’équivalence précédente ~ définie pour la construction du groupe fondamental
et restreignons-la & l'ensemble C(Q) des chemins sur @. Ainsi deux chemins sont équivalents, s’ils sont
équivalents en tant que promenades. Rappelons a présent la construction, proposé par J.C. Bustamente
(Voir [Bus2]), d'un CW-complexe B(Q, I) associé & la présentation (Q,I) :

1. Les 0-cellules de B(Q, I) sont les sommets de Q.

2. Les 1-cellules sont les classes de chemins & de @ selon la relation ~ oll @ contient au moins un
chemin qui n’est pas dans I. Les O-cellules sur lesquels on attache w sont exactement les 0-cellules
correspondant & la source et au terminus de @

3. Les n-cellules, pour n > 2, sont exactement les n-uplets (Wy, ... ,w; tels qu’il existe pour tout i de
{1,...,n}, un chemin w; dans &; vérifiant wy,. ... .ws.w; # 0 dans kQ/I. On attache ensuite cette
cellule sur les n + 1 cellules de dimension n — 1 :

G- 3)
— (Wny .+ yWit1.w; ... w1) pour tout ¢ de {1,... ,n— 1}
G D)

Vous pourrez trouver plus amples informations et des exemples dans [Bus2].

1.3 Comparaison des groupes fondamentaux. J.C. Bustamente montre qu’il existe un iso-
morphisme entre les groupes fondamentaux de la présentation d’une part et du complexe simplicial d’autre
part dans le cas ou la présentation est une présentation d’une algebre triangulaire c’est-a-dire tel que le
carquois n’ait pas de cycle orienté.

1.4 Algebre d’incidence associée a une présentation. Considérons & présent ’ensemble

P( a0 contenant les n-cellules de B(Q, I) et la relation d’ordre : ¢; < ¢3 si et seulement si ¢; C ¢y Cest-a-dire

sl cg est attaché sur la cellule ¢;. Ainsi P@ ;) est un poset. Alors :
Théoréme. Soit (@, I) une présentation d’une algebre triangulaire et A - I’algebre d’incidence associée a
Poon alors les groupe fondamentaux, de la présentation (Q, ) d’une part et de ’algebre d’incidence A( on

d’autre part sont isomorphes. o
Remarquons que dans le cas ou (@, I) est la présentation d’'un complexe, la présentation (@, I) est en
quelque sorte la décomposition barycentrique de (@, I) et le théoreme précédent existe déja (voir par exemple

[Rey]).

Preuve. Commencons par introduire quelques notations que nous utiliserons dans la preuve. Notons (@, I ) la
présentation de l’algebre d’incidence A(Q, ;) €t~ les relations d’équivalence sur les ensembles de promenades,
utilisés pour construire les groupes fondamentaux. Définissons également la source et le terminus d’un n-uplet
x = (Qp,...,0q) par s(z) = s(a1) et t(x) = t(ap).

Considérons f le morphisme de P(Q) dans P(Q)/ ~ défini par :

1. si a est un sommet alors f(a) = a



2. si «a est une fleche de a vers b alors a < a et b < a. Comme [ est admissible, a, b et « ne sont pas
dans I et sont donc des sommets dans @ De plus, puisqu’aucun élément ne peut s’intercaler entre
les membres des inéquations précédente, il existe des fleches «, et oy de @ reliant respectivement les
sommets a a a et b a «

3. Si a;f!...af! est une promenade alors f(att...aft) = flan)* ... fag)™!
Définissons également le morphisme g de P(Q) dans P(Q)/ ~ par :
1. Si a est un sommet de Q alors g(a) = t(a); le terminus étant pris dans Q.

2. Si a est une fleche du sommet a vers le sommet b = (a,, ... ,a1 alors g(«) = t(a), si t(a) = t(b) et
g(a) = oy, sinon.

Nous allons montrer que ces deux morphismes f et g induisent deux morphismes respectivement de

I1,(Q, I) dans I1,(Q, I) et de I1;(Q, I) dans I1;(Q, I) inverse I'un de P'autre, ce qui prouvera le théoreéme.

Exemple d’action de f et g. Commencgons par donner un exemple d’action de f et g sur une présentation
(Q,I) simple :

[ By

g
Q= a 8 Q= /\b
0‘7’ *(ﬁ, \5c

ae o C qQe—P- o 4¢— o (C

(Ba)

Ainsi f(Ba) = B lﬂbab_laa. Pour montrer I'action de g redessinons le graphe de C~2 en indiquant sur
chaque fleche leur image par g. Ainsi :

Remarquons que quelque soit la promenade pris entre les sommets a et b, I'image de cette promenade est

Ba.

Suite de la preuve.. Montrons tout d’abord que f est constante sur les classes d’équivalence. Soit o une
fleche de a vers b alors

fla™ta) = (ab_laa)*lab_laa ~a= f(a) et flaa™) = a;  ag(ay tag) ™ ~ b= f(b)

De plus, considérons » ;" ; Ajw; une relation minimale de I. En particulier, aucun des w; n’est dans I car
cela contredirait le fait que la relation soit minimale et ainsi w, = ... = w1 est un sommet de () . Montrons
que pour tout ¢ de {1,...,n}, la promenade f(w;) est homotope a la promenade :

s(wi) — (W) «— t(wi)



qui est identique pour tout ¢ dans {1,...,n}. Fixons i dans {1,... ,n} et posons w; = a,...0cq. Notons
également ay, la source de wy pour tout k de {1,...,p} et apy1 le terminus de oy, En d’autres termes w; est
le chemin suivant :

a1 g Qn—1 ap
ag — ay — ... — ap — api1
Ainsi f(w;) vaut
ap — Q) —— A — Qg — ... — Qp — Gpi1

De plus, pour tout k de {1,...,p}, on a :

. a1 < qp...a1, il existe donc un chemin ¢y de @ reliant a1 a o, ... 1

~——

1
2. apy1 < ap... a1, il existe donc un chemin ¢,11 de @ reliant a,41 & o ... o
3

. 0p...0q < Qp...a1, il existe donc un chemin d de Q reliant ap..aq h(ap...a0)
4. ap < (ap...aq) pour tout k de {1,...,p}, il existe donc un chemin ¢, de @ reliant @; & (ap ... 0q)

Résumons la situation sur un schéma, en notant «;; a la place de Qg

a1 __oa2 Qg2 Qg3 App __ Gpp+l
ay — Q1 —— G2 — Qg — ... — Qp < dpi]

C2
C1
€0 (@ps--- Q1)
d
(agrar)
Ainsi . . )
flw) = (% +10%p) - | (g3 0422)-(0‘1% a11) .
= appl—i-1<appap—lp) L (043310‘23 ) (2.0 )?4111 -
~ a;p+1cg1(cpappa§_lpc;_1) .. (c3aszans ¢5 ) (caaags ¢ )crann
or les chemins ¢;_ja_1; et cjay; sont paralleles pour tout 7 de {1,...,p}, ainsi toutes les parentheses sont

P N -1 1
équivalentes a un sommet. Donc f(w;) ~ Qpp1Cp C1ATT. Enfin ciaq1 et deg d’une part et cpoup41 et depyr

d’autre part sont paralleles. Il vient donc que f(z) ~ ;jld_ldco ~ c;ilco d’ou le résultat.

Montrons & présent que g est constante sur les classes d’équivalence. Soit ¢ un chemin allant de a vers b.
Posons b = (a, ... ,a1). Comme a correspond a une sous-cellule de b, il existe des entiers naturels k1, ... , k,
tels que :

a = <(Oékp,1/‘.\._./04kp_1) NN (041@71 e akl))
Chaque fois que 'on franchit une fleche en direction de b, le sommet d’arrivée de la fleche peut étre obtenue
a partir du sommet de départ de 3 manieres différentes :

1. Une classe du type akq_f\../akq_l du sommet de départ se scinde en 2 classes du méme type. Dans ce
cas, 'image de cette fleche par g ne donne qu’un sommet.

2. On ajoute une classe a droite. Dans ce cas la encore, I'image de cette fleche est un sommet.
3. On ajoute une classe a gauche. Dans ce cas, I'image par g de cette fleche est exactement cette classe.

Ainsi en arrivant en b, on obtient f(c) = ozn/..\fykp. Toutes les images des chemins reliant a & b sont
identiques et g est constante sur les classes d’équivalence.



Les morphismes f et g induisent donc des morphismes f* et ¢g* entre les espaces quotients P(Q)/ ~
et P(@) / ~. Montrons dans un premier temps que g* o f* = Id. Considérons « une fleche de @ allant
du sommet a au sommet b, alors en identifiant « et sa classe d’équivalence, on obtient f*(a) = ab_laa.
Comme « et b ont le méme terminus, on a g*(ap) = b. De plus, comme « n’est pas un cycle, Ualgebre kQ /I
étant triangulaire, la fleche « et le sommet a n’ont pas le méme terminus dans @, donc g*(a,) = a. Ainsi
g (f(a)) = a )

Soit x¢p un sommet de @, c’est donc également un sommet de ). Restreignons a présent f* et g*
a l’ensemble des classes de promenades fermées en zy. Ces morphismes sont donc des morphismes entre
I, (Q, 1) et Hl(@ I ). Montrons que f*og* = Id. Pour cela, considérons la promenade w = o5 ... aj' fermée
en zo et notons a; = s(a;’) pour tout ¢ de {1,...,n} et any1 = t(a5); les sources et terminus etant pris
dans Q Pour chaque sommet a;, notons ¢; le terminus de a; dans le carquois @, c’est donc également un
sommet dans Q, alors il existe un chemin ¢; reliant ¢; a A 0. Par exemple si a; = (ﬁm, .., B1), il suffit de
prendre pour ¢; le chemin passant par les sommets ¢;, Bm, (ﬂm, Bm— 1) . (ﬁm, . 51) La situation est
résumée dans le schéma suivant :

€1 €2 €3 I3

a1 o) ag” el
Xo=01 a9 as a4 (47%% Anp+1=Xg
C1 C2 C3 C4 Cn Cn+1
Xo= t to t3 ty tn tn+1 =Xg

Ainsi, en remarquant que les chemins ¢; et ¢,+1 sont triviaux car la promenade est fermée en xg, on obtient :

w o~ (ennotet) (enof i eply) (30576 ") (e20fier )

Soit 7 fixé dans {1,... ,n}. Supposons de plus que ¢; = 1; la démonstration étant identique dans le le cas
oll ¢; = —1 en intervertissant le réle de a; et a;11. Sit(a;) = t(a;+1) dans @ alors les chemins a;c; et ¢; 41 sont
paralleles. la promenade G104 1 est donc équivalente & t(a;). Maintenant, considérons le cas ou t(a;) #
t(a;+1) et notons a; = (ﬂm, .. ,,81) Le sommet a;11 est donc de la forme (’y,ﬂm, .. ,61) Notons de plus
¥ ="p...71 unreprésentant de ¥ et b le sommet (7, ... , 71, B:n, e ﬁ~1) Remarquons qu’il existe dans @ un
chemin d reliant v; a b Il existe également un chemin e; allant de a;11 & b; par exemple le chemin passant
par les sommets : (Vi ---71), Bms - - - ,Bl) (vm,(vm 1---71)s ﬁm, ,Bl) o (Vs Y1y - - 1 ﬁm, ,ﬁl)

De meéme il existe un chemms eo allant de a; a b. Notons enﬁn s; la source de ; dans @Q, il existe donc une
fleche 6;1 et ;0 de @ reliant respectivement la source et le but de «; a ;. Résumons la situation par un
schéma, ou les fleches représentent en fait des chemins :



a;

a; > (i1
y A
e
b
§ / w Cit1
4.\
71 Tn—1 Tn
d11 L. xn_lgﬁ; %
t; .

tit1

Ainsi, en utilisant que les chemins paralléles sont équivalents, on obtient :
CZ'__:,_llaiCi ~ Ci__i_lleildl(sn ~ (5;21d;1d1511 ~ 5;21(6n15n—1,2d7z£1)d1511 ~ L~ (5;215,11)...(52_21521)(51_21511)

11 suffit ensuite de remarquer que l'expression de droite appartient a la classe de f(y). De plus g(«;) est
égal a la classe de 7, ainsi f*(¢*(w)) = @.

Contr-exemple. Remarquons que le théoreme est faux si l'algebre n’est pas triangulaire. Par exemple,
considérons le carquois ne contenant un seul sommet a et une seule boucle o avec I = 0. Alors @ est le
carquois a — « et les deux groupes fondamentaux sont différents.

2. Le n-groupe d’homotopie algébrique d’une algebre d’incidence.

2.1 Les N-matrices de promenade. Définissons dans un premier temps la notion de matrices
de promenade qui permettra de définir le groupe fondamental algébrique. Soit (@, I) une présentation d’une
algebre et N, ny, na, ..., n, des entiers naturels. Notons par ()y les sommets de ). Une N —matrice de
(Q,I) de taille (ny,...,n,) est une matrice & N dimensions de sommet de ) c’est-a-dire une application

f:

o L] < [Lng]] <o x [[1ng ]l — Qo
(11,92, ... ,1y) = f (1,02, .. ,0y)
ou [[1,n]] désigne 'ensemble {1,2,... ,n}. Par convention, les O-matrices seront les matrices ne contenant
qu'un seul sommet. Une N-matrice est dite une matrice de promenade si pour tout N-uplet (i1,...,%,)
d’entiers naturels il existe un chemin tel que les sommets f(j1,... ,j,) avec i < ji < i+ 1 soient tous dans
ce chemin. En d’autres termes les sous-matrices de taille (2,2,...,2) de f ne contiennent que des sommets
appartenant un chemin. Notons M, (@) I'ensemble des N-matrices de promenade.

Généralisons a présent les notions de source et terminus pour les promenades. Pour cela, notons par
$1,...8, les applications sources et par ti,... ,t, les applications buts définies de M, (Q) dans M, _,(Q)

par :
{ sitM)(x1,...,zy) = M(xi,...,zi-1,1,24,...2,)
ti(M)(x1,...,2y) = M(x1,...,2i—1,0,T4,...Ty)

pour tout (N + 1)-matrice M et pour tout xi,...,z, tels que les expressions précédentes aient un sens;
I'entier n étant la dimension de la matrice M suivant la i**° composante. Par convention on pose s = s, et
t =t, et lorsque 'on par de source et terminus, il s’agit des images par s et ¢ dont il s’agit.

6



Deux N-matrices M et M’ sont dites égales sur le bord si s;(M) = s;(M’) et t;(M) = t;(M') pour tout
ide{l,...,N}.

Exemple 1. Les l-matrices de promenade peuvent étre représentées par des matrices lignes ot deux
sommets successifs sont des sommets d’un méme chemin.

Exemple 2. Les 2-matrices peuvent étre représentées par des matrices conventionnelles. Ainsi la matrice :

o T

d
e
f

= 5 0”

est une 2-matrice de promenade de taille (3,3) si et seulement s’il existe des chemins wi, wa, w3 et wy
contenant respectivement les sommets {a,b,d, e}, {d,e, g, h}, {b,c,ef} et {e, f,h,i}.

Définissons a présent I'opération sur les N-matrices de promenade qui deviendra la loi de composition
interne du N'**"°groupe fondamental. Soient M; et My deux N-matrices de tailles respectives (ng,... ,n,)
et (nf,...,n',) telles que t(M;) = s(Ma). En particulier on a ng = nj, pour k inférieur ou égal a N — 1.
Notons alors M; x M la matrices obtenues en ”empilant” les deux matrices sur la derniére dimension et en
supprimant la (N — 1)-matrice commune c’est-a dire :

Mi(x1,..., x5 4,1) site{l,...,ny}

M+ x M S t) = i
1 X Ma(z v ) {Mz(m,...,:vN_l,t—nNnLl) sit € {ny + 1, ony +n —1}

Yy N_19
pour tout zy,...,x, , tels que les expressions précédentes aient un sens.

On définit aussi une autre opération sur les N-matrices. Soit M; et My deux N-matrices de promenade
de dimension commune (ny,...,n, ). Notons par M = [M;, Ms] la (N + 1)-matrice définie par M (... ,1) =
Mi(...) et M(...,2) = Ms(...). Remarquons qu’en général [M;, Ms] n’est pas une matrice de promenade.

Exemple de produit.
1.(a b c)x(c d e):(a b ¢ d e)

2. [(a b c),(cd e>]=(‘£ Z)

2.2 Le n*™°groupe fondamental. Construisons maintenant une relation d’équivalence sur les
N-matrice de promenade. Pour cela raisonnons par récurrence sur N. Si N = 0 deux matrices de promenade
sont équivalentes si elles ont identiques. Supposons que la construction de ~ sur M, (Q) pour N fixé dans
N*. La relation d’équivalence ~ sur M (Q) est alors la plus petite relation d’équivalence vérifiant :

b
d

1. Soient M; et Ms deux N-matrices de promenade de méme taille (ng,...,n,). S’il existe une N + 1-
matrice de promenade F' de source M; et de terminus My telle que les N-matrices F(... ,t) pour tout
entier t de {1,... ,n, } alent toutes le méme bord alors M; et My sont équivalentes.

2. Soit M une N-matrice de promenade de taille {n,... ,n, }. Considérons M’ la matrice obtenu &
partir de M en supprimant un hyperplan de sommet c’est-a-dire de fagon plus formel qu’il existe ¢
dans {1,... ,N} et k dans {1,... ,n;} telle que

M(z1,... i1 X Tiglye -, Xy) sil<um<k
/ _ ’ ) Ve ) [ ) e ’ » YN = 4
M(.T1,...,$N)—{ M(xl,...,$i_1, xi‘f‘l )xi+17""$N) Sikgxigni_l
et telle que pour tout e1,... ,&, de {0,1} on ait :

M(14+ei(n—1), ..., 14+ey(ny —1) =M (1+e1(ny—1), ..., 1+e,(n, —1))
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ou (ny,...,n’,) désigne la dimension de M’. Si M’ ainsi construit est également une matrice de
promenade et que toutes les sources et terminus de la matrice M soient équivalentes & celle de M’
alors M et M’ sont équivalente.

Remarquons tout d’abord, si '’hyperplan choisi se trouve a l'intérieur c’est-a-dire si 2 < k < n; — 1,
et que la matrice M’ est une matrice de promenade alors M et M’ sont équivalentes. En effet, enlever un
hyperplan de sommet a M, revient soit a enlever un hyperplan aux sources et terminus de M soit a les
laisser inchangés. De plus, si N = 1, enlever un hyperplan de sommet ne change pas la source et le terminus,
ainsi, par récurrence simple, on trouve que M ~ M’.

Remarquons de plus, que cette relation d’équivalence est compatible avec 'opération x précédemment
définie. Par ailleurs, elle est completement définie sur I'ensemble des classes d’équivalence de M7, (Q)/ ~ ou
M7 (Q) désigne 'ensemble des matrices de promenades dont le bord est constamment égale au sommet
de Q. C’est ainsi que nous définissons le n'*"°groupe fondamental d’une présentation (@, ) d’une algebre
d’incidence A :

M (4) = (MR(Q)/ ~, x)

Si @ est connexe, ce que nous supposerons dorénavant, le n*™° groupe fondamental ne dépend pas du sommet
x choisi. Le fait que II,,(A) soit un groupe peut étre vu comme une conséquence du théoréeme du paragraphe
suivant.

2.3 Complexe simplicial et Algebre d’incidence. C’est le résultat du théoréme suivant qui
a motivé 'appellation de I'espace M7 (Q)/ ~ : le n***groupe fondamental.

Théoréme. Soit (Q, ) la présentation d’une algebre d’incidence A, et notons C' son complexe simpliciale
associé. Alors

Comme nous savons déja que le groupe fondamental I3 (@, I) défini avec les promenades est isomorphe
au groupe fondamental topologique II; (C) (voir par exemple [Rey] ou [Bus]), nous pouvons en déduire que la
nouvelle définition du premier groupe fondamental d’une algebre d’incidence coincide avec la précédente. La
preuve de ce théoreme s’inspire de la démonstration du théoreme d’approximation des complexes simpliciaux.
Nous allons donc dans un premier temps rappeler quelques définitions et quelques résultats qui nous seront
utiles.

Rappelons tout d’abord que tout élément = dans la réalisation |C| d’un complexe simpliciale C' il n’existe
qu’'une seule face contenant x. Celle-ci est appelée la face porteuse. De plus deux fonctions f et g définies de
[0,1]™ dans la réalisation géométrique |C| d'un complexe simpliciale sont dites C' approximées si pour tout
x de [0,1]", il existe une face s de C telle que f(x) et g(x) soient inclus dans I’adhérence de s. Nous savons
de plus que deux applications C-approximées sont homotopes (voir par exemple [Hil] p102). Définissons
également, pour tout sommet a d’un complexe simplicial, I’étoile de a noté st(a), comme étant la réunion
des faces ayant a pour sommet. Lorsque @ est fini, la réalisation |st(a)| d’une étoile st(a) est un ouvert dans
|C| (voir [Hil] p 102) et (), [st(a;)| # 0 si et seulement si les (a;)icr sont sur un méme simplexe (voir [Hil]
p.92).

De plus, notons C’(N

M) le polyedre obtenu & partir de [0, 1]™ en le découpant suivant chaque dimension

7 en n; morceaux égaux. Plus précisément :

ki k k
1. les sommets sont les points de coordonnées (1, —2, e N) avec k; dans {0, ... ,n;} pour tout i de

ny N9 Ny
{1,...,n},
2. Les 1-faces sont les segments reliant deux sommets dont les coordonnées sont toutes identiques sauf

. . 1
en une composante i ou elle differe de —,
n;



3. Les 2-faces sont délimités par 4 arétes formant un carrée,

4. Les 3-faces sont délimités par 12 arétes formant un cube, etc. ..
Nous ferons, comme dans le cas des complexes simpliciaux, la différence entre C¥, avec x = (ny,... ,n,),
le polyedre théorique c’est-a-dire I’ensemble contenant les sommets et des informations permettant de
déterminer les faces, et |C’:£V ’ la réalisation géométrique de C}'. Nous noterons également pour plus de
commodité C = CN n)- Nous étendons également les définitions de I'étoile d’'un sommet et de face

(nymy... s
porteuse aux polyedres de ce type.

Exemple. Par exemple les 3 polyedres suivants représentent respectivement Cg, 0(26 3) et C3

Y

Nous désignerons aussi par morphisme de C2 dans le complexe simpliciale C, avec © = (n1,... ,n, )
toute application u conservant les faces, c’est-a-dire si les sommets aq,. . .,a,, sont sur une méme face de Civ
alors u(ay),. . .,u(a,) sont sur un méme simplexe de C. Remarquons tout d’abord que tout morphisme u de
C’a{y dans C' définit de maniere unique une N-matrice de promenade et inversement puisque que les sommets
des simplexes de C' sont des sommets du carquois () dont il provient appartenant a un méme chemin.

Pour tout morphisme u de CY dans C, nous allons construire une application continue de |[C| dans
|C| telle que si ay,...,a, sont les sommets de la face porteuse de x dans C2¥ alors |u|(z) est & I'intérieur du
simplexe {u(ay),... ,u(ay)}. Moralement si x est sur une face s de |C2'| alors |u|(z) est sur I'image de s par
u. Pour cette construction raisonnons par récurrence. Si N = 0, le polyedre C:JEV contient un seul sommet
a et le morphisme |u| est défini par |u|(a) = u(a). Supposons le résultat acquis pour N fixé et montrons le

pour N + 1. Soit « un morphisme de C(Nnjl ne. ) dans C. Notons pour tout k dans {0,... ,n. }:
RS NNE]

k
up(z1, ..., op) = ul X1, .. Ty, ——

N+1

Les applications wu; sont des morphismes de C(]xl oy dans C, il existe donc, d’apres I’hypothese de
récurrence une application |ug|. Prolongeons entre les |uy| linéairement suivant la derniére variable. Plus

précisément, posons :

k+t
|ul (xl xnn) = |uk|(z1, .-y wn) X (1= 1) + [upga|[ (21, .. 20) X 8
ou k est un entier, ¢ un réel compris entre 0 et 1, et z1,...,2, des réels de [0, 1]. Nous allons montrer que
lapplication u +— |u| induit en fait un isomorphisme de groupe entre les groupes fondamentaux. Pour cela
démontrons et rappelons quelques lemmes qui nous seront utiles.

Lemme 1 - nombre de Lebesgue -. Soit X un compact métrique et (U;);e; un recouvrement d’ouvert
de X, alors il existe ¢ (nombre de Lebesgue) tel que tout ensemble contenu dans X de diametre inférieur a
J est inclus dans I'un des U; (voir par exemple [Mau], p.20)

Lemme 2. Soit f une application continue de [0,1]" dans |C| ot C est un complexe simplicial, alors il
existe n dans N tel que pour tout n’ entier supérieur & n il existe un morphisme u de CT]L\,’ dans C' tel que |ul
et f sont homotopes.



Preuve. Comme tout simplexe admet au moins un sommet comme face, on a :

cl = U Ist(a)l

aeCyo

ou Cy désigne I'ensemble des sommets de C. Ainsi :

o.% = ey = U skl ) = U £ (st

aeCy acCo

sont ouverts car f est continue et forment un recouvrement du

Ainsi, les ensembles (f~! (\St(a)\))aeco

compact [0, 1]N . D’apres le lemme 1, il existe 0 tel que tout sous-ensemble de diametre inférieur a J est
inclus dans 'un de ces ouverts. Choisissons n de fagon & avoir diam(|st(b)|) < & pour tout sommet b de CY.
Donc pour tout entier n’ supérieur a n 'inégalité diam(|st(b)|) < & est encore vrai pour tout b de C. Ainsi
pour tout sommet b de CX il existe un sommet de a tel que : |st(b)| C f~1(|st(a)|). Posons u(b) = a. On a
donc, pour tout sommet de 07]1\// :

F(Ist®)]) < [st(u(b))]

Montrons que u est un morphisme de C’fl\,/ dans C. Pour cela il suffit de voir que les images des sommets

d’une méme face sont dans un méme simplexe. Soit a1, ... ,a, les sommets d'une face, donc (-, |st(a;)| # 0
et ainsi :
P P P
0#f (ﬂ |St(ai)|> C () f Ust(a))) () (Ist(ulai)l)
i=1 i=1 i=1

Et ainsi u(ay),. . .,u(ay) sont sur une méme face.

Il reste & montrer que |u| et f sont homotopes. Pour cela, il suffit de montrer qu'’ils sont C-approximés.

P
Soient = dans C2} et ay,...,a, les sommets de sa face porteuse. Comme z appartient a ﬂ |st(a;)|, il vient
que : =1
P P P
flx) e f (ﬂ |St(ai)!> c () fst(a)l) [ Ist(u(as))l
i=1 i=1 i=1
Notouns s la face porteuse de f(z). Le calcul précédent permet de déduire que les u(a;), avec i dans {1, ... , p},

sont dans s. De plus par construction de |u| & partir de u, I'image de = par |u| est dans le simplexe formé
par les u(a;) et donc dans s. Ainsi f(z) et |u|(x) appartiennent tout deux a l’adhérence s de la face porteuse
de f(z), les applications |u| et f sont donc C-approximés et donc homotopes.

Preuve du théoréme. Rappelons qu’a chaque N-matrice de promenade M, on peut lui associer un
morphisme de CY ) dans C' et inversement. De plus, les produits sur ces deux ensembles coincident.

(n17"'7nN
Notons par ¢ lapplication de M, (Q) dans Hom (’C(JXI ) ,\C\) définie par ¢(M) = |u|, ou u
sl
représente le morphisme de Ca ) dans C associé a M. Montrons tout d’abord que les images par
IR A N4

¢ de N-matrices équivalentes sont homotopes. Il suffit de vérifier cela sur les générateurs de la relation

d’équivalence. Pour cela considérons M et M’ des N-matrices de promenades ayant des bords identiques et

tels que [M, M'] soit une (N + 1)-matrice. Notons également u et «’ les morphismes de C’(ﬁ 1my) dans C
IREER LAYV

sont homotopes. Pour cela
'

correspondant respectivement aux matrices M et M’ et montrons que |u| et |u/|
il suffit de voir que |[u, «']| définit une fonction d’homotopie faisant passer de |u| & |u/|. Ainsi |u| et |u
C-homotopes. Quant & la deuxieme relation engendrant la relation d’équivalence, par symétrie suivant les

dimensions, on peut se contenter de montrer que :

sont

I[Mi,... , Mg, M, Myy1,... ,My]|| ~ |[[My,..., Mg, M1q,...,M,]|
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Remarquons tout d’abord que |[My,... , Mg, M, Myiq,... ,Mp]| ~ |[My,..., Mg, My, Myyq,...,M,]| car
ces deux matrices forment une (N + 1)-matrice de promenade et leur images sont homotopes en utilisant le
point précédent. Notons f = |[My,... , My, My, Myiq,... ,M,]| et par g = |[M1,... , Mg, Mpiq,..., M,]|,
et montrons que f et g sont homotopes. Pour cela il suffit de rapprocher contintiment les deux My. En
regardant suivant la derniére dimension, on peut schématiser le processus par :

Sl

e >
k+1

n+1 [

I —
f g
De fagon plus formel il suffit de considérer la fonction 1 définie de la fagon suivante :
flag, o xp_1, xn.(l—t)+xn.t."7+1 ) siz< niﬂ
Y(z1, ... &0, t) =< f(x1,... , Tp_1, :cn.(l—t)—i—t.(l—(l—acn)."TH) ) Sil‘z%
flz1,...  xn—1, Tn.(l—t) +t.E ) sinon

Ainsi ¢ induit une application ¢* de M (Q)/ ~ dans C° ([0, 1V, |c |) / ~. Montrons que ¢* est injective.
Pour cela considérons deux N-matrices My, My et notons par up, uz les morphismes de C(Nn Ly dans
C associés & Mj et M. Supposons de plus que |uq| et |ug| soient homotopes. Nous allons montrer que M
et My sont équivalentes. Remarquons tout d’abord que, quitte a rajouter des hyperplans aux matrices M;
et My, on peut supposer qu’elles sont de méme taille et carré, c’est-a-dire que les tailles suivant toutes les
dimensions sont égales. Notons n cette taille.

Comme |us| et |ug| soient homotopes, il existe une application continue f de [0,1]¥*+! dans |C] vérifiant

pour tout xy,...x, de [0,1] :

f(:Ela"' 7$N?O) = |U1|(.’L‘1,... 7$N)
fz1,... 2y, 1) = |ug|(z1, ... ,2y)
flz1,...,xy,t) = lui|(z1,... ,xy) = |ug|(z1,...,y)  sil'un des z; vaut 0 ou 1.

D’aprés le lemme 2, il existe donc un entier m et un morphisme u de CN*! dans C tel que |u| et f soient
homotopes. D’apres le lemme toujours, on peut choisir m quelconque a condition d’étre assez grand. On peut
donc supposer que m est un multiple de n. Posons u)(z1,... ,2,) = u(z1,... ,z,,0) et uh(xy,... ,x,) =
w(z1, ... ,xy,1). Comme u} ~ uf, il suffit de montrer que uy ~ u} et ug ~ uh. Les deux assertions se
montrant de la méme maniére, montrons uniquement la premiere.

Comme |u1| = f(...,0) = |u}|, les morphismes u; et us ont méme image sur les sommets communs
a CY et CN donc sur G puisque m est un multiple de n. En effet, par construction de |uy| (resp. |u}]),
pour tout sommet a du polyedre, uj(a) (resp u)(a)) et de |ui|(a) (resp |u}|(a)) sont identiques. Ainsi u}
est obtenu & partir de u; en insérant un nombre fixe (égal & m/n-1) d’hyperplans de sommets entre chaque
hyperplan existant. Par exemple si N = 2 et m = 3n, le dessin est le suivant, les sommets entourés étant

ceux de u; les autres ceux de uj.
aiz 13 ais a6
a1 G2 az3 az4 Qs Gz 427
43| Q32 @33 434 G35 Q36 437
@ 42 a43 @ 45 Q46 @
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Pour montrer que u; et u} sont équivalents, il suffit de montrer que tous les sommets de CN contenus
dans une méme N-face de CV appartiennent & un méme simplexe. Soit b un sommet de C¥ dans une face
CN d’arétes ay,...,a,. Par construction de |uy|, il vient que |u;|(b) appartient au simplexe s de sommets
ui(ar),...,ui(ap). Ainsi

ui(b) = [uy(b)] = |uy(b)] € s

Ainsi ¢* est injective. De plus le lemme 2 prouve que ¢* est surjective. Enfin, restreignons ’ensemble
de départ aux N-matrices de promenade & bord constant égal au sommet x. Le produit x partiellement
définie sur M, (Q) devient un loi interne et 'application ¢* devient un morphisme de groupe et donc un
isomorphisme.

2.4 Cas ou le poset est infini. Peut-on étendre le théoreme précédent dans le cas des posets
infinis 7 Dans certains cas oui. Plus précisément, si les sous-ensembles totalement ordonnés du poset sont de
dimension finie, alors les groupes fondamentaux, algébrique et topologique, sont isomorphes.

Rappelons dans un premier temps la construction de la réalisation géométrique |C| d’un complexe sim-
plicial infini C'; notons C|, ’ensemble des sommets de C'. Les simplexes des complexes simpliciaux considérés
contiendront tous un nombre fini de sommets. Dans un premier temps, décrivons les point de |C|, nous en
donnerons la topologie ensuite. Les points de |C| sont les familles ();)icc, de [0, 1], olt les indices ¢ non nuls
sont inclus dans un méme simplexe, vérifiant ZieCO A; = 1. Notons que cette derniere égalité a un sens
puisque I'ensemble des A; non nuls est fini. A chaque simplexe s = (aq,... ,a,) correspond un sous-ensemble
s de |C| formé par les points ()\;);es tels que \; = 0 si i n’est pas dans {a1,...,a,}. L'injection f définie
de s dans R" par b <()‘i)i600> = (Aays--- ,\a,) permet de transporter le topologie de R™ sur s. Enfin,

déterminons la topologie de |C| en décrivant ses sous-ensembles fermés : un sous ensemble A de |C| est dit
fermé si et seulement si AN s est un fermé dans s pour tout simplexe s de C. Cette construction de la
réalisation géométrique coincide, dans le cas ou le complexe simplicial est fini, a la définition existante (Voir
[H-W], p 46). Dans le cas des complexes simpliciaux infinis, la notion de st(a) pour un sommet a peut étre
étendue et est encore un ouvert de |C| ([H-W],p 47). La démonstration précédente peut étre alors étendue
au complexes simpliciaux infinis.

3. Le n-groupe d’homotopie algébrique.

3.1 Motivation et définition. Nous avons vu qu’a partir d’une présentation (@, I) d’une algebre
triangulaire, il existe un CW-complexe B(Q, I). De plus, il existe une algebre d’incidence A associé a (Q, I)
ayant le méme groupe fondamental. A cette algebre A, on peut associer un n-groupe d’homotopie algébrique
isomorphe au au n-groupe d’homotopie du complexe simplicial associé a A. La situation est résumée sur le
schéma suivant :

Algebre - II,(4)
d’incidence
A \ Complexe
Simplicial C' - T(C)
/ B(Q,I) -~ 101,(B(Q,I)
(@, 1)
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Nous avons déja montré dans le paragraphe précédent que 11, (IL,(|C|) et II,,(|C|) sont isomorphes. Mais
la situation est encore plus agréable, les 3 groupes groupes fondamentaux sont isomorphes

Théoréme. Soit (Q, ) un algebre triangulaire, B(Q, I) le CW-complexe associé, A son algebre d’incidence
et C' le complexe simplicial associé A, alors :

m(A) = m(C]) =~ m(B(Q, 1))

Ainsi, il semble naturel de définir le n*™°groupe fondamental algébrique d’une présentation (@, I) d’une
algebre triangulaire, comme étant le n*™°groupe fondamental de I'algebre d’incidence associé. Ce théoreme
redémontre en particulier le théoreme de la premiere partie, c’est-a-dire que les groupes fondamentaux
I1;(Q, I) et 111 (A) sont isomorphes.

3.2 Preuve du théoreme. Notons A,, le n-simplexe géométrique de R™ défini comme ’enveloppe
convexe des points (1,0,...,0), (0,1,...,0),...,(0,...,0,1); Pensemble A,, peut étre considéré comme un
CW-complexe. Soit s une n-cellule de B(Q, I). Le CW-complexe B(Q, ) étant régulier, ’'ensemble s est
homéomorphe a la boule unité fermée de dimension n et donc aussi & A™. On peut, de plus choisir, un
homéomorphisme conservant les sous-cellules, c¢’est-a-dire que I'image d’une k-cellule de A,, soit une cellule
de dimension k de B(Q,I). Notons ¢ cette homéomorphisme. Considérons de plus ¢§ ’homéomorphisme
induit par I'identité entre A,, et sa subdivision barycentrique A/ . Notons enfin s’ le sous-complexe de |C|
formé par les sommets associés aux sous-cellules de s. Comme s’ et A, sont deux réalisations d’un méme
CW-complexe, elles sont isomorphes. Notons ¢35 cet homéomorphisme. Voyons sur un exemple, I'action de

1, @5 et @3 -

Notons enfin I'homéomorphisme ¢ de B(Q,I) dans |C| défini par ¢(x) = ¢s(x) pour tout cellule non
dégénérée s et tout point  dans s. Cette application continue définit en fait un homéomorphisme, les groupes
d’homotopie associés a B(Q, I) d’'une part et |C| d’autre part sont isomorphes.

3.3 Le n**™°groupe d’homotopie comme groupe fondamental d’une algebre d’inci-
dence.
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