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Dans l’optique d’étudier les modules de génération finie sur des algèbres de dimension finie, il a été
développé ces dernières années une méthode diagramatique, essentiellement due à P. Gabriel, basée sur
des carquois, c’est-à-dire sur des graphes orientés finis. Plus précisément, il a été démontré que pour toute
algèbre A sobre de dimension finie sur un corps k algébriquement clos, il existe un carquois unique Q et au
moins un idéal I admissible de l’algèbre kQ, l’algèbre des chemins de Q, tels que A soit isomorphe à kQ/I.
Un tel couple (Q, I) est nommé une présentation de A par carquois et relations. Pour chaque paire (Q, I),
nous pouvons définir un groupe fondamental Π1(Q, I). En général, cependant, différentes présentations d’une
même algèbre peuvent conduire à des groupes fondamentaux différents. Ainsi, une algèbre dont toutes les
présentations donnent un groupe fondamental trivial est appelée simplement connexe. L’importance des
algèbres simplement connexes dans la théorie des représentations d’algèbres réside dans le fait que souvent,
il est possible de réduire, avec l’aide des recouvrements, l’étude des modules indécomposables d’une algèbre
à ceux d’une algèbre simplement connexe bien choisie (voir par exemple [BG]).

Dans cette article, nous définissons le nième groupe fondamental d’une algèbre d’incidence. Cette définition
a le mérite de donner un isomorphisme entre ce groupe fondamental et le nièmegroupe fondamental topologique
du complexe simplicial associé. J.C. Bustanmente a récemment montré que [Bus2] que le premier groupe
fondamental d’une présentation d’une algèbre triangulaire est isomorphe au groupe fondamental d’un CW-
Complexe. Cette construction nous permet de construire ici une algèbre d’incidence pour chaque présentation
d’une algèbre ayant le même premier groupe fondamental. Ainsi pour chaque présentation d’une algèbre
triangulaire, il est possible de construire un algèbre ayant le même groupe fondamental et de donner ainsi
une signification aux nièmegroupe fondamental d’une présentation d’une algèbre triangulaire.

1. CW-complexe associé à une présentation.

1.1 Le groupe fondamental. Rappelons dans un premier temps la construction du groupe
fondamental d’une présentation (Q, I) par carquois et relation d’une algèbre. Soit α une flèche de Q reliant
x à y, notons α−1 son inverse formel qui relie y à x ; les sommets y et x sont appelés respectivement source
et terminus de α−1 et sont notés s(α−1) et t(α−1). Une promenade de kQ, algèbre de carquois associé à Q,
de longueur n est une suite formelle p = α±1

n α±1
n−1 . . . α±1

1 telle que le but de α±1
k soit égal à la source de α±1

k+1

pour k variant de 1 à n−1 ; les sommets s(α±1
1 ) et t(α±1

n ) sont naturellement appelés source et terminus de
la promenade p et sont notés s(p) et t(p). Remarquons que les applications source et terminus ainsi définies
sont des prolongements des applications source et terminus définies sur les chemins de Q. Nous noterons
P (Q) l’ensemble des promenades de Q.

La promenade triviale en x, celle ne contenant aucune flèche et dont les extrémités se trouvent en x, est
encore notée x. De plus, une promenade est dite fermée si elle a des extrémités identiques. La composition
des chemins munit également l’ensemble des promenades d’une multiplication partiellement définie. Elle
prolonge celle construite sur l’ensemble des chemins. Plus précisément, si p1 et p2 sont deux promenades,
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alors p2.p1 est définie uniquement si le terminus de p1 est égal à la source de p2 et vaut, dans ce cas là, la
concaténation des deux suites.

Considérerons maintenant la plus petite relation d’équivalence ∼ sur P (Q) vérifiant :

1. Si α est une flèche reliant le sommet x au sommet y alors αα−1 ∼ y et α−1α ∼ x.

2. Si
∑n

i=1 λiωi est une relation minimale alors ω1 ∼ . . . ∼ ωn.

3. Si les promenades α et β sont équivalentes alors ω α ω′ ∼ ω β ω′ pour toute promenade ω et ω′ de Q
telles que les produits précédents existent.

Considérons enfin un sommet x0 de Q. L’ensemble quotient des promenades fermées en x0 par la relation
d’équivalence précédente est un groupe et ne dépend pas de x0 lorsque Q est connexe. Il est noté Π1(Q, I).

1.2 CW-complexe associé à une présentation. Soit (Q, I) la présentation d’une algèbre.
Considérons la relation d’équivalence précédente ∼ définie pour la construction du groupe fondamental
et restreignons-là à l’ensemble C(Q) des chemins sur Q. Ainsi deux chemins sont équivalents, s’ils sont
équivalents en tant que promenades. Rappelons à présent la construction, proposé par J.C. Bustamente
(Voir [Bus2]), d’un CW-complexe B(Q, I) associé à la présentation (Q, I) :

1. Les 0-cellules de B(Q, I) sont les sommets de Q.

2. Les 1-cellules sont les classes de chemins
∼
ω de Q selon la relation ∼ où

∼
ω contient au moins un

chemin qui n’est pas dans I. Les 0-cellules sur lesquels on attache
∼
ω sont exactement les 0-cellules

correspondant à la source et au terminus de
∼
ω

3. Les n-cellules, pour n ≥ 2, sont exactement les n-uplets (
∼
ωn, . . . ,

∼
ω1 tels qu’il existe pour tout i de

{1, . . . , n}, un chemin ωi dans
∼
ωi vérifiant ωn. . . . .ω2.ω1 6= 0 dans kQ/I. On attache ensuite cette

cellule sur les n + 1 cellules de dimension n − 1 :
– (ω̃n−1, . . . , ω̃1)
– (ω̃n, . . . , ω̃i+1.ωi . . . ω̃1) pour tout i de {1, . . . , n − 1}
– (ω̃n, . . . , ω̃2)

Vous pourrez trouver plus amples informations et des exemples dans [Bus2].

1.3 Comparaison des groupes fondamentaux. J.C. Bustamente montre qu’il existe un iso-
morphisme entre les groupes fondamentaux de la présentation d’une part et du complexe simplicial d’autre
part dans le cas où la présentation est une présentation d’une algèbre triangulaire c’est-à-dire tel que le
carquois n’ait pas de cycle orienté.

1.4 Algèbre d’incidence associée à une présentation. Considérons à présent l’ensemble
P

(Q,I)
contenant les n-cellules de B(Q, I) et la relation d’ordre : c1 < c2 si et seulement si c1 ⊂ c2 c’est-à-dire

si c2 est attaché sur la cellule c1. Ainsi P
(Q,I)

est un poset. Alors :

Théorème. Soit (Q, I) une présentation d’une algèbre triangulaire et A
(Q,I)

l’algèbre d’incidence associée à
P

(Q,I)
, alors les groupe fondamentaux, de la présentation (Q, I) d’une part et de l’algèbre d’incidence A

(Q,I)

d’autre part sont isomorphes.
Remarquons que dans le cas où (Q, I) est la présentation d’un complexe, la présentation (Q̃, Ĩ) est en

quelque sorte la décomposition barycentrique de (Q, I) et le théorème précédent existe déjà (voir par exemple
[Rey]).

Preuve. Commençons par introduire quelques notations que nous utiliserons dans la preuve. Notons (Q̃, Ĩ) la
présentation de l’algèbre d’incidence A

(Q,I)
et ∼ les relations d’équivalence sur les ensembles de promenades,

utilisés pour construire les groupes fondamentaux. Définissons également la source et le terminus d’un n-uplet
x = (α̃n, . . . , α̃1) par s(x) = s(α1) et t(x) = t(αn).

Considérons f le morphisme de P(Q) dans P(Q)/ ∼ défini par :

1. si a est un sommet alors f(a) = a
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2. si α est une flèche de a vers b alors a ≤ α et b ≤ α. Comme I est admissible, a, b et α ne sont pas
dans I et sont donc des sommets dans Q̃. De plus, puisqu’aucun élément ne peut s’intercaler entre
les membres des inéquations précédente, il existe des flèches αa et αb de Q̃ reliant respectivement les
sommets a à α et b à α

3. Si α±1
n . . . α±1

1 est une promenade alors f(α±1
n . . . α±1

1 ) = f(αn)±1 . . . f(α1)
±1

Définissons également le morphisme g de P(Q̃) dans P(Q)/ ∼ par :

1. Si a est un sommet de Q̃ alors g(a) = t(a) ; le terminus étant pris dans Q.

2. Si α est une flèche du sommet a vers le sommet b = (α̃n, . . . , α̃1 alors g(α) = t(a), si t(a) = t(b) et
g(α) = α̃n sinon.

Nous allons montrer que ces deux morphismes f et g induisent deux morphismes respectivement de
Π1(Q, I) dans Π1(Q̃, Ĩ) et de Π1(Q̃, Ĩ) dans Π1(Q, I) inverse l’un de l’autre, ce qui prouvera le théorème.

Exemple d’action de f et g. Commençons par donner un exemple d’action de f et g sur une présentation
(Q, I) simple :

•

•

•
¡

¡
¡

¡¡✒ ❅
❅

❅
❅❅❘a

b

c

α βQ =

•

•

•

• •

•

•

¡
¡✒

❅
❅❘

❅
❅■

¡
¡✠

✲ ✛

PPq ✏✏✮

✻
a

b

c

αa

αb βb

βc(eβ,eα)

(fβα)

α̃ β̃Q̃ =

Ainsi f(βα) = β−1
c βbα

−1
b αa. Pour montrer l’action de g redessinons le graphe de Q̃ en indiquant sur

chaque flèche leur image par g. Ainsi :

•

•

•

• •

•

•

¡
¡

¡✒

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅■

¡
¡

¡✠

✲ ✛

PPPq ✏✏✏✮

✻
α

b β

cβ c

c

cβ̃α

Remarquons que quelque soit la promenade pris entre les sommets a et b, l’image de cette promenade est
β̃α.

Suite de la preuve.. Montrons tout d’abord que f est constante sur les classes d’équivalence. Soit α une
flèche de a vers b alors

f(α−1α) = (α−1
b αa)

−1α−1
b αa ∼ a = f(a) et f(αα−1) = α−1

b αa(α
−1
b αa)

−1 ∼ b = f(b)

De plus, considérons
∑n

i=1 λiωi une relation minimale de I. En particulier, aucun des ωi n’est dans I car

cela contredirait le fait que la relation soit minimale et ainsi ω̃n = . . . = ω̃1 est un sommet de Q̃ . Montrons
que pour tout i de {1, . . . , n}, la promenade f(ωi) est homotope à la promenade :

s(ωi) −→ (ω̃i) ←− t(ωi)
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qui est identique pour tout i dans {1, . . . , n}. Fixons i dans {1, . . . , n} et posons ωi = αp . . . α1. Notons
également ak la source de ωk pour tout k de {1, . . . , p} et ap+1 le terminus de αp. En d’autres termes ωi est
le chemin suivant :

a1
α1−→ a2

α2−→ . . .
αn−1
−→ ap

αp
−→ ap+1

Ainsi f(ωi) vaut
a1 −→ α̃1 ←− a2 −→ α̃2 ←− . . . −→ α̃p ←− ap+1

De plus, pour tout k de {1, . . . , p}, on a :

1. a1 < ˜αp . . . α1, il existe donc un chemin c0 de Q̃ reliant a1 à ˜αp . . . α1

2. ap+1 < ˜αp . . . α1, il existe donc un chemin cp+1 de Q̃ reliant ap+1 à ˜αp . . . α1

3. ˜αp . . . α1 < α̃p . . . α̃1, il existe donc un chemin d de Q̃ reliant ˜αp . . . α1 à (α̃p . . . α̃1)

4. α̃k < (α̃p . . . α̃1) pour tout k de {1, . . . , p}, il existe donc un chemin ck de Q̃ reliant α̃i à (α̃p . . . α̃1)

Résumons la situation sur un schéma, en notant αij à la place de αiaj
:

a1 −→ α̃1 ←− a2 −→ α̃2 ←− . . . −→ α̃p ←− ap+1

(fαp,... ,fα1)

( ˜αp,... ,α1
)

❅
❅

❅
❅

❅
❅

❅
❅

❅
❅

❅❘

❅
❅

❅
❅

❅
❅❘

❄

¡
¡

¡
¡

¡
¡✠

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡✠

· · ·

✻

c0

c1

c2
cp

cp+1

d

α11 α12 α22 α23 αpp αpp+1

Ainsi
f(ωi) = (α−1

pp+1αpp) . . . (α−1
23 α22).(α

−1
12 α11)

= α−1
pp+1(αppα

−1
p−1p) . . . (α33α

−1
23 )(α22.α

−1
12 )α11

∼ α−1
pp+1c

−1
p (cpαppα

−1
p−1pc

−1
p−1) . . . (c3α33α

−1
23 c−1

2 )(c2α22α
−1
12 c−1

1 )c1α11

or les chemins ci−1αi−1i et ciαii sont parallèles pour tout i de {1, . . . , p}, ainsi toutes les parenthèses sont
équivalentes à un sommet. Donc f(ωi) ∼ α−1

pp+1c
−1
p c1α11. Enfin c1α11 et dc0 d’une part et cpαpp+1 et dcp+1

d’autre part sont parallèles. Il vient donc que f(x) ∼ c−1
p+1d

−1dc0 ∼ c−1
p+1c0 d’où le résultat.

Montrons à présent que g est constante sur les classes d’équivalence. Soit c un chemin allant de a vers b.
Posons b = (α̃n, . . . , α̃1). Comme a correspond à une sous-cellule de b, il existe des entiers naturels k1, . . . , kp

tels que :

a =
(
( ˜αkp−1 . . . αkp−1) . . . ˜(αk2−1 . . . αk1)

)

Chaque fois que l’on franchit une flèche en direction de b, le sommet d’arrivée de la flèche peut être obtenue
à partir du sommet de départ de 3 manières différentes :

1. Une classe du type ˜αkq−1 . . . αkq−1 du sommet de départ se scinde en 2 classes du même type. Dans ce
cas, l’image de cette flèche par g ne donne qu’un sommet.

2. On ajoute une classe à droite. Dans ce cas là encore, l’image de cette flèche est un sommet.

3. On ajoute une classe à gauche. Dans ce cas, l’image par g de cette flèche est exactement cette classe.

Ainsi en arrivant en b, on obtient f(c) = ˜αn . . . αkp
. Toutes les images des chemins reliant a à b sont

identiques et g est constante sur les classes d’équivalence.
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Les morphismes f et g induisent donc des morphismes f∗ et g∗ entre les espaces quotients P(Q)/ ∼
et P(Q̃)/ ∼. Montrons dans un premier temps que g∗ o f∗ = Id. Considérons α une flèche de Q allant
du sommet a au sommet b, alors en identifiant α et sa classe d’équivalence, on obtient f∗(α) = α−1

b αa.
Comme α et b ont le même terminus, on a g∗(αb) = b. De plus, comme α n’est pas un cycle, l’algèbre kQ/I
étant triangulaire, la flèche α et le sommet a n’ont pas le même terminus dans Q, donc g∗(αa) = α. Ainsi
g∗(f∗(α)) = α.

Soit x0 un sommet de Q, c’est donc également un sommet de Q̃. Restreignons à présent f∗ et g∗

à l’ensemble des classes de promenades fermées en x0. Ces morphismes sont donc des morphismes entre
Π1(Q, I) et Π1(Q̃, Ĩ). Montrons que f∗ og∗ = Id. Pour cela, considérons la promenade ω = αεn

n . . . αε1
1 fermée

en x0 et notons ai = s(αεi

i ) pour tout i de {1, . . . , n} et an+1 = t(αεn
n ) ; les sources et terminus étant pris

dans Q̃. Pour chaque sommet ai, notons ti le terminus de ai dans le carquois Q, c’est donc également un
sommet dans Q̃, alors il existe un chemin ci reliant ti à ai. Par exemple si ai = (β̃m, . . . , β̃1), il suffit de

prendre pour ci le chemin passant par les sommets ti, β̃m, (β̃m, β̃m−1), . . ., (β̃m, . . . , β̃1). La situation est
résumée dans le schéma suivant :

X0=t1 t2 t3 t4 tn tn+1=X0

X0=a1 a2 a3 a4 an an+1=X0

✻ ✻ ✻ ✻ ✻ ✻

.........

c1 c2 c3 c4 cn cn+1

αε1
1 αε2

2 αε3
3 αεn

n

Ainsi, en remarquant que les chemins c1 et cn+1 sont triviaux car la promenade est fermée en x0, on obtient :

w ∼
(
cn+1α

εn
n c−1

n

) (
cnα

εn−1

n−1 c−1
n−1

)
. . .

(
c3α

ε2
2 c−1

2

) (
c2α

ε1
1 c−1

1

)

Soit i fixé dans {1, . . . , n}. Supposons de plus que εi = 1 ; la démonstration étant identique dans le le cas
où εi = −1 en intervertissant le rôle de ai et ai+1. Si t(ai) = t(ai+1) dans Q alors les chemins αici et ci+1 sont
parallèles. la promenade ci+1αic

−1
i est donc équivalente à t(ai). Maintenant, considérons le cas où t(ai) 6=

t(ai+1) et notons ai = (β̃m, . . . , β̃1). Le sommet ai+1 est donc de la forme (γ̃, β̃m, . . . , β̃1). Notons de plus

γ = γp . . . γ1 un représentant de γ̃ et b le sommet (γ̃p, . . . , γ̃1, β̃m, . . . , β̃1). Remarquons qu’il existe dans Q̃ un
chemin di reliant γi à b. Il existe également un chemin e1 allant de ai+1 à b ; par exemple le chemin passant
par les sommets : (( ˜γm . . . γ1), β̃m, . . . , β̃1),(γ̃m, ( ˜γm−1 . . . γ1), β̃m, . . . , β̃1),. . .,(γ̃m, γ̃m−1, . . . γ̃1, β̃m, . . . , β̃1).
De même il existe un chemins e2 allant de ai à b. Notons enfin si la source de γi dans Q, il existe donc une
flèche δi1 et δi2 de Q̃ reliant respectivement la source et le but de γi à γi. Résumons la situation par un
schéma, où les flèches représentent en fait des chemins :
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ai ai+1
αi ✲

ti ti+1

✻ ✻

ci ci+1

b

✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✮

γ1 γn−1 γn

¡
¡

¡✒

¡
¡

¡✒

❅
❅

❅■

❅
❅

❅■

•

✏✏✏✏✏✏✏✏✏✶

PPPPPPPPP✐

❇
❇▼

. . .

dn

d
n−1

d1

e

δn2δn1
δn−1,2

δ11

Ainsi, en utilisant que les chemins parallèles sont équivalents, on obtient :

c−1
i+1αici ∼ c−1

i+1e
−1d1δ11 ∼ δ−1

n2 d−1
n d1δ11 ∼ δ−1

n2 (δn1δn−1,2d
−1
n−1)d1δ11 ∼ . . . ∼ (δ−1

n2 δn1) . . . (δ−1
22 δ21)(δ

−1
12 δ11)

Il suffit ensuite de remarquer que l’expression de droite appartient à la classe de f(γ). De plus g(αi) est

égal à la classe de γ, ainsi f∗(g∗(ω̃)) = ω̃.

Contr-exemple. Remarquons que le théorème est faux si l’algèbre n’est pas triangulaire. Par exemple,
considérons le carquois ne contenant un seul sommet a et une seule boucle α avec I = 0. Alors Q̃ est le
carquois a −→ α et les deux groupes fondamentaux sont différents.

2. Le n-groupe d’homotopie algébrique d’une algèbre d’incidence.

2.1 Les N-matrices de promenade. Définissons dans un premier temps la notion de matrices
de promenade qui permettra de définir le groupe fondamental algébrique. Soit (Q, I) une présentation d’une
algèbre et N , n1, n2, . . ., n

N
des entiers naturels. Notons par Q0 les sommets de Q. Une N−matrice de

(Q, I) de taille (n1, . . . , n
N

) est une matrice à N dimensions de sommet de Q c’est-à-dire une application
f :

f : [[1, n1]] × [[1, n2]] × . . . × [[1, n
N

]] → Q0

(i1, i2, . . . , i
N

) 7→ f (i1, i2, . . . , i
N

)

où [[1, n]] désigne l’ensemble {1, 2, . . . , n}. Par convention, les 0-matrices seront les matrices ne contenant
qu’un seul sommet. Une N -matrice est dite une matrice de promenade si pour tout N -uplet (i1, . . . , i

N
)

d’entiers naturels il existe un chemin tel que les sommets f(j1, . . . , j
N

) avec ik ≤ jk ≤ ik +1 soient tous dans
ce chemin. En d’autres termes les sous-matrices de taille (2, 2, . . . , 2) de f ne contiennent que des sommets
appartenant un chemin. Notons M

N
(Q) l’ensemble des N -matrices de promenade.

Généralisons à présent les notions de source et terminus pour les promenades. Pour cela, notons par
s1, . . . sN

les applications sources et par t1, . . . , t
N

les applications buts définies de M
N

(Q) dans M
N−1(Q)

par : {
si(M)(x1, . . . , x

N
) = M(x1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . xN

)
ti(M)(x1, . . . , x

N
) = M(x1, . . . , xi−1, n, xi, . . . xN

)

pour tout (N + 1)-matrice M et pour tout x1,. . .,xN
tels que les expressions précédentes aient un sens ;

l’entier n étant la dimension de la matrice M suivant la ième composante. Par convention on pose s = s
N

et
t = t

N
et lorsque l’on par de source et terminus, il s’agit des images par s et t dont il s’agit.
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Deux N -matrices M et M ′ sont dites égales sur le bord si si(M) = si(M
′) et ti(M) = ti(M

′) pour tout
i de {1, . . . , N}.

Exemple 1. Les 1-matrices de promenade peuvent être représentées par des matrices lignes où deux
sommets successifs sont des sommets d’un même chemin.

Exemple 2. Les 2-matrices peuvent être représentées par des matrices conventionnelles. Ainsi la matrice :




a d g
b e h
c f i




est une 2-matrice de promenade de taille (3, 3) si et seulement s’il existe des chemins ω1, ω2, ω3 et ω4

contenant respectivement les sommets {a, b, d, e}, {d, e, g, h}, {b, c, ef} et {e, f, h, i}.

Définissons à présent l’opération sur les N -matrices de promenade qui deviendra la loi de composition
interne du N ièmegroupe fondamental. Soient M1 et M2 deux N -matrices de tailles respectives (n1, . . . , n

N
)

et (n′
1, . . . , n′

N
) telles que t(M1) = s(M2). En particulier on a nk = n′

k pour k inférieur ou égal à N − 1.
Notons alors M1 ×M2 la matrices obtenues en ”empilant” les deux matrices sur la dernière dimension et en
supprimant la (N − 1)-matrice commune c’est-à dire :

M1 × M2(x1, . . . , x
N−1 , t) =

{
M1(x1, . . . , x

N−1 , t) si t ∈ {1, . . . , n
N
}

M2(x1, . . . , x
N−1 , t − n

N
+ 1) si t ∈ {n

N
+ 1, . . . , n

N
+ n′

N
− 1}

pour tout x1,. . .,xN−1 tels que les expressions précédentes aient un sens.
On définit aussi une autre opération sur les N -matrices. Soit M1 et M2 deux N -matrices de promenade

de dimension commune (n1, . . . , n
N

). Notons par M = [M1,M2] la (N + 1)-matrice définie par M(. . . , 1) =
M1(. . . ) et M(. . . , 2) = M2(. . . ). Remarquons qu’en général [M1, M2] n’est pas une matrice de promenade.

Exemple de produit.

1.
(

a b c
)
×

(
c d e

)
=

(
a b c d e

)

2.
[(

a b c
)
,
(

c d e
)]

=

(
a b c
c d e

)

2.2 Le nièmegroupe fondamental. Construisons maintenant une relation d’équivalence sur les
N -matrice de promenade. Pour cela raisonnons par récurrence sur N . Si N = 0 deux matrices de promenade
sont équivalentes si elles ont identiques. Supposons que la construction de ∼ sur M

N−1(Q) pour N fixé dans
N∗. La relation d’équivalence ∼ sur M

N
(Q) est alors la plus petite relation d’équivalence vérifiant :

1. Soient M1 et M2 deux N -matrices de promenade de même taille (n1, . . . , n
N

). S’il existe une N + 1-
matrice de promenade F de source M1 et de terminus M2 telle que les N -matrices F (. . . , t) pour tout
entier t de {1, . . . , n

N
} aient toutes le même bord alors M1 et M2 sont équivalentes.

2. Soit M une N -matrice de promenade de taille {n1, . . . , n
N
}. Considérons M ′ la matrice obtenu à

partir de M en supprimant un hyperplan de sommet c’est-à-dire de façon plus formel qu’il existe i
dans {1, . . . , N} et k dans {1, . . . , ni} telle que

M ′(x1, . . . , x
N

) =

{
M(x1, . . . , xi−1, xi , xi+1, . . . , x

N
) si 1 ≤ xi < k

M(x1, . . . , xi−1, xi + 1 , xi+1, . . . , x
N

) si k ≤ xi ≤ ni − 1

et telle que pour tout ε1, . . . , εn de {0, 1} on ait :

M (1 + ε1(n1 − 1), . . . , 1 + ε
N

(n
N
− 1)) = M ′

(
1 + ε1(n

′
1 − 1), . . . , 1 + ε

N
(n′

N
− 1)

)
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où (n′
1, . . . , n′

N
) désigne la dimension de M ′. Si M ′ ainsi construit est également une matrice de

promenade et que toutes les sources et terminus de la matrice M soient équivalentes à celle de M ′

alors M et M ′ sont équivalente.

Remarquons tout d’abord, si l’hyperplan choisi se trouve à l’intérieur c’est-à-dire si 2 ≤ k ≤ ni − 1,
et que la matrice M ′ est une matrice de promenade alors M et M ′ sont équivalentes. En effet, enlever un
hyperplan de sommet à M , revient soit à enlever un hyperplan aux sources et terminus de M soit à les
laisser inchangés. De plus, si N = 1, enlever un hyperplan de sommet ne change pas la source et le terminus,
ainsi, par récurrence simple, on trouve que M ∼ M ′.

Remarquons de plus, que cette relation d’équivalence est compatible avec l’opération × précédemment
définie. Par ailleurs, elle est complètement définie sur l’ensemble des classes d’équivalence de Mx

N
(Q)/ ∼ où

Mx
N

(Q) désigne l’ensemble des matrices de promenades dont le bord est constamment égale au sommet x
de Q. C’est ainsi que nous définissons le nièmegroupe fondamental d’une présentation (Q, I) d’une algèbre
d’incidence A :

Πn(A) =
(
Mx

N
(Q) / ∼, ×

)

Si Q est connexe, ce que nous supposerons dorénavant, le nième groupe fondamental ne dépend pas du sommet
x choisi. Le fait que Πn(A) soit un groupe peut être vu comme une conséquence du théorème du paragraphe
suivant.

2.3 Complexe simplicial et Algèbre d’incidence. C’est le résultat du théorème suivant qui
a motivé l’appellation de l’espace Mx

N
(Q)/ ∼ : le nièmegroupe fondamental.

Théorème. Soit (Q, I) la présentation d’une algèbre d’incidence A, et notons C son complexe simpliciale
associé. Alors

Πn(A) ≃ Πn(Q)

Comme nous savons déjà que le groupe fondamental Π1(Q, I) défini avec les promenades est isomorphe
au groupe fondamental topologique Π1(C) (voir par exemple [Rey] ou [Bus]), nous pouvons en déduire que la
nouvelle définition du premier groupe fondamental d’une algèbre d’incidence cöıncide avec la précédente. La
preuve de ce théorème s’inspire de la démonstration du théorème d’approximation des complexes simpliciaux.
Nous allons donc dans un premier temps rappeler quelques définitions et quelques résultats qui nous seront
utiles.

Rappelons tout d’abord que tout élément x dans la réalisation |C| d’un complexe simpliciale C il n’existe
qu’une seule face contenant x. Celle-ci est appelée la face porteuse. De plus deux fonctions f et g définies de
[0, 1]n dans la réalisation géométrique |C| d’un complexe simpliciale sont dites C approximées si pour tout
x de [0, 1]n, il existe une face s de C telle que f(x) et g(x) soient inclus dans l’adhérence de s. Nous savons
de plus que deux applications C-approximées sont homotopes (voir par exemple [Hil] p102). Définissons
également, pour tout sommet a d’un complexe simplicial, l’étoile de a noté st(a), comme étant la réunion
des faces ayant a pour sommet. Lorsque Q est fini, la réalisation |st(a)| d’une étoile st(a) est un ouvert dans
|C| (voir [Hil] p 102) et

⋂
i∈I |st(ai)| 6= ∅ si et seulement si les (ai)i∈I sont sur un même simplexe (voir [Hil]

p.92).
De plus, notons CN

(n1,... ,n
N

) le polyèdre obtenu à partir de [0, 1]n en le découpant suivant chaque dimension

i en ni morceaux égaux. Plus précisément :

1. les sommets sont les points de coordonnées

(
k1

n1
,
k2

n2
, . . . ,

k
N

n
N

)
avec ki dans {0, . . . , ni} pour tout i de

{1, . . . , n},

2. Les 1-faces sont les segments reliant deux sommets dont les coordonnées sont toutes identiques sauf

en une composante i où elle diffère de
1

ni
,
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3. Les 2-faces sont délimités par 4 arêtes formant un carrée,

4. Les 3-faces sont délimités par 12 arêtes formant un cube, etc. . .

Nous ferons, comme dans le cas des complexes simpliciaux, la différence entre CN
x , avec x = (n1, . . . , n

N
),

le polyèdre théorique c’est-à-dire l’ensemble contenant les sommets et des informations permettant de
déterminer les faces, et

∣∣CN
x

∣∣ la réalisation géométrique de Cn
x . Nous noterons également pour plus de

commodité CN
n = CN

(n,n,... ,n). Nous étendons également les définitions de l’étoile d’un sommet et de face
porteuse aux polyèdres de ce type.

Exemple. Par exemple les 3 polyèdres suivants représentent respectivement C1
6 , C2

(6,3) et C3
6

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡

¡
¡¡
¡

¡¡
¡

¡¡
¡

¡¡
¡

¡¡
¡

¡¡
¡

¡¡

¡
¡¡¡
¡¡¡
¡¡¡
¡¡¡
¡¡¡
¡¡¡
¡¡

Nous désignerons aussi par morphisme de CN
x dans le complexe simpliciale C, avec x = (n1, . . . , n

N
)

toute application u conservant les faces, c’est-à-dire si les sommets a1,. . .,am sont sur une même face de CN
x

alors u(a1),. . .,u(am) sont sur un même simplexe de C. Remarquons tout d’abord que tout morphisme u de
CN

x dans C définit de manière unique une N -matrice de promenade et inversement puisque que les sommets
des simplexes de C sont des sommets du carquois Q dont il provient appartenant à un même chemin.

Pour tout morphisme u de CN
x dans C, nous allons construire une application continue de |CN

x | dans
|C| telle que si a1,. . .,ap sont les sommets de la face porteuse de x dans CN

x alors |u|(x) est à l’intérieur du
simplexe {u(a1), . . . , u(ap)}. Moralement si x est sur une face s de |CN

x | alors |u|(x) est sur l’image de s par
u. Pour cette construction raisonnons par récurrence. Si N = 0, le polyèdre CN

x contient un seul sommet
a et le morphisme |u| est défini par |u|(a) = u(a). Supposons le résultat acquis pour N fixé et montrons le
pour N + 1. Soit u un morphisme de CN+1

(n1,... ,n
N+1

) dans C. Notons pour tout k dans {0, . . . , n
N+1} :

uk(x1, . . . , xn) = u

(
x1, . . . , xn,

k

n
N+1

)

Les applications uk sont des morphismes de CN
(n1,... ,n

N
) dans C, il existe donc, d’après l’hypothèse de

récurrence une application |uk|. Prolongeons entre les |uk| linéairement suivant la dernière variable. Plus
précisément, posons :

|u|

(
x1, . . . , xn,

k + t

n

)
= |uk|(x1, . . . , xn) × (1 − t) + |uk+1|(x1, . . . , xn) × t

où k est un entier, t un réel compris entre 0 et 1, et x1,. . .,xn des réels de [0, 1]. Nous allons montrer que
l’application u 7→ |u| induit en fait un isomorphisme de groupe entre les groupes fondamentaux. Pour cela
démontrons et rappelons quelques lemmes qui nous seront utiles.

Lemme 1 - nombre de Lebesgue -. Soit X un compact métrique et (Ui)i∈I un recouvrement d’ouvert
de X, alors il existe δ (nombre de Lebesgue) tel que tout ensemble contenu dans X de diamètre inférieur à
δ est inclus dans l’un des Ui (voir par exemple [Mau], p.20)

Lemme 2. Soit f une application continue de [0, 1]N dans |C| où C est un complexe simplicial, alors il
existe n dans N tel que pour tout n′ entier supérieur à n il existe un morphisme u de CN

n′ dans C tel que |u|
et f sont homotopes.
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Preuve. Comme tout simplexe admet au moins un sommet comme face, on a :

|C| =
⋃

a∈C0

|St(a)|

où C0 désigne l’ensemble des sommets de C. Ainsi :

[0, 1]N = f−1 (|C|) = f−1


 ⋃

a∈C0

|St(a)|


 =

⋃

a∈C0

f−1 (|St(a)|)

Ainsi, les ensembles
(
f−1 (|St(a)|)

)
a∈C0

sont ouverts car f est continue et forment un recouvrement du

compact [0, 1]N . D’après le lemme 1, il existe δ tel que tout sous-ensemble de diamètre inférieur à δ est
inclus dans l’un de ces ouverts. Choisissons n de façon à avoir diam(|st(b)|) < δ pour tout sommet b de CN

n .
Donc pour tout entier n′ supérieur à n l’inégalité diam(|st(b)|) < δ est encore vrai pour tout b de CN

n′ . Ainsi
pour tout sommet b de CN

n′ , il existe un sommet de a tel que : |st(b)| ⊂ f−1(|st(a)|). Posons u(b) = a. On a
donc, pour tout sommet de CN

n′ :
f (|st(b)|) ⊂ |st(u(b))|

Montrons que u est un morphisme de CN
n′ dans C. Pour cela il suffit de voir que les images des sommets

d’une même face sont dans un même simplexe. Soit a1, . . . , ap les sommets d’une face, donc
⋂n

i=1 |st(ai)| 6= ∅
et ainsi :

∅ 6= f

(
p⋂

i=1

|st(ai)|

)
⊂

p⋂

i=1

f (|st(ai)|) ⊂

p⋂

i=1

(|st(u(ai))|)

Et ainsi u(a1),. . .,u(an) sont sur une même face.

Il reste à montrer que |u| et f sont homotopes. Pour cela, il suffit de montrer qu’ils sont C-approximés.

Soient x dans CN
n′ et a1,. . .,ap les sommets de sa face porteuse. Comme x appartient à

p⋂

i=1

|st(ai)|, il vient

que :

f(x) ∈ f

(
p⋂

i=1

|st(ai)|

)
⊂

p⋂

i=1

f (|st(ai)|) ⊂

p⋂

i=1

|st(u(ai))|

Notons s la face porteuse de f(x). Le calcul précédent permet de déduire que les u(ai), avec i dans {1, . . . , p},
sont dans s. De plus par construction de |u| à partir de u, l’image de x par |u| est dans le simplexe formé
par les u(ai) et donc dans s. Ainsi f(x) et |u|(x) appartiennent tout deux à l’adhérence s de la face porteuse
de f(x), les applications |u| et f sont donc C-approximés et donc homotopes.

Preuve du théorème. Rappelons qu’à chaque N -matrice de promenade M , on peut lui associer un
morphisme de CN

(n1,... ,n
N

) dans C et inversement. De plus, les produits sur ces deux ensembles cöıncident.

Notons par φ l’application de M
N

(Q) dans Hom
(∣∣∣CN

(n1,... ,n
N

)

∣∣∣ , |C|
)

définie par φ(M) = |u|, où u

représente le morphisme de CN
(n1,... ,n

N
) dans C associé à M . Montrons tout d’abord que les images par

φ de N -matrices équivalentes sont homotopes. Il suffit de vérifier cela sur les générateurs de la relation
d’équivalence. Pour cela considérons M et M ′ des N -matrices de promenades ayant des bords identiques et
tels que [M, M ′] soit une (N + 1)-matrice. Notons également u et u′ les morphismes de CN

(n1,... ,n
N

) dans C

correspondant respectivement aux matrices M et M ′ et montrons que |u| et |u′| sont homotopes. Pour cela
il suffit de voir que |[u, u′]| définit une fonction d’homotopie faisant passer de |u| à |u′|. Ainsi |u| et |u′| sont
C-homotopes. Quant à la deuxième relation engendrant la relation d’équivalence, par symétrie suivant les
dimensions, on peut se contenter de montrer que :

|[M1, . . . , Mk, M, Mk+1, . . . ,Mn]| ∼ |[M1, . . . , Mk,Mk+1, . . . ,Mn]|
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Remarquons tout d’abord que |[M1, . . . , Mk, M, Mk+1, . . . ,Mn]| ∼ |[M1, . . . ,Mk,Mk, Mk+1, . . . ,Mn]| car
ces deux matrices forment une (N + 1)-matrice de promenade et leur images sont homotopes en utilisant le
point précédent. Notons f = |[M1, . . . , Mk,Mk, Mk+1, . . . ,Mn]| et par g = |[M1, . . . ,Mk,Mk+1, . . . , Mn]|,
et montrons que f et g sont homotopes. Pour cela il suffit de rapprocher continûment les deux Mk. En
regardant suivant la dernière dimension, on peut schématiser le processus par :

...

...

k
n

k
n+1

k+1
n+1

f g

De façon plus formel il suffit de considérer la fonction ψ définie de la façon suivante :

ψ(x1, . . . , xn, t) =





f(x1, . . . , xn−1, xn.(1 − t) + xn.t.n+1
n

) si x ≤ k
n+1

f(x1, . . . , xn−1, xn.(1 − t) + t.(1 − (1 − xn).n+1
n

) ) si x ≥ k+1
n+1

f(x1, . . . , xn−1, xn.(1 − t) + t. k
n

) sinon

Ainsi φ induit une application φ∗ de M
N

(Q)/ ∼ dans C0
(
[0, 1]N , |C|

)
/ ∼. Montrons que φ∗ est injective.

Pour cela considérons deux N -matrices M1, M2 et notons par u1, u2 les morphismes de CN
(n1,... ,n

N
) dans

C associés à M1 et M2. Supposons de plus que |u1| et |u2| soient homotopes. Nous allons montrer que M1

et M2 sont équivalentes. Remarquons tout d’abord que, quitte à rajouter des hyperplans aux matrices M1

et M2, on peut supposer qu’elles sont de même taille et carré, c’est-à-dire que les tailles suivant toutes les
dimensions sont égales. Notons n cette taille.

Comme |u1| et |u2| soient homotopes, il existe une application continue f de [0, 1]N+1 dans |C| vérifiant
pour tout x1,. . .xN

de [0, 1] :




f(x1, . . . , x
N

, 0) = |u1|(x1, . . . , x
N

)
f(x1, . . . , x

N
, 1) = |u2|(x1, . . . , x

N
)

f(x1, . . . , x
N

, t) = |u1|(x1, . . . , x
N

) = |u2|(x1, . . . ,
N

) si l’un des xi vaut 0 ou 1.

D’après le lemme 2, il existe donc un entier m et un morphisme u de CN+1
m dans C tel que |u| et f soient

homotopes. D’après le lemme toujours, on peut choisir m quelconque à condition d’être assez grand. On peut
donc supposer que m est un multiple de n. Posons u′

1(x1, . . . , x
N

) = u(x1, . . . , x
N

, 0) et u′
2(x1, . . . , x

N
) =

u(x1, . . . , x
N

, 1). Comme u′
1 ∼ u′

2, il suffit de montrer que u1 ∼ u′
1 et u2 ∼ u′

2. Les deux assertions se
montrant de la même manière, montrons uniquement la première.

Comme |u1| = f(. . . , 0) = |u′
1|, les morphismes u1 et u2 ont même image sur les sommets communs

à CN
n et CN

m donc sur CN
n puisque m est un multiple de n. En effet, par construction de |u1| (resp. |u′

1|),
pour tout sommet a du polyèdre, u1(a) (resp u′

1(a)) et de |u1|(a) (resp |u′
1|(a)) sont identiques. Ainsi u′

1

est obtenu à partir de u1 en insérant un nombre fixe (égal à m/n-1) d’hyperplans de sommets entre chaque
hyperplan existant. Par exemple si N = 2 et m = 3n, le dessin est le suivant, les sommets entourés étant
ceux de u1 les autres ceux de u′

1. 


a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17

a21 a22 a23 a24 a25 a26 a27

a31 a32 a33 a34 a35 a36 a37 · · ·
a41 a42 a43 a44 a45 a46 a47

...




✖✕
✗✔

✖✕
✗✔

✖✕
✗✔

✖✕
✗✔

✖✕
✗✔

✖✕
✗✔
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Pour montrer que u1 et u′
1 sont équivalents, il suffit de montrer que tous les sommets de CN

m contenus
dans une même N -face de CN

n appartiennent à un même simplexe. Soit b un sommet de CN
m dans une face

CN
n d’arêtes a1,. . .,ap. Par construction de |u1|, il vient que |u1|(b) appartient au simplexe s de sommets

u1(a1),. . .,u1(ap). Ainsi
u′

1(b) = |u′
1(b)| = |u′

1(b)| ∈ s

Ainsi φ∗ est injective. De plus le lemme 2 prouve que φ∗ est surjective. Enfin, restreignons l’ensemble
de départ aux N -matrices de promenade à bord constant égal au sommet x. Le produit × partiellement
définie sur M

N
(Q) devient un loi interne et l’application φ∗ devient un morphisme de groupe et donc un

isomorphisme.

2.4 Cas où le poset est infini. Peut-on étendre le théorème précédent dans le cas des posets
infinis ? Dans certains cas oui. Plus précisément, si les sous-ensembles totalement ordonnés du poset sont de
dimension finie, alors les groupes fondamentaux, algébrique et topologique, sont isomorphes.

Rappelons dans un premier temps la construction de la réalisation géométrique |C| d’un complexe sim-
plicial infini C ; notons C0 l’ensemble des sommets de C. Les simplexes des complexes simpliciaux considérés
contiendront tous un nombre fini de sommets. Dans un premier temps, décrivons les point de |C|, nous en
donnerons la topologie ensuite. Les points de |C| sont les familles (λi)i∈C0

de [0, 1], où les indices i non nuls
sont inclus dans un même simplexe, vérifiant

∑
i∈C0

λi = 1. Notons que cette dernière égalité a un sens

puisque l’ensemble des λi non nuls est fini. A chaque simplexe s = (a1, . . . , an) correspond un sous-ensemble
s de |C| formé par les points (λi)i∈I tels que λi = 0 si i n’est pas dans {a1, . . . , an}. L’injection f définie

de s dans Rn par b
(
(λi)i∈C0

)
= (λa1 , . . . , λan) permet de transporter le topologie de Rn sur s. Enfin,

déterminons la topologie de |C| en décrivant ses sous-ensembles fermés : un sous ensemble A de |C| est dit
fermé si et seulement si A ∩ s est un fermé dans s pour tout simplexe s de C. Cette construction de la
réalisation géométrique cöıncide, dans le cas où le complexe simplicial est fini, à la définition existante (Voir
[H-W], p 46). Dans le cas des complexes simpliciaux infinis, la notion de st(a) pour un sommet a peut être
étendue et est encore un ouvert de |C| ([H-W],p 47). La démonstration précédente peut être alors étendue
au complexes simpliciaux infinis.

3. Le n-groupe d’homotopie algébrique.

3.1 Motivation et définition. Nous avons vu qu’à partir d’une présentation (Q, I) d’une algèbre
triangulaire, il existe un CW-complexe B(Q, I). De plus, il existe une algèbre d’incidence A associé à (Q, I)
ayant le même groupe fondamental. A cette algèbre A, on peut associer un n-groupe d’homotopie algébrique
isomorphe au au n-groupe d’homotopie du complexe simplicial associé à A. La situation est résumée sur le
schéma suivant :

(Q, I)

Algèbre
d’incidence

A

B(Q, I)

✘✘✘✘✘✘✘✘✿
❍❍❍❍❍❍❍❍❨

❳❳❳❳❳❳❳❳③ Complexe
Simplicial C

✲

✲

✲ Πn(B(Q, I)

Πn(|C|)

Πn(A)
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Nous avons déjà montré dans le paragraphe précédent que Πn(Πn(|C|) et Πn(|C|) sont isomorphes. Mais
la situation est encore plus agréable, les 3 groupes groupes fondamentaux sont isomorphes

Théorème. Soit (Q, I) un algèbre triangulaire, B(Q, I) le CW-complexe associé, A son algèbre d’incidence
et C le complexe simplicial associé A, alors :

πn(A) ≃ πn(|C|) ≃ πn(B(Q, I))

Ainsi, il semble naturel de définir le nièmegroupe fondamental algébrique d’une présentation (Q, I) d’une
algèbre triangulaire, comme étant le nièmegroupe fondamental de l’algèbre d’incidence associé. Ce théorème
redémontre en particulier le théorème de la première partie, c’est-à-dire que les groupes fondamentaux
Π1(Q, I) et Π1(A) sont isomorphes.

3.2 Preuve du théorème. Notons ∆n le n-simplexe géométrique de Rn défini comme l’enveloppe
convexe des points (1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0),. . .,(0, . . . , 0, 1) ; l’ensemble ∆n peut être considéré comme un
CW-complexe. Soit s une n-cellule de B(Q, I). Le CW-complexe B(Q, I) étant régulier, l’ensemble s est
homéomorphe à la boule unité fermée de dimension n et donc aussi à ∆n. On peut, de plus choisir, un
homéomorphisme conservant les sous-cellules, c’est-à-dire que l’image d’une k-cellule de ∆n soit une cellule
de dimension k de B(Q, I). Notons φs

1 cette homéomorphisme. Considérons de plus φs
2 l’homéomorphisme

induit par l’identité entre ∆n et sa subdivision barycentrique ∆′
n. Notons enfin s′ le sous-complexe de |C|

formé par les sommets associés aux sous-cellules de s. Comme s′ et ∆n sont deux réalisations d’un même
CW-complexe, elles sont isomorphes. Notons φs

3 cet homéomorphisme. Voyons sur un exemple, l’action de
φs

1, φs
2 et φs

3 :

φs
1−→

φs
2−→

φs
3−→

Notons enfin l’homéomorphisme φ de B(Q, I) dans |C| défini par φ(x) = φs(x) pour tout cellule non
dégénérée s et tout point x dans s. Cette application continue définit en fait un homéomorphisme, les groupes
d’homotopie associés à B(Q, I) d’une part et |C| d’autre part sont isomorphes.

3.3 Le nièmegroupe d’homotopie comme groupe fondamental d’une algèbre d’inci-

dence.
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dimensions finie, publications internes de la section de mathématiques de l’université de Genève.
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