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Abstract

In this paper we construct an incidence algebra of a poset associated to a presentation by
a quiver and relations of a finite dimensional algebra. We provide an exact sequence relying
the fundamental groups of the incidence algebra and the presentation. Moreover, we give an
algoritm to calculate any fundamental group.

AMS classification : 16E40; 16G20; 06A11; 55Q05

Dans 'optique d’étudier les modules de génération finie sur des algebres de dimension finie,
il a été développé ces dernieres années une méthode diagramatique, essentiellement due a P.
Gabriel, basée sur des carquois, c’est-a-dire sur des graphes orientés finis. Plus précisément, il a
été démontré que pour toute algebre A sobre de dimension finie sur un corps k algébriquement
clos, il existe un carquois unique ) et au moins un idéal I admissible de algebre kQ, 'algebre
des chemins de @, tels que A soit isomorphe a kQ/I. Un tel couple (Q,I) est nommé une
présentation de A par carquois et relations. Pour chaque paire (@, ), nous pouvons définir
un groupe fondamental I1;(Q, I). Dans la théorie des représentations d’algebres, I'importance
des algebres simplement connexes, algebres dont les groupes fondamentaux associés a chacune
de ses présentations sont triviaux, réside dans le fait que souvent, il est possible de réduire,
avec ’aide des recouvrements, I’étude des modules indécomposables d’une algebre a ceux d’une
algebre simplement connexe bien choisie (voir par exemple [BG]).

Dans [], il a été montré que le groupe fondamental, unique dans ce cas la, associé a
une algebre d’incidence avait une interprétation géométrique. En effet, le groupe fondamental
algébrique est isomorphe au groupe fondamental topologique d’un complexe simplicial. Afin
de donner une vision géométrique du groupe fondamental algébrique dans tous les cas, nous
avons associé a toute présentation (@, ) d’algebre une algebre d’incidence A. Un lien étroit
unit les groupes fondamentaux de ces deux présentations :

Théoréme. Soit (Q,I) la présentation d’une algebre et A l’algebre d’incidence associée, il
existe un sous-groupe H de II;(Q,I) que 'on peut décrire par générateurs tel que la suite
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suivante soit exacte :

1 — H — ILI(Q,I) — ILA) — 1

Il existe de nombreux cas ot ce noyau est nul, par exemple dans les cas ou ’algebre est Schurian
ou lorsque le carquois ne contient pas de "huit”. En I'occurrence, il devient facile, grace a ce
théoreme, de retrouver le groupe fondamental des algebres d’incidence dont le carquois est une
couronne.

Cette article décrit également un algorithme de calcul du groupe fondamental, qui permet
de présenter rapidement le groupe fondamental par générateurs et relations. Pour calculer le
groupe fondamental d’un couple (Q, I), nous montrons qu’il est isomorphe au groupe fonda-
mental d’un couple (Q',I') ol Q' contient un sommet de moins que Q. Ainsi en réitérant le
processus, le groupe fondamental IT; (Q, I) est isomorphe au groupe fondamental d’un carquois
ne contenant qu’'un seul sommet ce qui donne une présentation par générateurs et relations.
Cet algorithme permet également de calculer le premier groupe de cohomologie de Hochschild
des algebres dont une présentation vérifie les hypotheses décrites par 1. Assem et M. Saorin
dans [PS] permettant d’obtenir un isomorphisme entre Hom(I1;(Q, 1), k") et HH'(kQ/I).

Cette article regroupe quelques résultats de ma these et je tiens ici a remercier ici tous
ceux qui m’ont aidé dans sa réalisation : tout particulierement Claude CIBILS, mon directeur
de these, pour sa disponibilité, ses conseils avisés, et toute ’aide qu’il m’a apportée et Manolo
SAORIN, avec qui j’ai eu la chance d’avoir de fructueuses discussions, a l’origine notamment
de la construction de I’algebre d’incidence associé a chaque présentation.

Dans cette article, k désignera un corps algébriquement clos.

1. Rappel sur le groupe fondamental algébrique.

Donnons dans un premier temps quelques notions sur les relations minimales d’un idéal
d’une algebre de carquois ce qui permettra de construire la relation d’équivalence nécessaire a
I’élaboration du groupe fondamental algébrique. Soit () un carquois et I un idéal de kQ. Une
relation de I est un élément de I du type Zie j a;w; avec J non vide, ot les a; sont dans k* et
les w; sont des chemins de kQ).

La relation est dite minimale si pour tout sous-ensemble .JJ' non vide et strict de J, la
somme Zie g a;x; n’est plus un élément de I.

Les relations minimales vont permettre de construire, sur les promenades d’'un carquois,
une relation d’équivalence qui permettra de définir le groupe fondamental d’une présentation.
Commencons par introduire la notion de promenades d’un carquois :

Définition. Soit ) un carquois et k@) son algebre de carquois. Soit a une fleche de Q) reliant = a
y, notons a~ ! son inverse formel qui relie y & x ; les sommets y et 2 sont appelés respectivement
source et terminus de a~! et sont notés s(a!) et t(a~!). Une promenade de kQ de longueur n
est une suite formelle p = afla;—?l ... ai! telle que le but de a,fl soit égal a la source de aﬁl

pour k variant de 1 & n — 1; les sommets s(ai-!) et #(a;f!) sont naturellement appelés source
et terminus de la promenade p et sont notés s(p) et t(p). Remarquons que les applications



source et terminus ainsi définies sont des prolongements des applications source et terminus
définies sur les chemins de (). Nous noterons P(Q) 'ensemble des promenades de Q.

La promenade triviale en x, celle ne contenant aucune fleche et dont les extrémités se
trouvent en x, est encore notée x. De plus, une promenade est dite fermée si elle a des extrémités
identiques. La composition des chemins munit également ’ensemble des promenades d’une
multiplication partiellement définie. Elle prolonge celle construite sur ’ensemble des chemins.
Plus précisément, si p; et py sont deux promenades, alors ps.p; est définie uniquement si le
terminus de p; est égal a la source de po et vaut, dans ce cas la, la concaténation des deux
suites.

Remarque. Une promenade est en fait un chemin a travers le graphe non orienté, c’est-a-dire
qu’une promenade peut parcourir les fleches dans le sens que celles-ci indiquent ou dans le sens
inverse.

Définition. Afin de construire le groupe fondamental d’une présentation (@, I'), nous considé-
rerons une relation d’équivalence sur I’ensemble des promenades du carquois Q). Celle-ci est
définie comme étant la plus petite relation d’équivalence ~ vérifiant :

1. Si « est une fleche reliant le sommet 2 au sommet y alors aa™! ~y et ala~ 2.
2. Si Y 1", Aiw; est une relation minimale alors wy ~ ... ~ wy,.

3. Si les promenades « et (3 sont équivalentes alors w aw’ ~w Bw’ pour toute promenade
w et ' de Q telles que les produits précédents existent.

Remarques.

1. Sil'idéal I de la présentation (@, I) est I'idéal parallele, le point (2) revient a ce que les
chemins paralleles soient équivalents.

2. La relation d’équivalence ~ dépend de 'idéal I et est compatible avec la multiplication
des promenades, lorsqu’elle est définie grace au point (3).

3. Deux chemins équivalents sont paralleles; cela provient de (-2).

Rappelons & présent la définition du groupe fondamental algébrique, voir par exemple [AP].
Considérons un sommet xy de (). L’ensemble quotient des promenades fermées en xy par la
relation d’équivalence précédente est un groupe et ne dépend pas de xg lorsque () est connexe.
11 est noté I1;(Q, I).

Exemple 1I.1. Soit ) le carquois suivant et I 'idéal parallele de kQ :

a=z0 ﬁ c

les lettres grecques représentant les fleches et les lettres latines les sommets. Notons w la pro-
menade 7~ 1ef~1§3 1o fermée en x. Le point 1 lors de la définition de la relation d’équivalence



indique qu’un aller-retour sur une méme fleche équivaut a ne pas bouger. De plus, comme il
n’existe pas de chemins paralleles, le groupe fondamental ne contient que les classes des pro-
menades w” avec n dans Z. Par ailleurs, ni w ni aucune de ses puissances n’est trivial puisque
I est trivial. Le groupe fondamental est donc isomorphe a Z.

Remarquons que ce carquois provient du poset P = {a,b,c,a’,b', ¢’} muni de la relation
dordre:a < cd,b<d,a<bV,c<b,b<d,c<d;cesinéquations ayant donné respectivement
dans le carquois @ les fleches v, €, a, 3, 6 et §. On a donc I1;(Q, I) = I1;(P) ~ Z.

2. Algorithme de calcul de m(Q, )

Avant d’énoncer le théoreme principal, nous introduisons quelques notations. Considérons
un carquois ), un sommet zg de @ et des familles de chemins (¢;)ica et (c})ica de @ indexés
par un ensemble A. Notons < (¢; ~ ¢});ea > la plus petite relation d’équivalence sur I’ensemble
P(Q) des promenades de @), compatible avec la concaténation et vérifiant :

1. Si f est une fleche de @ allant de a vers b alors f.f~' ~ bet f~Lf ~ a.
2. Pour tout i de A, on a: ¢; ~ ¢

Cette notation pourra également servir pour de désigner la méme relation d’équivalence res-
treinte a P,,(Q), 'ensemble des promenades fermées en x.

Considérons de plus une fleche fy de @ d’origine ag et d’extrémité by avec ag # by, et
désignons par @’ le carquois obtenu & partir de @) en fusionnant les sommets ag et bg. Plus
précisément :

— Les sommets de Q' sont les sommets de Q ou ag et by sont identifiés. Notons ¢y ce

sommet.

— Les fleches de @’ sont les fleches de @ privées de fy. Chacune a méme origine et méme

but que dans Q. Remarquons qu’une fleche parallele & fy devient une boucle dans @’.

Notons également par p la projection de P(Q) sur P(Q’) définie par
— p(s) = s pour tout sommet s différent de ag et by,
= plao) = p(bo) = co,
— p(f) = f pour toute fleche f différente de fy,
= p(fo) = co.

Définissons enfin R’ sur kQ’, la relation d’équivalence < (p(c;) ~ p(c}))ica >.

Théoreme II.1. Dans le contexte ci-dessus, le morphisme p induit un isomorphisme :
P£0 (Q)/R = Pp(a:o)(Q/)/R/

Preuve.

Définissons tout d’abord une application g de Py, (Q') dans Py, (Q) vérifiant p o q = Id.
Considérons w’ = g ... af' une promenade de Q' fermée en p(x(). Cette promenade en général
5 . s ) €Y\ _ €it1 .
n’est pas une promenade de @), puisque que l'on a pas forcément t(c;’) = s(a;] ) pour tout i
de {1,... ,n — 1}. L’application ¢ insere fy et f; ! entre certaines fleches de o’ de facon & ce

que celle-ci deviennent une promenade de Q.



. . a1e 97 s €0 _ En+l __

Construisons g de facon plus formelle. Posons pour fac111‘§er Iécriture o’ = o, = p(zo),
et notons s; et ¢; respectivement la source et le terminus de o;* considéré comme une promenade
de Q. Considérons alors w = ey.af.ep_1...e1.07 .eg de @, ou les e; sont définis de fagon
suivante :

ti si ti = Si+1
ei=19 fo siti=aget sy =0y
fo_l si t,; = b() et Si+1 = Qo

On a alors p(w) = w'. Posons ¢(w') = w, alors po g = Id.

Montrons que I'image par ¢ de deux promenades équivalentes par R’ sont deux promenades
équivalentes par R.

Il suffit de montrer cette propriété sur les générateurs de la relation d’équivalence. Consi-
dérons dans un premier temps une fleche f de @’ et les promenades de Q' fermées en p(zg)
w = p1.f 1 f.p2 et W' = p1.pa, et montrons que g(w) et g(w’) sont équivalentes. Pour cela
notons pj et py les promenades de @ obtenues & partir de p; et py en insérant fo et fo,
comme expliqué lors de la construction de ¢, on a ainsi :

qw) = phes.f e fesh et W) = pl.es.ph
Comme t(f) =s(f"!) ona e; =t(f) et

qw) = p'l.eg.f_l.el.f.e4.p'2 = p'l.eg.f_l.f.e4.p'2 ~ p).es.eq.ph

Etant donné que les promenades es, e3 et e4 sont formées uniquement avec la fleche fy et son
inverse, on obtient q(w) ~ ¢(w’). La démonstration est identique pour I'insertion de f.f~!.

Considérons & présent deux promenades de Q' fermées en p(zg) de la forme w = pl.cfl.CQ D2
et w' = p1.po avec ¢y et co R'-équivalents ol ¢; et cp sont deux chemins équivalents générateurs
de la relation d’équivalence R'. En d’autres termes, il existe des chemins ¢ et ¢, de @ équivalent
par la relation R tels que p(c}) = ¢1 et p(ch) = co. Montrons alors que les promenades g(w) et
q(w') sont équivalentes. Notons de plus, comme précédemment, p) et p) les promenades de @
obtenues a partir de p; et py en insérant fy et fi° 1. Ainsi :

-1
qlw) = ples.ci .e1.ch.eq.ph et q(W) = pl.eaph

Les chemins ¢, et ¢} étant équivalents, on a t(cy) = s(¢, ") et ey = ¢(f). On obtient donc

/ /—1 / / / r=1 / / /
q(w) = pl.es.c] .e1.ch.e4.py = Pl.€3.C] .C3.€4.D5 ~ D|.€3.€4.D5

Etant donné que les promenades es, e3 et e4 sont formées uniquement avec la fleche fy et
son inverse, on obtient encore g(w) ~ g(w').

Par définition de la relation R’, la projection p est également constante sur les classes
d’équivalence. Ainsi p et ¢ induisent p. et g. entre les espaces Py, (Q)/R et Py, (Q')/R'. 11
suffit de montrer que ¢. o p« = Id, ce qui est vrai puisque 'application ¢ o p appliquée a une
promenade lui enléve les expressions du type fo.f; Lot fo L fo et sa classe d’équivalence reste
inchangée. [



La méthode. Soit () un carquois et I un idéal quelconque de kQ. Remarquons tout d’abord
que la relation d’équivalence définie afin de construire le groupe fondamental algébrique IT; (Q, I)
est en fait la relation d’équivalence < (w; ~ w})jca > ou pour tout ¢ de A, les chemins w; et
w, sont des chemins d’une relation minimale. En appliquant ensuite le théoréme un certain
nombre de fois (autant que de sommets de ) moins 1), et apres avoir simplifié par les boucles
équivalentes a leur extrémité, on trouve que le groupe fondamental algébrique IT;(Q, I) est
isomorphe au groupe fondamental d’un carquois ne contenant qu’un seul sommet. Cela donne
donc une description de 111 (Q, I) par générateurs et relations.

Nous allons reprendre des exemples vus précédemment et les calculer grace a cet algorithme.

Exemple I1.2. Considérons le carquois @ :

.y'\ﬁk.
s

et les idéaux I} =< fa — f'a’ > et I =< Ba >. Calculons les groupes fondamentaux associés
a ces deux présentations. Tout d’abord pour (Q, I;) :

. f :ﬁ’ ® f :6
ol of
a\*o /ﬁ//wa,\/ﬁ/a/> /<ﬂaNa/> %INO/>
fo=a' /f‘; simp.

e, » / — ) /
<a~s(a)> <p>

Le groupe fondamental associé a (@, ;) est donc trivial. Calculons & présent celui de

(Q,I2) :

fo=p' . fo=8
8 0 a7 \ﬂ 0 o

-t
S /B’/ ) o / o
* <> <0> <0>



fo=a/ 7N

<>

Ainsi, le groupe fondamental de la présentation (Q, I) est isomorphe a Z.

Exemple I1.3. Considérons a présent l'algebre d’incidence suivante. Cet exemple sera repris
en () pour montrer que le complexe simplicial associé est un octaedre. Nous noterons par fg,
la fleche allant du sommet & au sommet y.

a b c b c
[ ]

b c
>< >< — / \>< — < {><
_— _—
a’ b c Al o b c A2 b CAS

Avec

Ry =< foefav ~ forcfas  foo fav ~ foe favrs  focfav ~ focfavs  foo farb ~ forer fary >
Ry =< foe ~ frefows foo ~ foer oy foekaw ~ foefavs  foo fan ~ foe favs >
R3 =< foe ~ frrefor, foer ~ foer fovrs JoeSvo ~ frres Joe' foro ~ forers >

On effectue le méme procédé sur les fleches fi. et fi ; les nouvelles fleches entre b et b’ seront
notées avec des primes. On obtient :

fo=foe

~ ‘\‘w ’/(7 o
e’

S
\/.
l "
I
&
T
e 4t—o

Avec
{ Ry=< b~ finfors  foo ~ foerfors  fov~ fope foo foo ~ foer, >
Rs =< b~ finfors  foy ~ fors  foo~ flns Fiyfon ~ 0>
Enfin en effectuant 'opération une derniere fois avec fo = fur, et en posant o = p(fyp),

B = p(fy,) et v = p(fy,), on obtient un carquois ne contenant qu'un seul sommet b et trois
fleches a, (8 et v avec les relations :

R=<b~vy,f~ba~y, fa~rb>=<a~fF~y~b>

Le groupe fondamental topologique est donc trivial, ce qui est logique puisque c’est le groupe
fondamental de la surface d’un octaedre.



Exemple I1.4. Un dernier exemple avec le carquois ci-dessous et I'idéal I =< yBa—+' 3 o, 35—
7/5/7 7/5/5 - 7/5/ >.

puis

l.& fo=a
B/' X fo=0' A/ﬂ/ \VA
B .

R1 R2

.y . /
5

Avec

: (D7 s
\7

Ry =< ~vfa~~Ba, 86 ~~0, ~'B6~~6 >
Ry =< AB8~+f, YBS~ o, A BO~A >
Ry=< A8 ~f, ABd~1t(y), B6~t(y)>
R4 =< VﬁNs(ﬁ)a ’YﬁéNt(’Y)a 5Nt(’7) >
Ry =< pB~s(B), Bo~s(B), 0d~s(B)>

Ainsi, apres simplification des deux dernieres fleches, on trouve que le groupe fondamental
de (@, ) est trivial.

3. Algebre d’incidence associée a une présentation

Dans ce paragraphe nous allons pour chaque présentation par carquois et relations (Q, )
d’'une k-algebre A, construire une algebre d’incidence A’, avec pour objectif d’obtenir une
surjection du groupe fondamental du couple (Q,I) sur le groupe fondamental de l'algebre
d’incidence A’.

Nous commencerons donc par construire un poset ¥ a partir d’une présentation (@, 1),
puis nous montrerons qu’il existe une surjection de 113 (Q, I) dans IT;(A") ou A’ est I'algebre
d’incidence associée a ¥. Enfin nous mettrons en évidence un sous-groupe H de I1;(Q, I) tel

que la suite
0— H—IL(Q,I) —T;(4) —0

soit exacte.
L’intérét principal de cette algebre d’incidence est de donner dans le cas ou le sous-groupe
H est trivial, une vision géométrique du groupe fondamental. En effet, comme nous ’avons



montré en () les groupes fondamentaux IT; (A") et II;(Sim(X)) sont isomorphes. Ceci permet
de réaliser géométriquement tout groupe fondamental dont le sous-groupe H est nul.

Enfin signalons que dans le cas ou ’algebre de départ est déja une algebre d’incidence, les
groupes fondamentaux de cette algebre et de I'algebre d’incidence construite par la méthode
précédente sont isomorphes; dans ce cas H est trivial. Nous montrerons ensuite qu’il existe
d’autres familles avec cette méme propriété.

a) Les sommets de 2.

Considérons tout d’abord I’ensemble quotient C(Q)/ ~ ot C(Q) est 'ensemble des chemins
de @ et ~ est la relation d’équivalence utilisée lors de la construction du groupe fondamental
(1.) restreinte & I’ensemble C'(Q). Notons alors ¥ ’ensemble quotient de C(Q)/ ~ privé des
classes contenant des chemins se trouvant dans I. Ainsi par construction, tout chemin se
trouvant dans une classe de X n’est jamais équivalent & un chemin se trouvant dans I.

Etant donné que les origines et les terminus de chemins équivalents sont identiques, les
notions d’origine, d’extrémité et de parallélisme s’étendent a I’ensemble Y. De plus comme
la relation d’équivalence ~ est compatible avec la concaténation des chemins, I’ensemble X
hérite d’une loi de composition interne partiellement définie sur les promenades. Remarquons
également que cette opération est entierement définie sur ¥ U {0} qui est ainsi muni d’une
structure de semi-groupe.

b) Relation d’ordre sur X.

Soit (@, I) une présentation et ¥ I’ensemble associé a (Q, I) défini précédemment.

Proposition - Définition II1.2.1. Soit a et b des éléments de X alors les quatre assertions
suivantes sont équivalentes :

. 3w, w' €Y /) b=w.aw'

2.Yac€a, 3bcb, Jww €C(Q) / b=waw
3.3aca, 3beb, Jww €C(Q) / b=waw
4. Yaca, Ybeb, Jw,w €C(Q) / b~w.aw

On dit alors que a divise b et on note a/b. Cette relation est donc la restriction & ¥ de la
relation divise du semi-groupe ¥ U {0}

Preuve.

(1 = 2) : supposons qu'’il existe w et w' dans ¥ vérifiant b = w.a.w’. Fixons a, w et '
respectivement dans a, w et «’, il suffit alors de poser b = w.a.w’.

(2 = 3) : évident.

(3 = 4) : tous les chemins de a (resp. b) sont équivalents. De plus la relation ~ est compatible

avec la multiplication.

(4=1) : soit b ~ w.a.w'. Comine b n’est pas dans [, il en est de méme pour w.a.w’ d’apres
la construction de 3. De plus, w (resp. w’) est dans X. En effet dans le cas contraire w est



équivalent & un chemin dans I et donc w.a.w’ est équivalent & un chemin dans I ce qui est

exclus. Ainsi (b) = w.a.w’ = (w).(a).(w") O

Proposition II1.2.2. La relation divise définie précédemment est une relation d’ordre sur .

Preuve. La réflexivité et la transitivité étant évidentes, il ne reste que ’antisymétrie a
considérer. Les relations &/B et 5/5 impliquent qu’il existe aq, o), s et o tels que a ~ aq.b.¢}
et b ~ ag.a.ay ot a et b désigne des éléments quelconques de a et b. En posant w = aj.ag
et w' = ab.af, on a a ~ w.a.w'. Ainsi, en utilisant n fois la derniére équation, on trouve que
a ~ w".a.w™ pour tout n de N. Comme I est admissible, il existe un ng de N tel que F™0 C I
ou F™0 est I’idéal contenant les chemins de longueur supérieure ou égale a ng. Deux cas peuvent
alors se produire :

1. Les classes w ou w’ contiennent au moins un chemin de longueur strictement positive.
Supposons pour clarifier la situation que ce soit w et notons wg ce chemin. Ainsi, le
chemin a est équivalent & w(®.a.w™®. Mais wy® étant dans I, 1’élément a est équivalent
a un élément de I ce qui est impossible par construction de ’ensemble Y. Ce cas ne
peut donc pas se produire.

2. Les classes w et w’ ne contiennent que des sommets. Comme I est admissible les sommets
ne peuvent pas étre équivalents & un autre chemin que le sommet lui-méme et ainsi w et
w' sont des singletons contenant respectivement le terminus ¢ et la source s de a ; ainsi
w’ = s et w = t. De plus, pour une question de longueur, ’égalité . =t se traduit

forcément par a; = as = t. En raisonnant de méme pour w’, on trouve que a = b.

O

Proposition IT1.2.3. Soit (@, I) une présentation d’une algebre et X le poset associé a cette
présentation, alors :

1. dim(kQ/I) > card(X). En particulier, si kQ/I est de dimension finie alors ¥ est fini et
I’algebre d’incidence associée est également de dimension finie.

2. Le carquois () est connexe si et seulement si son poset d’incidence ¥ est connexe.

Preuve.

(1) : Soit (w;)ics une famille de représentants de chaque classe de ¥. Montrons que c’est une
famille libre dans kQ/I. On suppose que Y .. ; \w; € I, il existe donc J' C J non vide tel
que Y ;o Ajw; soit une relation minimale : en conséquence les (w;);e sont équivalents. Par
ailleurs, les w; étant choisis dans des classes d’équivalence distinctes, le cardinal de J ne peut
étre que 1. Ainsi, la relation minimale se réduit a Ag.wgr = 0 pour un certain k de J. Comme
wy, n’est pas dans I par construction de X, le scalaire A; est nul. On réitere I'opération autant
de fois que J contient d’éléments, et nous trouvons que tous les \; avec i dans J sont nuls, la
famille (w;);cs est libre.

(2) : La démonstration sera plus facile apres avoir démontré la surjection entre les deux groupes
fondamentaux, voir (Ch0: IV.1.1). O

c) BExemple
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Considérons le carquois @ et I'idéal I de kQ suivants :

—B .
V(R‘A‘ I =<cea, ¢, fa — oy >
¥

Mis & part les fleches et les sommets, il existe un unique chemin dans @ a savoir Sa = 7.
Ainsi le carquois d’incidence est :

/~ = o Ba=dy
/ ﬂ/
2

4. Relation entre les groupes fondamentaux.

Soit (@, I), une présentation d’une algebre par carquois et relations. Dans les paragraphes
précédents, nous avons construit un poset ¥ a partir cette présentation (Q,I). Ces deux
objets, la présentation et le poset, ont chacun leur groupe fondamental, et notre propos est de
les comparer. Nous allons tout d’abord montrer qu’il existe toujours une surjection de II;(Q, I)
dans I (X). Puis pour étudier le défaut d’injectivité, nous allons introduire un sous-groupe
explicite H de I1;(Q,I) tel que le groupe quotient I1;(Q, I)/H soit isomorphe a II;(X). En
d’autres mots, nous donnons un systeme de générateurs du noyau de la surjection.

a) Surjection de I11(Q. 1) dans I11(X)

Théoréme IV.1.1. Soit (Q, I) une présentation d’une algebre et X le poset d’incidence associé,
alors il existe une surjection :

o I(Q, 1) — II1(X).

Preuve. Notons () le carquois ordonné associ¢ a X. Pour simplifier les notations de la
démonstration un sommet de QE pourra également désigner une classe de chemins de C(Q)/ ~
ou méme un chemin de @ si le chemin est seul dans sa classe. Ceci est le cas par exemple pour
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les classes de sommets ou de fleches. Considérons & présent 'application ¢ définie de P(Q),
I'ensemble des promenades de @, vers P(Q), I'ensemble des promenades de @, caractérisé
par :
— Si a est un sommet de @ (considéré comme chemin constant) alors ¢(a) = a. Remarquons
que l’idéal étant admissible, a n’est pas dans I; la classe de a est donc bien dans .
— Soit « une fleche de @ allant de a vers b, alors a et b sont des diviseurs de «. L’idéal
I étant admissible, les fleches de @) ne sont pas dans [ ; ainsi « est dans . Comme il
n’existe pas d’éléments strictement compris, pour la relation d’ordre divise, entre a et «
(resp. entre b et «), il existe dans @,, deux fleches a, et oy reliant respectivement les
sommets a et b a la fleche . On peut alors poser ¢(a) = a;laa.

Dans Q: a b Dans @, : a a o

— L’application ¢ est compatible avec la composition des chemins, ainsi si a5 ...aJ" est
une promenade de P(Q) alors

dlag" ... al") = ¢lan)™ ... ¢(a1)™!

Soit X le sommet base de @ choisi pour le calcul de I11(Q, I), le point ¢(Xy) = Xy sera
également le sommet de @), choisi pour calculer II; (Q,, IQE)' Nous noterons également par
¢ le morphisme induit par ¢ de source le groupe des chemins de ) fermés en X et de but

HI(QWIQZ)'

Montrons tout d’abord que I'application ¢ est surjective. Soit p = a5 ...aj' une prome-
nade de @)y, passant successivement par les sommets ai,..., an41 avec a1 = apy1 = Xo; en
d’autres termes a; est lorigine de w;’. Nous allons prouver que p est équivalent & un chemin
p traversant les sources s ...s,41 des classes de chemins ay, ... ,Gpt1.

Pour tout i de {1, ... ,n}, le sommet s; divise a; et donc il existe un chemin ¢; de @, reliant
s; & a;. De plus, comme X est également un sommet de Q, les chemins ¢ et ¢,,; valent Xj.
La promenade p est alors équivalente a :

p = (Cpp1057¢Cn) ... (cglagz@)(c;la?cl)

La situation est résumée sur le schéma suivant :

onal 0‘7? s 0‘7;2 a3 ai? ay @ 0‘751" Ans1-Xo

c1 C2 C3 C4 Cn Cn+1
Xo=51 89 53 S4 Sn Snt1=Xo
Soit i fixé dans {1,...,n}. Supposons de plus que a;/a;11, c’est-a-dire que ; = 1; I'autre

cas se traitant de la méme facon. Comme a; est relié a a;41 dans Q) par o, il n’existe aucun
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élément b strictement entre a; et a;+1. 1l existe donc une fleche f; de @ tel que a;+1 = ai.f; ou
ai+1 = fi-a;. L

Dans le second cas a;+1 = f;.a;, les chemins ¢; et ¢;41 ont une méme origine s; et donc les
chemins a;c; et ¢;11 sont paralleles et donc c;rllozici est équivalent a s;.

Considérons & présent le premier cas : a;11 = a;.f;. La fleche f; de Q a pour origine s; 1
et pour extrémité s;, donc il existe des fleches fs, et fs, , de Qy, reliant respectivement s; et
si+1 au sommet f; ; ces fleches vérifiant ¢(f;) = f;z_ 1 fsisr- De plus f; divise a;+1, ainsi il existe
un chemin ¢ de @y, reliant f; a a;41.

_ o _
a; d - Qit1

Ci 7 /

Les chemins c;11 et cfs,,, d'une part et a;c; et cf,s, d’autre part sont paralleles, la pro-
-1 o op—1 o —1 o op—1 . 5.
menade ¢;;a;¢; est donc équivalente a fg 7 c™ cfs, puis a fg o fs, qui est exactement I'image

Ci+1

+1

par ¢ de fi_l. Remarquons que si nous avions considéré a;;1/a;, nous en aurions déduit que
le chemin est équivalent a I'image de la fleche f;.

Remarquons également pour la suite, en utilisant le méme procédé que précédemment, que
la promenade de @ d’origine a et d’extrémité b :

a—fi—fofi=fifofi—= .= fafo1--fi—=fon--fo—=fun...f3—...—b

est équivalente a ¢(c) on ¢ = fpfn_1... f1.

Montrons que ¢ est constant sur les classes d’équivalence de la relation ~. Il induit donc
¢+ Vérifions tout d’abord que pour toute fleche f d’origine a et de but b, on a ¢(ff~1) ~ ¢(b)
et ¢(f71f) ~ ¢(a). En effet ¢(f~1f) = f;lfbfljlfa ~ a = ¢(a); la démonstration étant
identique pour 'autre égalité.

Il suffit maintenant de vérifier que les images de deux chemins ¢ et co de @ équivalents
sont équivalentes. Supposons dans un premier temps que c¢; et co ne sont pas dans I, ils sont
donc représentés dans X.

Considérons ¢; = a, ... a1 et cg = By, ... /1 des chemins équivalents de () et notons a et b
respectivement l'origine et le but communs aux deux chemins c¢; et co. Définissons, a présent,
les chemins suivants :

e1 le chemin de @)y, passant par les sommets a, a1, agay, .. .,c1

ez le chemin de Q,, passant par les sommets b, a,, o1, ..., c1
ez le chemin de Q,, passant par les sommets a, 31, 5201, ..., c2

e4 le chemin de @)y, passant par les sommets b, By, BmBm—1, - .-, C2

Les chemins c; et cg étant équivalents, ils sont représentés dans Y par le méme sommet c. La
situation est résumée dans le schéma suivant, les fleches courbes représentant des chemins de

Q, -

€1 €9
STTTNAL e T
a c b
l\\/ \_/
es e4
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D’apres la remarque de la fin de la preuve de la surjectivité de ¢, nous avons e, ter ~ é(cy)
et egles ~ d(ca), donc ¢(cy) et ¢(ca) sont équivalents.

Intéressons nous a présent au cas ot ¢; ou co sont dans I. Comme ¢ et cg sont équivalents,

il existe des promenandes (1, ... , 3, vérifiant :
aa =0~ P~ oo~ By o=
et tels que pour tout ¢ de {1,...,n — 1}, soit ;11 est obtenu & partir de 3; en ajoutant ou

en enlevant une promenade du type f.f~! ou f~1.f ou f est une fleche, dans ce cas la nous
avons déja montré que ¢(F;11) et ¢(5;) sont équivalents; soit il existe oy, o, w;, w); vérifiant :
Bi = wi.oq.wj, Biy1 = wi.ajw;,, et les chemins a; et o) font parties d'une méme relation
minimale de I de la forme A\;jja; + Aiga +. ... Fixons ¢ dans {1,... ,n —1}. Remarquons tout
d’abord que «; ne peut étre dans I car sinon «; serait une relation minimale et A\;;o;+Ajoc;+. ..
n’en serait plus une. Comme «; et o, sont équivalents et ne se trouvent pas dans I, en utilisant
ce qui précede, leurs images par ¢ sont équivalentes, ainsi ¢(a;) ~ ¢(c}). L’application ¢ étant
un morphisme et la relation ~ de II;(3) étant compatible avec la multiplication, on obtient :

p(wi.apw;) = o(w;).d(aq).p(wi) ~ G(wiiy).dlair).d(wir1) = o(wiyy.iy1.wiyr)

Comme 7 est quelconque, les chemins ¢(c;) et ¢(c2) sont également équivalents. Nous obtenons
donc une application ¢, surjective de IT;(Q, I) dans Hl(QE). O

Preuve de (ChoO: III.2.3). Nous allons & présent démontrer la propriété (ChO0: I11.2.3) qui
affirme qu’un carquois ) est connexe si et seulement si son poset d’incidence associé ¥ est
également connexe.

En effet, supposons que @ soit connexe. Considérons a et b deux sommets de . Notons
également s, et s; les sources de a et b. Comme %/a et ;b/g, il existe des chemins ¢ et ¢y de
¥ reliant respectivement s, & a et s, & b. De plus, les sommets s, = s, et s, = 5 de ¥ sont
également des sommets de (). Ainsi, comme () est connexe, il existe une promenade w de
reliant s, et s,. Enfin cyb(w)cl_l est une promenade reliant a & b. Le poset X est donc connexe.

Inversement, supposons que . soit connexe. Considérons x et y deux sommets quelconques
de @Q, ils sont également dans Y. Comme Y est connexe, il existe une promenade w’ de x &
y dans (). Puisque ¢ est surjective, il existe une promenade de @ reliant = a y et telle que
d(w) ~ . Ainsi, Q) est connexe.

O

b) Générateurs du noyau.

Soit (Q,I) une présentation d’algebre vérifiant la propriété (P). Notons ~, la relation
d’équivalence définie lors de la construction du groupe fondamental I1(Q, I) (1.). On considere
ensuite la relation d’équivalence R sur P(Q)/~, 'ensemble des classes de promenades de @
suivant la relation ~, définie comme étant la plus petite relation d’équivalence compatible avec
la multiplication et vérifiant la propriété suivante : si deux chemins paralleles ¢; et co de Q
divisent deux chemins équivalents par ~ ne se trouvant pas dans I, alors les classes ¢; et co
sont R-équivalentes.

Exemple IV.2.1. Considérons le carquois @) et 1'idéal I de kQ suivant :
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_ o gl _ _
Q_ eT——————F e— o I—<’)/a ’Yﬁ>

g

Les chemins « et 3 sont paralléles et divisent respectivement ya et v3 qui sont ~-équivalents.
Ainsi, les classes de chemins « et 3 sont R-équivalentes.

Exemple IV.2.2. Considérons a présent le carquois ) ne contenant qu’une seul sommet s
avec une boucle f sur ce sommet et 'idéal I réduit a {0} :

!
o- [ 1= {0}

Les chemins s et f sont paralleles et divisent f qui est équivalente a elle-méme, donc les classes
s et f sont R-équivalentes.

Soit H le sous-groupe distingué de I1; (Q, I) associé a la relation R, c’est-a-dire le plus petit
sous-groupe distingué H de I1;(Q, I) contenant les promenades de la forme pila_l.gp, avec
p une promenade commengant en Xy, le point base choisi pour calculer II;(Q, I), et avec ¢;
et ¢y paralleles divisant respectivement deux chemins ~—équivalents non nuls dans kQ/I. Le

sous-groupe H peut donc s’écrire :

—1 1=, - .. -
H=<p .c1 .co.p / p une promenade d’origine Xy, c € ¥, et c1/c, ca/c, c1//ca >

Remarquons que H ne varie pas si on le calcul avec la présentation (Q, I') ou avec la présentation
(@, I'), la présentation ne contenant que des relations monomiales et bindmiales associées.

c) La suite exacte.

Théoréme IV.3.1. Soit (@, ) une présentation d’une algebre vérifiant la propriété (P) et
¥ le poset d’incidence associé. Alors les groupes II(Q, I)/R et II;(Qy) sont isomorphes, en
d’autres termes, la suite

0— H—1IL(Q,I) — II(Qy) — 0

est exacte.

Preuve. Nous garderons les mémes notations que lors de la preuve de la surjectivité.

Montrons tout d’abord que ¢, est constant sur les classes d’équivalence de la relation R.
Il induit donc ¢.. Il faut montrer que les images de deux chemins paralleles ¢; et co dans
() divisant respectivement des chemins équivalents d; et dy non dans I, sont équivalents.
Remarquons que ¢ et cs ne sont alors pas dans I, sinon d; ou ds le seraient ce qui n’est pas
possible. Ceci montre que les chemins ¢; et ¢ sont bien représentés dans X..

Comme ¢1/d; et cz/da, il existe fi un chemin de @, reliant c1 A dy et fy un chemin de Qs
reliant ¢y & do. Utilisons de plus les mémes définitions que dans la preuve de la surjectivité
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(ChO: IV.1.1) pour les chemins ej, ez, e3 et e4. Nous obtenons ainsi la situation suivante, les
fleches de ce schéma représentant des chemins de @, :

cl
e1 €2
/ lfl\
a di = dy b
\ Ih/
2

En utilisant la remarque de la fin de la preuve de la surjectivité de ¢, nous avons :

dlcr) ~eyler ~ex fi fier ~ ey fo !l faes ~ e) es ~ ¢(ca)

La construction de 'antécédent lors de la démonstration de la surjectivité définit une ap-
plication ¢ des promenades de @)y, dans le quotient des promenades de () par les deux relations
d’équivalence. Définissons ici plus précisément cette application. Considérons I'application 1)
définie de P(Qy), 'ensemble des promenades de @, dans (P(Q)/ ~)/R engendrée par les

relations suivantes :

1. ¢(e) = s(e) pour tout sommet e de Q.

2. Siagr...af' est une promenade fermée en x alors
dlag ... aft) = (an)™ . plar)™.

3. Si a_est une fleche de @), reliant a & b alors il existe une fleche f de @ vérifiant
b= f.a ou b=a.f.Si b= f.a alors ¥(a) est l'origine de a sinon ¥ (a) est égal a

.

Soit zp le sommet pris comme point base pour calculer II;(Q, ), le sommet xg = ¢(x¢)
sera également pris comme point base pour calculer Il (szIQE)- Notons également par 1,
I’application ¢ restreinte a ’ensemble des promenades fermés en xy. Remarquons que 'image
de 1 est alors incluse dans H(QE,IQE) .

Montrons tout d’abord que 1 est bien définie.
1. S'il existe f et g vérifiant b = a.f = g.a, alors s(a) = s(f) = s(b), t(f) = s(a) et

t(a) = s(g); les applications source et terminus étant toujours utilisés sur les classes
de chemins de @ et non sur les sommets de Y. Ainsi f est une boucle d’extrémité s(a).
Le sommet s(a) de @ et la fleche f sont paralleles et divisent f, non nul car I'idéal I
est admissible ce qui interdit aux sommets et aux fleches de @) d’étre dans I, ils sont
R-équivalents. Grace & un raisonnement identique sur g nous en déduisons que les deux

définitions dans ce cas coincident.

2. S'il existe f et g vérifiant b = f.a = g.a ou b = a.f = a.g, alors f et g sont des fleches
paralleles divisant b, non nul car b est dans 3, ils sont donc R-équivalents.
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Montrons ensuite que 'application v est constante sur les classes d’équivalence et induit
donc une fonction 1, une application de II;(Q,,) dans I, (Q,I)/H

Vérifions cela sur les générateurs de la relation d’équivalence. Soit a une fleche de Q)
reliant le sommet a au sommet b. Il existe alors f vérifiant b = f.a ou b = a.f. Dans le premier
cas insérer o 'a dans une promenade de Q. n’influe pas sur 'image puisque ¥(a) est un
sommet. Dans le deuxiéme cas, cela revient & insérer f.f~!, ce qui ne change pas sa classe
d’équivalence. On raisonne de la méme facon sur aa ™.

Considérons a présent, deux chemins ¢ et ¢ de @, paralleles. Montrons que remplacer 1 (c)
par ¥(c’) dans une promenade de ) ne change pas sa classe d’équivalence. Soit ay, ... ,a, et
a7’1, e ,aTn/ les sommets traversés par ¢ et ¢’ et posons a=a, = a7’1. Pour tout 4, le sommet a;
est relié au sommet a; 1 donc il existe une fleche f de Q telle que a;11 = a;.f ou a; 1 = f.a;.
Ainsi,

dr,s e N df1... fres  tels que E :fr+1...fr+s.a.ﬁ;.ﬁ7
I e N 3ff . fly telsque an = flo . Sl gafio fL

On a alors ¢(c) ™' = fi.fa... fr et ()1 = f{.f5... fl,. Ces chemins sont paralleles et leurs
classes selon la relation ~ divisent a, = al,, ils sont donc R-équivalents.

Vérifions enfin que les applications ¥, et ¢ vérifient 1, 0. = Id. Ainsi, ¢, sera injective.
Comme 1, et ¢, sont des morphismes, il suffit de vérifier cela sur les sommets et les fleches
de Q. Si a est un sommet de Q, alors 1,0 ¢ (a) = a. Si f est une fleche de @ allant de @ & b
alors

Qb*o ¢**(f) = w*(fb_lfa> = 77b>k(fb)_l-lb*(fa) = (f_l)_l-a = f
O

Corollaire IV.3.2. Soit (@, ) une présentation quelconque d’une algebre, alors il existe un
poset X tel que les groupes I1;(Q, I)/R et I1;(Q,) sont isomorphes.

Preuve. D’apres le théoreme (), il suffit de démontrer le résultat pour toute algebre vérifiant
la propriété (P), ce qui est I'objet du théoréme. [J

Corollaire I'V.3.3. En particulier, si A est une algebre simplement connexe, toutes les algebres
d’incidence construites les présentations de A sont simplement connexes.

Remarque. Pour toute présentation (Q,I) vérifiant la propriété (@, I), nous pouvons cons-
truire un idéal I contenant I en ajoutant les relations c¢; 4 ¢y avec c; et cg R—équivalents, de
telle sorte que :

Iy (QE) = Hl(Q7 T)

Cependant, 1'idéal I n’est pas admissible en général.

d) Cas ou le morphisme est un isomorphisme.

Nous allons donner des conditions suffisantes afin d’avoir un isomorphisme entre les deux
groupes fondamentaux décrits dans les paragraphes précédents, c’est-a-dire pour avoir un sous-
groupe H réduit a I’élément neutre.
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Proposition IV.4.1. Soit (@, I) une présentation d’une algebre et @, le carquois d’incidence
associé. Alors si 'une des conditions suivantes est vérifiée, le sous-groupe H est trivial et ainsi
Hl(Qz) = Hl(Q7I)'

1. L’idéal I est nul.

2. Si ¢y et o sont paralleles et non équivalents alors les chemins w.ci.w’ et w.co.w’ ne sont
pas équivalents, pour tout chemins w et w’ tel que les produits précédents aient un sens.

3. Si ¢1 et ¢o sont paralleles alors les chemins wy.ci.we et ws.co.wy ne sont pas paralleles,
pour tout chemin wy, we, w3 et w4 non tous triviaux et tels que les produits précédents
alent un sens. Cette condition est indépendante de I.

4. Le couple (Q,I) est la présentation d’'une algebre incidence ou plus généralement une
algebre Schurian.

5. Le carquois () ne contient pas de cycle et n’a pas de sous-carquois en forme de huit,
c’est-a-dire de la forme :

C1 C3
./\ ./\.
o

C4

ou les fleches représentent en fait des chemins.

Remarque. Nous venons de voir que H est trivial dans le cas des algebres Schurian. Cependant
ceci n’est pas le cas dans le cadre des algebres rétrécies. En effet, considérons le carquois @
suivant

\6~_
5

a _ve~ o7 .
./ \./
a\g.% Y,
et l'idéal I =< dyBa — 8’7/ B'a’ >. L’algebre kQ/I est une algebre rétrécie non Schurian et le
sous-groupe H est isomorphe a Z.

Preuve de la proposition.

1 : Dans le cas ou I = 0, deux chemins équivalents par la relation ~ sont deux chemins
identiques. Ainsi si ¢ et ¢o paralleles divisent un méme chemin d, alors ¢; et ¢o sont identiques,
et ¢; = ¢y n’apporte aucun générateur a H.

2 : C’est une traduction de la définition.
3 : Si les multiples des c; et c2 ne sont jamais paralleles, ils ne peuvent étre équivalents.

4 : soit ¢; et ¢y deux chemins paralleles divisant deux chemins d; et do équivalents et non
nuls. Ceci entralne que c; et co sont paralleles et non nuls. Comme ’algebre est une algebre
Schurian, ces deux chemins sont équivalents.

5 : soit ¢ et ¢ deux chemins paralleles divisant deux chemins di et do équivalents. Comme
ils n’existe pas de carquois en huit et de cycles alors il existe w et &’ tels que di = w.c1.w’
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, . _ - -1 _
et dy = w.co.w’. Alors comme d; et do sont équivalents alors w™l.di.w' ™" et ' .do.w™! sont

équivalents et ainsi ¢ et co. [

Remarque. Lorsque I est engendré par des relations minimales dont les chemins n’ont aucun
sommet en commun autre que leurs extrémités, alors H n’est pas forcément trivial. En effet
considérons le carquois suivant et I'idéal I =< Siaq — 7, Baas — v, >

¥
//_\\
o B1
N
az B2
Le sous-groupe H est alors engendré par ooy L= a3 By Lo en prenant I'origine de av; comme
point base pour calculer le groupe fondamental. Il est donc isomorphe a Z.

5. Exemples et influence de la présentation.

Exemple V.1. Ces premiers exemples ont pour but de montrer des cas tres simples ol le sous
groupe H n’est pas trivial.

Dans cet exemple, le sommet a et la fleche w divisent w. Donc H est égal au groupe
fondamental de (Q,I). Sur la droite, nous trouvons le carquois d’incidence associé dont le
groupe fondamental est trivial. Considérons & présent le carquois suivant :

I =< fa—dv>

L’algebre d’incidence associée a pour carquois :
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Dans ce cas les fleches a, v et 3, § divisent Sa = . La relation R est engendré par o Ry et
BRY.

Exemple V.2. Reprenons I’exemple montrant que le groupe fondamental dépend de la présentation
choisie pour décrire l'algebre (cf. ). Cet exemple montre que 'algebre d’incidence associée
dépend également de la présentation. En effet considérons le carquois @ :

et deux idéaux I1 =< yfBa — da > et I =< dav > de kQ. Les deux algebres kQ /I et kQ/I5
sont isomorphes (cf ). Construisons & présent les carquois d’incidence YQ,n) €t X(Q,1,) qui en
découlent :

Pour la présentation (Q, I1), le groupe fondamental est trivial (voir ), le carquois d’incidence
associé a donc également un groupe fondamental réduit a 1 d’apres le théoreme (ChO0: IV.3.2).
Quand au deuxiéme carquois d’incidence, son groupe fondamental est isomorphe a Z. Pour voir
cela, calculons le groupe H associé a II;(Q, I2). Seuls les chemins 6 et v/ sont paralleles et non
équivalents. Le groupe H est donc engendré par la relation Sa — dya en prenant 'origine de «
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comme point base pour calculer le groupe fondamental. Cependant cette relation est triviale
dans IT; (Q, I2) et ainsi H est réduit a 1. Le groupe fondamental de %(Q,1,) est donc isomorphe
a I1;(Q, I2) d’apres le théoreme (ChO : IV.3.2) qui lui-méme est isomorphe a Z d’apres ().

Il existe donc deux présentations d’une méme algebre dont les carquois d’incidence donnent
des groupes fondamentaux différents ; le groupe fondamental de I'algebre d’incidence construit
dépend donc également de la présentation de l'algebre.

Exemple V.3. Dans cet exemple, on retrouve de fagon élémentaire le groupe fondamental
d’un type particulier d’algebre d’incidence et donc de son premier groupe de cohomologie de
Hochschild, ce sont les algebres d’incidence dont le carquois associé est une couronne, c’est-a-

NANSN

SN

Elles ont été considérée dans [GS] et le calcul a été effectué dans [GR]. Pour cela, considérons
le carquois cyclique @, suivant :

a1
= — T R
o T
Qn Qp—1 Q2 Qp—3 (0%]

Soient p et ¢ des entiers naturels tels que ¢ < n. Considérons l'idéal I, de k(Q),, engendré par
tous les chemins de @), de longueur p x n+ g. Alors le carquois d’incidence associé a (Qp, Ipq)
est la couronne précédemment décrite avec n sommets sur ’horizontale et n x p 4+ ¢ sommets
sur la verticale. Les sommets de la premiere ligne représentent les sommets de @Q),,, les sommets
de la seconde les fleche de @,,, ceux de la troisieme les chemins de longueur 2 de @,,, etc.

Il suffit donc de trouver le groupe fondamental de @),, et le groupe H. En ce qui concerne
le groupe fondamental, il ne varie pas en fonction de I, car I,,; ne contient que des relations
minimales & un terme. Il est donc isomorphe a Z. Pour le sous groupe H, deux cas se présentent.
Si p = 0, il n'existe pas de chemins non nuls paralleles donc H est nul et II;(Q., Ipq) est
isomorphe & Z. Si p # 0, le chemin a ... a, et Uorigine de oy divisent tous les deux a; ... ay,
le sous-groupe H contient un générateur de I1;(Q¢, Ipq), donc II1(Qe, I,,g)/H est trivial.
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Ainsi, le groupe fondamental d’une couronne C,, ;, , a n colonnes et a pn + ¢ lignes est :

Z sip=0
Iy (Cmp,lZ?ICn,p,q) = { 0 sip>0

Pour une autre démonstration, voir [GR].

De plus comme Hom(I11(Q, I), k*) ~ HH'(kQ/I) dans le cas d’un algebre d’incidence, on
peut en déduire que le premier groupe de Hochschild de I'algebre d’incidence de la couronne
vaut k si p =0 et 0 sinon.
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