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175, rue du Chevaleret; 75013 Paris France.

11 décembre 2007

Résumé

On établit que le groupe 220+1.U6(2), centralisateur dans 2E6(2) d’une
involution de la classe 2A, est un quotient du groupe de Coxeter défini
via le diagramme Q222. Cela répond à un problème laissé ouvert dans la
détermination des Q-groupes.

Abstract

In this paper we prove that 220+1.U6(2), known as the centralizer of an
involution in the group 2E6(2) is a quotient of a Coxeter group. We obtain
a presentation of 220+1.U6(2) as a Q222-group, which now resolve a long
pending question.

1 Introduction

1.1 Motivation et résultats

Rappelons qu’un groupe de Coxeter est engendré par un ensemble d’involutions
correspondant aux sommets d’un graphe X (graphe de Coxeter) tel que si x et y
sont des éléments distincts dans X leur produit est d’ordre 3 s’ils sont joints par
une arête et d’ordre 2 dans le cas contraire. On appelle Q-groupe un quotient du
groupe de Coxeter défini par un graphe de Coxeter Qrst (1 6 r, s, t 6 4) où Q111 est
un hexagone muni de trois bras notés a = a1, a

′ = a2, . . . , ar, c = c1, c
′ = c2, . . . , cs,

e = e1, e
′ = e2, . . . , et :
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Les groupes 35
⋊S6, 2.O−

6 (3) : 2 et U6(2) sont des Q-groupes définis à partir de
Q111, Q211 et Q221 ; on en rappelle des présentations en annexe (voir aussi l’ATLAS
[2]).
Dans un article déjà ancien [11] L. H. Soicher établit que le groupe E = 23.2E6(2)
est le quotient par la relation S = 1 du groupe de Coxeter défini par :

Y333 d3 c3 b3

b1

d1

a

l
llc1

l
ll

b2

c2

,
,,

d2

,
,,

l
ll

,
,,

avec S = (ab1c1ab2c2ab3c3)
10 ; le groupe E admet donc la présentation

E = (a, bi, ci, di(1 6 i 6 3)/Y333, S = 1)

et son centre est < f12, f23, f31 > où fij = (abibjbkcicjdi)
9, {i, j, k} = {1, 2, 3}

(notation de l’ATLAS [2]).
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L. H. Soicher met en évidence un élément t de E satisfaisant à

(∗) d3 c3 b3

b1

d1

a

c1
l

ll

b2 c2

d2

l
ll

,
,,

t

,
,,

l
ll

,
,,

et à la relation hexagonale : V = 1 avec V = (atb2c1c2b1)
4.

Le centralisateur de d3 dans E contient donc des éléments satisfaisant aux relations
de graphe Q222 obtenu à partir de (∗) en omettant d3 et c3.
On connâıt la structure du centralisateur d’une involution d de E provenant de la
classe 2A dans Ē = E/Z(E) : CE(d) ≃ 24.220.U6(2) et CĒ(d̄) ≃ 220+1.U6(2),
d̄ désignant l’image de d dans Ē ([2], [6], [9], [12]).

Dans [11] L. H. Soicher ne donne pas de présentation de CE(d), mais conjec-
ture, comme dans l’ATLAS ([2], [10]) que CE(d) est un quotient du groupe défini
par Q222 et V = 1.

L’objet de ce travail est de décrire un jeu de relations noté rel(i) (1 6 i 6 3)
(avec rel(1) ⇒ rel(2) ⇒ rel(3)) suffisant pour définir les groupes 220+1.U6(2),
24.220.U6(2) et un troisième groupe 22.24.220.U6(2).
On se propose d’établir le résultat suivant :

Théorème. Soit G un groupe avec la présentation :

G = (a, b, . . . , f, a′, c′, e′/Q222, V = 1, rel(i))(1 6 i 6 3)
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où
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V = (adbecf)4 (relation hexagonale)

rel(i) (voir ci-après),

et soit H le sous-groupe de G engendré par a, b, . . . , f, a′, c′.
Pour i = 1, le groupe G est isomorphe au centralisateur d’une involution de la
classe 2A de 2E6(2) : on a G ≃ 220+1.U6(2) et H est isomorphe à 2.U6(2).
Pour i = 2, le groupe G est isomorphe à 24.220.U6(2) et H à 2.2.U6(2).
Pour i = 3, le groupe G est isomorphe à 22.24.220.U6(2) et H à 22.2.U6(2).
Notations :

– rel(1) = {r = 1, z1 = z2 = z3 = 1, ma = me = 1},
– rel(2) = {r = 1, R = 1, ma = me = 1},
– rel(3) = {r = 1, R = 1},
– r = (Cee′deA)4 avec C = cc′dbc et A = aa′bfa,
– R = (Cee′de.Caa′ba)2,
– z1 = (cc′bdaee′)9,
– z2 = (cc′bdeaa′)9,
– z3 = (ee′dfcaa′)9,
– ma = (aa′fbcd)5,
– me = (ee′dfab)5.

1.2 Méthodes et Plan

Notons E un groupe isomorphe à 23.2E6(2) et G un groupe satisfaisant aux
conditions du théorème dans le cas i = 3.
Le travail comporte quatre parties : des résultats préliminaires, la construction
d’un certain sous-groupe N , la démonstration proprement dite du théorème enfin
des tables et une annexe.
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1.2.1 Les résultats préliminaires

D’abord on donne quelques compléments sur les éléments intervenant dans les
relations rel(i) (1 6 i 6 3). Puis on vérifie que les relations qui déterminent G
sont satisfaites dans E de sorte que l’on a un morphisme Φ de G dans E ; Φ(G)
est un sous-groupe de E centralisé par une involution du système générateur de
E.

1.2.2 Le sous-groupe N

Sa construction est une partie essentielle de la démonstration. En remplaçant
le générateur e′ par un de ses conjugués ao dans G, on obtient un nouveau système
générateur de G et on montre, grâce à la relation R = 1, que a′ao est d’ordre
2. La fermeture normale de a′ao dans G est alors le sous-groupe N en question.
Pour construire N , on détermine des conjugués de a′ao de manière à obtenir un
système générateur Γ de N . Les calculs sont longs et fastidieux, ils ne sont pas
reproduits ici ; certains sont rassemblés sous forme de tables : table des conjugués
γy, γ ∈ Γ, y ∈ {a, b, . . . , f, a′, c′}, table des commutateurs des éléments de Γ . . .. On
détermine l’ordre de N , ses éléments centraux et son groupe des commutateurs.

1.2.3 La preuve du théorème

Dans chacune des situations i = 1, 2, 3, on détermine les éléments centraux de
G et donc l’ordre de Z(G). On établit les résultats concernant le sous-groupe H (du
théorème) puis on vérifie que G/Z(G).N est isomorphe à U6(2) ; enfin on conclut
que l’image de G dans E est bien le centralisateur d’une certaine involution de E.

1.2.4 Tables. Annexe

Pour faciliter la lecture, nous avons choisi de ne pas donner les détails des
démonstrations. Nous donnons sous forme de tables des résultats concernant le
groupe N (1.2.2). En annexe nous avons rassemblé des compléments utiles à la
clarté du texte. En général ces résultats sont connus ou se démontrent sans diffi-
cultés ; ils concernent les groupes 35

⋊ S6, 2.O−

6 (3), W (E7) et U6(2), groupes qui
admettent des présentations via les graphes de Coxeter Q111, Q211, Y321 et Q222.

2 Préliminaires

Dans cette section E et G désignent respectivement des groupes donnés avec
leur présentation :

E = (a, bi, ci, di(1 6 i 6 3)/Y333, S = 1)
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G = (a, b, . . . , f, a′, c′, e′/Q222, V = 1, rel(3)).

2.1 Résultats concernant le groupe E

2.1.1 Les éléments fij

Pour {i, j, k} = {1, 2, 3}, on note Wij le sous-groupe de E

Wij =< a, bi, ci, di, bj , cj, bk >;

Wij est centralisé par dk et admet un élément supplémentaire tij tel que :

di ci bi

bk

a

bj cj
l

ll tij
l

ll

,
,,

Rappelons que Wij et Wik engendrent un sous-groupe Oi de E isomorphe à O7(3)×
2 dont l’involution centrale est fij = fik (fij = (abibjbkcicjdi)

9) (notations de
l’ATLAS) et que la relation S = 1 impose tij = tik ([2], [3], [11], [16]).
On désigne par t l’élément t31 = t32 et par fi l’involution fij = fik ; fi est centrale
dans E et l’on a Z(E) =< f12, f23, f31 > ([11]). En outre on a f3 = d3m avec
m = (ab1b2b3c2t)

5 (voir Annexe 3).

2.1.2 La relation hexagonale

Soit H0 le sous-groupe de E engendré par a, b1, c1, t, b2, c2 ; ces éléments satisfont
aux relations ci-dessous :

b1

a

c1

b2 c2
l

ll

,
,,

t
l

ll

,
,,
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x x′ b1 c1

c
c b2

%
%

t

où x = ab1c1tc2 et x′ = bc1tc2
1 .

La relation S = 1 impose que le sous-groupe H0 soit isomorphe à H3,6 ou à
H3,6/Z(H3,6) (voir l’Annexe 1). Or H0 est contenu dans Oi (Oi ≃ O7(3)×2) et son
centre Z(H0) (qui est un 3-groupe) est central dans Oi, il s’ensuit que Z(H0) = 1 ;
on a alors (atb1c2c1b2)

4 = 1 (relation hexagonale) (Annexe 1, [8], [16], [18]).

2.2 Résultats concernant le groupe G

2.2.1 Notations

On pose A = aa′bfa, C = cc′dbc et E = ee′dfe ; la relation V = 1 impose que A, C

et E commutent deux à deux et que l’on a :

A
edfe = A

cbdc, Cabfa = C
edfe, Ecbdc = E

abfa.

2.2.2 Les éléments zi (1 6 i 6 3)

Ils désignent les involutions centrales des groupes Wi (1 6 i 6 3) isomorphes à
W (E7) définis respectivement à partir de :

c′ c
l

ll

,
,,

b

d e

a

(ao)

l
llW1

e′

l
ll

c′ c
l

ll

,
,,

b

d e

a,
,,

a′

,
,,

(eo)W2
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e
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fl
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,
,,

W3

a′

e′

,
,,

l
ll

,
,,

On note ao, eo, co les involutions qui permettent d’obtenir les diagrammes complétés.
On a ao = Cabedcc′e′edcba et e′ = Cabedcc′aoabcde. Les éléments centraux zi s’écrivent
comme produit de sept involutions commutant deux à deux ; (avec les notations
2.2.1) on a :

– z1 = c′bdCCee′deaoe′ = (cc′bdaee′)9

– z2 = c′bdCCaa′baeoa′ = (cc′bdeaa′)9

– z3 = e′dfEEaa′facoa′ = (ee′dfcaa′)9.
(voir aussi annexe 3).

2.2.3 La relation R = 1

Les relations R = 1 et (a′ao)2 = 1 sont équivalentes. On a R = 1 si et seulement
si l’un des zi est dans Z(G). Sous l’hypothèse R = 1, les éléments z1, z2 et z3 sont
centraux dans G.

2.2.4 Les éléments ma et me

On désigne par Ra, Rc et Re les sous-groupes de G respectivement définis à
partir de :

c

d

b
l

l

e

a

f

,
,

Ra

a′

,
,l

l

,
,

c′ c

d

b

e

a

f
l

lRc

,
,l

l

,
,
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Pour chacun d’entre eux la relation hexagonale est satisfaite.

Ces groupes sont isomorphes à 2.O−

6 (3) : 2, leur involution centrale est un
produit de six involutions commutant deux à deux, on la note respectivement :

– ma = a′bfdAAcbdc = (aa′fbcd)5

– mc = c′bdfCCedfe = (cc′bdef)5

– me = e′dfbEE
abfa = (ee′dfab)5

(voir Annexe 3).

2.2.5 Le sous-groupe Ke

Soit Ke le sous-groupe de G engendré par a, b, c, d, e, f, a′, c′ ; Ke est isomorphe
à 22.2.U6(2) et l’on a Z(Ke) =< ma, mc > . < mcz2 > (2.2.2, 2.2.3). Soit eo

l’unique élément de Ke tel que l’on ait :

c′ c

d

b

e

a

f

,
,

l
l

a′

(eo)

,
,

l
l

l
l

,
,

On a alors mamc = ne où ne est l’involution centrale du sous-groupe
< b, c, d, e, f, eo >(voir Annexe 4). On a des résultats similaires pour les sous-
groupes Ka =< a, b, c, d, e, f, c′, e′ > et Kc =< a, b, c, d, e, f, a′, e′ >
(voir le tableau 2.2.6).

2.2.6 Un grand tableau

(Avec les notations ci-dessus). Pour chacun des groupes K (K = Ka, Kc, Ke), le
tableau ci-dessous indique un système générateur de K et de trois sous-groupes W
isomorphes à W (E7), W/Z(W ) étant un représentant de chacune des trois classes
de W ∗(E7) de K/Z(K) ([13], [14]). Pour chaque groupe, on précise les éléments
centraux (tableau voir page suivante).
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2.2.7 Les éléments ma, mc et me

Les éléments ma, mc et me sont centraux dans G. En effet ma et mc (resp. mc

et me) appartiennent à Z(Ke) (resp. Z(Ka)) et ils centralisent e′ (resp. a′). (2.2.4,
2.2.5).
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Ka Ke Kc

Système
générateur
de K

c′ c

d

b

e

a
fl

,l
,

le′

cc′

d

b
l
,e

a
f

,
a′

l
, c

d

b

e

a
fl

,
e′

,

l

l
,

a′

Système
générateur
de W,
involution
centrale

c′ c
l
,

b

d e

a
(ao)l

e′
l

z1

c′ c
l
,

b

d e

a,
a′

l(eo)

z2 c

d

(co)

e

a
fl

,
e′

,

l

l
,

a′

z3

c′ c
l

lf
d ,e

a
(ao)

,
z′1

e′
l

c′ c l,
b

f
,e

a,
a′

l (eo)

z′2 c

(co)

,
b

e

a
fl

,
e′

,

l

�
��

a′

z′3

c′ c ,
b

lf
,e

a
ao

,

(e′)

z′′1

l

(c′) c
l d

lf
,e

a,
a′

leo

z′′2 c
d

co

,
b

e

a

e′

,

l

l
�
��

(a′)

z′′3

z1 = (cc′bdaee′)9 z2 = (cc′bdeaa′)9 z3 = (ee′dfcaa′)9

z′1 = (ee′dfacc′)9 z′2 = (aa′bfecc′)9 z′3 = (aa′bfcee′)9

z′′1 = (aaobfecc′)9 z′′2 = (eeodfacc′)9 z′′3 = (ccobdaee′)9

< mc, me > . < mcz1 > < mc, ma > . < mcz2 > < me, ma > . < mez3 >
Z(K) mcme = na mcma = ne mame = nc

mcz1 = mez
′

1 = naz
′′

1 mcz2 = maz
′

2 = nez
′′

2 mez3 = maz
′

3 = ncz
′′

3
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2.3 Lien entre E et G

On note Φ la correspondance entre les générateurs de G et des éléments de
CE(d3) définie de la manière suivante :

G : c′ c

d

b

e

a
f

,
l

,l
,

le′

a′

E : d3 c3 b3

b1
d1

a
c1

l
b2 c2

d2

l
,

t
,

l
,

a → c2 d → b1 a′ → d2

b → b2 e → c1 c′ → b3

c → a f → t e′ → d1

On note D le sous-groupe de E engendré par les éléments Φ(a), Φ(b), ....

2.3.1 Hexagonale

La relation hexagonale est satisfaite par les images des générateurs de G. (2.1.2)

2.3.2 Éléments centraux de E

Les éléments Φ(z1) et Φ(z2) écrits comme produits des éléments Φ(c) . . . sont
les éléments centraux f1 et f2 de E. On vérifie que Φ(z3) est central dans E. Ainsi
la relation R est satisfaite dans E.

Les éléments Φ(ma) et Φ(me) sont centraux dans E, ils n’appartiennent pas à
l’ensemble Z(E) − {1} : on a donc Φ(ma) = Φ(me) = 1.

Enfin on a Φ(mc) = m (notation 2.1) ; c’est un élément de Z(D) qui n’est pas
dans Z(E).

2.3.3 La relation r = 1

Les éléments Cee′de et A correspondent par Φ à x = ab1b2b3a.c1d1b1c1 et y = cd2b2tc2
2 ;

la relation r = 1, (Cee′de.A)4 = 1, s’écrit donc dans E (xy)4 = 1. Rappelons que
E est un groupe de {3, 4}-transpositions ([2], [6]), l’ordre du produit de deux
transpositions distinctes est donc 2, 3, 4. Or on sait que CE(d3)/O2(CE(d3)) est
isomorphe à U6(2), groupe dans lequel l’image de xy n’est pas d’ordre 3 ; on a
(xy)4 = 1, la relation r = 1 est satisfaite dans E.
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2.3.4 En conclusion

De ce qui précède, il résulte que Φ induit un morphisme de G dans E dont
l’image D est un sous-groupe du centralisateur de d3 dans E.

3 Le sous-groupe N

Dans cette section G désigne un groupe satisfaisant aux hypothèses du théorème
avec les relations rel(3). Les notations sont celles introduites en 2.2.1.

L’objet de cette section est l’étude de la fermeture normale N dans G de
αa′ = a′ao, αa′ est un élément d’ordre 2 (voir 2.2.2). On détermine un système
générateur de N de cardinal 22, on établit que le groupe des commutateurs de N
est d’ordre 2 et que le centre de N est abélien élémentaire d’ordre 8 et que l’on a
D(N) ⊂ Z(N) ⊂ Z(G). Enfin, on vérifie que N est d’ordre 223.

On pose Y = {a, b, . . . , f, a′, c′} ; Y ∪ {e′} et Y ∪ {ao} sont des systèmes
générateurs de G.

3.1 Les éléments αy et βy, y ∈ Y

3.1.1

L’élément αa′ et certains de ses conjugués dans G appartiennent au sous-groupe
W12 =< W1, W2 > (notations 2.2.2) ; la fermeture normale de αa′ dans W12 est
un 2-groupe abélien élémentaire d’ordre 27 contenant z1z2 (voir l’Annexe 3) et est
engendré par les éléments αa′ , αa = αaa′

a′ , αb = αba
a , αc = αcb

b , αc′ = αc′c
c , αd = αdc

c ,
αe = αed

d et l’on a αa′αbαc′ = z1z2 (voir aussi [18]).
On pose αf = αfe

e et y1 = yαy pour y dans Y ; on vérifie que les produits yy′

et y1y
′

1 ont le même ordre pour y et y′ dans Y − {f}. On calcule les ordres de yf1

et fy1 (y dans Y ), voir la table T.1.

3.1.2

On observe que faf
1 = abcv2cb

1 avec v = adbecf ; puisque v4 = V = 1, on a
a1 = abcv2cb.bcv2cb

1 = fafbacbdcedfeaf
1 . On pose βa = αaf

f , on définit successivement

βa′ = βa′a
a , βb = βba

a , βc = βcb
b , βc′ = βc′c

c , βd = βdc
c , βe = βed

d , βf = βfe
e . On a alors

βaf
f = αa d’où βa

f = βfαa = αaβf = αf
a et αa

f = αfβa = βaαf = βf
a . Pour y dans

Y , on pose y2 = yβy.

3.1.3

On a ainsi déterminé 16 éléments de N ; la table T.1 donne l’ordre des produits
suivants : yy′

1, yy′

2, y2y
′

1, y2y
′

2 et y1y
′

1 pour y et y′ dans Y (où yy1 et yy2 désignent
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les involutions αy et βy).

3.2 Les éléments xa, xa′, xb, xf

3.2.1

Soit B le sous-groupe de G engendré par a, a′, b, f et ao. Posons La = aa′bfao

a,
La′ = La′a

a , Lb = Lba
a , Lf = Lfa

a et Lao = Laoa
a . Ces éléments sont d’ordre 4 (relation

r = 1) ; on désigne par xa, xa′ , xb, xf et xao leur carré respectif. Il est facile de voir
que ces éléments commutent entre eux et que l’on a xaxa′xbxfxao = 1 ([8], [18],
[19]).

On observe que xf = (b1f)2 = αf
b αb = αbα

f
b et xb = (f2b)

2 = βb
fβf = βfβ

b
f ;

ainsi les éléments xa, xa′ , xb, xf sont dans N et l’on a αf
b = αbxf et βb

f = βfxb.

3.2.2

Des égalités αa = αab
b = βaf

f , βc = βcb
b = βcd

d et αe = αed
d = αef

f il vient :

βb
f = αbβfα

f
b , βb

d = βbβdβ
d
b , αd

f = αdαfα
f
d ; de la première égalité on tire : βfβ

b
f =

βf (αbβf)αbαbα
f
b d’où xb = [βf , αb]xf . Ainsi xfxb est un élément de D(N).

3.2.3

De l’égalité αa′αbαc′ = z1z2 (3.1.1) il résulte que αa′αbαc′ commute à f , on a
donc αf

c′ = αc′xf (car xf commute avec αa′ et αb). On en déduit en outre que
βf commute à αb et que [αa, βb] est un élément de Z(G). On a donc xb = xf .
Désormais on pose k := [αa, βb], k est un élément de Z(G).

3.2.4

Les éléments ma et mc sont dans le centre de G (2.2.7), ils commutent avec αb.
On en tire les égalités suivantes : αf

d = αdxf , βd
a′ = βa′xa′ , βd

a = βaxa, βd
b = βbxf

ainsi que l’égalité xa′ = xf .

3.3 Quelques éléments de D(N) ; les conjugués de xa, xf , αy, βy

(y ∈ Y ) par les éléments de Y

3.3.1 Les commutateurs de αy et βy avec xa, xf , αy′, βy′ (y, y′ ∈ Y )

On établit d’abord que xa et xf commutent avec αy et βy (y ∈ Y ), puis que
pour {y, y′} 6= {a, f} et y, y′ ∈ Y on a [αy, αy′] = [βy, βy′] = 1 et que [αa, αf ] =
[βa, βf ] = k (k introduit en 3.2.3). Enfin, pour y, y′ dans Y , on a [αy, βy′ ] = k si
yy′ est d’ordre 3 et [αy, βy′ ] = 1 si yy′ est d’ordre 2.
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Ces résultats s’obtiennent grâce aux relations Q222 et à la table des produits
T.1 (3.1.3).

3.3.2

La table T.2 donne les expressions des conjugués de αy, βy, xa, xf (y ∈ Y ) par
les éléments de Y , expressions écrites comme produit de ces mêmes éléments αy,
βy, xa, xf . Presque tous ces conjugués peuvent être écrits de cette manière. Il reste
αf

c , βb
e et des éléments notés ti (1 6 i 6 4).

Comme αf
b = xfαb (3.2.1), en conjuguant par c puis par e on obtient d’abord

αf
b α

f
c = xc

fαbαc, d’où xc
f = αf

c xfxc ce qui donne t1, puis (αf
b )

e = xe
fαb ; or βb

f =

βfxf = βfαbα
f
b (3.2.1, 3.3.1), il vient βbe

f = βb
f .β

b
e = βfβeαbα

fe
b d’où xe

f = βb
exfβe

ce qui donne t2.
Des égalités xe

a = xab.e
b = xe.ab

f et xc
a = xaf.c

f = xc.af
f on déduit, en utilisant t2 et

t1 les expressions de t4 = xe
a = βb

eβ
ba
e xa et t3 = xc

a = αf
c α

fa
c xf .

3.4 L’ensemble Γ = {αy, βy, xa, xf , α
f
c , α

fa
c , αfe

c , αfae
c , βb

e, β
ba
e

(y ∈ Y )} engendre N ; on a D(N) =< k >

On construit deux tables : celle, notée T.3, des conjugués γy(γ ∈ Γ, y ∈ Y )
écrits en fonction des éléments de Γ, et celle, notée T.4, des commutateurs des
éléments de Γ. Les éléments non connus de la table T.3 sont notés t5, t6, . . . , t20,
leurs expressions sont données dans la liste T.5.

3.4.1

La table T.4 s’obtient dans presque tous les cas par des arguments simples
(relations Q2,2,2, tables T.1 et T.2, résultats connus de la table T.3). dans les
autres cas, on montre que chaque commutateur est central dans N et dans G, qu’il
est de carré 1 ; puis on vérifie qu’il est égal soit à 1 soit à k. En particulier on a
k2 = 1 et la relation r = 1, (Cee′deA)4 = 1, impose k 6= 1.

3.4.2

En conjuguant xc
f par e et xe

f par c on obtient xce
f = (αf

c xfαc)
e = (βb

exfβe)c

(3.3.2) d’où l’on déduit les expressions de βbc
e (t17) et βbca

e (t20).
En outre, on a xca′a

a = xc
f puisque xa′ = xf (3.2.4) ; on en tire les valeurs de

αfaa′

c (t5) et de αfaa′e
c (t12). En écrivant xea′

a = xe
ax

e
f , il vient l’expression de βbaa′

e

(t19).
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3.4.3

En utilisant les valeurs connues de la table T.2 on obtient par conjugaison les
expressions de αfac′

c (t7), αfad
c (t8), αfeb

c (t9), αfec′

c (t10), αfaec′

c (t14), βbd
e (t18), βbad

e

(t21).

3.4.4

Les éléments mc et ma sont dans Z(G) (2.2.7). De [mc, αe] = 1 on déduit les
écritures de αfab

c (t6) puis de αfabe
c (t13) et de [mc, αa] = 1 on déduit celles de αfed

c

(t11) et de αfaed
c (t15) .

La connaissance de t6, t15 et t20 permet d’écrire le conjugué de βba
e par C = cc′bdc :

βbaC

e = kxaxfαc′βbβfβ
ba
e .

L’égalité [mc, βa] = 1 conduit à une relation (S1) entre les éléments de Γ :

(S1) : αbαdαfβbβdβf = 1

Les expressions de t6, t12 et t13 conduisent à une expression du conjugué de αfe
c

par A = aa′bfa :
αfe.A

c = kαa′αdβa′βdβfβ
ba
e xaα

fe
c βbaf

e .

La relation (S1), les égalités [ma, βe] = [ma, αc] = 1 conduisent à l’expression
de βbaf

e (t22). Par conjugaison de t22 par c et de t20 par f on obtient βbaf.c
e = βbac.f

e

d’où :
(βc′βfβexaxf )

cβbac
e βbc

e = αfaef
c βbaf

e αfaf
c .

Grâce aux expressions t20, t17 et t22 on en déduit

αfaef
c = kβcαcα

fae
c αfe

c αf
c α

fa
c (t16)

Enfin la relation (S1) et l’égalité [ma, αe] = 1 conduisent à une seconde relation
entre les éléments de Γ :

(S2) : αa′βc′βdβf = 1.

Les tables T.3 et T.4 sont achevées.

3.4.5

Le sous-groupe N est engendré par Γ (tables T.2, T.3) et son groupe des com-
mutateurs D(N) est engendré par l’élément k d’ordre 2 (table T.4). Les relations
(S1) et (S2) prouvent qu’il y a dans Γ deux générateurs superflus, par exemple
βb = αbαdαfβdβf (S1) et βc′ = αa′βdβf (S2). Ainsi N est engendré par 22
involutions, l’ordre de N/D(N) divise 222 et celui de N divise 223.
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3.4.6

On pose Γ0 = Γ − {βb, βc′}. Toute relation entre les éléments de Γ0 s’écrit
1 = kpo

∏
γ∈Γo

γpγ où p0 et pγ sont dans {0, 1}, chaque élément de Γ0 intervenant
au plus une fois. On obtient alors : (αa′αbαc′)

p = 1 et (αc′αdαfβa′)q = 1 avec p et
q dans {0, 1}.

3.4.7

Les éléments mcz1 = mez
′

1, mcz2 = maz
′

2 et mez3 = maz
′

3 sont respectivement
des éléments centraux des sous-groupes Ka, Ke et Kc (voir 2.2.6). Des calculs
conduisent aux égalités :

z1z2 = αa′αbαc′, z′1z3 = αc′αdαfβa′ , z′2z
′

3 = αa′αbαdαfβa′ .

On observe que les éléments z1z2 et z′1z3 = memcz1.z3 sont dans N
⋂

Z(G) ; on
pose z1z2 = z et z′1z3 = ẑ, on a z′2z

′

3 = zẑ.

3.5 Le centre de N , l’ordre de N

3.5.1

Les éléments ma, mc et me sont centraux dans G et l’on a mamc = ne, mcme =
na, mema = nc (2.2.6). Rappelons que ma = a′bfdAAcbdc et na = a′bfdA0A

cbdc
0 où

A et A0 désignent respectivement aa′bfa et aaobfa (voir 2.2.5 et 2.2.6). On établit
alors l’égalité mana = k et par suite mcnc = k = mene.

3.5.2

Il résulte de 3.4.6 et 3.4.7 que les éléments k, z et ẑ engendrent le centre de N
et que Z(N) est contenu dans Z(G). Ainsi on a |Z(N)| = 23 et |N | = 223.

4 La preuve du théorème

Pour 1 6 i 6 3, on considère un groupe Gi avec la présentation

(a, b, . . . , f, a′, c′, e′/Q222, V = 1, rel(i))

(notations 1.1) ; on note Ni la fermeture normale de a′ao dans Gi (pour ao voir
2.2.2) et Hi le sous-groupe de Gi engendré par a, b, . . . , f, a′, c′. Pour chaque jeu
de relations rel(i), on précise la structure de Ni (4.1), celle de Hi (4.2) puis on
établit que Gi/Z(Gi)Ni est isomorphe à U6(2) (4.3). Enfin on fait le lien avec le
centralisateur d’une involution de la classe 2A de 2E6(2).
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4.1 Le sous-groupe Ni de Gi

On a établi que k (3.2.3) est une involution centrale de Gi qui engendre D(Ni) et
appartient à Z(Ni) (3.2.3, 3.4.1). D’après 3.4.7 et 3.5, le centre de Ni est engendré
par k, z = z1z2 et ẑ = z′1z3 (avec z′1 = memcz1).

Sous rel(1), on a z1 = z2 = z3 = 1 et ma = me = 1 ; comme mame = nc = kmc

(3.5.1), il vient k = mc = ẑ et z = 1. Ainsi on a D(N1) = Z(N1) =< k >, N1

est un 2-groupe extraspécial. De plus l’ensemble générateur Γ0 (3.4.6) comporte
deux éléments superflus : αa′ = αbαc′ (z = 1) et βa′ = αc′αdαfk (ẑk = 1). Le
sous-groupe N1 est engendré par 20 éléments, N1 est d’ordre 220+1, c’est le produit
de 10 groupes diedraux d’ordre 8 de même centre < k > :
< αa, αf > . < αb, βa > . < αc′, βc > . < αc, βd > . < αd, βe > . < αe, βf > .
< αfa

c , βd
e > . < αf

c , β
ba
e > . < xf , α

fae
c αf

c > . < xa, α
fe
c αf

c >.
Sous rel(2) et rel(3), Ni d’ordre 223 (3.5.2).

4.2 Le sous-groupe Hi de Gi

C’est un sous-groupe isomorphe à un quotient de 22.2.U6(2) (voir Annexe 4)
dont le centre est < ma, mc > . < mcz2 > (Annexe 4 et 2.2.5) ; de plus mamc = kme

(2.2.6 et 3.5.1).
Sous rel(1), on a z2 = ma = me = 1 en conséquence mc = k est l’unique

involution centrale de H1 : H1 est isomorphe à 2.U6(2).
Sous rel(2), mc = k et z2 sont des involutions centrales de H2 ; Z(H2) est

d’ordre 4 et H2 est isomorphe à 2.2.U6(2).
Sous rel(3), H3 est isomorphe à 22.2.U6(2).

4.3 Le groupe Gi

Soit Ti le sous-groupe de Z(Gi) engendré par z1, z2, z3, ma, mc, me, et soit πi

l’application canonique Gi → Gi/TiNi. Remarquons que mame = kmc, z = z1z2

et ẑ = z′1z3 = memcz1z3 sont dans Ti, donc Z(Ni) est un sous-groupe de Ti dont
l’indice est 1, 2 ou 23 suivant que i = 1, i = 2 ou i = 3.

L’image de Hi par πi est un sous-groupe Ui isomorphe à U6(2) (Z(Hi) ⊂ Ti)
et l’image du système générateur de Gi cöıncide avec celle de Hi (on a πi(a

′) =
πi(a

o)). Par conséquent πi(Gi) est un quotient de 22.2.U6(2). Mais comme πi(Gi) =
πi(Hi) = Ui, dans toutes les situations i = 1, i = 2, i = 3, πi(Gi) est isomorphe à
U6(2) et l’on a Z(Gi) = Ti. On en déduit les isomorphismes suivants :

G1 ≃ 220+1.U6(2), G2 ≃ 224.U6(2), G3 ≃ 22.224.U6(2).
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4.4 Fin de la preuve

Rappelons que le groupe E = 23.2E6(2) admet la présentation

(a, bi, ci, di (1 6 i 6 3)/Q222, V = 1) :

d3 c3 b3

b1

d1

a

c1
l

ll

b2 c2

d2

QQ
QQ

��
��

t

,
,,

l
ll

,
,,

V = 1 avec V = (atb1c2c1b2)
4.

Sous rel(2) (resp. rel(3)) on a un morphisme Φi de Gi dans le centralisateur de d3

dans E qui envoie z1, z2, z3 dans Z(E) (voir 2.3) ; l’image de G2 (resp. G3) est un
sous-groupe du centralisateur de d3 dans E et l’on a |CE(d3)| = |G2|. Ainsi

(a, b, . . . , f, a′, c′, e′/Q222, V = 1, rel(i))

est une présentation de CE(d3) pour i = 2 et d’une extension 22.CE(d3) pour i = 3.
Sous rel(1), on a un morphisme de G1 dans Ē = E/Z(E) qui envoie G1 dans

le centralisateur C de l’image de d3 dans Ē ; comme G1 et C ont le même ordre,

(a, b, . . . , f, a′, c′, e′/Q222, V = 1, rel(1))

est une présentation du centralisateur d’une involution d dans 2E6(2) (d provenant
de la classe 2A).
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5 Tables.

Table des ordres des produits yy′

i, y2y
′

i, yiy
′

i pour i = 1, 2 et y, y′ ∈ Y .

a′

1 a1 b1 c1 c′1 d1 e1 f1 a′

2 a2 b2 c2 c′2 d2 e2 f2

a′ 2 3 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2
a 3 2 3 2 2 2 2 3 3 2 3 2 2 2 2 3
b 2 3 2 3 2 2 2 2 2 3 2 3 2 4 4 4
c 2 2 3 2 3 3 2 2 2 2 3 2 3 3 2 2
c′ 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2
d 2 2 2 3 2 2 3 4 4 4 4 3 2 2 3 2
e 2 2 2 2 2 3 2 3 2 2 2 2 2 3 2 3
f 2 3 4 4 4 4 3 2 2 3 2 2 2 2 3 2

a′

2 2 3 2 2 2 4 2 2 2 3 2 2 2 4 2 2
a2 3 2 3 2 2 4 2 3 2 3 2 2 4 2 3
b2 2 3 2 3 2 4 2 2 2 3 2 2 4 4
c2 2 2 3 2 3 3 2 2 2 3 3 2 2
c′2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2
d2 2 2 4 3 2 2 3 4 2 3 2
e2 2 2 4 2 2 3 2 3 2 3
f2 2 3 2 4 4 4 3 2 2

a′

1 2 3 2 2 2 2 2 2
a1 2 3 2 2 2 2 3
b1 2 3 2 2 2 4
c1 2 3 3 2 4
c′1 2 2 2 4
d1 2 3 2
e1 2 3
f1 2

Table T.1
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Tables des conjugués γy′

y pour γy ∈ {αy, βy}, y et y′ ∈ Y

Table T.2 (3.3.2)

a′ a b c c′ d e f
αa′ αa′ αa′αa αa′ αa′ αa′ αa′ αa′ αa′

αa αaαa′ αa αaαb αa αa αa αa αaβf

αb αb αbαa αb αbαc αb αb αb αbxf

αc αc αc αcαb αc αcαc′ αcαd αc αf
c

αc′ αc′ αc′ αc′ αc′αc αc′ αc′ αc′ αc′xf

αd αd αd αd αdαc αd αd αdαe αdxf

αe αe αe αe αe αe αeαd αe αeαf

αf αf αfβa αf αf αf αfxf αfαe αf

βa′ βa′ βa′βa βa′ βa′ βa′ βa′xf βa′ βa′

βa βaβa′ βa βaβb βa βa βaxa βa βaαf

βb βb βbβa βb βbβc βb βbxf βb βb

βc βc βc βcβb βc βcβc′ βcβd βc βc

βc′ βc′ βc′ βc′ βc′βc βc′ βc′ βc′ βc′

βd βd βd βdxf βdβc βd βd βdβe βd

βe βe βe βb
e βe βe βeβd βe βeβf

βf βf βfαa βfxf βf βf βf βfβe βf

xf xf xfxa xf t1 xf xf t2 xf

xa xaxf xa xaxf t3 xa xa t4 xaxf

αf
c αf

c αfa
c αf

c αbxf αf
c αf

c αc′xf αf
c αdxf αfe

c αc

αfa
c t5 αf

c t6 αfa
c t7 t8 αfae

c αfa
c

αfe
c αfe

c αfae
c t9 αfe

c t10 t11 αf
c αfe

c

αfae
c t12 αfe

c t13 αfae
c t14 t15 αfa

c t16
βb

e βb
e βba

e βe t17 βb
e t18 βb

e βb
eβfxf

βba
e t19 βb

e βba
e t20 βba

e t21 βba
e t22

Table T.3 (3.4)
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Table des commutateurs des éléments de Γ (3.4)
Table T.4

βa′ βa βb βc βc′ βd βe βf αf αf
c αfa

c αfe
c αfae

c βb
e βba

e

αa′ k
αa k k k
αb k k
αc k k k
αc′ k
αd k k k k
αe k k
αf k k k
βa′

βa k
βb k k k k
βc

βc′ k k k k
βd k k k k
βe k
βf k
xa k k
xf k
αf

c k k k k
αfa

c k k k k
αfe

c k k k k
αfae

c k k k k
βb

e k k
βba

e k k

Les valeurs non indiquées valent 1.
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Valeurs des éléments ti (1 6 i 6 22)
Table T.5

t1 xc
f αcα

f
c xf 3.3.2

t2 xe
f βeβ

b
exf 3.3.2

t3 xc
a αf

c α
fa
c xa 3.3.2

t4 xe
a βb

eβ
ba
e xa 3.3.2

t5 αfaa′

c αcα
f
c α

fa
c 3.4.2

t6 αfab
c kαcαdβc′βdβfα

f
c α

fa
c xaxf 3.4.4

t7 αfac′

c αc′α
fa
c xaxf 3.4.3

t8 αfad
c αdα

fa
c xaxf 3.4.3

t9 αfeb
c αbβeα

fe
c βb

exf 3.4.3

t10 αfec′

c αc′βeα
fe
c βb

exf 3.4.3
t11 αfed

c αbαcαfβbβc′βeα
f
c α

fe
c βb

exf 3.4.4

t12 αfaea′

c αcα
fe
c αfae

c 3.4.2
t13 αfaeb

c kαcαdαeβc′βdβeβfα
fe
c αfae

c βba
e xaxf 3.4.4

t14 αfaec′

c αc′βeα
fae
c βba

e xaxf 3.4.3
t15 αfaed

c αaαbαcαfβbβc′βeα
fa
c αfae

c βba
e xaxf 3.4.4

t16 αfaef
c kαcβcα

f
c α

fa
c αfe

c αfae
c 3.4.4

t17 βbc
e αf

c α
fe
c βb

e 3.4.2
t18 βbd

e βdβ
b
exf 3.4.3

t19 βbaa′

e βeβ
b
eβ

ba
e 3.4.2

t20 βbac
e αfa

c αfae
c βba

e 3.4.2
t21 βbad

e βdβ
ba
e xaxf 3.4.3

t22 βbaf
e βc′βeβfβ

b
eβ

ba
e xaxf 3.4.4

6 Annexe

Tous les graphes ci-dessous sont des graphes de Coxeter.

6.1 Le graphe Q111

On désigne par G le groupe H3,6 ≃ 35
⋊ S6.
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6.1.1

Le groupe G admet la présentation (xi(0 6 i 6 5)/h) avec h :

x1 x2 x3 x4

c
c x0

%
%

x5

(xx2

1 x0)
3 = 1

L’élément z = (x1x0)(x1x0)
x2(x1x0)

x2x3(x1x0)
x2x3x4(x1x0)

x2x3x4x5 qui s’écrit aussi
(x2x1x3x4x5x0)

5 est d’ordre 3 et engendre le centre de G.

6.1.2

Posons a = xx2

1 , b = x3, c = x4, d = x5, e = xx3x4x5

2 , f = x0 ; alors a, b, c, d, e, f
engendrent G et satisfont à :

d

Q111 c

e

b a
l

ll

,
,,

f
l

ll

,
,,

(f.abcde)3 = 1

on a la relation (adbecf)4 = z.(f ed.abc)3.

6.1.3

Le groupe G/Z(G), noté aussi H∗

3,6 admet la présentation

(a, b, . . . , f/Q111, V = 1)

où V = 1 est la relation hexagonale avec V = (adbecf)4.
([8], [13], [15], [18]).
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6.2 Le graphe Q211

On désigne par G le groupe G+(6, 3) (noté 2.O−

6 (3) : 2 dans l’ATLAS) et par
G̃ l’extension centrale non scindée

1 −→ 3 −→ G̃ −→ G → 1.

6.2.1

Le groupe G̃ admet la présentation (xi(1 6 i 6 6)/g6, (x
x4

3 x5)
3 = 1) avec g6 :

x1 x2 x3 x4 x6

llx5
,,

Il existe un unique élément x0 tel que :

x0 x1 x2 x3 x4 x6

llx5
,,

On a : x0 = xxx′x2x1

1 , x = xx4x2x5x6x3x4x3

3 , x′ = xxx2x5x3

3 . Le centre de G̃ est d’ordre
6, Z(G̃) =< m, z >. L’élément z, d’ordre 3, engendre le centre du sous-groupe
< xi(0 6 i 6 5) > isomorphe à H3,6 (voir l’Annexe 1). L’élément m (produit de
six involutions commutant deux à deux) est d’ordre 2 et engendre le centre du
sous-groupe < xx4

3 , xi(0 6 i 6 6, i 6= 3, 4) > isomorphe à W (D6). On a

m = x2x5x6xx′x0 = (xx4

3 x6x5x2x1x0)
5.
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6.2.2

Posons a = xx4

3 , b = x2, c = x1, d = x0, e = xx2x1x0

3 , f = x5, a′ = x6. Alors les
éléments a, b, . . . , f, a′ engendrent G̃ et satisfont à

d

Q211 c

e

b a
l

ll

,
,,

a′

,
,,

f
l

ll

,
,,

6.2.3

Le groupe G (G ≃ G+(6, 3)) admet la présentation :

G = (a, b, . . . , f, a′/Q211, V = 1)

où V = 1 est la relation hexagonale (V = (adbecf)4) ; le centre de G est engendré
par l’involution m, m est l’involution centrale de tout sous-groupe isomorphe à
W (D6) engendré par des conjugués de a dans G. Posons A = aa′bfa ; on a les
égalités suivantes :

m = a′bfdAA
cbdc = (aa′bfcd)5 = a′bfdAA

edfe = (aa′bfed)5

([2], [8], [13], [15], [18]).

6.3 Le graphe Y321

On désigne par G le groupe de Coxeter W (E7) (≃ 2 × Sp6(2) ≃ 2 × O7(2))
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6.3.1

Le groupe G admet la présentation (a, b, . . . , e, c′, e′/Y321) avec :

c′

d

Y321 c

e

b a

;

(ao)

e′
l

ll

,
,,

il existe dans G un unique élément ao qui complète le diagramme ; ao s’écrit :
ao = Cabedcc′e′edcba avec C = cc′bdc.

6.3.2

Le centre de G est engendré par une involution z1 (produit de sept éléments
d’ordre 2 commutant deux à deux) ; on a :

z1 = c′bdCC
ee′dee′ao = c′bdCC

aaobae′ao = (cc′bdeae′)9 = (cc′bdeaao)9

6.3.3

(Avec les notations ci-dessus). Le groupe G̃ avec la présentation

(a, b, . . . , e, a′, c′, e′/Y331, [z1, a
′] = 1)

c′

d

Y331 c

e

b a a′

e′
l

ll

,
,,

est isomorphe à A ⋊ W (E7), où A est un 2-groupe abélien élémentaire d’ordre
27 engendré par les conjugués de aoa′ ; le centre de G̃ est engendré par z1 et
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z2 (z2 désignant l’involution centrale du sous-groupe < a, b, . . . , e, a′, c′ >), z2 =
(cc′bdaea′)9. Le produit z1z2 est dans A et les relations [z1, a

′] = 1 et (aoa′)2 = 1
sont équivalentes.
([1], [2], [3], [5], [7], [14], [16], [19])

6.4 Le graphe Q221

On désigne par U le groupe simple U6(2) (≃ 2A5(2)), son multiplicateur de
Schur est 22 × 3. Les éléments ti qui interviennent dans cette section sont des
transvections unitaires et n’ont pas de lien avec les ti introduits section 3.

6.4.1

Le groupe K̂ isomorphe à (22 × 3).2 × U admet la présentation

(ti(1 6 i 6 6/u, (t13t6)
2 = 1) avec u :

t1 t2 t3 t4 t6

t5
�

�
�@

@
@

(tt23 t5)
3 = (tt43 t5)

3 = (tt2t4
3 t5)

3 = 1,

où t13 = tt
′t′′t3t4

1 (t′ = tt3t5t2t3t5
4 , t′′ = tt3t5t4t3t5

2 ). Les éléments ti correspondent aux
transvections unitaires tvi

, les vi (1 6 i 6 6) forment une base de l’espace vectoriel
sur F4 associé et satisfont à (vi, vj) = 0 si (titj)

2 = 1, (vi, vj) = 1 si (titj)
3 = 1, sauf

pour {i, j} = {3, 5}, où on a alors (v5, v3) = ω avec F4 = {0, 1, ω, ω2}. L’élément
t13 correspond à la transvection tv1+v3

et satisfait aux relations :

(t0) t1 t2 t5 t4 t6

t13
�

�
�

(tt45 .t13)
3 = 1.

Le sous-groupe T =< t13, ti(1 6 i 6 6, i 6= 3) > est isomorphe à un quotient du
groupe G̃ (voir Annexe 2), son centre contient un élément d’ordre 3, central dans
K̂.
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6.4.2

Il existe des conjugués de t1 dans K̂ : a, b, . . . , f, a′, c′ tels que :

c′

d

Q221 c

e

b a
l

ll

,
,,

a′

,
,,

f
l

ll

,
,,

On a la correspondance :

a −→ tv4+v5
, b −→ tv2

, c −→ tv1
, d −→ tv2+ω(v1+v3)+ωv6

,

e −→ tω2v1+ω(v1+v6)+v5
, f −→ tv1+v3

, a′ −→ tv6
, c′ −→ tv2+v6

.

6.4.3

Le groupe K (isomorphe à 22.2.U) admet la présentation

(a, b, . . . , f, a′, c′/Q221, V = 1)

où V = 1 désigne la relation hexagonale V = (adbecf)4.
a) Il existe un unique élément eo satisfaisant aux relations :

c′

d

Q222 c

e

b a
l

ll

,
,,

a′

,
,,

f
l

ll

,
,,

l
ll

eo

cet élément s’écrit eo = Cabedcc′a′abcde = Acbedaa′c′cbafe (avec A = aa′bfa et C = cc′bdc)
et correspond à la transvection tv1+v3+ωv6

.
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b) Les sous-groupes Ra, Rc et Re définis à partir des graphes :

d

Ra c

e

b a
l

ll

,
,,

a′

,
,,

f
l

ll

,
,,

c′

d

Rc c

e

b a
l

ll

,
,,

f
l

ll

,
,,

d

Re c

e

b a
l

ll

,
,,

f
l

ll

,
,,

l
ll

eo

sont isomorphes au groupe orthogonal 2.O−

6 (3) : 2 (voir Annexe 2) ; leurs images
dans U sont les représentants des trois classes de conjugaison de sous-groupes
isomorphes à O−

6 (3) : 2 . Leurs involutions centrales µa, µc, µe appartiennent au
multiplicateur de Schur de U , on a µaµcµe = 1, µa = (aa′fbcd)5, µc = (cc′dbaf)5

et µe = (eeodfab)5.
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c) Les sous-groupes Wa, Wc et We définis à partir des graphes :

c′Wa c

e

b a
l

ll

,
,,

a′

,
,,

f,
,,

l
ll

(eo)

c′

d

Wc c

e

b a ,
,,

(a′)

l
ll

,
,,

l
ll

eo

(c′)

d

We c

e

a
l

ll

,
,,

a′

,
,,

f
l

ll
l

ll
eo

contiennent respectivement eo,a′ et c′ ; ils sont isomorphes à W (E7), leurs involu-
tions centrales za, zc et ze sont dans Z(K).

On a µaza = µczc = µeze = q où q correspond au produit des cinq transvections
d’un plan isotrope. On a Z(K) =< µa, µc > . < µaza >.
([2], [4], [13], [14],[15], [17], [20]).
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Picardie Jules Verne Amiens, 1985.

32



[19] Zara F. Actions of reflection groups on nilpotents groups. Europ. J. of Com-
binatorics, 18 :231–242, 1997.

[20] Zara F. Présentations des groupes de Fischer D4(2) : S3 et D4(3) : S3. Journal
of Algebra, 170 :705–734, 1994.

33


