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RÉSUMÉ. Nous proposons une manière appropriée de construire des intervalles de confiance unilatéraux pour une 
proportion de mesures et nous améliorons la qualité des intervalles de confiance bilatéraux existants en utilisant à la fois 
des résultats récents sur les intervalles de confiance du paramètre proportion d'une loi binomiale et les développements 
d'Edgeworth obtenus précédemment par les auteurs. 
Ces résultats sont motivés par leurs applications dans les laboratoires de contrôle ou dans l'industrie chimique, 
pharmaceutique, agroalimentaire, etc. 
MOTS-CLÉS : Estimation d’une proportion de mesures, Contrôle de qualité, Développements d’Edgeworth, Développements de 
Cornish-Fisher, Intervalles de confiances, Techniques bootstrap. 
 
 
 
 
1. Introduction 
 
1.1. Motivation 
 

Un des problèmes des laboratoires de contrôle ou de l'industrie chimique, pharmaceutique, agroalimentaire, etc, est 
l'estimation de la proportion π  d'une population normale de mesures se situant entre deux limites. Pour une description 
détaillée du problème considéré, nous renvoyons à [BOU 85], [MEE 88] et [BER 07]. 

Nous étudions ici la procédure de Resnikoff présentée dans [RES 55] complétée par Mee dans [MEE 88]. Cette 
procédure, encore fréquemment utilisée dans la pratique pour la construction d'intervalles de confiances bilatéraux pour 
la proportion π , repose soit sur la méthode du score appliquée au paramètre proportion d'une loi binomiale, voir la 
Proposition 2, soit sur une approximation heuristique des quantiles d'une loi construite à partir de lois Beta. 

Une série d'articles récents, [AGR 98], [BRO 01], [BRO 02], [BRO 03] et [CAI 05], est dédiée aux propriétés des 
intervalles de confiance bilatéraux et unilatéraux pour des lois discrètes dont la loi binomiale. Il en ressort que, si la 
méthode du score est relativement bien adaptée pour la construction d'intervalles de confiance bilatéraux, il n'en est rien 
en ce qui concerne des intervalles de confiance unilatéraux qui sont pourtant d'usage courant, en particulier lorsque l'on 
souhaite s'assurer que la proportion d'individus conformes π  dans une population est supérieure à une valeur cible 

minπ . Nous utilisons les résultats basés sur des développements d'Edgeworth proposés dans [BRO 02], [CAI 05] et 
[BER 07] pour construire des intervalles de confiance adaptés au cas unilatéral tout en améliorant la qualité des 
intervalles de confiance bilatéraux. 
 
1.2. Notations 
 

Soit :1iX i n≤ ≤  une série de mesures d'une procédure analytique qui suit une loi normale de moyenne Mμ
1 et de 

variance 2 0Mσ >  inconnues. Désignons par X  la moyenne empirique et 2
cs  la variance empirique corrigée : 
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La proportion π  se définit alors par :  

( ) 1 2: T M T M
T T

M M

X
λ μ μ λ μ μπ μ λ μ λ π π

σ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − + −

= − ≤ ≤ + = Φ −Φ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

P� , (1) 

où Φ  désigne la fonction de répartition d'une loi normale centrée réduite, ,λ λ−  sont les « limites d'acceptation » et 
Tμ  représente la « vraie valeur »2 de la moyenne de l'échantillon. La proportion π  s'écrit alors : 

M M

M M

U Lμ μπ
σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, où TU λ μ= +  et TL λ μ= − + . (2) 

                                                 
1 La lettre M  est utilisée pour signifier « method ». 
2 La lettre T  est utilisée pour signifier « true ». 
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À partir de (1) ou (2), deux estimateurs de π  sont proposés : le premier, noté π̂  et défini par l'équation (3) dans 
[BER 07], est construit par la méthode du maximum de vraisemblance (MLE) et le second, noté π%  et défini par 
l'équation (4) dans [BER 07], est sans biais et de variance minimale (MVUE). π̂ π−  et π π−%  renormalisés par n  
sont asymptotiquement gaussiens de même variance, voir [BER 07]. 

La limite supérieure (respectivement inférieure) d'un intervalle de confiance de niveau exact ( )100 1 α− % si nous ne 
considérons qu'une seule des deux proportions iπ , notée LP  (respectivement UP ), est construite ainsi :  

( )( )1 LP obsT nz nk α− ≤ ≤P� , (respectivement ( )( )1 UP obsT nz nk α− ≤ ≤P� ), (3) 

où ( )1 ck X L s= − , ( )2 ck U X s= − , ,obs i obsk k= , ,i obsk  est la valeur de ik  évaluée sur la série de mesures 

considérée et zα  est le α  percentile d'une loi normale centrée réduite et ( )T λ  suit une loi de Student non centrale de 
paramètre λ  à ( 1)n −  degrés de liberté. 
 
 
2. Les procédures de Resnikoff et de Mee 
 

L'une ou l'autre de ces deux procédures est choisie en fonction d'un a priori sur la valeur de π . Nous renvoyons le 
lecteur à l'article [MEE 88] pour de plus amples détails. 

La procédure de Resnikoff repose sur l'utilisation de l'estimateur π% , défini par l'équation (4) dans [BER 07]. 
R.i. Calculer les quantités 1,obsk  et 2,obsk  à partir de l'échantillon . Si la valeur 1,obsk  ou 2,obsk  est supérieure à 

( )1n n−  alors choisir ( )1, 2,min ,obs obs obsk k k=  et aller à l'étape R.iv. Sinon calculer obsπ% . 

R.ii. Déterminer obsb  le 100 obsπ%  percentile de la distribution ( ) ( )( )Beta 2 / 2, 2 / 2n n− − . 

R.iii. Calculer ( )( )1 2 1obs obsk b n n= − − . 

R.iv. Résoudre (3) pour déterminer l'intervalle de confiance approché ,L UP P⎡ ⎤⎣ ⎦  pour la proportion π . 
La procédure de Mee repose sur l'utilisation de l'estimateur π̂ , défini par l'équation (3) dans [BER 07]. 

M.i. Calculer les quantités 1,obsk  et 2,obsk  à partir de l'échantillon. Si la valeur 1,obsk  ou 2,obsk  est supérieure à 

( )1n n−  alors résoudre (3) pour déterminer l'intervalle de confiance approché ,L UP P⎡ ⎤⎣ ⎦  pour la 

proportion π  en choisissant ( )1, 2,min ,obs obs obsk k k= . Sinon calculer ˆobsπ . 

M.ii. En notant φ  la densité d'une loi normale centrée réduite et ( )2 1c n n= − , approximer la variance 

( )ˆar πV�  de π̂  par : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

1, 2, 1, 1, 2, 2, 2 1obs obs obs obs obs obs obsV ck ck ck ck ck ck nφ φ φ φ⎡ ⎤= − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
. (4) 

M.iii. Calculer ( )ˆ ˆ1obs obs obsn Vπ π′ = − . Cette taille est un « effective sample size ». 

M.iv. Déterminer l'intervalle de confiance ,L UP P⎡ ⎤⎣ ⎦  en appliquant la méthode du score, voir la Proposition 2, à 

( )~ Bin ,V p n′  et en utilisant l'estimation ponctuelle ˆobsπ  de π̂  comme estimation de p  dans les calculs. 
 
3. Intervalles de confiance unilatéraux et bilatéraux et développements d’Edgeworth 
 

Les intervalles de confiance unilatéraux pour le paramètre p  d’une loi binomiale ( )Bin ,p n , calculés dans [CAI 
05] et reproduits ci-dessous, ont été obtenus en deux étapes : calcul du développements d'Edgeworth à l'ordre 2 de leur 
taux de couverture et élimination des biais systématiques du premier et du second ordre de ce taux de couverture. Ces 
intervalles de confiance sont très précis et ce même pour des valeurs faibles de l'effectif de l'échantillon et toutes les 
valeurs du paramètre p . Soit 1Y ,…, nY  un échantillon indépendant identiquement distribué suivant une loi ( )Bin ,p n . 

Posons 2
11 3 1 6z αη −= + , ( )2

1 113 18 17 18z αγ −= − + , 2
2 11 18 7 36z αγ −= +  et ( ) ( )2p nY nη η= + +% . 

 
Proposition 1 
L’intervalle de confiance unilatéral supérieur UIC  (respectivement inférieur LIC ) de niveau ( )100 1 α− % suivant 

est exact à l'ordre deux: 

( ) ( )( )( ) [ ]1 21 1 2
1 1 20, 1 1 0,1UIC p z p p p p n nα γ γ − −
−

⎡ ⎤= + − + − + ∩⎢ ⎥⎣ ⎦
% % % % % . (5) 
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(respectivement ( ) ( )( )( ) [ ]1 21 1 2
1 1 21 1 ,1 0,1LIC p z p p p p n nα γ γ − −
−

⎡ ⎤= − − + − + ∩⎢ ⎥⎣ ⎦
% % % % % .) (6) 

 
Preuve : Voir [CAI 05]. 
 
Les intervalles de confiance bilatéraux se calculent généralement à l'aide de la méthode du score. Nous commençons 

par rappeler la définition de ces intervalles, voir [BRO 02] par exemple. 
 
Proposition 2 
L'intervalle de confiance bilatéral du score usuel de niveau ( )100 1 α− % est égal à : 

( ) ( )( )
2 1 2 1 21 2 1 2 2

1 22 2
1 2 1 2

2
, 1 4L U

nY z z n
W W Y Y z n

n z n z
α α

α
α α

− −
−

− −

⎡ ⎤+
= ± − +⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

. (7) 

 
Preuve : Voir [BRO 02]. 
 
Les calculs et les recommandations exposés dans [BRO 02] amènent à choisir l'intervalle de confiance bilatéral du 

score modifié. Il s’agit d’un intervalle de confiance corrigé pour une faible ou forte valeur observée, ny , de la variable 
aléatoire nY  et dont les bornes sont données par la Définition 3. 

 
Définition 3 
L'intervalle de confiance bilatéral du score modifié, noté ,M M

L UW W⎡ ⎤⎣ ⎦ , est défini ainsi : 

si 1 ny y∗≤ ≤  (respectivement 1n y ny n∗− ≤ ≤ − ) avec 2y∗ =  si 50n ≤  et 3y∗ =  si 51 n≤ , alors la borne 
inférieure LW  (respectivement supérieure UW ) de l'intervalle du score usuel est remplacée par nx nλ  avec 

2
2 ,1 2x x αλ χ=  où 2

2 ,x αχ  est le 100α  percentile d'une distribution du 2χ  avec 2x  degrés de liberté. 
 
Nous proposons enfin des intervalles de confiance pour π  de niveau ( )100 1 α− %, unilatéraux ou bilatéraux. 
 
Théorème 1 
Les intervalles de confiance construits à l'aide du développement de Cornish-Fisher obtenu pour π̂  dans [BER 07] 

et d'une technique de bootstrap de type Student ou BCa  sont exacts à l'ordre deux. 
 
Théorème 2 
Les intervalles de confiance construits à l'aide du développement de Cornish-Fisher obtenu pour π̂  dans [BER 07] 

et d'une technique de bootstrap de type Student ou BCa  sont exacts à l'ordre deux. 
 
Preuve des Théorèmes 1 et 2 : 
Nous renvoyons à [SHA 96], pages 131 à 140, pour une construction explicite de ces intervalles de confiance pour 

π , en particulier pour une formule explicite de l'estimateur de la constante d'accélération a , à partir des 
développements de Cornish-Fisher pour π̂  et π%  obtenus dans [BER 07]. 
 
 
4. Améliorations de la précision des intervalles de confiance proposés par Resnikoff et Mee, construction 
d'intervalles alternatifs 
 

Commençons par modifier la procédure de Resnikoff, à la fois pour le cas unilatéral et le cas bilatéral : 
• Nous proposons de remplacer les étapes (R.ii), (R.iii) et (R.iv) par une seule étape (R.ii)’: « Utiliser 

l'intervalle de confiance du Théorème 2. ». 
 
Puis, nous suggérons les alternatives suivantes à la procédure de Mee. Commençons par le cas unilatéral. 

• Remplacer l'étape (M.iv) par l'étape (M.iv)’ : « Déterminer l'intervalle de confiance 0, UI⎡ ⎤⎣ ⎦  

(respectivement l'intervalle de confiance [ ],1LI ) en utilisant la formule (5) de la Proposition 1 
(respectivement (6) de la Proposition 1) si nous souhaitons une limite unilatérale supérieure 
(respectivement inférieure). ». 

• Remplacer les étapes (M.ii), (M.iii) et (M.iv) par une seule étape (M.ii)’ : « Utiliser l'intervalle de 
confiance du Théorème 1. ». 
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Continuons avec le cas bilatéral pour lequel nous suggérons également deux alternatives. 

• Remplacer l'étape (M.iv) par l'étape (M.iv)’ : « Déterminer l'intervalle de confiance du score modifié 
,M M

L UW W⎡ ⎤⎣ ⎦  de la Définition 3. ». 

• Remplacer les étapes (M.ii), (M.iii) et (M.iv) par une seule étape (M.ii)’ : « Utiliser l'intervalle de 
confiance du Théorème 1. ». 

 
 
5. Conclusions et perspectives 
 

Les intervalles de confiance utilisés ici possèdent tous la caractéristique d'être exacts à l'ordre deux. Ainsi nous 
avons obtenu une augmentation sensible de la précision des intervalles de confiance bilatéraux proposés dans [MEE 88] 
et introduit des intervalles de confiance unilatéraux spécialement conçus pour leur utilisation dans le contrôle de qualité 
ou la validation de procédures analytiques. 

Nous présenterons la comparaison de la qualité de ces intervalles de confiance à la fois sur des données simulées et 
réelles issues de l’industrie pharmaceutique. 

L'amélioration des intervalles de confiance pour ce modèle simple d'échantillonnage se poursuivra par l'adaptation 
de ces techniques à des plans d'échantillonnage plus complexes comme ceux dans [HOF 05]. 

Parallèlement, nous montrerons comment étendre ces résultats au cas où la loi de la population de mesures de la 
procédure analytique est connue mais n'est pas nécessairement une loi normale, les paramètres de cette loi pouvant être 
à estimer. Cette démarche est motivée par des indications de [MEE 88] et les résultats de [FOL 65]. 
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