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RESUME : Soit G un groupe de Coxeter de type A,, By, D, ou Is(N), ou un groupe de
réflexions complexes de type G(de,e,n). Soit V sa représentation standard et soit k£ un entier
plus grand que 2. Alors G agit sur S(V)®*. Nous montrons que I’algebre d’invariants (S(V)®*)¢
est un (S(V)%)®*-module libre de rang |G[*~! et que S(V)®* n’est pas un (S(V)®*¥)%-module
libre.

ABSTRACT : Let G be a Coxeter group of type A,,, By, Dy, or Io(N), or a complex reflection
group of type G(de,e,n). Let V be its standard representation and let k be an integer greater
than 2. Then G acts on S(V)®¥. We show that the algebra of invariants (S(V)®¥)¢ is a free
(S(V)9)®k-module of rank |G|*~!, and that S(V)®* is not a free (S(V)®*)%-module.
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Introduction

Soit G un groupe de Coxeter et V' sa représentation standard. Soit A; = S(V) lalgebre
symétrique de V ; le groupe G agit par automorphismes d’algebre sur A; et les résultats suivants
sont bien connus ([, f, [i]) :



1. La sous-algebre des éléments G-invariants A est une algebre de polynémes.
2. Le A§¥-module A; est libre, de rang fini égal au cardinal de G.

Soit k un entier supérieur ou égal & 2. On consideére maintenant la représentation V¥ de G
et son algebre symétrique Ay, = S(VF) = A?k, sur laquelle agit G. Pour k = 2, cette situation
a été étudiée dans le cas du groupe symétrique dans [ﬁ] ; en remarquant que V et V* sont des
représentations isomorphes, cette situation est étudiée dans [[] pour les groupes de Coxeter et
dans [fl] pour les groupes de Weyl de rang 2.

Cette algebre Ay contient deux sous-algebres particulieres. La premiere est la sous-algebre
AkG des éléments G invariants, la seconde est la sous-algebre des éléments AkGX"'XG invariants,
cest-a-dire (AY)®*. De plus, (A§)®F C AkG C A;. D’aprés les premiers résultats évoqués dans
cette introduction, Ay, est un (AY)®*-module libre de rang fini, égal & |G|*. La question est de
savoir si AkG est un module libre sur (AY)®* et le cas échéant de calculer son rang. On peut
également se demander si A; est un module libre sur Ag. Nous démontrons dans ce texte les
résultats suivants :

1. Si G est un groupe de Coxeter d’une des séries infinies A,, B,, D, I2(N) ou plus
généralement un groupe de réflexions complexes de la série infinie G(de, e, n), alors AkG
est un (A¥)®*-module libre, de rang |G|F~1.

2. Avec les mémes hypotheses sur G, A n’est pas un AkG—module libre.

Nous donnons également un exemple de groupe pour lequel AkG n’est pas un (A?)®k—module
libre. Ce groupe est le groupe diédral I5(6) = Ga, mais la représentation choisie, de dimension
2, n’est pas la représentation standard.

La preuve de ces résultats utilise une variante N*-graduée de la formule de Molien, exposée
dans la premiere section. Les différents groupes considérés dans ce texte sont tous des sous-
groupes de produits en couronne de certains groupes cycliques, comme il est expliqué dans la
deuxieme section. La section suivante détaille le calcul des séries de Poincaré-Hilbert des algebres
d’invariants et la derniere section explicite les différents exemples de cet article.

Notations.
1. Le corps de base est C.
2. Soit A un anneau. Pour tout ¢ dans cet anneau, pour tout ¢ € N*, on pose [i|; =1+4+...+
i—1
q .

1 Formule de Molien Nf-graduée

Soit G un groupe fini, agissant de maniere homogene sur un espace vectoriel N¥-gradué A. Les
composantes homogenes de A seront notées A(iy,...,i). La série formelle de Poincaré-Hilbert

de A est : ' ‘
R(hy,....hg) = > dime(A(i, ... ip))hY .. Bt

G agit sur A de maniére homogene, donc le sous-espace A® des invariants sous l’action de
G est un sous-espace gradué. On note R€k(hy, ..., h;) sa série formelle de Poincaré-Hilbert.

Définition 1 Soit 0 € G et (i1,...,i;) € N¥. On pose x;,...(0) = Tr (O"A(ihm’ik)). On
pose également :

Xe(@) = ) Xivoin (R . B

On a la variante suivante de la formule de Molien (voir [i]) :

Proposition 2 La série formelle de lespace A des invariants de A sous Uaction de G est :

1
RY(hy,...,hy) = @l > xk(o).
oeG



Preuve. 11 suffit de montrer que pour tout (iy,...,i;) € N¥,

. . . 1
dZmC(A(Zl, L 7”{))) - @ Z X’il,...,ik (U)a
oceG

ce qui est classique. [J

Exemple. Soit V' une représentation de G de dimension finie et soit & € N*. Alors GG agit
par automorphismes d’algebre sur 4;, = S(V)®* = S(VEF), Cette algebre est NF-graduée en
mettant les éléments de la i-éme copie de V' homogenes de degré (0,...,0,1,0,...,0), ou le
coefficient 1 est situé en i-eme position. La série formelle de Poincaré-Hilbert de Aj est alors :

1 1
(T =h)» " (= he)™

Ri(ha,... hy) = Z dimc(Ap(in, . .. ig))Ri .. R =

2 cadre et énoncé du théoréme principal

Soient N > 2 et n € N*. Soit H un sous-groupe de (Z/NZ)" stable sous l’action de S,, par
permutation des coordonnées. On obtient alors un produit semi-direct G = H % S,,, sous-groupe

du produit en couronne (Z/NZ)™ x S,. Soit V' = Vect(xy,...,x,) et soit £ une racine N-iéme
primitive de I'unité. Le groupe G agit sur V' de la maniére suivante : pour tout (k1,...,k,) € H,
tout o € 5y,

_ _ L

(F1seo kn)oay = &9, 0.Tj = To(j):

Le but de la section [ du présent texte est de démontrer le résultat suivant :

Proposition 3 Sous les hypothéses exposées précédemment,

_ RS (h1,... hg)
lim = =
(h1yhi)—(1,.,1) R (hy) ... RS (hy)

= |G,

Par la suite, nous noterons :

~ RS(hi,... )
Qr(ha, ... hy) = RS (hy)... RS (hy)

La proposition |J a le corollaire suivant :

Théoréme 4 Supposons que (G, V') soit un groupe de Cozeter d’une des séries infinies Ay,
By, Dy, ou I3(N), ou plus généralement un groupe de réflexions complexes de la série infinie
G(de,e,n). Notons Ay = S(V)®k = S(VEk),

1. Pour tout k € N*, A est un (AY)®*-module libre de rang |G|*~L. De plus, Qx(ha, ..., hx)
est un polynome.

2. Si k> 2, A, nest pas un module libre sur AkG,

Preuve. Lorsque (G, V') est un groupe de réflexions complexes, on sait que AlG est un anneau
de polynomes et que A; est un A{-module libre de rang fini (voir par exemple [P, fi]). Par suite,
A = AP% est un (A§)®F-module libre de type fini. Soit alors (P, ..., Py,) une (A¢)®*-base de
Ap.

Premiére étape. On note M l'idéal d’augmentation de (AY)®*. Montrons que M A N AkG =
./\/lAkc. L’inclusion D est immédiate. Soit = € MAkﬂAg. Cet élément peut s’écrire x = Zj m;ag,

3



avec pour tout j, m; € M et aj € Aj. De plus, comme x et les m; sont G-invariants :

1
T = @Zgaz

geG

- ﬁ 53 (gmy)(g.a5)

geG j

= é Z ij(g.aj)

geG j

= ij |—61¥|Zg.aj GMAkG,
j

gelG

G
€AG
par suite, on a une injection de C-espaces vectoriels :

AG A
MAS — MA,

G
Une C-base de /\/I?flk est (P + MAyg,..., Py, + MAg), donc /\/I?flk et par suite Ajzkg sont de

G
dimension finie. Soit (@1 + MAE, R MAE) une C-base de /\jZG' Notons que n < m et
k
qu’on peut choisir les Q; homogenes.
Deuzieme étape. Montrons que les @); engendrent AkG, Posons B =(AG)@k (Q1,...,Qn) et

A= AkG/B. Tout d’abord, MA = A. En effet, si x € AY, alors il existe i, ..., \, € C, tels que
T+ MAC =N Q1+ ...+ \Qn + MAkG, On peut donc écrire :

CEZ)\lQl—F...—{—)\nQn—{—ZmJ‘CL]’,
J

ou a; € Ag, m; € M pour tout j. En conséquence :

:U+B:0+ij(aj+B)€MA.
J

Par conséquence, pour tout k € N*, A = MFA.

Supposons A non nul. Il s’agit d’un (AIG)@’k—module gradué; choisissons = € A, non nul,
homogene et notons k son degré. Alors x € M*+1A, donc peut s’écrire :

xr = Z mgl) oo mék+1).aj,
J

(@)

ou les m; " sont dans M. Alors, pour tout j,

mg.l)...mgcﬂ).aj € GB A(l),
I>k+1

donc x ne peut étre de degré k : on aboutit & une contradiction, donc A = (0) et donc Q1,...,Qy,
engendrent AkG,



Troisieme étape. Montrons que les ; sont (A?)®k—linéairement indépendants. Soient x1,...,x, €
(A?)‘g’k, tels que 1Q1 + ... + ,Q, = 0. Dans -/\;?f‘k’ posons, pour tout 7,

m
Qj + MA, = Xij(P+ MAy).
i=1
La famille (Q; + MAy)1<k<n €tant libre, la matrice (X; j)i<i<m € M, n(C) est de rang maximal

1Z5<n
n. D’autre part, dans Ay, posons :

m
=1

ol y;j € (A$)®* pour tous i et j. Par unicité des Xijs Yij = \ijj + MAy pour tous i et j. En

conséquence, la matrice (y; ;)i<i<m est de rang maximal n sur le corps K = Frac ((AIG)®]“)
1<j<n
Comme n < m, son noyau est donc nul. D’autre part,

> Qi =Y vijaP
J 1,J
Les P; étant (A{)®*-linéairement indépendants, on obtient pour tout 7 :

Z YijTj = 0.
J

D’apres ce qui précede, on a donc z1 = ... =z, = 0.

Quatriéme étape. Donc AkG est un (AY)®*-module libre, de rang fini n. Notons Qk(hl, ooy hy)
la série génératrice de Poincaré-Hilbert des degrés des @); ; il s’agit d’un polynome, les @); étant
en nombre fini. De plus, la série de Poincaré-Hilbert de AkG est :

Ry (ha,... hi) = Qp(hn, ... hi)RY (h1) ... R ().

Donc Qk(hl,...,hk) = Qk(h1,...,ht). Enfin, le rang n vaut Qk(l,...,l), ce qui d’apres la
proposition [ vaut |G|*~1.

Derniére étape. Supposons que Aj soit un AkG—module libre. Il existe alors un polynome
Tk(hl, e ,hk) tel que Rk(hl, e ,hk) = Tk(hl, ey hk)Rg(hl, ey hk) par suite :

Ri(hi,....hi) = T(ha, ... ) Qil(ha, ... hi )R (hy) ... RS (hs).
Soient djy, ... ,d, les degrés du groupe de Coxeter G (voir [, fi]). On obtient :

1 Tk‘(hlaahk‘)Qk‘(hlaahk‘)

(L=h)m . (I=hg)"  Q—hP)...(A—hd) .. (1=hMy .. (1 =iy

En conséquence, Tk(hl, ey hk)Qk(hla ey hk) = [dl]hl ce [dn]hl ce [dl]hk e [dn]hk En considérant
la décomposition en polynomes irréductibles de Qg (hq,...,hx), on montre que 'on peut écrire

Qr(h1,... hg) = lgl)(hl) . gc)(hk), ou les Qg) sont des polynémes & une variable. De plus,
pour des raisons de symétrie entre les différentes copies de V, on peut se ramener a Q,(gl)(h) =
S = Q,gk)(h) = Qp(h). Comme Q(0,...,0) = 1, on peut supposer que Qx(0) = 1.

Comme le rang de AkG en tant que (A?)@’k—module est strictement plus grand que 1, le

polynéme Qp(h1,...,hi) n’est pas constant. Soit Ah{? ...hy* un monéme non constant de ce
polynéme, choisi de degré total minimal. A ce monéme correspond A éléments de la famille des
générateurs (Q1,...,Qy). Si un seul des «; est non nul, alors ces générateurs sont dans 1'une



des copies de S(V) et G-invariants, donc dans (AY)®*, ce qui est impossible. Quitte & changer
Iindexations des différentes copies de V', on peut supposer que 1 < oy < ag. Alors Qk(h) est
nécessairement de la forme Qk(h) =14+ puh™ +..., ol p est un scalaire non nul. En développant
Qi (h1, ..., h), ce dernier polynome contient le monéme non nul ph{!, ce qui contredit la min-
imalité du degré de Ah{! ... h3*. Donc Ay n’est pas libre sur AY. O

Remarques.

1. Les trois premieres étapes de cette preuve montrent que, si G est un groupe de Coxeter,
A¢ est un (A§)®*-module libre de rang fini, de rang inférieur a |G|

2. La derniére étape montre que, si G est un groupe de Coxeter, tel que AkG soit un (A)®k-
module libre de rang > 2, alors A n’est pas un AkG—module libre.

3 Serie de Poincaré-Hilbert des invariants

3.1 Orthogonal d’un sous-groupe de (Z/NZ)"
Définition 5 Soit K un sous-groupe de (Z/NZ)™. On pose :

K+ ={(k1,...kn) € (Z/NZ)" /¥(1,...1,) € H, kily + ... + kyl, =0} .

11 s’agit d’un sous-groupe de (Z/NZ)". De plus, si H est stable sous 'action de S,, par permu-
tation des coordonnées, il en est de méme pour H+.

Fixons k € N*. Alors V¥ a pour base (wi;)1<i<k et action de G sur VO est donnée par :
1<j<n

(kﬁl, PPN kn).CCiJ' = giji,j, U.xi,j = xi,a(j)'

Comme H est un sous-groupe distingué de G et que G/H ~ S,, AS = (A)%. Considérons
donc d’abord AkH . Chaque monéme de Aj engendre un sous-H-module de dimension 1, en

. H ag1 Q. n ai1 (o7 R I .
conséquence, A" = Vect (wu T /90171 <. Ty, invariant sous H> De plus,

1 Apn

zy}t ...z, M invariant sous H
v(k: kn) € H, ghr(onatotop )t thn(onntotorn) — 1
PARE b

\V/(k‘l,...,En) € H, kil(OéLl +...—|—ak71)—|—...—|—k:n(oz17n—|—...—i—ozk7n) =0
(au+...—i—ak,l,...,alm—i—...—i—ak,n) e H'.

111

En conséquence :

Lemme 6

AkH = Vect (:U(ill’l ---CUZ,I;’LR/(al,l+---+Oék71,---,041,n+---+04k7n) GHJ‘>.

La fin de ce paragraphe est consacrée a la preuve du résultat suivant :
Lemme 7 Soit H un sous-groupe de (Z/NZ)". Alors :
(Z/NZ)"
I~ Homgyz(H,Z/NZ) ~ H.
En conséquence, |H||H+| = N"™.

Preuve. Soit (e;)1<i<n la Z/NZ-base canonique de (Z/NZ)". 1l existe une seconde base
(fi)i<i<n de (Z/NZ)™ et des entiers dy,...,d, tels que :

2. H est engendré par dy f1,...,dnfn.



Premiére étape. Montrons que ’application suivante est surjective :

{ Homyz((Z/NZ)",Z/N7) — Homyz(H,Z/NZ)
P ¢ — ¢\H-

Soit v € Homgz(H,Z/NZ). Posons k; = 1(d; f;) pour tout i. Comme l'ordre de d;f; est N/d;,
k; est d’ordre divisant N/d;, donc est dans dZ-Z/N% : posons donc k; = d;l;. Alors 1 est la
restriction de H du morphisme ¢ défini par ¢(f;) = I;.

Deuzxiéme étape. Considérons I’application suivante :

(Z/NZ)" —s Homy(H,Z/NZ)

U - - H — Z/NZ
(kla...7kn) i { (21’ ’Zn) — Elzl—i——i—EnZn

Par définition, son noyau est HL. Montrons que ¥ est surjective. On considere 'application
suivante :
(Z/NZ)" — Homy((Z/NZ)",Z/NZ)
— — (Z/NZ)* — 7Z/NZ
ki,...,k - - it _
(k1. kn) - — { (1v.. ) — Tt + ...+ kb,

Alors ¥ = po 0. D’aprés la premieére étape, il suffit de montrer que 6 est surjectif. On remarque
aisément que (0(e;))1<i<n est une Z/NZ-base de Homgz((Z/NZ)",Z/NZ), donc § est bijectif.

NZ
/—i ~ Homz(H,Z/NZ).

Par suite,
H

Derniére étape. Montrons que Homyz(H,Z/NZ) ~ H.Posons N = d,;d;, pour tout 1 <i < N.
Tout d’abord, H = (d1f1) @ ... ® (dnfn) * Z/d\Z & ... ® Z/d,,7Z. En conséquence :

Homz(H,Z/NZ) ~ Homg, (Z/d\Z, Z/NZ) & ... & Homg, (d,Z, Z/NZ) .

11 suffit donc de montrer que pour tout k divisant N, Homgz(Z/kZ,7/NZ) est cyclique d’ordre
k. On considere le morphisme suivant :

Z/kZ — Z/NZ
¢ 7 N

Ce morphisme est bien défini car % est d’ordre k dans Z/NZ. De plus, ¢ est d’ordre k dans
Homz(Z/KZ,Z/NZ). De plus, pour tout morphisme ¢ : Z/kZ — Z/NZ, (1) est d’ordre
divisant k, donc de la forme %l : par suite, ¢ = l¢. Donc ¢ engendre Homy(Z/kZ,7/NZ). O

3.2 Série formelle de AkG

Notations.

1. Soit n € N. Les partitions de n seront notées sous la forme o = (aq, ..., q), avec :
(a) 1<a; <...<q;
(b) a1+ ...+ =n.

2. Soit a une partition de n. Alors 6;(a) est le nombre de a; égaux a i, pour tout 1 <1i < n.

Remarque. Notons que [ dépend de . Cependant, pour ne pas alourdir les notations, nous
continuerons a noter ! plutot que l,.



Soit o € S, et soit a son type. Soient wy,...,w; les g-orbites, indexées de sorte que pour
tout j, w; soit de cardinal a;. Posons :

xx(o) = Z Tr (J‘AkH(il,___%)) h’f . hﬁc’“.
Bl eyl

Remarquons que o agit par permutation sur les monoémes de AkH . En conséquence, x(o) est

la série formelle des mondmes de AkH fixés par o. Pour tout ¢ € {1,...,k}, tout j € {1,...,1},
posons :
xi,wj = H xl,kﬁ
k‘Equ
Il s’agit d’un élément de Ay, de degré (0,...,q; ,...,0). L’ensemble des monémes de Ay, fixés par
o est alors :

My = {af5) ol /Y1 <0 <k, V1 <G <1 aiy €N

D’apres le lemme [ et par invariance de H' sous I’action de S,,, un tel monéme est dans AkH si,
et seulement si,
HJ_
(al,l—|—...+ak71,...,a171+...—|—ak,l)6 .

a1 (67

Le sous-espace engendré par les monomes de AkH fixés par o est une sous-algébre notée (Ag )7,
dont la série formelle est xx(o).

Définition 8 Soit a une partition de n. On pose :

1. H- =S (k1,...,k) € (Z/NZ)' ] (k1,... k1, ki, ... k) € HE
o (k1 1) € (Z/ )/(1_,_1/ u

(5] g

2. Ig(k) = {(ai7j)1§i§k / 0< ;5 < N —1, (04171 +.oootog,. 00+ +ak,l) € Hi‘} .
1<5<i

arjag1+...togag arag 1+...topag
3. Py(h1,....hg) = Z hS oy .
(ci,j)€la(k)

En particulier, H(l1 )= H*'. On remarque en outre que I,(1) est en bijection avec Hgl ; plus

yeeesd
généralement, | I, (k)| = |Hx|N* =D (on choisit arbitrairement o 1, ..., Qg 1.1, -+, Q115+, Qg1

et (a,1,...,0p ) est déterminé par 'appartenance a Hi)

Alors, en effectuant la division euclidienne des a; ; par N :
Hyo __ N N a1l Q1
(AL)° = @ C[ml,wl,...,kal]me T
(ci,j)€la(k)

En prenant la série formelle de cette sous-algebre de Ay, :

Py(hy, ..., hg)
i
i=1j=

n! .
' permutations de

101(@) . nbn(@p(a)!...0,(a)

Enfin, avec la proposition [}, comme il existe
type « :
Théoréme 9 La série de Poincaré-Hilbert de AkG vérifie :

Po(ha,... hy) b 1
G _ (23
Bt b= Y @) ouay L T

a partition de n Ti=1j=1 1- hz




On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 10 La série de Poincaré-Hilbert de Ak,G vérifie :

1
lim 1—h)"...(1=hp)"RE (he,. .. hi) = —.
(hl,...,hk)—>(1,...,1)( ) ( k) B (h K |G|
Preuve. Alors :
(1=h)™. .. (1= hg)" R (ha, - i)
P,y(hy,..., hy) 1
N part%n don 101(@) . nbn@@)(a)!...0,(a)! Zl_[l]l_[l Nozj
En conséquence, si a # (1,...,1), alors [ # n et le terme de la somme correspondant a « tend
vers 0. Par suite :
Pl 1)(1771) b 1
lim 1= h)"...(1 = he)"RC(hy,... hy) = - —
(hl,...,hk)e(l,...,l)( )" ( k)" R (hy k) - 21—[1]1_[1 ~
(k)]
N n!Nkn
o HG, g IN®
N n!Nkn
_|HY
- pINT

On conclut avec le lemme []. O

Preuve de la proposition f§. D’aprés le corollaire précédent,

, RE(h1,... hg)
lim e e
(h1,ehi)—(1,..,1) Ry (h1) ... RY (hi)
i (1—=h1)"...(1 = hp)"RE (ha, ..., hg)
1 n PG n RG
(h1,ehy)—(1,..51) (L — hy)"RY (h1) ... (1 — hy)"RY (hy)
1
1G]
1 1
IGI """ G

_ ’G’k 1 0

4 Exemples des séries infinies de groupes de Coxeter

4.1 Groupes symétriques A, _;

On prend N =2 et H = {(0,...,0)}. On obtient ainsi G = S,, = A,,_;. La représentation
associée n’est pas la représentation standard de A,_1, mais la somme directe de la représentation
standard W et d’une représentation triviale 7' de dimension 1, engendrée par 1 + ...+ x,. En
conséquence, pour tout k, AY = C[TP*] @ C[WP*]C. Par suite, le corollaire ] est également vrai
pour A,_1 agissant sur sa représentation standard.

Précisons un peu le théoréme f|. On obtient :
a) H' = (Z/2L)".
b) Pour toute partition a, Hy = (Z/27Z)".

c¢) Pour toute partition «, I = {(a; j)1<i<k / Vi, j, 0 < a;; < 1}.
1<5<



d) Pour toute partition «,

Pg(hl, o hk) _ Z Z htll1a1,1+...+aza1,z o hzqak,1+...+azak,z _ H (1 + h?‘j) )

1<i<k 0<qy ;<1 1<i<
1<5<1 1<j

Par exemple :
1. Pour n =2 et k =2, Qa2(h1, he) = hihe + 1.
2. Pour n =2 et k =3, Q3(h1, ha, hg) = h1hy + h1hs + hohs + 1.
3. Pour n =3 et k =2, Qa(h1, he) = h3h3 + h2h3 + h3hg + h1h3 + hihg + 1.

4.2 Groupes de réflexions signées B,

On prend N = 2 et H = (Z/2Z)". On obtient ainsi G = B,,. La représentation V est la
représentation standard de B,,.

Précisons un peu le théoréme fJ. On obtient :
a) H+ ={(0,...,0)}.
b) Pour toute partition a, Hy = {(0,...,0)}.
c¢) Pour toute partition q,

Vi, 7, 0<o;; <1
I, = {(Oéi,j)lgiﬁk/ R e }
1<j<1 Q11 +...F+ag1,..., 01+ ...+ g tous pairs

d) Pour toute partition «,

l
Py(hy,....h) = [[ & =

Par exemple, pour n = 2 et k = 2, Q2(h1, ho) = hih3 + h3h3 + h$hy + 2h2h2 + hih3 + hihs + 1.

4.3 Groupes de Coxeter D,

On prend N = 2 et H = {(k1,...,kn) € (Z/2Z)" / k1 + ... + k,, = 0}. On obtient ainsi
G = D,,. La représentation V est la représentation standard de D,,.

Précisons un peu le théoreme . On obtient :
a) H+- ={(0,...,0),(1,...,1)}.
b) Pour toute partition Hgl ={(0,...,0),(1,...,1)}.
c¢) Pour toute partition q,

Vi, j, 0<a;; <1
fa = {(Oéz’,j)léiﬁk/ o D & ité |-
1<j<1 011 +...F+ag1,-.., 01 F ...+ ap ont meme parité

d) Pour toute partition «,

k

k N i
H(l—i—h?j)—FH(l—h?j) l H(1+h?j)_H(1_h(ixj)
Pg(hl,...,hk) = H i=1 5 =1 + H =1 5 i=1

j=1 j=1
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4.4 Groupes diédraux I5(N)
On prend n = 2, N quelconque et H = {(k1,ks) € (Z/NZ)? ] k1 + ks = 0}. On obtient ainsi

le groupe diédral G = Iy, d’ordre 2N. La représentation V' est la représentation standard de Iy .

Précisons un peu le théoréme fJ. On obtient :
a) H: = ((T,T)).
b) H(iz) =7Z/NZ et H(LM) =gt
c) Ona:
Igy(k) = {0,...,N -1},

Vi,j, 0< ;s <N —1
I ]C = : ; » - = ' :
(1,1)( ) {(QZ,J)ié‘;ég / 051,1 + ...+ ak‘,l = 04172 + ...+ Oék;Q[N] }

d) En conséquence :

Poy(hn,oo i) = TT (1 n2 .Y
i=1 k 2
N-TfN-L H<1+£bhi+...—|—£b(N*1)thfl>
Paay(hi,.he) = Z;) bzgfabil . |

ou £ est une racine N-ieme primitive de 'unité.

Par exemple, pour N =4 et k=2
Q2(h1, ha) = hihi + hih3 + hihg + 2hihs + hyh3 + hihy + 1.

4.5 Groupes de réflexions complexes G(de, e, n)

Voir par exemple [[]] pour une description de ces groupes. On prend ici N = de, avec d et
ec N*et:

H = {(ki,...,kn) € (Z/NZ)" /d(k1 + ...+ k,) = O[N]}
= {(k1,.-,kn) € (Z/NZ)" [ k1 + ...+ kp = 0[e]}.
Par suite, |[H| = N""!d et donc |H*| = e par le lemme [. Précisons un peu le théoreme . On
obtient :
a) H- =((d,...,d)).
b) Pour toute partition a, Hy = ((d,...,d)) C (Z/NZ)".
c¢) Pour toute partition q,

Io = 4 ()12 /W7j,0§ai,j§1,3)\ez,
o ”E’é’? Oél,l‘i'...—FOZkJE...Eal’l—{—...—kak’lz)\d[]\f] :

d) Pour toute partition

e—1 k

oy ST (1 +en)
Paln, o h) = 30 T =l |

A=0j=1

ou £ est une racine e-ieme primitive de 'unité.
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4.6 Un autre exemple, une représentation de G,

On prend maintenant N =2, n =3 et H = {(0,0,0), (1,1,1)}. On obtient le produit direct
G = H x Ss, isomorphe au groupe diédral I5(6), ou encore au groupe de Weyl Go. Cependant,
la représentation V' n’est pas la représentation standard de Gs. On obtient facilement que :

H* ={(0,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)}.

Par suite :

a) H(%) = {0} et :

V’L', 0 < (673 < 1,
[(3)(k) - {(ai)lgigk / a1 + ...+ ap est pair } ’
k k
[T +n)+]] (1-nd)
P(3)(h15 ey hk‘) - =1 9 =1

= Ve Vi, 3, 0 < agj <1, .
I(1,2) (k?) - {(az,j)%ééég / ar+ ...+ oy est pair } )
k k
[Ta+m)+J[a-h) ,
= =l i=1 )
i) = 2 [+
¢) Hiiyyy = {000, 1L.T0), (1.0,T), 0. T} et
k 3
[T +m)+ -
Paajgy(he, .. he) = =1 - i=1
k k i . ,
H(1+hi)+H(1—hi) H(1+hi)_H(1—hi)
3| = =1 =1 i=1
+ 5 ;

On vérifie directement que, pour k = 2, Q2(h1, ha) est de la forme :

(1 + hlhg)(h?hg + .. )

@2, h2) = CEDICES

Ce n’est pas un polynéme. Donc, dans cet exemple, C[V @ V]¢ n’est pas un module libre sur

C[V]¢ ® C[V]C.
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