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de Lie

Charles Torossian
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Abstract : This article is a survey about applications of bi-quantization
theory in Lie theory. We focus on a conjecture of M. Duflo. Most of the ap-
plications are coming from our article with Alberto Cattaneo [12] and some
extensions are relating discussions with my student. The end of the article is
completely new. We prove that the conjecture E = 1 implies the Kashiwara-
Vergne conjecture. Our deformation is non geometric but uses a polynomial
deformation of the coefficients.

Thanks : I thank the organizers of the conference “Higher Structures in
Geometry and Physics” which held at IHP, January 2007 and where our results
have been announced. This article is dedicated to Murray Gerstenhaber and
Jim Stasheff.

1 Introduction

1.1 Opérateurs différentiels invariants sur les fibrés

Soit G un groupe de Lie réel, connexe simplement connexe. On note g son
algèbre de Lie, U(g) son algèbre enveloppante et S(g) son algèbre symétrique.
Dans cette introduction G/H est un espace homogène quelconque avec H un
sous-groupe de Lie connexe de G. On note h l’algèbre de Lie de H . Fixons un
caractère λ de H , c’est à dire un homomorphisme de H dans C×. On notera
par la même lettre sa différentielle, c’est un caractère de h, c’est à dire on a
λ[h, h] = 0.

Considérons Lλ le fibré en droite défini par le caractère λ, i.e. les sec-
tions de ce fibré s’identifient naturellement aux fonctions sur G telles que
ϕ(gh) = ϕ(g)λ(h). Évidemment le groupe G agit à gauche sur les sections de



Lλ que l’on note ici Γ (Lλ).

On notera Dλ l’algèbre des opérateurs différentiels invariants des sections
du fibré Lλ.

D’après un résultat de Koornwinder [23] cette algèbre s’identifie à

Dλ :=
(
U(g)C/U(g)C · h−λ

)h

(1)

où on a noté h−λ = {H − λ(H)}. Donnons quelques mots d’explication. Soit
u ∈ Dλ et notons Du l’opérateur différentiel sur Γ (Lλ) donné par la formule
pour ϕ ∈ Γ (Lλ)

(Duϕ)(g) = (Ruϕ)(g)

où RX désigne le champ de vecteurs sur G invariant à gauche associé à X ∈ g.
On vérifie sans peine que l’on décrit ainsi tous les opérateurs différentiels in-
variants sur Γ (Lλ), en regardant par exemple l’écriture locale à l’origine.

Supposons le caractère λ réel. L’algèbre
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h

n’est pas

commutative en général. Une conjecture de Duflo [14] précise le lien que l’on
peut espérer pour le centre vis à vis de la quantification. Je note Sλ l’algèbre
des fonctions polynomiales H-invariante sur h⊥−λ := {f ∈ g∗, f |h = λ}, on a
donc

Sλ :=
(
S(g)/S(g) · h−λ

)h

. (2)

On note δ(H) = 1
2 trg/h ad(H), le caractère des demi-densités.

Conjecture de Duflo [14] : Le centre de l’algèbre
(
U(g)/U(g) · h−λ−δ

)h

est isomorphe au centre pour la structure de Poisson de Sλ.

La structure de Poisson (S(g)/S(g) · h−λ)h provient bien-sûr de la struc-
ture de Poisson sur S(g).

Cette conjecture est évidemment loin d’être résolue. Il n’est pas exclu qu’il
faille y apporter quelques modifications concernant le caractère, par exemple
λ générique.

Peu de choses sont connues dans cette généralité1.

1 Citons l’exemple classique suivant; on prend G réductif et H = U le radical
unipotent d’un Borel. On note ici t une sous-algèbre de Cartan. Alors on a
(U(g)/U(g) · h)h = S(t) = (S(g)/S(g) · h)h . Ces algèbres sont alors commuta-
tives. L’espace G/U n’est pas affine en général : il est quasi-affine.

2



Dans le cas où G est un groupe nilpotent, des progrès sensibles ont été
faits ces dernières années par Corwin-Greenleaf [13], Fujiwara-Lion-Magneron-
Mehdi [17], Baklouti-Fujiwara [7] et Baklouti-Ludwig [8] et Lipsman [26, 27,
28]. Plus précisément dans le cas nilpotent, nous disposons du théorème:

Théorème 1 ([17]) Soit G nilpotent (connexe, simplement connexe). On
note χ le caractère unitaire de H défini par χ(expG(H)) = exp(iλ(H)).

Dχ est commutative ⇔ la représentation L2(G/H, χ) est de multiplicité finie

⇔ pour f ∈ h⊥−λ générique H · f est lagrangienne dans G · f

⇔
(
Frac(S(g)/S(g) · h−λ)

)h

Poisson commutative

⇔
(
S(g)/S(g) · h−λ

)h

Poisson commutative

De plus, sous ces conditions Dχ s’injecte comme algèbre dans l’algèbre des

fractions invariantes
(
Frac(S(g)/S(g) · h−λ)

)h

.

Dans le cas où G et H sont des groupes réductifs, F. Knop [21] donne
une réponse satisfaisante et remarquable à cette conjecture. Dans le cas ou H
est compact et G = H ⊲< N est un produit semi-direct de H par un groupe
d’Heisenberg N , alors L. Rybnikov [32] utilise le résultat de F. Knop pour con-
clure positivement à la conjecture de Duflo. Le cas des paires symétriques est
abordé dans mes travaux antérieurs [43, 44] et le cas spécifique des groupes,
vu comme des espaces symétriques est résolu pas Duflo [15].

Le présent survey a pour objectif d’analyser le problème de Duflo et
d’autres problèmes classiques de la théorie de Lie, sous l’angle de la bi-
quantification de Kontsevich. Les résultats sont essentiellement des générali-
sations de ceux de [12] que l’on va expliquer. On citera des résultats nouveaux
tirés en partie de la thèse en préparation de mon étudiant P. Batakidis. La
fin de l’article est complètement originale.

On espère convaincre un large public, de l’intérêt de ces nouvelles méthodes
en théorie de Lie.

1.2 La conjecture de Duflo : analyse critique

Listons maintenant quelques difficultés techniques qui compliquent l’étude de
la conjecture de Duflo. Nous verrons que ces dernières disparaissent lorsque
l’on utilise les techniques de quantification de Kontsevich développées dans
[12].
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1 - L’algèbre
(
U(g)/U(g)·h−λ

)h

est naturellement filtrée. Mais il n’est pas

toujours évident de calculer le gradué associé. On a en général une injection

de gr
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h

dans
(
S(g)/S(g) · h

)h

. Remarquons qu’en prenant

le gradué le caractère a disparu. C’est la première difficulté. Le symbole d’un
opérateur différentiel sur un fibré en droite reste une fonction sur le cotangent.
A part la tentative [24] il n’y a pas moyen de garder en mémoire le caractère.
Pour montrer l’importance de cette remarque regardons l’exemple suivant:
g =< X, Y, Z > avec Z = [X, Y ] et h =< Z >.

Si λ(Z) = 0 l’algèbre2 (U/U · Z)Z = S/S · Z est Poisson commutative.

Si λ(Z) 6= 0 alors
(
U/U · (Z − λ(Z))

)Z

est un algèbre de Weyl et

donc non commutative tandis que son gradué est Poisson commutatif. Il

n’y a donc plus de rapport entre
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h

et l’algèbre de Pois-

son gr(
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h

). On verra que la quantification des variétés co-

isotropes par les méthodes de Kontsevich intègre complètement le caractère
et le conserve.

2 - En général sur l’espace homogène G/H il n’existe pas de mesure G-
invariante à gauche. On est donc obligé de travailler sur les demi-densités pour
fabriquer des espaces de Hilbert. Il y a donc en permanence un caractère de H
qui vaut ∆G,H(h) = (detg/h Adh)1/2 et le caractère λ est alors remplacé par

son décalé λ + 1
2 trg/h ad. Cette situation devient problématique quand on va

construire des représentations irréductibles de G par induction de polarisation.
Il faudra exiger une condition de compatibilité entre caractères ∆G,H , ∆G,B

[26, 43]. Dans nos théories via les diagrammes il n’y a plus ces caractères; les
théories sont correctement normalisées.

3 - S’il existe un supplémentaire de h qui est invariant sous l’action ad-
jointe de h on dira que la paire (g, h) est réductive (mais on ne suppose pas
que g est réductive !). Si (g, h) est réductive alors une conséquence facile de

Poincaré-Birkhoff-Witt est que
(
U(g)/U(g) ·h−λ

)h
et
(
S(g)/S(g) ·h−λ

)h
sont

isomorphes comme espaces vectoriels. En général, on ne sait pas si cette pro-

priété reste vraie c’est à dire on ne sait pas si
(
U(g)/U(g) ·h−λ

)h
est toujours

une quantification par déformation de Sλ. En effet il n’existe pas d’application

naturelle de
(
S(g)/S(g) · h−λ

)h
dans U(g) (ou un quotient).

Si (g, h) est une paire réductive, au sens ci-dessus, alors on a de plus
l’égalité

U(g)h/U(g)h ∩ U(g) · h−λ = (U(g)/U(g) · h−λ)h (3)

2 Pour alléger les notations, U = U(g) et S = S(g).
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alors qu’en général on ne dispose que d’une injection du premier membre dans
le second comme le montre l’exemple simple suivant. On prend g = sl(2) muni
de la base classique H, X, Y et h =< X >, on a alors (U/U · X)X = R[X ]
mais UX/UX ∩ U · X est isomorphe a R[X2]. Les constructions que l’on va
décrire, dépendent elles aussi d’un choix d’un supplémentaire. Dans [12] on
donne plusieurs exemples pour lesquels on dispose de supplémentaires na-
turels; c’est le cas des paires symétriques où coexistent la décomposition
d’Iwasawa et la décomposition de Cartan. Dans cet article on examinera en
détail le cas des groupes. La dépendance par rapport au supplémentaire four-
nit des applications intéressantes (homomorphisme d’Harish-Chandra ou con-
jecture de Kashiwara-Vergne). Le fait que le supplémentaire soit invariant
simplifie les formules mais on dispose d’une description complète dans le cas
où le supplémentaire n’est pas invariant.

4 - Les algèbres
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h
et Sλ devraient être commutatives

simultanément, ce point précis n’est pas non plus résolu sauf dans le cas
nilpotent et le cas des paires symétriques. Il est facile de voir lorsque, par
exemple G et H sont algébriques, que si les H-orbites génériques dans
h⊥−λ = {f ∈ g∗, f |h = λ} sont lagrangiennes, alors l’algèbre Sλ est Poisson
commutative. En fait l’hypothèse sur les orbites signifie que les fractions ra-
tionnelles sur h⊥−λ forment une algèbre de Poisson commutative, ce qui est plus
fort. Prenons, par exemple, g =< T, X, Y, Z > avec < X, Y, Z > l’algèbre de
Heisenberg et [T, X ] = X, [T, Y ] = Y et [T, Z] = 2Z. Considérons h =< T >.
Alors (U/U · h)h = R, (S/S · h)h = R mais les H-orbites ne sont pas lagrang-
iennes dans h⊥ car Frac(h⊥)h n’est pas commutative.

5 - Fixons q un supplémentaire de h dans g et considérons l’application
Exp : q −→ G/H donnée par l’application X 7→ expG(X)H . C’est un
difféomorphisme local. On peut donc écrire en coordonnées exponentielles
les opérateurs invariants Du pour u ∈ Dλ. On ne connaissait pas de formule
avant [12]. Lorsqu’on restreint ces opérateurs différentiels aux distributions
invariantes on espère en général des simplifications intéressantes. C’est ce qui
se passe pour le cas des paires symétriques [33, 34, 35] et plus spécifiquement
dans le cas des groupes vu comme paires symétriques : G = G1 × G1 et H
vaut la diagonale. L’étude des opérateurs différentiels sur les distributions in-
variantes nous amène alors aux conjectures de Kashiwara-Vergne [20, 3, 5, 45].

6 - Supposons que χ = iλ soit la différentielle d’un caractère unitaire de
H et Dχ commutative. Comment associer à un élément u ∈ Dχ une fonc-
tion rationnelle ou polynomiale sur h⊥−λ ? Que nous enseigne la méthode
des orbites : il faut fabriquer une representation (π,H) de G qui admet des
vecteurs distributions H-semi-invariants pour χ. Le méthode des orbites nous
dit qu’essentiellement une telle représentation provient d’une forme linéaire
f ∈ h⊥−λ. Si on est chanceux, ces vecteurs H-semi-invariants sont des vecteurs
propres pour Du. La valeur propre en question ne devrait dépendre alors que
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de f et être une fraction rationnelle. La représentation (π,H) se construit,
en général, par induction grace à une polarisation, si une telle polarisation
existe. Comme on le voit, même sous des hypothèses favorables on se heurte à
des difficultés d’analyse (vecteur distribution, convergence L2, structure réelle,
etc...) assez éloignées finalement du problème initial qui est d’ordre algébrique
et indépendant du corps des scalaires. On verra comment la bi-quantification
fournit dans le cadre des hypothèses ci-dessus une méthode universelle pour
fabriquer ce même caractère de manière beaucoup plus algébrique et plus
géométrique. Bien-sûr si on souhaite faire la décomposition spectrale de
L2(G/H, χ) alors tous ces problèmes doivent être analysés.

7 - Faisons ici une critique essentielle ; du point de vue de la théorie des
représentations, il serait préférable d’étudier l’algèbre (U(g)/I)g avec I un
idéal bilatère maximal dans U(g)·h−λ. Cette algèbre est en général plus petite

que
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h

et se comporte nettement mieux. En effet d’après le

lemme de Schur, cette algèbre agit par un scalaire dans toute représentation
irréductible qui admet des vecteurs H semi-invariants. Il n’est pas difficile
de montrer que si ces représentations sont construites à partir de polarisa-
tions alors les arguments de Duflo [15] se prolongent aisément. La fonction
rationnelle construite (si elle existe ! ) est alors polynomiale.

2 La quantification de Kontsevich

Pour simplifier la compréhension de cet article on rappelle brièvement les
constructions de Kontsevich [22] et les extensions dans le cas co-isotrope dûes
à Cattaneo-Felder [9, 10]

2.1 Théorème de Formalité

En 1997, M. Kontsevich a montré que tout variété de Poisson admet une quan-
tification formelle. C’est une conséquence du théorème de formalité qui affirme
qu’il existe un quasi-isomorphisme entre l’algèbre de Lie des polychamps de
vecteurs munie du crochet de Schouten et l’algèbre de Lie des opérateurs poly-
différentiels munie du crochet de Gerstenhaber [18] et de la différentielle de
Hochschild.

Théorème 2 ([22]) Il existe un L∞-quasi isomorphisme U = (Un)n≥1 en-
tre les algèbres différentielles graduées g1 = (Tpoly(Rd, [·, ·]S , d = 0) et
g2 = Dpoly(Rd, [·, ·]G, dHoch). En particulier U induit une bijection entre les
solutions formelles de Maurer-Cartan modulo les groupes de jauge.

La preuve du théorème utilise une construction explicite en terme de dia-
grammes, pour décrire les coefficients de Taylor Un de U . En particulier si π
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est un bi-vecteur de Poisson vérifiant [π, π]S = 0 pour le crochet de Schouten,
alors

⋆
ǫ

= m +
∑

n≥1

ǫn

n!
Un(π, . . . , π︸ ︷︷ ︸

n fois

) (4)

est une structure associative formelle sur C∞(Rd)[[ǫ]]. Pour f, g des fonctions
de C∞(Rd) on obtient un produit formel associatif

f ⋆
Kont

g = fg +
∞∑

n=1

ǫn

n!

∑

Γ∈Gn,2

wΓ BΓ (f, g). (5)

On explique rapidement la signification de chaque termes de cette formule.

Graphes

Ici Gn,2 désigne l’ensemble des graphes étiquetés3 et orientés (les arêtes sont
orientées) ayant n sommets de première espèce numérotés 1, 2, · · · , n et deux
sommets de deuxième espèce 1, 2, tels que :

i- Les arêtes partent des sommets de première espèce. De chaque sommet
de première espèce partent exactement deux arêtes.

ii- Le but d’une arête est différent de sa source (il n’y a pas de boucle).

iii- Il n’y a pas d’arête multiple.

Remarque importante : Dans le cas linéaire qui nous intéresse, les graphes
qui interviennent de manière non triviale (on dira essentiels), sont tels que les
sommets de première espèce ne peuvent recevoir qu’au plus une arête. Il en
résulte que tout graphe essentiel est superposition de graphes simples de type
Lie (graphe ayant une seule racine comme dans Fig. 1) ou de type roue (cf.
Fig. 2 pour un exemple). Cela implique que toutes les formules sont des ex-
ponentielles.

Variétés de configurations

On note Cn,m l’espace des configurations de n points distincts dans le demi-
plan de Poincaré (points de première espèce ou points aériens ) et m points
distincts sur la droite réelle (ce sont les points de seconde espèce ou points
terrestres ), modulo l’action du groupe az+b (pour a ∈ R+∗, b ∈ R). Dans son
article [22] Kontsevich construit des compactifications de ces variétés notées
Cn,m. Ce sont des variétés à coins de dimension 2n − 2 + m. Ces variétés ne

3 Par graphe étiqueté on entend un graphe Γ muni d’un ordre total sur l’ensemble
EΓ de ses arêtes, compatible avec l’ordre des sommets.
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sont pas connexes pour m ≥ 2. On notera par C
+

n,2 la composante qui contient
les configurations où les points terrestres sont ordonnés dans l’ordre croissant
(ie. on a 1 < 2 < · · · < m).

Fonctions d’angle et coefficients

On définit la fonction d’angle hyperbolique dans le demi-plan de Poincaré par

φ(p, q) = arg(p − q) + arg(p − q). (6)

C’est une fonction d’angle de C2,0 dans S1 qui s’étend en une fonction régulière
à la compactification C2,0. Si Γ est un graphe dans Gn,2, alors toute arête e

définit par restriction une fonction d’angle notée φe sur la variété C
+

n,2. On
note EΓ l’ensemble des arêtes du graphe Γ . Le produit ordonné

ΩΓ =
∧

e∈EΓ

dφe (7)

est donc une 2n-forme sur C
+

n,2 variété compacte de dimension 2n. Le poids
associé à un graphe Γ est par définition

wΓ =
1

(2π)2n

∫

C
+

n,2

ΩΓ . (8)

Opérateurs bi-différentiels

Enfin l’opérateur BΓ est un opérateur bidifférentiel construit à partir de Γ ,
dont on ne détaille pas la construction. Disons que chaque arête correspond à
une dérivée, chaque sommet de première espèce est attaché au bi-vecteur de
Poisson et chaque sommet de deuxième espèce est attaché à des fonctions (cf.
[22, 11]).

2.2 Formule de Baker-Campbell-Hausdorff

On applique ce théorème pour Rd = g∗ et π = 1
2

∑
i,j [ei, ej ]∂e∗

i
∧ ∂e∗

j
Prenons

maintenant X, Y ∈ g et f = eX , g = eY . L’équation ci-dessus donne alors une
expression nouvelle pour la formule de Baker-Campbell-Hausdorff Z(X, Y );
elle utilise tous les crochets possible 4 [19]

Z(X, Y ) = X + Y +
∑

n≥1

∑

Γ simple
geometric

Lie type (n,2)

wΓ Γ (X, Y ). (9)

Le terme Γ (X, Y ) est le mot de type Lie que l’on peut fabriquer avec Γ ,
c’est essentiellement le symbole de l’opérateur BΓ .
4 La formule de Dynkin n’utilise que des crochets itérés.
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exp(X) exp(Y)

Fig. 1: Graphe simple de type Lie et de symbole Γ (X, Y ) = [[X, [X, Y ]], Y ].

exp(X) exp(Y)

Fig. 2: Graphe de type roue et de symbole Γ (X,Y ) = trg(adXad[X, Y ]adY adY ).

3 La quantification de Cattaneo–Felder

Soit g une algèbre de Lie de dimension finie sur R. L’espace dual g∗ est alors
muni d’une structure de Poisson linéaire. On note π le bi-vecteur de Poisson
associé à la moitié du crochet de Lie. Supposons donnés h ⊂ g sous-algèbre de
g et λ un caractère de h, c’est à dire une forme linéaire telle que λ[h, h] = 0.
L’orthogonal h⊥ de même que h⊥−λ := {f ∈ g∗, f |h = λ} sont des sous-variétés
coisotropes de g∗.

3.1 Construction par transformée de Fourier impaire [10]

La construction de [9, 10] concerne le cas des variétés co-isotropes en général,
mais nous ne nous intéressons ici qu’au cas des sous-algèbres d’une algèbre
de Lie. Les constructions sont locales et dépendent donc d’un choix d’un
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supplémentaire de h dans g. Notons q un tel supplémentaire. On peut alors
identifier h∗ avec q⊥. On aura une décomposition

g∗ = h⊥−λ ⊕ q⊥ = h⊥−λ ⊕ h∗.

La variété qui intervient dans cette construction est une super-variété in-
trinsèque :

M := h⊥−λ ⊕
∏

h (10)

où
∏

désigne le foncteur de changement de parité. L’algèbre des fonctions
polynomiales5 est donc canoniquement

A := Poly(h⊥−λ) ⊗
∧

(g∗/h⊥) ≃
(
S(g)/S(g) · h−λ

)
⊗
∧

h∗.

Considérons alors π le bi-vecteur de Poisson linéaire de g∗ et appliquons la
transformée de Fourier impaire dans la direction normale h∗ = q⊥. On obtient
un polyvecteur π̂ sur M , solution de l’équation de Maurer-Cartan

[π̂, π̂]S = 0.

On applique le théorème de formalité pour la super-variété M , on obtient
alors une solution µ de Maurer-Cartan dans Dpoly(A); c’est un opérateur poly-
différentiel formel homogène de degré 1 si l’on tient compte des degrés impairs.

En d’autres termes, comme la graduation tient compte du degré dans les
variables impaires, la structure obtenue est en fait une A∞-structure, définie
par Stasheff [40], sur l’espace A = Poly(h⊥−λ) ⊗

∧
h∗ avec premier terme non

nul a priori (c’est l’anomalie), c’est à dire une structure

µ = µ−1 + µ0 + µ1 + µ2 + . . . (11)

vérifiant6 1
2 [µ, µ]G = 0 et µi des opérateurs (i + 1)-polydifférentiels.

Dans le cas linéaire, l’anomalie µ−1 est nulle, par conséquent µ0 est une
différentielle et µ1 un produit associatif modulo µ0. Le terme de plus bas degré
de µ1 correspond au crochet de Poisson. Ainsi on construit un vrai produit
associatif sur l’espace de cohomologie défini par µ0.

Définition 1 On notera H•(µ0,A) l’algèbre de cohomologie (graduée) munie
de sa loi associative µ1. On s’intéressera à la sous-algèbre en degré 0 que l’on
appellera algèbre de réduction et que l’on notera H0(µ0). Le produit µ1 se
restreint en un star-produit noté ⋆

CF
.

5 Comme on ne considère que des structures de Poisson linéaire, on peut restreindre
les constructions aux algèbres de fonctions polynomiales.

6 On note [•, •]G le crochet de Gerstenhaber.
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3.2 Construction en termes de diagrammes de Feynman [9]

La formule proposée est semblable à celle de Kontsevich [22] dans Rn. Chaque
µi, opérateur (i + 1)-polydifférentiel s’exprime sous la forme7

µi =
∑

n≥0

ǫn

n!

∑

Γ∈Gn,i+1

wΓ BΓ . (12)

où les graphes sont colorés par la variable de dérivation. Chaque BΓ est un
opérateur (i + 1)-polydifférentiel sur A = Poly(h⊥−λ) ⊗

∧
h∗. Il faut donc

élargir la notion de graphes admissibles et considérer des graphes avec arêtes
colorées par h∗ issus des points terrestres. Si le bi-vecteur de Poisson π n’est
pas linéaire, ces graphes peuvent admettre des arêtes doubles si elles ne por-
tent pas la même couleur. On ne conservera que 2n+i−1 arêtes (la dimension
de la variété Cn,i+1) les arêtes restantes seront colorées par h∗ (on dira que
ces arêtes vont à l’infini), elles ne contribuent pas dans le calcul du coefficient
wΓ , mais les arêtes qui partent à l’infini contribuent dans la définition de
l’opérateur BΓ (cf. Fig. 3).

2 31

π

F F F

π

π π

Fig. 3: Graphe type intervenant dans le calcul de U4(π, π, π, π) pour un bivecteur
π non linéaire.

Concernant le coefficient wΓ , il est obtenu de manière similaire par

intégration sur la variété Cn,i+1
+

de la forme ΩΓ modifiée par la couleur
selon les règles suivantes :

- si la variable est dans h⊥−λ (variable tangente) la fonction d’angle associée
est la même que dans le cas classique

7 Il n’y a pas de terme pour n = 0 sauf pour µ1 où on trouve la multiplication m.
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dφ+(p, q) := d
−→

φ (p, q) := d arg(p − q) + d arg(p − q). (13)

- si la variable est dans g∗/h⊥ = h∗ (variable normale8) alors la fonction
d’angle sera notée 99K (en pointillé dans les diagrammes).

dφ−(p, q) := d
99K

φ (p, q) := d arg(p − q) − d arg(p − q). (14)

3.3 Description de la différentielle µ0 et exemples d’algèbres de
réduction

Dans [12] on décrit en termes de diagrammes ce que vaut la différentielle µ0

sur les fonctions polynomiales9 sur h⊥−λ.

Fig. 4: Graphe de type Bernoulli

Proposition 1 ([9, 12]) La différentielle µ0 est l’action de tous les graphes
de types suivant :

-i- les graphes de type Bernoulli avec la dernière arête partant à l’infini
(cf. Fig. 4)

-ii- les graphes de type roues avec des rayons attachés directement à l’axe
réel sauf pour l’un d’entre eux qui est attaché à un graphe de type Bernoulli
dont la dernière arête part à l’infini (cf. Fig. 5)

-iii- les graphes de type roues avec des rayons attachés directement à l’axe
réel sauf pour l’un d’entre eux qui part à l’infini (cf. Fig. 6)

En particulier on a toujours µ0 = ǫdCH + O(ǫ2) avec dCH la différentielle
de Cartan-Eilenberg.

8 On a besoin ici de faire un choix d’un supplémentaire de h, pour identifier h∗ à
un sous-espace de g∗.

9 On renvoie à [12] pour l’action sur les éléments de Poly(h⊥

−λ) ⊗
∧

h∗.
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Fig. 5: Graphe de type roue attaché à un Bernoulli

Fig. 6: Graphe de type roue pure

Donnons quatre exemples d’algèbres de réduction (voir [12] §2 pour les
détails).

– Soit 0⊥ = g∗. Alors l’algèbre de réduction est S(g) muni du produit de
Kontsevich. En effet il n’y a pas d’arêtes sortantes, donc pas de condition.

– Supposons que h admette un supplémentaire stable q alors on montre
que µ0 = ǫdCH . Dans ce cas, on en déduit que l’algèbre de réduction s’identifie

à
(
S(g)/S(g) · h−λ

)h

. En effet, les graphes avec plus de deux sommets ont

tous deux arêtes d’une même couleur qui se suivent (cf. Fig. 4). Le coefficient
associé est alors 0.

– Soit f ∈ g∗ et soit b une polarisation en f , c’est à dire une sous-algèbre
subordonnée f [b, b] = 0 et co-isotrope pour Bf (x, y) = f [x, y]. On prend
comme espace affine f + b⊥, alors l’algèbre de réduction vaut C.

13



– Soit g = k⊕ a⊕ n une décomposition d’Iwasawa d’une algèbre réductive
réelle. On note m le centralisateur de a dans k et on prend comme sous-algèbre
m ⊕ n, alors l’algèbre de réduction vaut S(a).

Parité :

On montre [12] §2.2, que dans la différentielle µ0 seuls interviennent les dia-
grammes avec un nombre impair de sommets de première espèce. En tenant
compte du degré de ǫ, on en déduit que l’algèbre de réduction est graduée.
Toute fonction F homogène dans l’algèbre de réduction s’écrit

F = Fn + ǫ2Fn−2 + ǫ4Fn−4 + . . . ,

avec Fi de degré i. On a

Fn ∈
(
S(g)/S(g) · h−λ

)h

,

toutefois on ne peut en déduire que l’algèbre de réduction est une quantifica-

tion de
(
S(g)/S(g) ·h−λ

)h

car l’application limite classique LC : F 7→ Fn est

injective mais pas forcément surjective. On déduit classiquement le corollaire
suivant.

Corollaire 1 Si l’algèbre de réduction H0(µ0) est commutative, alors son
image par l’application LC est Poisson commutative.

3.4 Bi-quantification de Cattaneo-Felder

On suppose données deux sous-algèbres h1 et h2 de g. On peut évidemment
généraliser la construction en considérant des caractères. La quantification de

Cattaneo-Felder définit donc deux algèbres de cohomologie H•(µ
(1)
0 ,A1) et

H•(µ
(2)
0 ,A2). Dans [9, 10] Cattaneo-Felder définissent une structure de bi-

module sur une troisième algèbre de cohomologie.

La construction procède de la façon suivante.

On fixe une décomposition de g compatible avec h1 et h2, c’est à dire que
les variables porteront 4 couleurs notées ici (±,±). Le premier signe (resp. le
second) vaut + si la variable est tangente et vaut − si la variable est normale
à h⊥1 (resp. à h⊥2 ).

On définit alors la fonction d’angle à 4 couleurs dans le premier quadrant
0 ≤ arg(z) ≤ π

2 par la formule

φǫ1,ǫ2(p, q) = arg(p− q) + ǫ1 arg(p− q) + ǫ2 arg(p + q) + ǫ1ǫ2 arg(p + q). (15)

La fonction d’angle vérifie la propriété suivante :

14



– lorsque p, q se concentrent sur l’axe horizontal les fonctions d’angles
dφǫ1,ǫ2(p, q) tendent vers la 1-forme d’angle

dφǫ1(p, q) = d arg(p − q) + ǫ1d arg(p − q), (16)

– lorsque p, q se concentrent sur l’axe vertical les fonctions d’angles
dφǫ1,ǫ2(p, q) tendent vers la 1-forme d’angle

dφǫ2(p, q) = d arg(p − q) + ǫ2d arg(p + q). (17)

On dessine dans le premier quadrant tous les diagrammes Γ de Kontsevich
colorés par les 4 couleurs ci-dessus en plaçant les sommets de première espèce
dans le quadrant strict et les sommets de deuxième espèce sur les axes.

En considérant les compactification des configurations de points du pre-
mier quadrant modulo l’action du groupe des dilatations, on définit alors des
variétés à coins compactes sur lesquelles on pourra intégrer les formes ΩΓ

associées10.

Chaque graphe coloré Γ va définir un opérateur polydifférentiel, une fois
que l’on aura placé aux sommets de deuxième espèce (placés sur les axes)
des fonctions11. Le résultat est alors restreint à (h1 +h2)

⊥. Les arêtes colorées
(−,±) qui arrivent sur l’axe horizontal définissent des formes d’angles triviales,
on peut donc placer sur l’axe horizontal une fonction de A1. De manière
analogue on placera des fonctions de A2 sur l’axe vertical. Enfin on place à
l’origine une fonction de

Poly
(
(h1 + h2)

⊥
)
⊗
∧

(h∗1 ∩ h∗2).

Cette algèbre est munie d’une différentielle µ(1,2) correspondant aux contri-
butions de tous les graphes colorés avec une arête sortant à l’infini colorée par
h∗1 ∩ h∗2, et un seul sommet de deuxième espèce placé à l’origine.

En utilisant la formule de Stockes et en faisant l’inventaire des toutes les
contributions, on montre le théorème de compatibilité suivant

Théorème 3 ([9, 12]) L’espace H•(µ
(2)
0 ,A2) agit par la gauche sur

H•(µ
(1,2)
0 , Poly

(
(h1 + h2)

⊥
)
⊗
∧

(h∗1 ∩ h∗2)). L’espace H•(µ
(1)
0 ,A1) agit par

la droite. On note ⋆
1

l’action à droite (axe horizontal) et ⋆
2

l’action à gauche

(axe vertical).

10 A chaque arêtes colorés est associée la différentielle d’une des 4 fonctions d’angle
ci-dessus.

11 J’entends des fonctions avec composantes impaires.
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4 Applications en théorie de Lie

On décrit maintenant les applications en théorie de Lie de la bi-quantification
et du théorème de compatibilité.

4.1 Description de l’algèbre de réduction

On fixe un supplémentaire q de h. On a donc une décomposition de l’algèbre
enveloppante

U(g) = β(S(q)) ⊕ U(g) · h−λ

avec β la symétrisation. On notera βq l’application déduite de S(q) dans
U(g)/U(g) · h−λ.

On considère la bi-quantification Cattaneo-Felder pour le couple de variétés
co-isotropes h⊥−λ mis en position horizontale et 0⊥ = g∗ mis en posi-
tion verticale. L’espace de réduction associé à l’origine est tout simplement
S(g)/S(g)·h−λ = Poly(h⊥−λ). Comme dans [22] on considère pour le bi-vecteur
de Poisson, la moitié du crochet de Lie.

1 1

g* g*

k

B
A

F

F

kf +
f+ 

Fig. 7: Contributions des roues pures sur les axes

Pour F ∈ S(g) dans l’espace de réduction vertical, F ⋆
2

1 ∈ S(g)/S(g) ·

h−λ et F 7→ F⋆
2

est un opérateur donné par diagrammes de Kontsevich à

4-couleurs. Cet opérateur est compliqué et n’est pas à coefficients constants
car les diagrammes avec arêtes doubles colorées par + + et +− ne sont pas
nuls a priori.

Lorsque F ∈ S(q) alors l’opérateur A(F ) = F ⋆
2

1 est plus simple et cor-

respond à l’exponentielle des contributions des roues pures sur l’axe vertical.
On notera de même B(F ) = 1 ⋆

1
F l’exponentielle des contributions des roues
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sur l’axe horizontal. On note A(X) et B(X) les symboles associés, c’est à dire
pour X ∈ q, Aq(X) = (eX ⋆

2
1)e−X et Bq(X) = (1 ⋆

1
eX)e−X .

Je note pour X ∈ g, j(X) = detg

(
sinh adX

2
adX

2

)
et on définit Jq(X) par la

formule

Aq(X)J
1/2
q (X) = Bq(X)j1/2(X). (18)

Théorème 4 L’application βq ◦ J
1/2
q (∂) définit un isomorphisme d’algèbres

de l’algèbre de réduction H0(µ0) muni du produit ⋆
CF

sur l’algèbre
(
U(g)/U(g)·

h−λ

)h
.

Ce théorème est démontré dans le cas des paires symétriques dans [12] et
est étendu au cas général dans la thèse de mon étudiant P. Batakidis. La
formule de Stokes est encore l’argument essentiel. Lorsque q est invariant par
action adjointe de h alors Jq est une fonction ad(h)-invariante. Dans le cas des

paires symétriques on montre [12] §4.1 que Jq vaut J(X) = detq

(
sinh(adX)

adX

)
.

Dans le cas des paires symétriques on retrouve le produit ♯
Rou

de Rouvière

[33, 34, 35, 37].

On dispose donc d’une description complète via la symétrisation des

éléments de
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h
.

4.2 Cas des paires symétriques

Supposons dans cette section que (g, σ) est une paire symétrique, c’est à dire
que σ est une involution de Lie. On a donc une décomposition g = k⊕ p avec

[k, p] ⊂ p et [p, p] ⊂ k. On s’intéresse à l’algèbre
(
U(g)/U(g) · k

)k

. Le produit

µ1 prend alors une forme remarquable. En effet pour X, Y ∈ p on a

µ1(e
X , eY ) = E(X, Y )eX+Y , (19)

où E(X, Y ) est l’exponentielle des contributions des graphes de types roues12.
Le produit de ⋆

CF
= ♯

Rou
se résume sur H0(µ0) = S(p)k, les éléments k-

invariants, en un opérateur bidifférentiel à coefficient constant de symbole E.

On peut déduire de l’analyse de la fonction E des propriétés non triviales

de
(
U(g)/U(g) · k

)k

. En voici quelques unes (cf. [12] §3) :

12 C’est à dire des roues colorées, attachées à des graphes de type Lie.
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Symétrie :

Pour X, Y ∈ p, on a E(X, Y ) = E(Y, X). On déduit la commutativité de

l’algèbre
(
U(g)/U(g) · k

)k

.

Radical résoluble :

Si X est dans le radical résoluble13 de g, alors E(X, Y ) = 1 pour tout Y ∈ p.
On en déduit que F ⋆

CF
G = FG si F ∈ S(p ∩ J)k avec J un idéal résoluble.

Paires symétriques d’Alekseev-Meinrenken:

Supposons que (g, σ) soit munie d’une forme bilinéaire non dégénérée14 et
σ-anti-invariante, alors on a E(X, Y ) = 1.

Double quadratique:

Supposons que g soit une algèbre de Lie quadratique, c’est à dire munie
d’une forme bilinéaire non dégénérée. Considérons la paire symétrique double
(gdouble, σ) = (g × g, σ) avec σ(X, Y ) = (Y, X). Alors on a Edouble = 1. On
conjecture que cette propriété est vraie même si g n’est pas quadratique, ce
qui a d’intéressantes conséquences (voir la fin de l’article).

4.3 Opérateurs différentiels en coordonnées exponentielles

On reprend dans cette section les notations de l’introduction. On peut raffiner
le théorème précédent en donnant l’écriture en coordonnées exponentielles des
opérateurs différentiel invariants du fibré Lλ. On considère toujours le dia-
gramme de bi-quantification du §4.1. Notons Exp l’application exponentielle
de q sur G/H . On travaille au voisinage de 0 ∈ q. Soit ϕ ∈ Γ (Lλ), alors ϕ est
une fonction sur G telle que ϕ(gh) = ϕ(g)λ(h). Notons φ ∈ C∞(q) définie au
voisinage de 0 par

φ(X) =
J

1/2
q (X)

B(X)
× ϕ(expG(X)).

Le facteur représente un sorte de jacobien. Pour u ∈ Dλ on note DExp
u

l’opérateur en coordonnées exponentielles défini par

DExp
u (φ)(X) =

J
1/2
q (X)

B(X)
× Du(ϕ)(expG(X)).

13 Le plus grand idéal résoluble, il est σ-stable
14 On dit que (g, σ) est une paire symétrique quadratique.
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Pour X, Y ∈ q on note Q(X, Y ) ∈ q et H(X, Y ) ∈ h les composantes
exponentielles au voisinage de 0 :

expG(X) expG(Y ) = expG(Q(X, Y )) expG(H(X, Y )). (20)

On peut étendre au cas des sous-algèbres la formule de [12] §4.3. Pour R dans
l’algèbre de réduction H0(µ0) on a :

eX⋆
1
R =

J
1/2
q (X)

B(X)
×R(∂Y )

(
J

1/2
q (Y )×

B(Q(X, Y ))

J
1/2
q (Q(X, Y ))

eQ(X,Y )eλ(H(X,Y ))
)
|Y =0 .

(21)

Théorème 5 ([12]) Pour u = β
(
J

1/2
q (∂)(R)

)
, l’opérateur différentiel DExp

u

en coordonnées exponentielles s’exprime par la formule eX ⋆
1

R.

Remarquons que l’expression est valable au voisinage de 0 en posant ǫ = 1. La
convergence des coefficients se démontre comme dans [1, 5]. Cette expression
résout de manière satisfaisante un problème ancien de M. Duflo [14].

Remarque : Ce théorème devrait avoir des conséquences intéressantes dans le
cas des espaces symétriques hermitiens. En effet on peut utiliser la réalisation
d’Harish-Chandra pour écrire les opérateurs différentiels invariants15 [38, 30].

4.4 Construction de caractères pour l’algèbre
(
U(g)/U(g) · h

−λ

)h

On reprend dans cette section les notations de l’introduction. On cherche des

caractères pour l’algèbre
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h

. Afin que ceci soit intéressant il

faut que cette dernière soit commutative.

L’hypothèse lagrangienne

Plaçons nous dans l’hypothèse lagrangienne que nous avons décrite dans
l’introduction. On suppose que pour f ∈ h⊥−λ générique, l’espace h · f (ac-
tion coadjointe) est lagrangien dans g · f . Rappelons que g · f est toujours
un espace symplectique muni de la forme de Kostant-Souriau. Il s’identifie
à l’espace symplectique (g/g(f), Bf ) avec g(f) = {X ∈ g, X · f = 0 } et
Bf (X, Y ) = f [X, Y ].

Comme on l’a dit l’algèbre de Poisson Sλ =
(
S(g)/S(g) · h−λ

)h

est

alors Poisson commutative, mais aussi l’algèbre des fractions invariantes16

15 Les formules proposées dans [30] ne sont pas correctes.
16 On notera qu’il faut prendre les invariants du corps des fractions et non pas le

corps des fractions des invariants.
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(
Frac(h⊥−λ)

)h

. En fait la commutativité de cette dernière est équivalente à

l’hypothèse lagrangienne.

On suppose de plus que les H-orbites génériques sont polarisables. C’est à
dire que pour f ∈ h⊥−λ générique, il existe une polarisation b. On a f [b, b] = 0
et b/g(f) lagrangien dans g/g(f). Cette hypothèse est au cœur de la quantifi-
cation géométrique.

Dans ces conditions on montre facilement que (h∩ b) · f = (h+ b)⊥. Cette
hypothèse va être cruciale.

Construction d’un caractère

Dans [12] §6, on construit le diagramme de bi-quantification en plaçant sur
l’axe horizontal h⊥−λ et sur l’axe vertical f + b⊥. Par construction il faut
donc choisir une décomposition compatible de g. En particulier on fixe un
supplémentaire q de h en position d’intersection normale avec b c’est à dire
que l’on a

b = b ∩ h ⊕ b ∩ q.

D’après §3.3 on sait que l’algèbre de réduction verticale est réduite à C

et l’hypothèse (h ∩ b) · f = (h + b)⊥ implique facilement que l’algèbre de
réduction associée à l’origine est aussi C. On en déduit une action à droite

de H0(µ0) ∼
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h

sur C. On a donc construit un caractère de

cette algèbre.

Dans [12] §6 on développe une théorie des diagrammes à 8-couleurs dans
une bande qui nous permet d’interpoler deux situations de bi-quantification et
nous permet de calculer le caractère (cf. Fig. 8). On peut déplacer la position
de F le long du bord horizontal. Les positions limites aux coins donnent les
informations recherchées. Notre méthode utilise la formule de Stockes.

Théorème 6 Sous les hypothèses lagrangiennes ci-dessus et l’existence de
polarisation, l’application

u ∈
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h

7→ Bq(∂)J
−1/2
q (∂)(β−1

q (u))(f)

est le caractère construit par le diagramme de bi-quantification.

Ce théorème est démontré dans le cas des paires symétriques dans [12] §6 et
étendu au cas général dans la thèse de mon étudiant. Remarquons que dans
le cas des paires symétriques résolubles, on retrouve directement la formule

de Rouvière, car Bp(X) = 1 et Jp(X) = detq

(
sinh(adX)

adX

)
.
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f + b

1 1

g*

F
hf+

Fig. 8: Calcul du caractère

On en déduit facilement en regardant le terme dominant le corollaire suiv-
ant

Corollaire 2 Sous les hypothèses lagrangiennes ci-dessus, l’algèbre(
U(g)/U(g) · h−λ

)h
est commutative.

En particulier dans le cas nilpotent, les orbites sont toujours polarisables17,
l’hypothèse lagrangienne est équivalente au fait que la multiplicité de la
représentation L2(G/H, χ) est finie18. On retrouve alors un théorème de Cor-
win & Greenleaf [13]. On en déduit dans le cas nilpotent, que si l’algèbre

Sλ est Poisson commutative alors
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h
est commutative.

Réciproquement d’après le lemme 1, si
(
U(g)/U(g) · h−λ

)h
est commuta-

tive alors la limite classique LC(H0(µ0)) est Poisson commutative. Bien
évidemment si cette dernière algèbre de Poisson est assez grosse19 on pourrait
en déduire alors que Sλ est aussi Poisson commutative.

Comparaison avec le vecteur de Penney

Sous les hypothèses lagrangiennes ci-dessus, la méthode des orbites fournit
dans les bons cas un vecteur distribution semi-invariant (dit vecteur de Pen-
ney [43, 44, 17, 26, 27, 28]). Dans les bons cas ce vecteur est aussi un vecteur
propre pour Dλ, ce qui fournit aussi un caractère de cette algèbre.

Décrivons le vecteur de Penney dans la situation unimodulaire et λ = 0
pour simplifier l’exposé. On note B un groupe de Lie connexe d’algèbre de

17 On peut prendre une polarisation construite par M. Vergne.
18 Ici χ est le caractère de différentielle iλ.
19 Une conjecture raisonnable semble que le corps des fractions de la limite classique

contient Sλ.

21



Lie b. On suppose que χf (expB(X)) = eif(X) définit bien un caractère20 de
B. On note dG,H et dB,B∩H des mesures invariantes 21 sur G/H et B/B∩H .

Le vecteur de Penney est défini par la fonction généralisée

ΦdG,H 7−→ j∗(ΦdG,H) =

∫

B/B∩H

Φ(b)χf (b)−1dB,B∩K(b).

Sous l’hypothèse lagrangienne c’est une section généralisée propre [43] sous
l’action des opérateurs différentiels invariants Du pour u ∈ (U(g)/U(g) · h)h.
Ceci fournit donc un caractère de cette algèbre noté u −→ λf,b(u).

En utilisant le théorème 5 on montre que ce caractère vaut aussi la trans-
formée de Fourier du symbole transverse et cöıncide alors avec celui construit
par le diagramme de bi-quantification22.

4.5 Dépendance par rapport au supplémentaire et applications

On étudie maintenant la dépendance du produit ⋆
CF

par rapport au choix du

supplémentaire q.

Formule de changement de base

On fixe un supplémentaire q0 de h. On choisit (ei) une base de g adaptée à la
décomposition h⊕q0, c’est à dire une base (Ki)i de h et une base (Pa)a de qo.
Faisons choix d’un autre supplémentaire q1 dont on fixe une base (Qa)a. Sans
perte de généralité on peut supposer que la matrice de passage est de la forme

M =

(
I D

0 I

)

Notons D = [V1, . . . , Vp] les colonnes de la matrice D et Vi ∈ h.
On écrit le bi-vecteur π dans les deux décompositions et on applique la

procédure de transformée de Fourier impaire dans les directions normales. On
trouve alors deux poly-vecteurs π̂ et π̂(1) sur la variété intrinsèque h⊥⊕

∏
h. La

relation entre les deux poly-vecteurs est la suivante (cf. [12] §1.5). Considérons

πM = M
−1[Mei, Mej ]∂e∗

i
∧ ∂e∗

j
.

Alors on aura

π̂(1) = π̂M

20 Ces hypothèses d’intégrabilité compliquent la théorie en général.
21 En général de telle mesure n’existe pas, il faut alors travailler sur des fibrés en

droite, cf. Introduction.
22 Le cas nilpotent sera traité dans la thèse de P. Batakidis.
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où le membre de droite est la transformée de Fourier partielle impaire pour
la première décomposition. Par ailleurs le champ de vecteurs sur g∗ défini par
v = −Va∂P∗

a
vérifie23 [v, v]S = 0 et on a la relation

πM = eadv · π = π + [v, π]S +
1

2
[v, [v, π]]S . (22)

L’action du champ −v sur le bivecteur π correspond au changement de
supplémentaire.

Contrôle de la déformation: l’élément de jauge

Soit t un paramètre réel. Je note

πt = et adv · π = π + t[v, π] +
t2

2
[v, [v, π]]]

et π̂t sa transformée de Fourier partielle pour la décomposition g = h ⊕ q0.

Pour t = 0 on trouve π et pour t = 1 on trouve πM. On applique L∞ quasi-
isomorphisme du théorème 2 à la super-variété h⊥ ⊕

∏
h. Alors µt définie par

µt = U(e π̂t) = m +
∑

n≥1

ǫn

n!
Un ( π̂t, . . . , π̂t)

est une structure A∞.

La dérivée dU π̂t
au point π̂t est un morphisme de complexes. On a donc

en dérivant, une équation différentielle linéaire :

∂µt

∂t
= ǫ dU π̂t

([ v̂, π̂t]SN ) = [dU π̂t
( v̂) , µt]G. (23)

On peut alors traduire cette formule en terme de diagrammes de Kontse-
vich colorés comme dans §3.2. On placera aux sommets de première espèce
le bi-vecteur πt et une fois le vecteur v. Les sommets terrestres reçoivent des

fonctions de
(
S(g)/S(g) · h

)
⊗
∧

h∗.

La différentielle (µt)0, composante de degré 0 de µt, vérifie en particulier
l’équation différentielle

∂(µt)0
∂t

= [(DUπ̂t
(v̂))0 , (µt)0]. (24)

Cette formule dit que les différentielles (µt)0 sont conjuguées par un élément
de type groupe24: c’est l’élément de jauge. Pour le décrire, il suffit d’analyser

23 On note [•, •]S le crochet de Schouten-Nijenhuis.
24 C’est la résolvante de l’équation différentielle.
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tous les graphes qui interviennent dans (DUπ̂t
(v̂))0. C’est ce que l’on fait dans

[12] § 5.5. Ce sont les graphes des figures Fig. 4, Fig. 5 et Fig. 6 où l’arête ∞
dérive le sommet attaché au vecteur v. L’arête issue de v va soit sur la racine
du graphe, soit sur le sommet terrestre. Il y a donc 4 types de graphe donnés
par les figures suivantes.

V

Fig. 9: Bernoulli fermé par v

V

Fig. 10: Roue pure attachée à v

De même, (µt)1 la composante de degré 1 vérifie l’équation

∂(µt)1
∂t

= [(DUπ̂t
(v̂))0 , (µt)1] + [(DUπ̂t

(v̂))1 , (µt)0]. (25)

Cette équation exprime alors que l’élément de jauge définit en cohomologie
un isomorphisme d’algèbres. En particulier, résoudre l’équation (24) permet
de trouver explicitement l’entrelacement des star-produits pour deux choix de
supplémentaires.
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V

Fig. 11: Roue attachée à un Bernoulli attaché à v

π[v, ]

π

[v, [v, π]

[v, π]

[v, π][v, 

V

π[v, ]

Fig. 12: Graphe de type Bernoulli non fermé

Exemple du double

Pour illustrer les conséquences de nos théories, examinons le cas des paires
symétriques (g×g, σ) avec σ(X, Y ) = (Y, X). On a alors k = {(X, X), X ∈ g}.
Ce sont les doubles.

Déformation du supplémentaire :

On dispose de 3 supplémentaires invariants naturels,

g− = {(0, 2X) , X ∈ g} p = {(X,−X) , X ∈ g} g+ = {(2X, 0) , X ∈ g}.

L’interpolation est donnée par la famille à paramètre de sous-espaces invari-
ants

{((1 + t)X, (t − 1)X) , X ∈ g}.

Le champ de vecteur v = −Va∂P∗

a
est donc l’application linéaire qui transforme

(X,−X) ∈ p 7→ −(X, X) ∈ k. Si on note (ei) une base de g, Ki = (ei, ei) et
Pj = (ej ,−ej) alors le bi-vecteur πt prend une forme assez simple
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πt = 2[Ki, Pj ]∂K∗

i
∧ ∂P∗

j
+ [Ki, Kj ]∂K∗

i
∧ ∂K∗

j
+

(
[Ki, Kj](1 − t2) + 2t[Ki, Pj ]

)
∂P∗

i
∧ ∂P∗

j
(26)

Élément de jauge :

Comme (X,−X) et (X, X) commutent l’opérateur (DUπ̂t
(v̂))0 va se simplifier.

En effet les opérateurs différentiels correspondant aux graphes des Fig. 11
et Fig. 12 seront nuls. Il ne reste alors que les graphes Fig. 9 et Fig. 10.
Le coefficient vérifie une condition de symétrie, il est nul si le nombre de
sommets attachés à πt est impair. Au final ces diagrammes correspondent à
des opérateurs différentiels de symboles

P2n(t)trp

(
ad(X,−X)

)2n
= P2n(t)trg(adX)2n

avec P2n(t) un polynôme en t de degré inférieur à 2n. Ce polynôme dépend
de la couleur dans la roue et des coefficients de Kontsevich associés, il s’écrit
sous la forme

P2n(t) =
∑

wΓ PΓ (t)

où Γ décrit tous les graphes Fig. 9 et Fig. 10 avec 2n sommets associés πt.
Ces polynômes sont sans doute liés aux polynômes de Bernoulli, mais nous
n’avons pas pu le vérifier.

L’opérateur (DUπ̂t
(v̂))0 commute à l’action adjointe, donc l’équation de la

différentielle (24) se résout simplement, on trouve (µt)0 = ǫdCE, ce que l’on
savait déjà par ailleurs.

Enfin les opérateurs (DUπ̂t
(v̂))0 forment une famille commutative en t

donc l’élément de jauge est donné par la résolvante

φt := exp
(∫ t

0

(DUπ̂s
(v̂))0 ds.

)

C’est un opérateur universel de symbole

φt(X) := exp

(
∑

n>0

Q2n+1(t)trg(adX)2n

)
.

Interpolation du produit :

Regardons le terme de degré 1 pour la structure A∞. L’espace h⊥ s’identifie
aux couples (f,−f) avec f ∈ g∗. Les formes linéaires

(2X, 0) (X,−X) (0, 2X)
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sont identiques sur h⊥. On la note X̂.

Pour t = 0, c’est la situation des paires symétriques on a donc d’après § 4.2

µt=0

(
eX̂ , eŶ

)
= Edouble((X,−X), (Y,−Y ))eX̂+Y .

Pour t = 1, c’est la situation des algèbres de Lie, on a donc [5]

µt=1

(
eX̂ , eŶ

)
= D(2X, 2Y )e

̂1
2
Z(2X,2Y ),

avec Z(X, Y ) la formule de Campbell-Hausdorff et

D(X, Y ) =
j
1/2
g (X)j

1/2
g (Y )

j
1/2
g (Z)

la fonction de densité de Duflo. Rappelons que jg(X) = detg

(
sinh adX

2
adX

2

)
.

Pour t = 1, il est facile de calculer la fonction Jg+
que nous avons introduite

en § 4.1. En effet, les roues A, B n’ont qu’une celle couleur (+, +). Par symétrie
on trouve A = B. On a donc

Jg+
((2X, 0)) = jg(2X) = det

g

( sinh adX

adX

)
= Jp(X,−X).

La fonction J est donc la même pour ces deux choix de supplémentaires.

Proposition 2 L’élément de jauge φ1 vaut 1. Dans le cas du double, le star-
produit ⋆

CF
est trivial sur S(p)k, les éléments k-invariants de S(p).

Preuve: Cet élément est un isomorphisme pour les algèbres de réduction. Pour
t = 0 on trouve S(p)k muni du produit de Rouvière qui vaut ⋆

CF
. Pour t = 1

c’est le produit de Duflo-Kontsevich, c’est à dire la multiplication standard sur
les invariants. Or pour le double quadratique la fonction Edouble vaut 1. Donc
φ1 est un isomorphisme d’algèbres de S(g)g pour toute algèbre quadratique.
C’est donc l’identité car trg(adX)2n n’agit pas comme une dérivation uni-
verselle. Comme φ1 est universel, c’est toujours 1. On en déduit que l’action
de Edouble sur S(p)k est triviale, même si g n’est pas quadratique. �

Conjecture de Kashiwara-Vergne :

Plus généralement, comme les formules de quantification dans le cas linéaire
sont toujours des exponentielles on aura pour la composante de degré 1 de
notre structure A∞ :

µt

(
eX̂ , eŶ

)
= Et(X, Y )e

̂Zt(X,Y )
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avec Zt(X, Y ) une série de Lie formelle en X, Y à coefficients polynomiaux
en t.

On dispose donc d’une déformation de la formule de Campbell-Hausdorff
en la loi additive. On peut alors traduire l’équation (25) sur la déformation. On
compense déjà le terme [(DUπ̂t

(v̂))0 , (µt)1] en conjuguant par φt(X). Posons
donc

̂Et(X, Y ) = Et(X, Y )
φt(X)−1φt(Y )−1

φt(Zt)−1
.

En examinant ce qu’est le terme (DUπ̂t
(v̂))1 on se convainc sans difficulté,

comme dans [41] que l’on est en train de calculer une différentielle en X et
en Y de la fonction Zt(X, Y ). On trouve un contrôle à la Kashiwara-Vergne
[20] de la déformation Zt(X, Y ) (voir [45] pour un résumé de les méthodes de
Kashiwara-Vergne). On a donc montré la théorème suivant.

Théorème 7 La déformation du supplémentaire, produit une déformation de
Kashiwara-Vergne, c’est à dire qu’il existe des séries de Lie sans termes con-
stants (Ft(X, Y ), Gt(X, Y )) à coefficients polynomiaux en t, telles que

∂tZt(X, Y ) = [X, Ft(X, Y )] · ∂XZt(X, Y ) + [Y, Gt(X, Y )] · ∂Y Zt(X, Y ) (27)

∂t
̂Et(X, Y ) =

(
[X, Ft(X, Y )] · ∂X + [Y, Gt(X, Y )] · ∂Y

)
̂Et(X, Y ) +

̂Et(X, Y )trg

(
∂XFt ◦ adX + ∂Y Gt ◦ adY

)
. (28)

Corollaire 3 Si la conjecture Edouble = 1 est vraie, alors la déformation du
supplémentaire démontre la conjecture de Kashiwara-Vergne.

Preuve: En effet, si Edouble = 1 alors le théorème précédent fournit une
déformation à la Kashiwara-Vergne qui à les bonnes conditions limites. C’est
à dire pour t = 0 on a le produit X + Y est pour t = 1 le produit de Duflo.
Comme dans [3, 4, 45] on construit alors une solution de Kashiwara-Vergne.

�

Remarque finale : Dans [22, 41] les arguments d’homotopie se fondent sur la
déformation géométrique réelle des coefficients wΓ . En regardant les algèbres
de Lie comme des paires symétriques, on construit une déformation polyno-
miale des coefficients, ce qui est bien meilleur. On peut donc espérer que notre
déformation est rationnelle.
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12. Cattaneo, A.S.; Torossian, C., Quantification pour les paires suymétriques et
diagrammes de Kontsevich, arXiv:math/0609693

13. Corwin, L. J. ; Greenleaf, F. P., Commutativity of invariant differential operators
on nilpotent homogeneous spaces with finite multiplicity. Comm. Pure Appl.
Math. 45 (1992), no. 6, 681–748.

14. Duflo, M., in Open problems in representation theory of Lie groups, Conference
on Analysis on homogeneous spaces, (T. Oshima editor), August 25-30, Kataka,
Japon, 1986.
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16. Duflo, M., Opérateurs différentiels invariants sur un espace symétrique. C. R.
Acad. Sci. Paris, Série A 289 (1979), 135–137.

17. Fujiwara, H.; Lion, G; Magneron, B.; Mehdi, S., A commutativity criterion for
certain algebras of invariant differential operators on nilpotent homogeneous
spaces. Math. Ann. 327 (2003), no. 3, 513–544.

18. Murray Gerstenhaber, The cohomology structure of an associative ring, Ann. of
Math. (2) 78 (1963), 267–288.

19. Kathotia, V., Kontsevich’s universal formula for deformation quantization and
the Campbell-Baker-Hausdorff formula. Internat. J. Math. 11 (2000), no. 4,
523–551.

20. Kashiwara, M. ; Vergne, M., The Campbell-Hausdorff formula and invariant
hyperfunctions. Inventiones Math. 47 (1978), 249–272.

21. Knop, F., A Harish-Chandra homomorphism for reductive group actions. Ann.
of Math. 140 (1994), no. 2, 253–288.

22. Kontsevich, M., Deformation quantization of Poisson manifolds, I, Preprint of
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