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❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛ r❡♠♦t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r r♦❜♦t ✭P❯▼❆✺✻✵✮ ✉s✐♥❣ ■P ♥❡t✇♦r❦✳ ❆ ♠❡t❤♦❞
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤✐s r❡♠♦t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡ s♦ ❛s ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t t✐♠❡
❞❡❧❛② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦♥st❛♥t✳❙✐♥❝❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞ s✉♣♣♦s❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡❧❛②✱ ✇❡ ♣✉t ✐t ♦✈❡r ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭◆❡t✇♦r❦ ❉❡❧❛② ❘❡❣✉❧❛t♦r✮ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❞❡❧❛② ❥✐tt❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♠❛❦❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✭Tr✮✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❙♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r
❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡ t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❢♦r❝❡t❤❡ r❡♠♦t❡ s②st❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❘♦✉♥❞ ❚r✐♣ ❚✐♠❡ ✭◆❘❚❚✮✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✜r♠s ♦r ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s ❤❛✈❡ t♦ r❡s♦rt t♦ r❡♠♦t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❝❛s❡s ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥
❞❛♥❣❡r♦✉s ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❬✶❪ ♦r✴❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s t♦♦ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❢♦r ❤✉♠❛♥s✳ ❚②♣✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞♦♠❛✐♥ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♠❛♥t❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♣❧❛♥t✮✱ ❞❡❡♣✲s❡❛ ❞♦♠❛✐♥
✭✇♦r❦ ♦♥ ✉♥❞❡r✇❛t❡r str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♦✐❧ r✐❣s✮ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥t ♣❧❛♥❡ts✮✳ ❚❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛s
t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❤❛r✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❧♦❝❛t❡❞
✐♥ ❞✐st✐♥❝t ♣❧❛❝❡s✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❤❡❛✈② ♦✉t❞♦♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s
❛♥❞ ❝♦sts ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛s ♠✉❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ r❡♠♦t❡ s②st❡♠ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❞✐❛ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s t✇♦ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ✿ ❧✐♠✐t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡❧❛②s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ♣❛❝❦❡t✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❡✈❡♥ts ❞✐❣✐t❛❧ ❧✐♥❦s ♠❛② ✐♥✢✐❝t ♦♥ ❞❛t❛
❬✸❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❞❡❧❛②s ♠❛② ✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✳
■♥ ❛❝♦✉st✐❝ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ❞❡❧❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✵s ❛♥❞ ❜✐t✲r❛t❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✵❦❜✐ts✴s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥
✱ ❞✉❡ t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ✉s✐♥❣ ■♥t❡r♥❡t ❛s ❛ ♣❛rt ♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜r✐♥❣s
❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛t ❧♦✇ ❝♦st ❜✉t ♣r❡s❡♥ts s✐♠✐❧❛r ❞r❛✇❜❛❝❦s ❬✷❪✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡s✉❧t ✐♥ ♦♥❡
❤❛♥❞ ✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t♦ s❡❝✉r❡❧② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r❡♠♦t❡ s②st❡♠ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠❛❦❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ✉♥st❛❜❧❡✳ ▼❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡s ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②s ❛r❡ s♠❛❧❧ ♦r ❝♦♥st❛♥t ❬✹❪✱ ❜✉t ✇❤❡♥
❞❡❧❛②s ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ✈❛r② ❛ ❧♦t ❛s ♦✈❡r ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❧✐♥❦s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥
t❡❧❡♣r♦❣r❛♠❛t✐♦♥ ❬❄❪ ❛r❡ ❢❡✇❡r ❜❡❝❛✉s❡ s✉❝❤ ❞❡❧❛②s ♠❛❦❡ ♠❛st❡r ❛♥❞ s❧❛✈❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥st❛❜❧❡✳

❙✐♥❝❡ ✶✾✾✼✱ ♦✉r t❡❛♠ ❤❛s ❜❡❣✉♥ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ♦♥ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❆t t❤✐s t✐♠❡✱ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❡❧❡✲
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞✴♦r ❝♦♥st❛♥t ✇❡r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❜✉t t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❧❛❝❦ ✐♥ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡
t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②s ❛r❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❝❤ ❛s t❤r♦✉❣❤ ■♥t❡r♥❡t ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ♠♦❜✐❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ ♦✉r ✜rst ✇♦r❦ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✳

❲❡ t❤❡♥ ❜❡❣❛♥ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✉s✐♥❣
▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s t♦♦❧✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❬✶❪ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❜✉✛❡r✐♥❣
❞❛t❛ ❛t ✐ts ❛rr✐✈❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ♠❛st❡r ❛♥❞ s❧❛✈❡✳ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t♦r ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦✛❡r ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❧❛✈❡ st❛t❡ ♦✈❡r ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❧❛② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡

✶



❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♦✉r ♠♦❜✐❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇❛s
t❤❛t t❤✐s ❜✉✛❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❧❛② ✐♥ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡✱ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♥❡t✇♦r❦ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ❞❡❧❛② ♠❡❛s✉r❡ ✭◆❡t✇♦r❦ ❘♦✉♥❞
❚r✐♣ ❚✐♠❡✱ ◆❘❚❚✮ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✭◆❡t✇♦r❦ ❉❡❧❛② ❘❡❣✉❧❛t♦r✱
◆❉❘✮ ❛♥❞ ❜✉✛❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ s♠❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋✐rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✭❜② ✇❛② ♦❢ ◆❉❘ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡♠♦t❡
❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❞❛♣t
t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭●❘❚❚✮✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡
s♣❡❝✐✜❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❛t s❛♠❡ st❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡♠♦t❡
s②st❡♠ ❜② t❤❡ ●❘❚❚ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❢♦r❝❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❡❛❝❤ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t t♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤♦s❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
●❘❚❚✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ 3rd s❡❝t✐♦♥✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✳

✷ ❚❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r r♦❜♦t✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥✳

✷✳✶ ❚❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✇♦ ♣❛rts ✭t❤❡ ♠❛st❡r ❛❧✐❛s ❇❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ s❧❛✈❡ ❛❧✐❛s
❘❡♠♦t❡ ❙②st❡♠✮ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ♥❡t✇♦r❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❦✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❣✐✈❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥
❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s ✇❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛rt ✐♥❝❧✉❞❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ✧❇❛s❡✧ t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❤♦st ❝♦♠♣✉t❡r t❤❛t

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥✲♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭▼▼■✮✳ ❚❤❡ ✧❘❡♠♦t❡ ❙②st❡♠✧ ✇✐❧❧ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ s②st❡♠ t♦
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❜❡ t❡❧❡♦♣❡r❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r♦❜♦t✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠✳ ❲❡ ❥✉st ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡✈❡r② ❛①✐s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜② ♠❡❛♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦rq✉❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❙✐❣♥❛❧s
❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛st❡r ❛♥❞ t❤❡ s❧❛✈❡ ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❡♠✐tt❡❞ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❡✈❡r② ✷✵✵ ♠s ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣
❞❡❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜♦t❤ ✇❛②✳ ❚❤✐s ♣❡r✐♦❞ ✇❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦✉r ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦✉❧❞ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✷✳✷ ❚❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ P❧❛t❢♦r♠

❲❡ ✉s❡ ❛ t❡rr❡str✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✻ ❞❡❣r❡❡✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✭❞✳♦✳❢✮ ❬✶❪✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✻①✻
✈❡❤✐❝❧❡ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ P❯▼❆ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❛r❡ ❢❡❛t✉r❡❞✿ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❜✐❧❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ ❢♦r❝❡✲❞r✐✈❡♥ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s✱ P■❉ ♣❡r ❛①❧❡❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇✱✳✳✳ ■♥ t❤✐s ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦rq✉❡
♠❡t❤♦❞ ❬✼❪ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛r♠✳ ❆ ❞❙♣❛❝❡ ❝© ❉❙P ❜♦❛r❞ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✽ ❛①✐s✭✻ ❢♦r
t❤❡ ❛r♠ ❛♥❞ ✷ ❢♦r t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✮✳ ❆ ❧❛♣t♦♣ P❈ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ✷▼❜♣s ❊t❤❡r♥❡t ♥❡t✇♦r❦ ❜♦❛r❞ t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r s❡♥❞s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ❞❛t❛

✭❛✮ ▼♦❜✐❧❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✭❜✮ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▲♦♦♣

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡t✉♣

t♦ t❤❡ r❡♠♦t❡ s✐t❡ ❛t ❧❡❛st t❤r♦✉❣❤ ❤✐s ❧❛❜ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ r♦❛♠s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐t r❡❛❝❤❡s
t❤❡ r❡♠♦t❡ s✐t❡ ▲❆◆ ❛♥❞✱ ❛t ❧❛st✱ ✐t ✐s s❡♥t ❛t ✷▼❜♣s t❤r♦✉❣❤ ❛t ✽✵✷✳✶✶❜✲❧✐❦❡ r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❦✳ ❋✐❣✉r❡ ✭✷✮
♣✐❝t✉r❡s t❤✐s tr✐♣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❚❈P ✈❡rs✉s ❯❉P ❜❡❝❛✉s❡ ❚❈P ✐s r❡❧✐❛❜❧❡✿ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡
s❛♠❡ ❛s t❤❡ s❡♥t ❞❛t❛ ✭♥♦ ♣❛❝❦❡t ❧♦ss ♦r ❞✐s♦r❞❡r✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s ❛♥ ❤✐❣❤❡r ◆❘❚❚ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❯❉P✱ ❞✉❡
t♦ ♣❛❝❦❡t ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡♦r❞❡r✐♥❣✳
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✷✳✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐s❛t✐♦♥ st❡♣ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ r❡♠♦t❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡
st❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ r❡♠♦t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r r♦❜♦t ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✭●r❛✈✐t②✱
❈♦r✐♦❧✐s✮ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ t❡r♠✳

❇❛s❡ ❙t❛t✐♦♥

✲qdi ✐✲K0i

◆❡t✇♦r❦

✲ e−Trs

❘❡♠♦t❡ ❆❝t✉❛t♦rs

ui✲ ✐

✻
di

kvi

s(τis+1)
✲qi

✻

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r r♦❜♦t ❛❝t✉❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✿

τiq̈i(t) + q̇i(t) = kvi (ui(t)− di(t)) ✭✶✮

✇❤❡r❡ u(t) = [u1..u6]
t
✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r✱ q(t) = [q1..q6]

t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r✱ d(t) t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r

❛♥❞ τi t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❝t✉❛t♦r✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❤✉♠❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤♦s❡
❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② st✉❞② ♥❡❡❞s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❜❛s❡
st❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧ ❧♦♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❛❝ts ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❧❛②✿ ❡✐t❤❡r ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s
❝♦♥st❛♥t ❞❡❧❛② Tr✱ ♦r ✇❡ ✉s❡ ♦✉r ◆❉❘ ✇✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈✐rt✉❛❧ ❞❡❧❛② Tr✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❧❛②❡❞
❡q✉❛t✐♦♥ ✿

u(t) = K0E(t)e−Trs ✭✷✮

✇✐t❤ E(t) = qd(t)− q(t) t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❧❛② Tr✳

✸ ◆❡t✇♦r❦ ❉❡❧❛② ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ②♦✉ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡t ✉♣ ❬✺❪✳ ■t ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♠❡❛♥
t♦ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠♦t❡ s②st❡♠ ✭❜❡❢♦r❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞❛t❛ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❜❛s❡✮
❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s
❛ss✉♠❡s ❞❡❧❛②s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst s✉❜❥❡❝t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣✳

✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❞❡❧❛②s ❥✐tt❡r t❤❛t ✐s t②♣✐❝❛❧ ✐♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ✐♥s❡rt✐♥❣
t✇♦ ✧◆❡t✇♦r❦ ❉❡❧❛② ❘❡❣✉❧❛t♦r✧ ✭◆❉❘✮✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ❜♦t❤ ❇❛s❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙②st❡♠✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ st❛❝❦s
✐♥❝♦♠✐♥❣ ❞❛t❛ ❛s ✐t ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② r❡❝❡✐✈❡❞❀ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ◆❉❘ ✉♥st❛❝❦s ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛t❛ ✭✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ✿
❋✐rst✲■♥✱ ❋✐rst✲❖✉t✮ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ✭Tr✮ ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ t❤❛t s✐❣♥❛❧s ✜♥❞ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡ t❤❡② ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤❛❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣r♦✇t❤
♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❧❛②✳ ■♥ ♦✉r st✉❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r♦✉♥❞✲tr✐♣✲t✐♠❡ ✭◆❘❚❚✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r♦✉♥❞✲tr✐♣✲
t✐♠❡ ✭●❘❚❚✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ◆❘❚❚ ❛♥❞ ❜♦t❤ ◆❉❘s t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ◆❘❚❚
❛♥❞ ●❘❚❚✳ ■♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ s✐t❡s ❛r❡ t♦♦ ❢❛r t♦ ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ s♦ t❤❛t ✇❡ ❞♦♥✬t
❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ s✐♥❣❧❡✲tr✐♣✲t✐♠❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❤❛❞ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ tr✐♣ t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞
❢r♦♠ ◆❘❚❚ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ✐t ❜② ✷✳ ❲❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t❀ s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✿ ✇❡
❝♦✉❧❞ tr② t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ❜♦t❤ ❤♦sts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ❬✶✸❪ ♦r ✉s✐♥❣ ●P❙ ❝❧♦❝❦ ✉♣ t♦ ❛
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✺✵✵♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

✹



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ◆❘❚❚ ❛♥❞ ●❘❚❚

✸✳✷ ◗✉❡✉❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆❉❘s q✉❡✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ✶✵ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r♦✉♥❞✲tr✐♣
❞❡❧❛②s✳ ❚❤❡s❡s ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞❀ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ✭mt✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❝❡♣t✐♦♥s ✭✐❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❧❛②s✮ ♦❢ t❤❡s❡ ◆❘❚❚ t♦ s❡t t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✐③❡ ✭ns✮ ♦❢ t❤❡ ◆❉❘ q✉❡✉❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ s❡❝✉r✐t②
η ✿

ns = 2 + E

(

η
mt

Tr

)

❲❤❡♥ η = 1✱ t❤❡ q✉❡✉❡s ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❞❡❧❛②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❝❡♣t✐♦♥s ❡q✉❛❧
t♦ mt✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤✐s ❝❛s❡ ♦❝❝✉rs✱ t❤❡ q✉❡✉❡ ❡♠♣t✐❡s ❞♦✇♥ t♦ ✷ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡ ✇❡ ♣❡r♠✐t✳ η = 1, 3
❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ q✉❡✉❡ ✇♦♥✬t ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ❧✐♠✐t ❡✈❡♥ ✐❢ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡❧❛②s ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ ❛ ❜✐t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s s❡❝✉r✐t②
❢❛❝t♦r ❧✐♠✐ts t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❘❚❚ ♠❡❛s✉r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ s❤♦rt ❞✉r❛t✐♦♥✳

✸✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ t❤❡ ◆❉❘ ❛t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ ✭t✇♦ ❤♦sts ✼✺❦♠ ❛♣❛rt✮ ❛♥❞ ❛t ✈✐rt✉❛❧ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❛ r❡❧❛②
❞❡❧❛②❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❘♦✉♥❞✲❚r✐♣✲❚✐♠❡ ✭◆❘❚❚✮ ✇✐t❤ t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❘♦✉♥❞✲❚r✐♣✲❚✐♠❡ ✭●❘❚❚✮ ✐♥
st❡❛❞② ♣❛tt❡r♥✳ ❆t ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ st❛t✐st✐❝s ❣✐✈❡ ❛ ♠❡❛♥ ●❘❚❚ t♦ ✼s ✭ ✈s✳ ✻✶✵♠s ❢♦r t❤❡ ◆❘❚❚ ✮ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✷♠s ✭ ✈s✳ ✺✵✵♠s✮✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ ✶✸ ❞❡s✐r❡❞ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ q✉❡✉❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✹ ❛♥❞

✭❛✮ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ ✭❜✮ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ◆❘❚❚ ❛♥❞ ●❘❚❚

✶✻ s❛♠♣❧❡s✳ ❆t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡✱ ♠❡❛♥ ●❘❚❚ ❣r♦✇s ✉♣ t♦ ✶✱✷s ✭✈s ✷✸♠s ❢♦r ◆❘❚❚✮ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡

✺



✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ ✷ ❞❡s✐r❡❞ s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ q✉❡✉❡ ✇❤✐❝❤ s✐③❡ ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✸ s❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✭s✭t✮ ✐s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ◆❉❘✮ ✿ GRTT = 2max (s(t)) +NRTT ✳

❚♦ ♣✉t ✐t ✐♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ◆❉❘s ✇❤✐❝❤ ✇❡
❞✐❞♥✬t ❤❛✈❡ ❛t ✜rst ❢♦r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② r❡❛s♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡② ✐♥❢♦r♠ ✉s t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s❡❡♠s ❝♦rr❡❝t ❡✈❡♥ ✐❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡tt❡r ❝❤♦s❡♥ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❡♠❜❛rr❛ss✐♥❣ r❛✐s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ●❘❚❚✳ ❆t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡✱ ♠❡❛♥
❘❚❚ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❣r♦✇ ✉♣ t♦ ✺✵ t✐♠❡s ❛s ♠✉❝❤❀ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ Tr ♦❢ ✷✵✵♠s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✶✵ t✐♠❡s ❛s ♠✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ◆❘❚❚✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛✈❡ ✐t s♠❛❧❧❡r ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ q✉❡✉❡ s✐③❡ ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❧② ✶ ❛♥❞ ✸ s❛♠♣❧❡s✳ ❆s t❤❡ ♠❡❛♥ ●❘❚❚ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ Tr ✱ t❤❡ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ t♦
❞❡❝r❡❛s❡ ♠❡❛♥ ●❘❚❚ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ Tr✳

✸✳✹ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✿ ❉②♥❛♠✐❝ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥

❆s t❤❡ ❧❛t❡st ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❧❡t ✉s ❢♦r❡s❡❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ Tr ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✐③❡ ✭ns✮
♦❢ t❤❡ ◆❉❘ q✉❡✉❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ♦✉t ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧❡❛❞s t❤❡
s②st❡♠ t♦ ♣❛✉s❡ t❤❡ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ t❛s❦ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐❡♥t ♣❛tt❡r♥ ❛s ❛t t❤❡ ✜rst st❛rt✐♥❣✳
❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t ❡✈❡r② ❝❛❧❝✉❧✉s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭st❛t❡ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s✱✳✳✳✮
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◆❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤✐s ✇❛②✿ ✇❡ ✉s❡
t✇♦ ❞✐s❝r❡t❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr✐♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛t♦r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ φ[k] = σ2

Qe
−a|k|Tr ❬✶✺❪✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❛r❣❡ts ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst ✜❧t❡r
✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠❡❛♥ ◆❘❚❚ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ mt✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
r❡❝❡♣t✐♦♥s ✭❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❢♦r r❡s✐③✐♥❣ t❤❡ ◆❉❘ q✉❡✉❡s✮✳ ❑❛❧♠❛♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✿

A =





1 Tr
T 2

r

2
0 1 Tr

0 0 1



Q =





0 0 0
0 0 0
0 0 σ2

Q





B = [0] R = σ2
Q

H = [100]
P0 = I3σ

2
Q

✭✸✮

❚❤✐s ✜❧t❡r✱ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❜♦t❤ s✐❣♥❛❧s✱ ❣✐✈❡s ✉s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥❡
st❡♣ ❛❤❡❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❢❡✇ ✶✵✵♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✳ ❆s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢✉rt❤❡r ❛❤❡❛❞ ✭❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ t❤❡
❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t t✐♠❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ✿ x̂k+1 = Atx̂k✳ ❆s t❤✐s ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r②
♥♦✐s② ✭✐t ❛❝ts ❛s ❛ ❧❡✈❡r✮ ✱ ✇❡ ✜❧t❡r ✐t ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ✭γ = 50Tr✮✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡s✐❞❡ ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥
♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ◆❘❚❚ ✇❤❡♥ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤ ❛s ✐♥ ❚❈P tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❢r❛♠❡s ✿ mt(t)✳ ❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ◆❘❚❚✱ ✇♦r❦❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡
❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ s✐♠♣❧②
✉s❡ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ✇✐t❤ γ = 250Tr✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡
❤❛❞ ❞♦♥❡✳ ❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ mt(t)✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❢r❛♠❡s tsf (t) ❛♥❞ ✇❡
❦❡❡♣ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤✐s s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

■❢ ✭tsf ❬❦❪❃❡❬❦✲✶❪✮
❚❤❡♥ ❡❬❦❪❂tsf ❬❦❪

❊❧s❡ ❡❬❦❪❂ e[k−1]
vd

❉❡❝r❡❛s✐♥❣ s♣❡❡❞ vd ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t t♦ ✶✱✵✵✵✵✺✳ ❆s t❤✐s ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❡ ✜❧t❡r ✐t ✇✐t❤ ❛ ✜rst
♦r❞❡r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐t❤ γ = 25Tr✳

✸✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❜② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ♣r❡❞✐❝t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❡❧❛②s ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛r② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✭❛✮✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✐♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡♣r❡s❡♥t ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆s ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❡♥s✉r❡s ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡♥t✱ ❞❡❧❛②s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ r✐❣❤t ♦r❞❡r ♦❢ ❞❛t❛ r❡❝❡♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✐s t❡st❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✷✵♠♥✳

✻



✭❛✮ ▼❡❛♥ ❛♥❞ st❞✳ ❞❡✈✳ ✭❜✮ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ∆t(t) ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ●❡♥❡r❛t❡❞ ❞❡❧❛②s

❚❤❡ ✜rst ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❣✐✈❡s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❧❛②s ✭✐❡ ◆❘❚❚✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦❢ 50Tr = 10s✳ ❋✐❣✉r❡s
✻✭❜✮ ❛♥❞ ✻✭❝✮ ♣✐❝t✉r❡s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❛ ❧♦t ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❧❛②s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛ ❜✐t t♦♦ s❧♦✇ ✇❤❡♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❤❛♣♣❡♥✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s
t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ Tr ❛t ♥❡①t ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛♥❣❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❣✐✈❡s ❛ ✶✵s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ mt(t)✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ mt(t + 10s)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✼ ❛r❡ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ◆❉❘ q✉❡✉❡ ❡♠♣t②✐♥❣ ✶✵s ❜❡❢♦r❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥✳ ■t ❧❡❛✈❡s
❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❣❡t ✐♥ ♣❛✉s❡ ♠♦❞❡✳

✸✳✻ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❡✇ P❛r❛♠❡t❡rs

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ●❘❚❚ ✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱✷s ✈❡rs✉s ✷✸♠s ❢♦r ◆❘❚❚✳
❆s Tr = 200ms✱ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ◆❉❘ ✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ 3×Tr✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛❞ GRTT = 2×3×Tr+NRTT ✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ Tr s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ♠♦st ❡q✉❛❧ t♦ ◆❘❚❚✱ ❜✉t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ✈❛r②✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❤♦st❡❞ ✐♥ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❛♥❞ r❡♠♦t❡ s✐t❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Tr ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s✿ Tr = max

(

50ms, NRTT

3

)

✳
❋♦r ♦✉r s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ●❘❚❚ ❡q✉❛❧ t♦ 2× 3× 50ms = 300ms ✈❡rs✉s ✶✱✷s ✐♥ ✜rst

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆♥❞ ❛t ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ 2× 16× 610
3 ms ≈ 3, 9s ✭Tr ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✷✵✵♠s s♦ t❤❡ q✉❡✉❡s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡s ❛s ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✮ ✈❡rs✉s ✼s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆❉❘ q✉❡✉❡s✱ ✇❡ ❦❡❡♣
t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ηs ❛s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✶✳

✹ ❈♦♥tr♦❧ ▲❛✇ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡s

❙♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t❛♥t t✐♠❡ ❞❡❧❛②
✇✐t❤ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❙❖▼ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②
❢♦r❝❡ ❡❛❝❤ ❛❝t✉❛t♦r ❛s ❛ ✜rst ♦r❞❡r s②st❡♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✼



✭❛✮ ▼❡❛♥ ❞❡❧❛②s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❜✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ mt(t)

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❉❡❧❛②s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✹✳✶ ❙t❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❞❡❧❛②

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡♠♦t❡ s②st❡♠ ✭βi =

1
τi
✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❧❛② Tr

✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❬✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠♦t❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r s②st❡♠s s✉❝❤ t❤❛t ✿

τiq̇i(t) + qi(t) = kviui(t) ✭✹✮

❲❡ t❤❡♥ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

Tr ≤
τi arccos(−

1
K0ikvi

)

K0ikvi sin arccos(−
1

K0ikvi

)
✭✺✮

❆ss✉♠❡ t❤❛t ❣❛✐♥s K0i ❛♥❞ kvi ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ❛s ✿

Trβi ≤ Ci ✭✻✮

✇❤❡r❡ Ci ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✇❤❡♥ Tr t❛❦❡s ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤ βi ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Tr✳

✹✳✷ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡s

❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❢♦r❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠♦t❡ ❛❝t✉❛t♦rs t♦ r❡❛❝t ❛s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ✐s t❤❡ s❧✐❞✐♥❣
♠♦❞❡s ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ❬✶✵❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❢♦r❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ s = 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❛ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s tr② t♦ ✈❛♥✐s❤ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧t✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡s ❍❖❙▼
❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s(x) = 0 ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ ❝♦♥str❛✐♥t
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✜rst (r−1)th t♦t❛❧ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❝❢✳ ✼✮✳

s = ṡ = s̈ = ... = sr−1 = 0 ✭✼✮

✽



❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡ r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿
∂si

∂u
= 0,

∂sr

∂u
6= 0

✇✐t❤ i = 1..(r − 1)✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r = 1 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ t❤❡ ✷✲s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥t ❝♦♥tr♦❧ u̇(t) ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r✳ ■♥
t❤❡ ✷✲s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r u(t) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳

✹✳✸ ❈♦♥tr♦❧ ▲❛✇ ❙tr❛t❡❣②

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✳

{

ẋ1i = x2i

ẋ2i = − 1
τi
x2i +

1
τi
kviui(t)

✭✽✮

❲❤❡r❡ x1i = qi ✇✐t❤ i = 1..6 ✐s t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ith ❛❝t✉❛t♦rs✱ τi ✐s t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r ❛♥❞
ui(t) t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r s✉r❢❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡ x1di = 0 ✿

si(xi) = −x2i − λix1i

❚❤❡ ✷✲s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ u̇(t) ❛s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r✳ ❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐♥❣ s̈ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ st❛t❡ ♠♦❞❡❧
✭✽✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ u̇i(t) ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤✐♥ ṡ✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✿







ẋ1i = x2i

ẋ2i = x3i

ẋ3i = − 1
τi
x3i +

1
τi
kviu̇i(t)

✭✾✮

❲♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✭❡q✳✾✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ s❧✐❞✐♥❣ sy s✉r❢❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
si(xi, t) ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✿

syi = y2i + αiy1i

✇❤❡r❡ y2i = ṡi ❛♥❞ y1i = si✳ ❚❤✐s s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✿

syi = −x3i − (αi + λi)x2i − αiλix1i ✭✶✵✮

❚❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r ṡi(t) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✿

u̇i(t) = u̇eqi +∆u̇i ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ u̇eqi ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥tr♦❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ṡi = 0 ✿

u̇eqi =
τi
kvi

(

x3i

τi
− (λi + αi)x3i − αiλix2i

)

✭✶✷✮

❛♥❞ ∆u̇i ✐s t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ✉♥♠♦❞❡❧❧❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✿

∆u̇i = Kisgn(syi) ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ Ki ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs✳ ❚❤❡ η✲r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ✭✶✹✮ ✐s ❛
♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

syiṡyi ≤ −η|syi| ✭✶✹✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✹✮ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✿

tei ≤
αiλiτi
kviKi

✭✶✺✮

✾



✇❤❡r❡ te ✐s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ si(tei) = 0✳ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✮✱
✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r ui(t) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✿

ui(t) = ueqi(t) +

∫

Kisgn(syi)dt

❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❝t♦r ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳

✹✳✹ ❙t❛❜✐❧✐t②

▲❡t ❞❡✜♥❡ ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ✿

V (X, t) =
1

2
XtPX

✇✐t❤ X = [x1, x2, x3]
T
t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ P ❛ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿

P =





0 0 −αiλi

0 αiλi −
αiλi

τi
−(αi + λi)

−αiλi −(αi + λi) −1





❚❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✿

V =
1

2

[

−2αiλix3ix1i − 2(αi + λi)x3ix2i + (αiλi −
αi + λi

τi
)x2

2i − x3i

]

❚❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

V̇ = (−αi − λi +
1

τi
)x2

2i +
αiλi

τi
x1ix3i −

kviKi

τi
|syi|

✇❤❡r❡ V ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ V̇ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

αiλi

αi + λi

<
1

τi
✭✶✻✮

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❡q✳ ✶✻✮ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② st❛❜❧❡✳

✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ t❤❡♦r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✭st❛❜✐❧✐t②✱ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❣❧♦❜❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥✱ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ r❡♠♦t❡ s②st❡♠
✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❖❙▼ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✇❤♦s❡ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆❘❚❚✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳

✺✳✶ ❍✐❣❤✲❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❆ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡♠♦t❡ ❛❝t✉❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ❛❧❧♦✇s
t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ✭✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

αi <
λi

λiτi − 1

❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λ1 ❛♥❞ α1 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❧✐♠✐t✳ ❲❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜❣✉r❡ ✭❄❄✮ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ τ1 = 0, 1s✱K1 = 15V ❛♥❞ kv1 = 1rd/V ✳
❲❡ ❛❧s♦ ❛❞❞❡❞ t❤❡ t❤❡♦r✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✶✵
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✭❛✮ ❙t❛❜✐❧✐t② ❧✐♠✐t ✭❜✮ ❋✐♥✐t❡ t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❝✮ P♦s✐t✐♦♥ ❘❡s♣♦♥s❡

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙t❡♣ ❘❡s♣♦♥s❡

s✐♠✉❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r✐❝❛❧ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ α1 = 1rd/s ❛♥❞
λ1 = 20rd/s✳ ❯s✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮✱ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ te1 = 0, 13s✳ ❚❤✐s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s s❤♦✇❡❞ ✜❣✉r❡ ✽✭❛✮ ✇❤❡r❡ ✭te ∼ 0, 1s✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠♦t❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥
❢♦r❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ sy1(t) ✭❡q✳✭✶✵✮✮✳ ❘❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ str❛✐❣❤t✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ sy1(t) = 0✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s st❡♣ r❡s♣♦♥s❡ ✭x1d(t) = u(t)✮✱ t❤❡ t✐♠❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✿

x1T (t) = u(t)

(

1−
α1

α1 − λ1
e−λ1t +

λ1

α1 − λ1
e−α1t

)

■❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α1 << λ1✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢x1T ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤✐s t❤❡♦r✐❝❛❧
t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ x1T (t) ✐s s❤♦✇❡❞ ✜❣✉r❡✽✭❜✮ ✈❡rs✉s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ x1T (t) ✐s
❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡♦r✐❝❛❧ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❛t ♣r♦✈❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛❧✇❛②s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡♥ t > te✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r s❡♥❞s
❜r✉t❛❧ st❡♣ ♦r❞❡rs ✐♥ ❛ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ t❛s❦✳

✺✳✷ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s

❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❧❛② Tr ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ◆❉❘✱ t❤❡ ❍❖❙▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ♠♦❞✐❢② ❡❛❝❤ αi✳ ❋✐❣✉r❡
✭✾✮ s❤♦✇s ❛ t✐♠❡ st❡♣ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α1 ✿ α1(1) = 0, 4rd/s ❛♥❞
α1(2) = 2rd/s ✇✐t❤ λ1 = 20rd/s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡♦r✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡s✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦ ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ✈❡r✐✜❡❞ ❡✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✭✾✮ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ −x21(t) = f(1− x11(t))✳

✺✳✸ ❚❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❞❡❧❛②

❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❖❙▼ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ t❛s❦✳ ❚❤❡
♦♣❡r❛t♦r s❡♥❞s s♦♠❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ st❡♣s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✭✶✵✮✮ t♦ t❤❡ r❡♠♦t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡❧❛② ✭Tr✮ t❛❦❡s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✿ Tr(1) = 1s✱
t ≤ 12s ❛♥❞ Tr(2) = 250ms✱ t > 12s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛♥❣❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡
◆❉❘ ❤❛s t♦ s✇✐t❝❤ t♦ ❛ ♥❡✇ Tr t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈✐rt✉❛❧ ❞❡❧❛② ❛♥❡✇✳

✶✶
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✭❛✮ ❚✐♠❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ✭❜✮ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❙✉r❢❛❝❡

❇❛s❡ ❙t❛t✐♦♥

qd1

q1

❖♣❡r❛t♦r
✕

◆❡t✇♦r❦

✲ e−Trs

❘❡♠♦t❡ ❆❝t✉❛t♦rs

✲ ❍❖❙▼

Tr(k) ✻

✲q1

✛

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❚❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ t❛s❦

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❣✐✈❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❦❡❡♣ ❛ s❛♠❡ st❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❧❛② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❈❤♦♦s✐♥❣
C1 = 0, 2 ❢♦r t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α1(1) = 0, 2rd/s ❛♥❞
α1(2) = 0, 8rd/s✳ ❋✐❣✉r❡ ✭✶✶✮ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ t❡❧❡♦♣❡r❛t✐♦♥ t❛s❦ ✉s✐♥❣ ❛ ❍❖❙▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡
r❡♠♦t❡ s②st❡♠ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ❛❧✇❛②s ❛ st❛❜❧❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡
♠❡❛♥ ❞❡❧❛② t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t② t❤❡♥ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✭α✮ ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ③❡r♦✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥❝❡r♥s ❛ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r
r♦❜♦t ✈✐❛ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♥❡t✇♦r❦ s✉❝❤ ■♥t❡r♥❡t✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛ss✉♠❡s ❛ s❧♦✇ st❡♣ ✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛②✳ ❚❤✐s ✇❛②✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✉♣♣❡r ❧❛②❡r ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ♦✉r ◆❉❘✱ ✉♣♦♥ ❛ r❡❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❥✐tt❡r✳
❚❤✐s st✉❞② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐♥ ❢❡✇s ♠♦♥t❤s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧
♠❡t❤♦❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭◆❉❘✮✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ t❡❧❡r♦❜♦t✐❝s s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❚❈P✴■P ♥❡t✇♦r❦✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❍❖❙▼ ♦♥ q1(t)

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳ ▲❡❧❡✈é✱ P✳ ❋r❛✐ss❡✱ ❆✳ ❈r♦s♥✐❡r✱ P✳ ❉❛✉❝❤❡③✱ ❋✳ P✐❡rr♦t✱ ✧❚♦✇❛r❞s ❱✐rt✉❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ▼♦❜✐❧❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs✧✱
Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ■❈❘❆✬✾✽✱ ▲❡✉✈❡♥✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ♣♣✳✷✾✼✶✲✷✾✼✻✱ ✶✾✾✽✳

❬✷❪ ❘✳ ❖❜♦❡✱ P✳ ❋✐♦r✐♥✐✱ ✧■♥t❡r♥❡t✲❜❛s❡❞ t❡❧❡r♦❜♦t✐❝s✿ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❛♣♣r♦❝❤❡s✧✱ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❘♦❜♦t✐❝s✱ ▼♦♥t❡r❡②✱ ❯❙❆✱ ♣♣✼✻✺✲✼✼✵✱ ❏✉❧② ✶✾✾✼✳

❬✸❪ ❑✳ ❚❛②❧♦r✱ ❇✳ ❉❛❧t♦♥✱ ✧■ss✉❡s ✐♥ ■♥t❡r♥❡t ❚❡❧❡r♦❜♦t✐❝s✧✱ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ■♥t❧✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❋✐❡❧❞ ❛♥❞ ❙❡r✈✐❝❡ ❘♦❜♦t✐❝s
✭❋❙❘✬✾✼✮✱ ❈❛♥❜❡rr❛✱ ❆✉str❛❧✐❛✱ ✶✾✾✼✳

❬✹❪ ●✳ ◆✐❡♠❡②❡r✱ ❏✳❏✳ ❙❧♦t✐♥❡✱ ✧❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❋♦r❝❡ ❘❡✢❡❝t✐♥❣ ❚❡❧❡♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s t♦ ❛♣♣❡❛rs ❛s
✈✐rt✉❛❧ t♦♦❧s✧✱ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ■❈❘❆✬✾✼✱ ♣♣✳ ✷✷✶✷✲✷✷✶✽✱ ✶✾✾✼✳
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