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Cara
térisation des Quenines et leurreprésentation spiraleJean-Guillaume Dumas ∗16 novembre 2007RésuméLes nombres de Raymond Queneau sont les entiers n pour lesquelsla quenine (permutation spirale envoyant tout nombre pair sur sa moitiéet tout nombre impair sur son opposé ajouté à n) est d'ordre maximaln. Nous étudions dans 
ette note la 
ara
térisation des nombres de Que-neau, les pré
édentes 
ara
térisations étant à notre 
onnaissan
e in
om-plètes. Nous proposons en outre une nouvelle représentation graphique,sous forme de spirale, à la fois des quenines à ra
ine primitive di�érentede 2 et également des spinines, généralisation des quenines par la méthodedes e�a
ements de Ja
ques Roubaud.SummaryThe Raymond Queneau numbers are the integers n for whi
h the que-nine (the spiral permutation sending even numbers to their halves andodd numbers to their opposites added to n) is of order n. We study inthis note the 
hara
terization of Queneau numbers, previous being to ourknowledge in
omplete. We also propose a new graphi
al representation,of spiral shape, both of the quenines with primitive root distin
t from 2and also to the spinines, whi
h generalize quenines by Ja
ques Roubaud'serasing te
hnique.Mots-
lefs : Permutation de Queneau-Daniel ; Quenine ; Spinine ; Spirale ; Ra
ineprimitive.1 L'oulipo, la poésie des troubadours et les QueninesArnaut Daniel est un troubadour de la �n du XIIe siè
le. Un de ses poèmes
élèbres, ongle et on
le, �gure 1, est une série de six strophes de six vers
ha
une [Roubaud, 1969℄. Cha
un des mots à la rime de la première stropheest reproduit dans les strophes suivantes dans un autre ordre. Plus pré
isément,
haque passage d'une strophe à l'autre est déterminé de la même façon, à l'aidede la spirale suivante :
∗Laboratoire J. Kuntzmann, 51, rue des Mathématiques. Université de Grenoble. UMRCNRS 5224, BP 53X, F38041 Grenoble, Fran
e, Jean-Guillaume.Dumas�imag.fr .1



SextineCe v÷u dur qui dans le 
÷ur m'entre,nul be
 ne peut le dé
hirer, ni onglede lausengier, qui médisant perd l'âme ;et ne l'osant battre à bran
he ou à verge,se
rètement, là où il n'y a point d'on
le,j'aurai ma joie en verger ou en 
hambre.Quand j'ai souvenir de la 
hambreoù à mon dam je sais que pas un n'entre,tant me sont durs plus que frère ni on
lenul membre n'ai qui ne tremble, ni d'ongle,plus que ne fait l'enfant devant la verge :telle est ma peur de l'avoir trop dans l'âme !Puisse-t-elle de 
orps, non d'âme,me re
evoir en se
ret dans sa 
hambre !Car plus me blesse au 
÷ur que 
oup devergesi qui la sert là où elle est ne rentre !Toujours serai pour elle 
hair et ongleet ne 
roirai 
onseil d'ami ni d'on
le.Et jamais la sur de mon on
leje n'aimai plus ni tant, de par mon âmeEt si voisin que l'est le doigt de l'ongle,je voudrais être, à son gré, de sa 
hambreplus peut L'Amour qui dans le 
÷ur merentrefaire de moi qu'un fort de frêle verge.Car depuis que �eurit la vergesè
he et qu'Adam légua neveux et on
les,si �ne amour, qui dans le 
÷ur me rentre,ne fut jamais en 
orps, ni même en âme ;où qu'elle soit, dehors ou dans sa 
hambre,mon 
÷ur y tient 
omme la 
hair à l'ongle.Car ainsi se prend et s'énonglemon 
÷ur en elle ainsi qu'é
or
e en verge ;elle est de joie tour et palais et 
hambre,et je ne prise autant parents ni on
le :au 
iel j'aurai deux fois joyeuse l'âme,si jamais nul, de trop aimer, n'y entre.Arnaud envoie sa 
hanson d'ongle et d'on
leà toi qui tiens son âme sous ta verge,son Désiré, dont le prix en 
hambre entre.

SestinaLo ferm voler qu'el 
òr m'intrano'm pùt ges bè
s es
oissendre ni onglade lausengièr, qui pèrd per mal dir s'arma ;e 
ar non l'aus batre amb ram ni amb verja,sivals a frau, lai ont non aurai on
le,jausirai jòi, en vergièr o dins 
hambra.Quand mi soven de la 
hambraont a mon dam sai que nulhs òm non intra,ans me son tu
h plus que fraire ni on
le,non ai membre no'm fremis
a, neis l'ongla,aissì 
om fai l'énfans denant la verja :tal paor ai no'l sia tròp de l'arma.Del 
òr li fos, non de l'arma,e 
onsentis m'a 
elat dins sa 
hambra !Que plus mi nafra'l 
òr que 
òps de verja
ar lo sieus sèrvs lai ont ilh es non intra ;tots temps serai amb lièis 
om 
harns etongla,e non 
reirai 
hasti
 d'ami
 ni d'on
le.An
 la seror de mon on
lenon amèi plus ni tant, per aquesta'arma !Qu'aitant vesins 
om es lo dets de l'ongla,s'a lièis plagués, vòlgra èsser de sa 
hambra ;de mi pòt far l'amors qu'ins el 
òr m'intramièlhs a son vòl qu'òm fòrts de frévol verja.Puèis �orit la se
ha verjani d'En Adam mògron nebot ni on
le,tant �na amors 
om 
ela qu'el 
òr m'intranon 
ug fos an
 en 
òrs, ni eis en arma ;ont qu'ilh estei, fòrs en plaça o dins 
hambra,mos 
òrs no's part de lièis tant 
om tenl'ongla.Qu'aissi s'enpren e s'enonglamons 
òrs en lièis 
om l'es
òrça en la verja ;qu'ilh m'es de jòi tors e palatz e 
hambra,e non am tant fraire, parent ni on
le :qu'en paradis n'aurà doble jòi m'arma,si ja nulhs òm per ben amar lai intra.Arnauts tramet sa 
hançon d'ongla e d'on
le,a grat de lièis que de sa verja à l'arma,son Desirat, 
ui prètz en 
hambra intra.Fig. 1 � Ongle et on
le, Arnaut Daniel, XIIe siè
le
2
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Fig. 2 � Permutation spirale de la sextineEn e�et, si l'on ins
rit de haut en bas les rimes d'une strophe, dans la stro-phe suivante, 
es rimes se retrouvent dans l'ordre donné lorsque l'on suit lesméandres de la spirale : en partant du bas, en 6, on tourne pour ren
ontrersu

essivement 1, 5, 2, 4, 3 qui forment bien les rimes de la deuxième strophe.Ce type de permutation sur 6 vers est appelé une sextine et a été généralisé à nvers par Raymond Queneau.définitions 1. [Bringer, 1969℄� Une permutation spirale est une permutation σn de l'ensemble {1, 2, . . . , n}véri�ant la 
ondition suivante :
σn(2p) = p

σn(2p + 1) = n − p� Le sous-groupe 
y
lique Gn, engendré par σn est le groupe de Queneau-Daniel.� Les entiers n tels que Gn soit de 
ardinal n sont dits admissibles.� Une permutation spirale ave
 n admissible est appelée une quenine, ouen
ore une nine.Autrement dit, n est admissible si et seulement si les orbites poétiques de
ha
une des rimes sont d'ordre spiralique n, i.e. 
haque rime se trouve uneseule fois à un endroit donné de la strophe dans l'ensemble du poème. ArnautDaniel a exhibé une quenine de 
ardinal 6, mais toutes les quenines ne sontpas possibles : par exemple, il n'y a pas de quenine de 
ardinal 4, puisque, parexemple, l'orbite de 3 est le singleton {3} [Roubaud, 2000℄. L'Oulipo, et plusparti
ulièrement Ja
ques Roubaud, s'est alors intéressé à la quête des quenines,à l'aide des 
orps �nis. 3



En e�et, 
onsidérons la permutation δn, inverse de σn. Celle-
i peut êtredé�nie 
omme suit :
δn(x) =

{
2x si 2x ≤ n
2n + 1 − 2x sinonDémonstration. Soit x tel que 2x ≤ n alors σn ◦ δn(x) = σn(2x) = x. Pour xtel que 2x > n alors σn ◦ δn(x) = σn(2(n − x) + 1) = n − (n − x) = x. Don


σn ◦ δn = Id et σn étant bije
tive, δn est son inverse.Il est 
lair que les 
ardinaux des sous-groupes 
y
liques engendrés par δnou σn sont identiques. Il revient don
 au même d'étudier l'un ou l'autre dessous-groupes. L'idée est de 
onsidérer les entiers modulo 2n + 1. Dans 
e 
as,
δn(x) est simplement plus ou moins 2x : il existe un e ∈ {0, 1} tel que δn(x) ≡
(−1)e2x[2n + 1]. À partir de là Monique Bringer a montré un 
ertain nombrede résultats dont les suivants :théorème 1. [Bringer, 1969℄� Si n est admissible alors 2n + 1 est premier.� n = 4p n'est pas admissible.� n = 2p − 1 n'est pas admissible.� Si n et 2n + 1 sont premiers, n est admissible.� Si n = 2p et que p et 4p + 1 = 2n + 1 sont premiers, n est admissible.Démonstration. Reprenons seulement sa preuve que 2n + 1 est for
ément pre-mier. Sinon, il existe q un diviseur de 2n + 1 ave
 q > 1. Dans 
e 
as, pour tout
m de l'orbite de q, on a m ≡ (−1)e2kq. Ce qui implique for
ément que q divise
m puisqu'il divise à la fois 2n + 1 et (−1)e2kq. Don
 l'orbite de q ne 
ontientque des diviseurs de q. Or, 1, . . . , q − 1 ne divisent pas q don
 l'orbite de q nepeut être 
omplète. Par la suite 2n + 1 ne peut être admissible.Or, il est possible de 
omplètement 
ara
tériser les quenines. Ce
i peut êtrefait ave
 un peu de théorie des 
orps �nis.2 Corps �nisDans 
ette se
tion nous rappelons brièvement les propriétés 
lassiques des
orps �nis en développant parti
ulièrement l'étude des générateurs du groupedes inversibles d'un 
orps �ni, les ra
ines primitives. Nous prenons le parti dedonner plusieurs preuves, même 
lassiques, a�n de regrouper dans 
ette note leséléments essentiels à la fabri
ation des quenines. Plus de détails sont à trouverbien sûr dans les ouvrages de référen
e 
omme par exemple [Lidl and Niederreiter, 1994,Burton, 1998, Demazure, 1997, Dumas et al., 2007℄.définition 1. Le 
orps des nombres rationnels Q et les 
orps Z, pour p pre-mier, sont appelés 
orps premiers. Les 
orps �nis sont appelés 
orps deGalois. Ils sont notés Fq ou GF(q), ave
 q le 
ardinal du 
orps.4



proposition 1. Soit (K, +,×) un 
orps �ni de 
ardinal q > 0. On note
n.1K = 1K + 1K + . . . + 1K

︸ ︷︷ ︸

n fois .La 
ara
téristique de K est le nombre premier p tel que p.1K = 0.Démonstration. Dé�nissons Ψ : Z → K par :Pour tout n ∈ Z, Ψ(n) = 1K + 1K + . . . + 1K
︸ ︷︷ ︸

n fois = n.1K ,On a tout d'abord Ψ(0) = 0K , Ψ(1) = 1K , Ψ(n1+n2) = Ψ(n1)+Ψ(n2). Ensuite,
omme la multipli
ation d'éléments de K est asso
iative, on obtient
Ψ(n1) × Ψ(n2) = (1K + 1K + . . . + 1K)

︸ ︷︷ ︸

n1

× (1K + 1K + . . . + 1K)
︸ ︷︷ ︸

n2

= (1K × 1K + . . . + 1K × 1K)
︸ ︷︷ ︸

n1n2

= (1K + . . . + 1K)
︸ ︷︷ ︸

n1n2

= Ψ(n1n2)et don
 Ψ est un homomorphisme d'anneau. Comme K est �ni et Z in�ni, Ψ estnon-inje
tif, en 
onséquen
e, il existe n 6= 0 tel que Ψ(n) = 0K (si Ψ(j) = Ψ(i)pour j 6= i alors n = |j − i| 
onvient).Si n n'est pas premier, soit n = n1n2. On a Ψ(n1) × Ψ(n2) = 0K don

Ψ(n1) = 0K ou Ψ(n2) = 0K (K est un 
orps don
 ses éléments non nuls sontinversibles). Don
 il existe p premier tel que Ψ(p) = 0K .Pour l'uni
ité de p : si p1 et p2 sont premiers et Ψ(p1) = Ψ(p2) = 0K . alors,d'après Bézout, il existe a, b tels que ap1 + bp2 = 1 d'où Ψ(1) = 0K , 
e qui estabsurde.proposition 2. Soit (K, +,×) un 
orps �ni de 
ardinal q > 0 et a 6= 0K ∈ K.On note

an = a × a × . . . × a
︸ ︷︷ ︸

n fois .L'ordre d'un inversible a est le plus petit entier stri
tement positif o tel que
ao = 1K .Démonstration. Soit Oa = {a, a2, a3, . . .} l'orbite de a. Comme K est �ni, Oaaussi et don
 il existe i et j ave
 i > j tels que ai = aj . 
omme a est inversible,on obtient ai−j = 1K , ave
 i − j > 0. L'ensemble des entiers positifs véri�ant
ao = 1K est don
 non vide, il 
ontient don
 un plus petit élément.On a également les propriétés 
lassiques suivantes :propriétés 1.i.) Si un 
orps W est un sous-
orps d'un 
orps V , alors V a une stru
tured'espa
e ve
toriel sur le 
orps W (la multipli
ation d'un élément de Fpar un élément de V est 
onsidérée 
omme le produit d'un s
alaire par unve
teur). 5



ii.) Si la 
ara
téristique d'un 
orps �ni est non nulle, le 
ardinal du 
orps estune puissan
e de la 
ara
téristique.iii.) Tous les 
orps �nis de même 
ardinal sont isomorphes (deux 
orps sontisomorphes s'ils le sont en tant qu'anneaux).iv.) Le 
ardinal de tout sous-
orps d'un 
orps �ni est un diviseur du 
ardinaldu 
orps.v.) L'ordre de tout inversible d'un 
orps �ni est un diviseur du 
ardinal dugroupe des inversibles du 
orps.vi.) Le groupe des inversibles, F∗, d'un 
orps �ni F = GF(q) est 
y
lique de
ardinal q − 1.Démonstration. Nous ne donnons i
i que quelques unes des preuves, 
lassiques.de ii.) Soit V un 
orps �ni. Le 
ardinal de V est noté |V |. Alors V est de
ara
téristique p 6= 0 et p est un nombre premier. Le 
orps V est un espa
eve
toriel sur son sous-
orps premier F = {k · 1 : k = 1, . . . , p} et 
et espa
eve
toriel est de dimension �nie (sinon V ne serait pas �ni). Si l'on prend d =
dimF V , alors |V | = pd.de iii.) si d=1On suppose |V | = p (
'est à dire d = 1). L'appli
ation φ : Fp −→ V qui àtout k ∈ Fp asso
ie φ(k) = k · 1 est un isomorphisme.de iii.) en généralSoit W un 
orps �ni de 
ardinal pd. Le sous-
orps premier de W ainsi que 
eluide V sont tous les deux isomorphes à Fp (d'après l'énon
é d=1 pré
édent) don

V et W s'identi�ent 
ha
un à un Fp-espa
e ve
toriel. Et puisque les Fp-espa
esve
toriels V et W ont la même dimension d, ils sont isomorphes.v.) Pour a un inversible, on divise q−1 par son ordre o pour obtenir q−1 = bo+r.Alors ar = aq−1 (ao)−b = 1. Or o est le plus petit entier stri
tement positifvéri�ant 
ela don
 r = 0.vi.) Il s'agit de démontrer l'existen
e d'un générateur. Nous avons tout d'abordbesoin du lemme suivant :lemme 1. Soient x et y d'ordres m et n. xy est d'ordre ppcm(m, n).Preuve du lemme. Soient d = pgcd(m, n) et m = dm′, n = dn′. Alors xd etydsont d'ordres m′ et n′ premiers entre eux. Il s'en suit que (xdyd)m′n′

= 1Fq
.Ré
iproquement si (xdyd)r = 1, alors (xdyd)rm′

= 1 et don
 (yd)rm′

= 1. Cequi prouve que n′, l'ordre de yd, divise rm′, et don
 r puisque n′ et m′ sontpremiers entre eux. De même m′ divise r, et l'on 
on
lut que l'ordre de xdyd estbien m′n′ et ainsi que l'ordre de xy est dm′n′ = ppcm(m, n).À partir de là, nous posons ω = ppcm( ordres d'éléments de Fq). Don
 ωest le plus petit entier tel que xω = 1Fq
pour tous les éléments du 
orps. Parsuite ω doit diviser q−1 puisque par Lagrange, xq−1 = 1Fq

pour tout inversible.Ensuite, puisque le polyn�me xω −1 ne peut avoir qu'au plus ω ra
ines dans un
orps et que tous les inversibles du 
orps en sont ra
ines, il faut né
essairementque ω = q − 1. En�n, le lemme nous permet de 
onstruire un élément d'ordre
ω. 6



3 Cara
térisation des queninesNous rappelons qu'un générateur du groupe des inversibles d'un 
orps �niest appelé une ra
ine primitive de l'unité. En e�et 
'est une ra
ine q−1-ièmede 1 et la primitivité vient du fait qu'elle n'est pas une ra
ine d'ordre inférieur.Nous avons vu que Monique Bringer a donné une 
ondition su�sante etles 
as parti
uliers du théorème 1 ; Ja
ques Roubaud donne une 
ara
térisationdans [Roubaud, 2000, 2.4.II℄ qui semble in
orre
te : � Une 
ondition né
essaireet su�sante pour que n soit admissible est qu'il soit d'ordre n ou 2n dans legroupe multipli
atif des entiers modulo 2. �Dans 
ette 
ara
térisation, le 
as où n est pair n'est pas 
onsidéré : un
ontre exemple simple est 
elui de l'o
tine : 2 est d'ordre 8 modulo 17, maismalheureusement l'orbite de 2 n'est que d'ordre spiralique 4, 
e qui rend l'o
tineimpossible.Nous donnons don
 i
i une 
ara
térisation 
omplète :théorème 2. 2n+1 étant premier, soit Z/2n+1Z le 
orps à 2n+1 éléments,alors n est admissible si et seulement si :� Soit 2 est d'ordre 2n (2 est ra
ine primitive) dans Z/2n+1Z.� Soit n est impair et 2 est d'ordre n dans Z/2n+1Z.Démonstration. Tout d'abord prouvons la 
ondition né
essaire. Comme l'ordrede 2 divise 2n, le 
ardinal des inversibles de Z/2n+1Z, les seuls ordres possibles,di�érents de n et 2n, sont stri
tement inférieurs à n. Supposons que 2 est d'ordre
j < n. Alors nous avons δj

n(2) ≡ ±2j2 ≡ ±2. Nous avons don
 deux 
as :1. Si δj
n(2) = 2, alors l'orbite de 2 ne 
ontient que j < n éléments, 
e quin'est pas su�sant 
ar n est supposé admissible.2. Dans l'autre 
as, δj

n(2) ≡ −2. Alors 
ela veut dire qu'il existe h = δj−1
n (2),don
 véri�ant 0 ≤ h ≤ n et tel que δn(h) ≡ −2. En prenant maintenantla dé�nition de δn, nous avons en
ore deux 
as, suivant h :(a) si δn(h) = 2h alors 2h ≡ −2, 
e qui veut dire que 2h+2 = k(2n+1).Or h ≤ n, don
 k = 1, 
e qui est absurde, 
ar 2h + 2 serait alorsimpair.(b) Don
 l'autre possibilité est que δn(h) = 2n + 1 − 2h. Ainsi, toujoursave
 la majoration de h, on obtient 2n + 1− 2h = 2n + 1− 2 et don


h = 1 et 2h > n, 
'est-à-dire que n ≤ 1.Don
 le seul 
as pour lequel l'ordre de 2 peut être stri
tement inférieur à
n est n = 1. Or 2 est d'ordre 2 modulo 3.Don
 si n est admissible, alors 2 est d'ordre n ou 2n modulo 2n + 1.Il ne nous reste plus qu'à ex
lure le 
as où n = 2p est pair et 2 est d'or-dre n modulo 2n + 1. En e�et, dans 
e 
as 2p ≡ −1 [2n + 1]. Il s'en suit que

δp
n(2) ≡ (−1)k2p2 ≡ ±2. Or, si δp

n(2) ≡ −2, 
ela veut dire, en
ore une fois, qu'ilexiste h tel que δn(h) ≡ −2, nous avons vu qu'alors n ≤ 1 
e qui donne n = 0,puisque n est pair. Il s'en suit de nouveau que la seule possibilité est δp
n(2) ≡ 2.Mais alors n n'est pas admissible puisque l'orbite de 2 par δn ne 
ontient qu'au7



plus p = n
2 < n éléments distin
ts.Nous prouvons ensuite la 
ondition su�sante. Prenons ω le 
ardinal de laplus petite orbite des éléments de {1, . . . , n} par δn et supposons que l'élément usoit d'ordre ω. Dans 
e 
as, le fait qu'il existe k tel que δω

n (u) ≡ u ≡ (−1)k2ωu.implique don
 que (−1)k2ω ≡ 1, 
ar u est inversible.1. Considérons tout d'abord que 2 est une ra
ine primitive, alors 2n ≡
−1 [2n + 1], puisque 2n ne peut pas valoir 1 et que la seule autre ra
ine
arrée de 1 est −1. Don
 (2n)k2ω ≡ 1. Or l'ordre de 2 est 2n 
e qui im-plique que 2n divise nk + ω, don
 que ω est un multiple de n, et toutesles orbites sont d'ordre n.2. En�n, si 2 est d'ordre n. Alors on a de même (−1)k2ω ≡ 1. Dans 
e 
as,on élève au 
arré et (2ω)2 ≡ 1, don
 2ω est un multiple de n, l'ordre de 2.Or n est impair, don
 par le lemme de Gauÿ, ω est, dans 
e 
as également,un multiple de n.Ainsi, nous pouvons dé
ider fa
ilement si une quenine donnée existe ou non.La table 1 donne les 178 premières quenines1.1 2 3 5 6 9 11 14 18 23 26 29 3033 35 39 41 50 51 53 65 69 74 81 83 8689 90 95 98 99 105 113 119 131 134 135 146 155158 173 174 179 183 186 189 191 194 209 210 221 230231 233 239 243 245 251 254 261 270 273 278 281 293299 303 306 309 323 326 329 330 338 350 354 359 371375 378 386 393 398 410 411 413 414 419 426 429 431438 441 443 453 470 473 483 491 495 509 515 519 530531 543 545 554 558 561 575 585 593 606 611 614 615618 629 638 639 641 645 650 651 653 659 683 686 690713 719 723 725 726 741 743 746 749 755 761 765 771774 779 783 785 791 803 809 810 818 831 833 834 846866 870 873 879 891 893 911 923 930 933 935 938 939950 953 965 974 975 986 989 993 998table 1 � Les quenines inférieures à 10004 Généralisations des queninesNotons que Ja
ques Roubaud généralise les quenines aux k-quenines, per-mutations pour lesquelles la multipli
ation par 2 est rempla
ée par une multi-1Dans [Roubaud, 2000℄, Ja
ques Roubaud indique que 141 est une quenine, 
e
i est inexa
t[Esposito-Farèse, 2000℄ : en parti
ulier, 2 est d'ordre seulement 94 = 2 ∗ 47 < 141 = 3 ∗ 47modulo 283. 8



pli
ation par k, 
onsidérons δ3,n(x) :
δ3,n(x) =







3x si 3x ≤ n
2n + 1 − 3x si n < 3x ≤ 2n
3x − (2n + 1) sinonNotons que 2n+1 étant premier, 3x ne peut pas être égal à 2n+1. Cette générali-sation donne par exemple dire
tement l'o
tine, ou 3-quenine : 1 → 6 2 5 4 7 8 3.La table 2 donne les entiers dont 3 est une ra
ine primitive de 2n+1, premier,qui ne sont pas des 2-quenines.8 15 21 44 56 63 68 111 116 125⋄ 128 140 141165 176 200 224 260 284 285 296 308 315 320 345 369404 405 428 440 455⋄ 464 476 485⋄ 488 506 524 548 551⋄581⋄ 596 608 663 680 704 711 716 729 740 776 789 800806 813 848 849 854 860 861 905⋄ 915 944 956 999table 2 � Les 3-quenines inférieures à 1000 qui ne sont pas des 2-quenines. ⋄ indiqueque 3 est d'ordre n dans Z/2n+1Z.La représentation en spirale n'est par 
ontre plus valable, il faut l'adapterà la ra
ine primitive 3, i.e. aux trois 
as possibles dans la dé�nition de σ ou δ.L'idée est de 
onsidérer 3 �rayons� 
omme sur la �gure 3.Comme il est possible d'utiliser n'importe quelle ra
ine primitive, il faut don
généraliser 
ette représentation : la spirale un nombre de rayons exa
tement égalà la ra
ine primitive utilisée. Par exemple, la 2-dixhuitine existe, mais on peutpréférer la 5-dixhuitine qui est donnée sur la �gure 4.Ainsi, tous les entiers n dont 2n+ 1 est premier permettent d'avoir une per-mutation spirale généralisée. Il su�t de savoir fabriquer des ra
ines primitives.En parti
ulier, la plus petite ra
ine primitive est intéressante puisqu'elle permetd'avoir la représentation spirale la plus �simple� en 
e sens qu'elle présente lemoins de rayons possibles.définition 2. La plus petite ra
ine primitive de m est notée χ(m).5 Ra
ines primitivesNous 
ommençoons par prouver que nous avons un 
ertain 
hoix, puisqueles ra
ines primitives sont nombreuses.proposition 3. Il y a ϕ(q − 1) ra
ines primitives dans GF(q).Démonstration. La preuve est 
lassique. Soit g un générateur et soit k premierave
 q−1, alors gk est un générateur. En e�et, si (gk)x = 1 alors ku+(q−1)v = 1implique que gkxu = gx+vx(q−1) = gx = 1 et don
 x ≥ (q − 1).Ensuite, nous donnons la façopn 
lassique de savoir si un nombre donné estune ra
ine primitive ou non. Malheureusement 
e test n'est pas polynomial 
aril né
essite de fa
toriser ϕ(n). Il su�t ensuite de tester si l'ordre de l'élémentest bien ϕ(m) : 9
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Fig. 4 � La 5-dixhuitinealgorithme 1 Test-Ra
ine-PrimitiveEntrée Un entier m > 0.Entrée Un entier a > 0.Sortie Oui, si a est une ra
ine primitive de m ; Non dans le 
as 
ontraire.1: Si a et m ne sont pas premiers entre eux Alors2: Renvoyer �Non�.3: Fin Si4: ϕm = ϕ(m) {Fa
torisation de m et 
al
ul par les propriétés multipli
ativesde ϕ}5: Pour tout p, premier et divisant ϕm, Faire {Fa
torisation de ϕ(m)}6: Si a
ϕm

p ≡ 1[m] Alors7: Renvoyer �Non�.8: Fin Si{Cal
ul ré
ursif par 
arrés}9: Fin Pour10: Renvoyer �Oui�. 10



théorème 3. L'algorithme Test-Ra
ine-Primitive est 
orre
t.Démonstration. La preuve est 
lassique, par exemple : soit un entier a, d'ordre
k modulo m. Alors ah ≡ 1[m] si et seulement si k|h. On en déduit que si l'ordrede a est plus petit que ϕ(m), 
omme il doit diviser ϕ(m), né
essairement l'unedes valeurs ϕm

p
sera un multiple de l'ordre de a. Dans le 
as 
ontraire, la seulevaleur possible pour l'ordre de a est ϕ(m).Une première méthode de 
al
ul est alors d'essayer un à un tous les en-tiers plus petits que m, qui ne soient ni 1, ni −1, ni une puissan
e sur lesentiers, et de trouver ainsi la plus petite ra
ine primitive de m. De nombreuxrésultats théoriques existent [Murata, 1991, Elliott and Murata, 1997℄ prouvantqu'en général, il ne faut pas trop d'essais pour la trouver, de l'ordre de

χ(m) = O
(
r4(log(r) + 1)4 log2(m)

)ave
 r le nombre de fa
teurs premiers distin
ts de m [Shoup, 1992℄. En pratique,
χ(m) semble être en
ore plus petit ; d'après Tomás Oliveira e Silva [Oliveira e Silva, 2000℄,il apparaît qu'environ 80% des nombres premiers inférieurs à 8910000000000 ontune ra
ine primitive plus petite que 6 et, même, 306841261647 des plus petitesra
ines primitives, sur 
es 309582581120 premiers nombres premiers, sont pluspetites que 23. Ainsi, dans plus de 99% de 
es 
as, il su�ra de 18 tests pourdé
ouvrir une ra
ine primitive d'un nombre premier.Une autre méthode est de tirer aléatoirement des entiers plus petits que met de tester si 
eux-
i sont une ra
ine primitive ou non. Étant donné qu'il y a
ϕ(p − 1) ra
ines primitives dans Z pour p premier, la probabilité d'en trouverune est de ϕ(p−1)

p−1 et don
 l'espéran
e du nombre de tirages pour tomber surune ra
ine primitive est de p−1
ϕ(p−1) . Ce qui nous donne une meilleure 
han
eque la for
e brute puisque Rosser et S
hoenfeld [Rosser and S
hoenfeld, 1962,Théorème 15℄ ont montré l'inégalité suivante où C est la 
onstante d'Euler,

C ≈ 0.5772156649 . . . :
m

ϕ(m)
< eC log(log(m)) +

5

2 log(log(m))
, ∀m ≥ 3, m 6= 223092870 (1)En outre, 
omme 223092871 = 317 × 703763 n'est pas premier, nous pou-vons utiliser 
ette inégalité pour toutes les ra
ines primitives de nombres pre-miers. Il est de plus 
onje
turé que eC log(log(m)) < m

ϕ(m) pour un nom-bre in�ni de m, 
ette borne semble don
 très bonne. Ainsi, pour 7 ≤ m ≤
8910000000000 , elle donne une valeur maximale d'environ 6.78330. En pra-tique 
'est en
ore mieux, puisqu'il y a seulement 36 nombres premiers inférieursà 10000000000 ave
 p−1

ϕ(p−1) > 6.0.6 La quête des spininesEn parti
ulier, la table 3 donne la liste des p-quenines inférieures à 1000 ave
leur plus petite ra
ine primitive. 11



1*(2) 2 (2) 3 (2) 5 (2) 6 (2) 8 (3) 9 (2) 11 (2) 14 (2) 15 (3)18 (2) 20 (6) 21 (3) 23 (2) 26 (2) 29 (2) 30 (2) 33 (2) 35*(2) 36 (5)39 (2) 41*(2) 44*(3) 48 (5) 50 (2) 51 (2) 53*(2) 54 (6) 56 (3) 63 (3)65 (2) 68 (3) 69 (2) 74 (2) 75 (5) 78 (5) 81 (2) 83 (2) 86 (2) 89 (2)90 (2) 95*(2) 96 (5) 98*(2) 99 (2) 105 (2) 111 (3) 113*(2) 114 (6) 116 (3)119 (2) 120 (7) 125 (3) 128 (3) 131 (2) 134 (2) 135 (2) 138 (5) 140 (3) 141 (3)146*(2) 153 (5) 155*(2) 156 (10) 158 (2) 165 (3) 168 (10) 173*(2) 174 (2) 176 (3)179*(2) 183 (2) 186 (2) 189 (2) 191 (2) 194 (2) 198 (5) 200*(3) 204 (21) 209 (2)210 (2) 215*(5) 216 (5) 219 (5) 221*(2) 224 (3) 228 (13) 230 (2) 231 (2) 233*(2)239*(2) 243 (2) 245 (2) 249 (5) 251 (2) 254 (2) 260 (3) 261 (2) 270 (2) 273 (2)278*(2) 281*(2) 284*(3) 285 (3) 288 (5) 293*(2) 296 (3) 299*(2) 300 (7) 303 (2)306 (2) 308 (3) 309 (2) 315 (3) 320 (3) 321 (7) 323 (2) 326*(2) 329 (2) 330 (2)336 (5) 338*(2) 341*(5) 345 (3) 350 (2) 354 (2) 359*(2) 363 (5) 366 (6) 369 (3)371 (2) 375 (2) 378 (2) 380*(6) 384 (11) 386 (2) 393 (2) 398 (2) 404 (3) 405 (3)410 (2) 411 (2) 413*(2) 414 (2) 419*(2) 426 (2) 428 (3) 429 (2) 431 (2) 438 (2)440*(3) 441 (2) 443 (2) 453 (2) 455*(3) 459 (5) 464*(3) 468 (5) 470 (2) 473*(2)476 (3) 483 (2) 485 (3) 488 (3) 491 (2) 495 (2) 498 (7) 504 (11) 506 (3) 509 (2)510 (10) 515 (2) 516 (5) 519 (2) 524*(3) 525 (5) 530 (2) 531 (2) 534 (6) 543 (2)545 (2) 546 (5) 548 (3) 551 (3) 554 (2) 558 (2) 561 (2) 564 (11) 575*(2) 576 (5)581*(3) 585 (2) 590 (7) 593*(2) 596 (3) 600 (11) 606 (2) 608 (3) 611 (2) 614 (2)615 (2) 618 (2) 624 (7) 629 (2) 638*(2) 639 (2) 641*(2) 644 (6) 645 (2) 648 (10)650 (2) 651 (2) 653*(2) 659*(2) 660 (13) 663 (3) 680*(3) 683 (2) 686*(2) 690 (2)699 (5) 704 (3) 711 (3) 713*(2) 714 (6) 716 (3) 719*(2) 723 (2) 725 (2) 726 (2)729 (3) 735 (5) 740*(3) 741 (2) 743 (2) 744 (14) 746 (2) 749 (2) 755*(2) 761*(2)765 (2) 771 (2) 774 (2) 776 (3) 779*(2) 783 (2) 785 (2) 789 (3) 791 (2) 798 (11)800 (3) 803 (2) 804 (7) 806 (3) 809 (2) 810 (2) 813 (3) 818 (2) 828 (11) 831 (2)833*(2) 834 (2) 846 (2) 848 (3) 849 (3) 854 (3) 860 (3) 861 (3) 866*(2) 870 (2)873 (2) 876 (7) 879 (2) 888 (5) 891 (2) 893*(2) 894 (6) 900 (11) 905 (3) 911 (2)915 (3) 923 (2) 930 (2) 933 (2) 935*(2) 936 (10) 938*(2) 939 (2) 944 (3) 950 (2)953*(2) 956 (3) 965 (2) 966 (5) 974 (2) 975 (2) 986*(2) 989 (2) 993 (2) 996 (5)998*(2) 999 (3)table 3 � Les p-quenines inférieures à 1000 ave
 p, minimal, entre parenthèses. ∗indique que p est d'ordre seulement n dans Z/2n+1Z.Il à noter qu'il est possible de fabriquer des ra
ines primitives, au moins demanière probabiliste, ave
 un algorithme polynomial (don
 ne né
essitant pas defa
torisation de ϕ ni d'exploration exhaustive de l'ordre) [Dubrois and Dumas, 2006℄.Il semble don
 possible de fabriquer de manière e�e
tive des quenines pour tout
n tel que 2n + 1 est premier.Dans [Roubaud, 2000℄, Ja
ques Roubaud se désole néanmoins que seuls lesentiers n tels que 2n+ 1 soit premier possèdent une permutation spirale. Il pro-pose alors une généralisation à tous les nombres en pro
édant par e�a
ement 
equi donne l'algorithme général 2 de fabri
ation de pseudo-quenines ou spinines.définition 3. La n-spinine, ou n-ine puisqu'il n'y a pas d'ambiguïté est lapermutattion obtenue par e�a
ements sur la χ(m)-m-ine spirale ave
 m le pluspetit entier supérieur à n tel que 2m + 1 est premier.Ainsi, on peut fabriquer pour tout n des permutations (ça on le savait déjà !)12



algorithme 2 Spinine[Roubaud, 2000℄Entrée Un entier n > 0 quel
onque.Sortie La spinine d'ordre n.1: Trouver le plus petit m ≥ n tel que 2m + 1 soit premier.2: Fabriquer la χ(m)-m-ine, ou si m est trop grand une m-ine quel
onque enfabriquant une ra
ine primitive industrielle.3: Fabriquer l'orbite spiralique de 1 de la m-ine. Cela permet de véri�er (maisde manière non polynomiale en la taille de n) si la ra
ine obtenue 
i-dessusest bien primitive.4: Dans 
ette orbite spiralique de 1, e�a
er tous les entiers supérieurs à n.5: L'orbite ainsi obtenue est périodique de période n.qui proviennent d'une permutation spirale. A�n de di�éren
ier les permutations,nous notons la 7-spinine (ou plus simplement la septine), obtenue par e�a
ementde 8 dans la 3-o
tine, 
omme 3; 8-septine. Par opposition, la permutation quiserait obtenue par e�a
ement des 8 et 9 dans la 2-neuvine serait notée 2; 9-septine.Il reste à savoir 
omment représenter les septines sous forme de spirale. Pour
ela, il faut noter que les nombres e�a
és sont su

essifs et plus grands que n.Ce sont don
 les derniers de la spirale. En outre l'e�a
ement va les rempla
erdans la n-spinine par les entiers qui les suivent dans la m-quenines. L'idée dereprésentation est don
 d'é
rire les nombres sur les rayons 
lassiques de la spiraleen omettant les su

esseurs des nombres e�a
és. Ces su

esseurs sont alors é
ritsen �n de rayon dans l'ordre des e�a
ements. Cela fon
tionne par exemple sur ladizine obtenue à partir de la 2-onzine : 1 → 6 3 10 5 9 7 8 4 2.Nous détaillons plut�t la fabri
ation de la septine par e�a
ement de la 2-neuvine :1. Prenons n = 7.2. Choisissons m = 9 (m = 8 serait le plus petit).3. Fabriquons [9, 1, 8, 2, 7, 3, 6, 4, 5℄ la 2-neuvine ...4. Et 1 → 9 5 7 6 3 8 4 2 l'orbite spiralique de 1.5. E�açons soit dans l'orbite de 1 le 8 et le 9, ils sont rempla
és par 4 et 5qui seront don
 pla
és en �n de spirale.La �gure 5 montre deux réalisations de la septine, les 3; 8-septine et 2; 9-septine respe
tivement à partir de la 3-o
tine et de la 2-neuvine. Si la septineissue de l'o
tine possède bien une forme de spirale, l'e�a
ement du 8 dans lapermutation se trans
rit par un simple e�a
ement sur la spirale, on voit que
elle issue de la neuvine, bien que toujours spiralique est malheureusement d'uneesthétique plus dis
utable. En e�et, il est né
essaire que �6, 7� et �4, 5� soientsur le même rayon mais pas dans un ordre 
roissant . . .13
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