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L’ a-robustesse lexicographique : une relaxation
de la 5-robustesse

Rim Kalai, Claude Lamboray

Résumé

Dans ce papier, nous nous intéressons a deux approches dessbusten coté
une approche fondée sur la quasi-optimalité que nous appellerons etamdice
la B-robustesse et d'un autre cotédrobustesse lexicographique. Nous mettons en
évidence quelques propriétés communes aux deux approches. Emougétablis-
sons un lien entre |8-robustesse etd-robustesse lexicographique qui montre que
la seconde approche peut étre considérée comme une relaxation duikrere

Mots-clefs : a-robustesse lexicographiquyerobustesse.

Abstract

In this paper, we are interested in two particular robustness approamhése
one hand an approach based on the concept of quasi-optimality whichllveaiv
(B-robustness and on the other hand lexicographiobustness. We will focus on
properties that these two approaches have in common. Furthermore, wstalillish
a link between lexicographie-robustness and-robustness which will show that the
first approach is indeed a relaxation of the latter approach.

Key words : Lexicographica-robustnessj-robustness.
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L’ a-robustesse lexicographique : une relaxation de-tabustesse.

1 Introduction

Pour répondre a la préoccupation de robustesse, des apprextiémement variées
peuvent étre envisagées. Nous nous intéressons ici a ume fie réponse particuliere-
ment étudiée dans la littérature actuelle illustrée notantrdans [3, 4, 8, 12, 14, 15, 17].
Ces approches se divisent en deux grandes familles : cellsg dpasent sur I'optimisa-
tion d’un critere de robustesse et celles qui imposent degdittons de robustesse qu’'une
solution doit vérifier pour étre considérée comme robugtedans ce travail, nous nous
intéressons a deux approches de robustesse appartenascamae famille. Nous nous
limitons au cas ou l'incertitude est représentée par unmebksediscret et fini de scénarios.

Dans la premiére approche, une solution est dite robustiegi’est pas trés loin de
'optimum quel que soit le scénario considéré. Cette mesarmbustesse a été initia-
lement introduite par Kouvelis et al. dans le cadre du prmklé’aménagement d’usine
[11]. Les auteurs cherchent a déterminer les solutionsldaradt est & moins dg 00 +
p)% de celui de la solution optimale pour tous les scénayi@dgant un réel positif fixé.
Les solutions robustes sont donc celles dont le regretfrettinférieur ap%. Dans [19],
Snyder appelle cette mesure de robustespeadtdustesseCe concept de robustesse basé
sur la proximité de I'optimum a été également repris par &rei et al. dans le cas du
probléme de conception de réseanrt(vork design problej{6] et du probléme d’ap-
provisionnement internationahg¢ernational sourciny[5], ainsi que par Mulvey et al. en
programmation mathématique [14].

La seconde approche se fonde sur le fait qu’en situatiorertitude pure, aucun scé-
nario ne peut étre distingué et donc I'ordre des scénar@pas d'importance. Remar-
guons que l'ordre des scénarios n’a pas d'importance na@dalas la premiére approche.
Néanmoins, la seconde approche va davantage plus loin @osam que le vecteur de
performance d’une solution (représentant les valeursigessque prend la solution pour
les différents scénarios) est équivalent a tout vectewambpar permutation, notamment
le vecteur obtenu en ordonnant les performances de la paereeilleure. Une solution
est alors considérée comme robuste, selon cette seconael@psi chacune de ses per-
formances réordonnées est proche de I'optimum. Cette apprappeléer-robustesse
lexicographiquea été proposée par Kalai dans [7] et a été appliquée au prelaé lo-
calisation 1-médian [8] ainsi qu’aux problémes de sac a fpst[de plus court chemin
[10].

En plus du fait d’appartenir a la famille d’'approches impus#es conditions de ro-

bustesse, plusieurs points communs existent entre cesaguaches :

e Elles cherchent un ensemble de solutions et non pas unessaguli®n robuste.

e Elles peuvent donner un ensemble vide de solutions rohaslzsifférence des ap-
proches fondées sur I'optimisation d’un critére de rolastecomme par exemple
le critére du colt ou du regret maximal.

¢ Elles tiennent compte de la dimension subjective de la telkas [20] par le biais
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d’'un seuil d’'indifférence a fixer par le décideur. En effe, garameétre traduit la
perception du décideur d’étre "proche de 'optimum"”.

e Elles considerent tous les scénarios pour déterminer lesigts robustes, a la
différence de I'approche minmax qui ne tient compte que delggénario.

Le but de ce travail est de mettre en relation ces deux apesagyant des philoso-
phies similaires. Par souci d’homogénéité et vu que-tabustesse fait appel a un seuil
relatif alors que lax-robustesse lexicographique utilise un seuil absolu, poogosons
de comparer cette derniere avec I'approche qui considéumesolution est robuste si
son regret absolu (non relatif) est inférieur a un s@upour tous les scénarios. Nous
appelons cette derniére approchejkobustesseSoulignons que lg@-robustesse et la
p-robustesse refletent le méme concept de robustesse, éadiffiétence réside dans le
choix de la nature du seuil (absolu ou relatif).

Le reste de l'article est organisé comme suit. Dans la se@jomous introduisons
les notations utilisées le long de cet article ainsi qu'uanegle illustratif. La section
3 est dédiée a certaines propriétés vérifiees par les deurdcgs. Un lien entre |1&-
robustesse et la-robustesse lexicographique est établi dans la sectioa dettion 5 est
consacrée aux conclusions.

2 Notations et exemple

2.1 Notations

Nous considérons un ensemble fini de solutions ou d’altees®X = {1, zs,...,2,}
et un nombre fini de scénarigs avec| X| = n et|S| = ¢. Chaque alternative € X
est évaluée pour le scénarigar une fonctiory,(x) (par exemple le colt). Sans perte de
généralité, nous allons supposer que les fonctfof$ sont & minimiser.

Notonsf(x) le vecteur d’évaluation§f,: (z), fs2(x), . .., f«(z)) de la solution: pour
les différents scénarios. vecteur de désutilitdex, notéf (), est obtenu en réordonnant
f(x) de la pire (c’est-a-dire la plus grande) évaluation a la le@ié (c’est-a-dire la plus
petite) évaluation. On a donc :

h(z) = folz) = ... = fo(x)
Notons que le vecteur de désutilité d’une solutiomtroduit un préordre complet sur
'ensemble des scénarios qui dépend de la soluti@onsidérée. Soit* une solution
optimale pour le scénario(elle peut ne pas étre unique) :

r, = argmin f(z) 1)
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De fagon similaire; est defini par rapport a la fonctigh(.) comme suit :

Ak . r
2% =argmin f;(x 2
; = argmin f() )
A partir de ces solutions, nous définissons deux nouvellesigos notées™* et z* véri-
fiant :

fla) = £ Vses @)

fi@) = fi(2) Vie{l,....q} (4)

Si f est une fonction co(t par exemple, la solutigrcorrespond a la solution dont le colt
est minimum pour chacun descénarios, alors que la solutiohcorrespond a la solution
dont le k*Me plus grand codt est minimum pour tokitc {1,...,¢}. Signalons que, la
plupart du tempsy* et z* ne sont pas des solutions réalisables mais correspondest a d
solutions idéales. Elles jouent le role pieints de référencauxquelles nous comparerons
les solutions deX pour déterminer celles qui peuvent étre considérées comiustes.

Soienta et 5 deux réels positifs. Dans ce qui suit, nous allons noter :
e R I'ensemble desolutionss-robustesdéfini comme suit :

Rp(X) = {zeX:Vsels, fix)— fs(z}) <5} (5)
e R, .. I'ensemble des solutions-robustes lexicographiqueefini comme suit :

Rocter(X) = {ze€X:Vje{l,....q}, filz)— f;(&}) <a}  (6)

Dans la sous-section qui suit, nous illustrons ces deuxwniss par un exemple pour
gue le lecteur puisse mieux se les représenter.

2.2 Exemple

Considérons I'exemple indiqué dans le tableau 1 a¥ee {aj,as,as,a,} €S =
{81, 82} .

Le point idéalz* de ce jeu de données correspond a la solution qui prend lesrsal
1 dans le premier scénario et 3 dans le deuxiéme scénarie. oddtion ainsi que celles
de I'ensembleX sont représentées dans la Figure 1, ou les axes corresp@utketieux
scénarios. Pour une valeur de= 4 par exemple, I'ensemble robuste; (X ) est constitué
de l'unique solutioru,. En effet,a; est a moins de 4 unités du point de référence a la fois
pour le premier et le second scénario.

Afin de calculer I'ensembl&®,, ,..(X), les vecteurs de performance des différentes
solutions doivent étre réordonnés comme le montre le Taldea
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S1 52
fs(ar) | 6 3
fs(ag) | 4 7
fs(az) | 3 10
fs(ag) | 1 11
fstz) ] 1 3

52 f(aq)

S1

Q 2
[

Q
% |

SH TSRS S
|~~~
)

w
R b S S T
Rl w S wll

=

TAB. 2 — Evaluations réordonnées des quatre solutions
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j=2 .
+ f(al) o f(a2) )
+ Se-cca e fla)
T A | 0=2 flas)
+ flamye— .

FiG. 2 — Evaluations réordonnées des solutions.

La solutionz* correspond maintenant au point idéal du jeu de donnéesméoéd Re-
marquons que les nouvelles dimensions ne correspondentfgricément & un scéna-
rio en particulier. Par exemplgﬁl(al) = 6 = fi(ay) provient du premier scénario et
fl(ag) = 7 = fs(az) provient du deuxiéme scénario. Ces solutions sont repésent
dans la Figure 2. Pour une valeur= 2 par exemple, 'ensemble robusk, ...(X) est
constitué de I'unigue solutiom, . En effet,a; est a moins de 2 unités du point idédla

la fois pour la premiére et la deuxieme composantes.

Les Figures 1 et 2 montrent une propriété intéressante desaproches étudiées
dans cet article et évoquée dans l'introduction. Pour umeuvas < 4 (resp.a < 2),
'ensembleR3(X) (resp.R.—i..(X)) est vide. En effet, les seuil$ et a expriment un
niveau de tolérance fixé par le décideur pour exprimer sont @ vue quant a la ro-
bustesse d’une solution par rapport au point idéal. S’il tireseuil trop faible et si le
point de référence n’est pas une solution réalisable, iawniga pas de solutions robustes
selon ses exigences. Nous expliciterons, dans la secties $eluils minimaux garantis-
sant I'existence de solutions robustes pour les deux appsp@insi que plusieurs autres
propriétes.

3 Propriétés des ensembleR3(X) et Ry—je.(X)

Dans cette section, nous mettons en évidence certaines§iéspvérifiées par les
deux ensembles de solutions robuss ;.. (X) et Rz(X). Pour se référer générique-
ment aux deux ensembles, nous les notBnsu encoreR (Y') pour spécifier qu’ils sont
définis sur un sous-ensemifeC X.

Propriété 1 Soita € X. Sifs(a) < fs(z) pour toutz € X ets € S, alorsa € R(X).

Preuve:
Remarque préliminaire Soientz ety deux solutions deX. Podinovskii démontre dans
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[16] quefj(;n) < fj(y) pour tout; si et seulement si il existe deux permutatienet =
telles quef,(s)(z) < fr(s)(y) pour touts. En particulier, sifs(z) < fs(y) pourtouts € S
q

alorsvj € {1,...,q}, f;(2) < f;(y).
Par définition deu, fs(a) = fs(z%) pour touts € S. Donca € Rg(X). Par ailleurs et

d'aprés le résultat de Podinovskii, orva < ¢, fi(a) < fi(z) pour toutz € X. Donc,
Vk7fk(a) = fk’(:i'lt) eta € Ra—lex(X)- ]

On comprend bien que la propriété 1 est une propriété s@ehaddns tout ensemble de
solutions robustes. En effet, s’il existe dakisune solution qui domine toutes les autres,
c’est-a-dire une méme solution qui est optimale dans tausdénarios, il est évident que
cette solution doit étre considérée comme robuste. Danaparticulier, les ensembles
Rs(X) etRa—ie(X) sont non vides quel que soit le seuil choisi.

Propriété 2 Les ensemble®;(X) et R,_...(X) sont monotones respectivement par
rapportajetaa, i.e. :

BB = Re(X) S Rp(X)
(0% S O/ = Ra—lex(X> g Ra’—lem<X)

Preuve: x € Rg(X) = Vs e S, fo(x) — fo(ak) < B <P = € Rp(X).
T € Ratex(X) = Yk < q, fr(x) — fr(@}) a<d = € Rujea(X). O

Les paramétres et « caractérisent le degré d’exigence du décideur par rapporéa
solution idéale. Il est clair que plus cette exigence ebtdgjet donc plus le paramétre est
grand), plus il y a de solutions qui répondent aux préféredcedécideur.

Il peut arriver que, pour des seuifou « trop petits, aucune solution daisne vérifie
la condition de robustesse requise. Par conséquent, lemblesR (X ) et Rq—je.(X)
peuvent étre vides. Notons,,;, le seuil minimum pour lequeR ;(X) est non vide et
amin 1€ seuil minimum pour lequeR,,_..(X) est non vide. Soulignons que ces seuils
minimaux dépendent de 'ensemble En toute rigueur, ils doivent étre notés;,, (X ) et
amin(X). Néanmoins, par souci de simplicité, nous n’utiliserors @erniéres notations
gue s’il y a possibilité de confusion. Il est évident quetesaila propriété de monotonie
(propriété 2), les ensemblés;(X) et R,_i..(X) restent non vides pour to@t > 3.,
et touta > ayin-

Proposition 1

ﬁmin = gél)l(l rgleag,{(fs(x) - fs(x:))
Clmin = 1IN g%(fj(ﬁf) - fi(#))
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Preuve: z € Rg(X) < Vs € S, fo(x) — fo(z?) < B & max,es(fs(2) — fo(a?)) < 3
Done, Bpnin = mingex maxyes(fo(z) — fo(x7)). )

Poura,,;,, méme preuve que précédemment en remplagantpar f;(.), z; pari; et
para. 0

De maniere similaire, il existe un seuil a partir duquel afe@golution est robuste.
Remarquons que, d’aprés la proposition 1, I'enserfible, (X) correspond exactement
a 'ensemble des solutions optimales suivant le critéreeduet maximal.

Propriété 3 Les ensembleR;(X) etR,_;...(X) Vérifient la propriété suivante :
Siy C X alors (R(X)NY) CR(Y)

Preuve: SoientY” une partie deX et une solution telle que € R(X)NY.

Onadoncfs(a)— fs(z%) < B, Vs € S. Posong: (YY) = argmin,ey fs(z). Par définition
dez*, on afs(z*(Y)) > fs(z¥). Donc, pour tous € S, fs(a) — fs(2%(Y)) < 3, ce qui
signifiea € Rz(Y). ldem pourR e (X). O

Cette propriété est appelpmpriété de Chernoff13] ou encorecondition d’hérédité
[1] en théorie de choix social. Elle signifie qu’une solutrobuste sur un ensemble reste
robuste sur une partie de cet ensemble. En d’autres term@se ®lternative n’est pas
considérée comme robuste par rapport a une parti& delle ne peut étre considérée
robuste par rapport a I'ensemble

En particulier, sic ¢ R(X), on peut alors déduire de cette propriété @IeX) C
R(X\{a}) (il suffit de considére¥” = X'\ {a} dans la propriété 3). Il est donc intéressant
de remarquer que, lorsqu’une solution en’appartenant pas a I'ensemble robuste est
enlevée, 'ensemble robuste risque de s’agrandir. Sautigigue cela ne se produit que si
I'on enléve une solution telle qu'il existes pour lequelf,(z) = fs(x%), respectivement
il existe j pour quuelfj(:c) = fj(ij.). En agissant de la sorte, on modifie le point de
référence. Comme les ensembles sont définis par rapport 2ouods de référence, la
modification de ces points influence I'ensemble des solstiobustes.

Pour résumer, si on réduit I'ensemble de solutions, undisalvobuste reste robuste
(si elle n’est pas enlevée) et une solution non robuste peverdr robuste. Si, en re-
vanche, on augmente I'ensemble de solutions, une solutitalément non robuste reste
non robuste tandis qu’une solution robuste peut cesseétte.ICela peut méme se pro-
duire lorsque I'ensemble des solutions est enrichi d’undessolution qui ne sera pas
considérée comme robuste. Imaginons que, dans I'exemple skction 2, la solution
flas) = (8,2) est ajoutée. Des lors, 'ensemble des solutiGr®bustes devient vide
pour 5 = 4 alors qu’il contenait initialement la solutian.
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D’autre part, si dans la propriété de Chernoff, on considéreak particuliel” =
R(X), il en découle le résultat suivant :

Propriété 4 R,_;..(X) etRz(X) sont idempotents, i.e. :

Lidempotence des ensembl®&s;(X) et R, (X) implique gu’ils sont minimaux
en un certain sens, puisqu’en ré-appliquant la démarcheaterche de solutions ro-
bustes a ces ensembles, on ne peut pas les réduire.

Les ensembles de solutiopsrobustes ety-robustes lexicographiques vérifient une
autre propriété faisant référence a deux sous-ensemblEs de

Proprieté 5 Les ensembleR3(X) etR,_;..(X) veérifient la propriété suivante :

WY, Y © X, R(Y1) NR(Yz) C R(Y; UYs)

fs(a) - miny1€Y1 fs(yl) S ﬁ VS S S

fs(a) - minyzEYz fs(yZ) S 6 Vs € S
Commemin,cy, Uy, fs(2) = min{miny, ey, fs(y1), ming,ey, fs(y2)}, on en déduit que
fs(a) —min,ey,uy, fs(2) < B, Vs € S. Ce quiimpliguen € R(Y; UY3).

La preuve est similaire pout, .. (X). O

Preuve: a € Rs(Y1) NRs(Yz) =

Cette propriété est appel@eopriété d’expansiol3]. Elle signifie que si une solu-
tion est robuste sur deux sous-ensembles séparémentebdoraste robuste sur I'union
de ces deux sous-ensembles.

En théorie du choix social, les propriétés de Chernoff etghi@sion sont importantes
car elles caractérisent les fonctions de chaitionalisablespar une relation ayant une
partie asymétrique acyclique (voir théoréme de Sen [13}18hefonction de choiest
une fonction qui, a tout sous-ensemble non W& X, associe un sous-ensemble non
videC'(Y') C Y. Une fonction de choix est ditationalisablelorsqu’il existe une relation
binaire S telle que I'ensemble des éléments maximaux de cette relatborespond a
'ensemble de choix. En fait, d'aprés Moulin [13], cetteatedn binaire correspond a la
relation de base associée a la fonction de choix et définie comme suit :

xSy ssiz € C({z,y}) (7)

1Pour que cette relation acyclique soit quasi-transitiviait qu’elle vérifie, en plus des propriétés de
Chernoff et d’expansion, une troisieme propriété appeiéprpté d'Aizermann. Cette derniere stipule que
SIR(X)CY C XalorsR(Y) C R(X). La propriété d’Aizermann n’est vérifiée ni poRr, ;... ni pour
R 3, comme le montre le contre-exemple suivant : f(x)=(6,3($)=(4.4.4) et f(z)=(5,2,2).
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ouC'({z,y}) indique la fonction de choix appliquée au sous-ensefible}.

Notons que les ensembl&s;(X) et R, (X) ne correspondent pas toujours a des
fonctions de choix, méme s’ils ne sont pas videsXuEn effet, considérons I'exemple
de la section 2.2 pow¥” = {aj, a4} €t = Bnin(X) = 4. On aRs(Y) = ( alors
queRz(X) = {as}. La méme constatation peut étre faite sur I'exemple pomskenble
Ro—iez(X) en prenant” = {ag, a4} €ta = apin(X) = 2.

Néanmoins, il existe un seuil a partir duquel chacun de caes desembles robustes
correspond a une fonction de choix. Notgitide seuil tel que :

VWX YH#D = Ree(Y)#0 (8)
De méme, notona© le seuil tel que :
VWX, Y40 = Racger(Y)#D 9

Il est clair ques® > G (X) eta® > ani,(X). Dans I'exemple de la section 2.2, on a
B¢ =5 > Gnin(X) eta® =3 > anmin(X). D'apres la définition dg* eta, nous avons :

Proposition 2

C
— Y
pr= max Brmin(Y')
a®= max mi(Y)
YCX,Y#0

Preuve: Onavy C X, Y # 0, 5> 5> Bnn(Y) = Rs(Y) # 0. Ce qui
démontre qu&/s > (3%, Rz(X) est une fonction de choix. Il est clair qué est le plus
petit seuil vérifiant cette propriété. Idem pauft. O

Sifp > [°eta > af, alors les ensemblg8;(X) etR,,_...(X) sont des fonctions de
choix rationalisables par les relations de base suivantes :

xSpy < € Rs({z,y}) (10)
& filx) —min{f,(2), fi(y)} < B, Vs € S (11)
& filx) = fily) <BVs €S (12)
2Say < T € Ra_tex({z,9}) (13)
& fi(z) - min{fi(@), i)} <,V €{1,....q} (14)
& fil@) - fily) <avje{l,....q) (15)

Notons qu’en plus d’avoir une partie asymétrique acyclides relationsS; et S,, sont
complétes [13]. Les ensembl®&s;(X) et R,—..(X) correspondent respectivement aux
éléments maximaux de; et .S,,.
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Proposition 3
VB >0 Re(X)={x e X :Vye X zSsy}

Va > o, Raiex(X) ={r € X :Vy € X zS,y}

Une interprétation de ce résultat est qu’au-dela d’un gestuil, une solution robuste
ne dépend plus du contexte ('ensemBleentier) mais uniguement des évaluations par
paire. En effet, une solution peut étre éliminée des lorslth’est pas robuste par rap-
port a une autre.

En plus des points communs énumérés dans l'introductiams menons de voir que
les deux ensembles de solutions robustes se comportentate Samilaire par rapport a
certaines propriétés. Cette ressemblance entreddustesse etd-robustesse lexicogra-
phigue suggere de chercher un lien entre ces deux appre@ehgse Nous NoUs proposons
de faire dans la section qui suit.

4 LiensentreRs(X) et Roy—iex(X)

Dans cette section, nous établissons une relation entiselleble des solutions-
robustesR 5(X) et I'ensemble des solutionsrobustes lexicographiqué, _...(X).

Pour donner une idée intuitive du résultat, regardons liian des ensemble8 (X))
etR,_i.(X) en fonction des seuils et dans I'exemple de la section 2.2. Le Tableau 3
représente cette évolution pour des seuils variant de 1 ar&{eémple, pouf = o = 4,
Rp(X) = {az} @Ry (X) = {a1, a2, a3}. Dans cet exemple, il apparait que pour des
seuilsj eta égaux, 'ensembl® 5(X) est inclus dans I'ensembfe,_,...(X) quelle que
soit la valeur de ces paramétres. Par monotonie de I'enseddsl solutiong-robustes,
cette constatation reste valable ppuK «.

Valeur du seuil Rs(X) Ro—tex(X)
0-1 0 0
2 0 {a1}
3 @ {a1,a2}
4 {ag} {al,CLQ,CL;),}
5-6 {al,ag} {al,ag,ag,a4} =X
7 {al,ag,ag} {al,az,ag,cu} =X
8 {a1,a,a3,a4} = X | {a1,a0,03,04} = X

TAB. 3 — Les ensembleB 3(X ) andR ;.. (X) en fonction du seuil
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Nous démontrons dans ce qui suit que cette relation estumye@rifiée.
Théoréme 1 Sifg < aalorsRz(X) C Ra—jex(X).

Preuve: Soitz € Rs(X).Ona:
Vs €5, fi(x) < fula®) + 5 (16)

La solutionz* étant celle définie par I'équation (3). Grace au résultat deirovskii
énoncé dans la preuve de la propriété 1, nous pouvons déplgre

vi<q fi) < f@)+8. (17)
Nous allons maintenant montrer que, pour tbut ¢ :
ful@®) < ful@p). (18)
Par définition der*, nous avons, pour toute X :
Vs €St fula*) < fulx). (19)

Cette inégalité est vraie en particulier pau &} = arg min,ex fr(x), k étant fixé :
Vs €St fula?) < ful@). (20)
Nous pouvons déduire que :
i <q: fia") < f(E0) (21)

Ceci étant vrai pour tout, c’est vrai pourj = k, ce qui démontre I'inégalité (18). Etant
données l'inégalité (17) et le fait que< «, il s’en suit que :

Vi <q, fi(z) < fi(@) + o (22)
Par conséquent, € R, . (X). O

Remarquons que la démonstration reste vraie si on considérepas I'ensembleX
entier, mais seulement un sous-ensemble non V¥id& X. Ainsi, si § < « alors
Rﬁ(y> g Ra—lem(y>-

Il découle du théoreme 1 que les seuils;, et (5,,:, verifient la relation suivante :
Corollaire 1 a5, < Biin

Preuve: Supposons que,;, > fmin et choisissons = o = [,,;,. OnadonR (X)) #
) et Ra_1e(X) = 0 ce qui contredit le théoreme 1. O
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Les seuilss© etac, définis respectivement par les équations (8) et (9), vatifie qui
suit :

Corollaire 2 o < ¢

Preuve: Supposons qug = a = (3°. Onadonc:
VY CX,Y #0 Ru(X)#0
D’apres le théoreme 1, ceci implique que :
W XY #D Raiea(X)#0D
Par conséquenty® < o = 5°. O

Le théoreme 1 indique quedlrobustesse lexicographique, tout en ayant beaucoup
de propriétés communes avegiaobustesse, est moins "sévéere" que cette derniére puis-
gu’elle donne des solutions pour des seuils plus faiblescgua exigés par la seconde
approche. Cette caractéristique semble donner un argumeiéfaveur de ti-robustesse
lexicographique puisque, généralement, on cherche aredgilniensemble de choix et non
a 'augmenter. Néanmoins, rappelons que le seulil, donnant le plus petit ensemble de
solutionsg-robustes non vide, n’est autre que le regret maximal mihi@ette valeur
peut étre importante dans certains cas; dans I'exemple slectsoon 2.2 ,,;, est deux
fois plus grand quev,,;,. Il n’est donc pas toujours possible de trouver des solstibn
robustes pour des seuils raisonnables, d’ou I'intérétaifayne approche similaire qui
donne des solutions pour des seulils plus faibles.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons voulu mettre en évidence léitside entre la-robustesse
lexicographique et I@-robustesse sur la base d’un certain nombre de proprié&dsius,
nous avons pu établir un lien direct entre ces deux appraghiesiggere que la premiéere
approche est en quelque sorte une relaxation de la seconde.

Ce travail de comparaison entre les deux approches ne e@ngtitun premier pas
dans cette direction. Nous nous interrogeons, par exeraptdes problemes pour les-
guels les deux seuils minimau,,;, et 5,.;, sont différents. La réponse a cette question
pourrait donner plus de crédibilité axrobustesse lexicographique si de tels problémes
étaient nombreux. Il faudrait aussi étudier davantagelddiom de base qui rationalise les
deux ensembles, dans un but algorithmique par exempleeRieat, une caractérisation
axiomatique des deux ensembles de solutions robustes ferme pouvoir clairement
les distinguer.
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De maniere plus générale, nous pensons qu'il est utile rgiélee type de compa-
raison a d’autres approches de robustesse existantesfeEncefa permettra de mieux
guider un analyste ou un décideur dans le choix de I'approaingste la plus appropriée
dans une application concreéte.
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