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| do not mean to suggest that all mathematical relations can be perceived directly
as obvious if they are visualised in the right way — or merely that they can al-
ways be perceived in some other way that is immediate to our intuitions. Far from
it. Some mathematical relations require long chains of reasoning before they can
be perceived with certainty. But the object of mathematical proof is, in effect, to
provide such chains of reasoning where each step is indeed something that can
be perceived as obvious. Consequently, the endpoint of the reasoning is some-
thing that must be accepted as true, even though it may not, in itself, be at all
obvious. Sir Roger ENROSE Shadows of the Mindxford, 1994.

81. INTRODUCTION

En dimensionv < 3, la description de I'agebr®S” des polynémes in-
variants de Demailly-Semple n’est explicitée dans larkifiére que pour les jets
d'ordrex < 3 ([2, 5]); en dimension = 2 et a I'ordrex = 3, on sait que l'al-
gébreDS: est engendrée par 5 polyndmes fondamentaux liés entre euxea
unique syzygie ; en dimension 2 et a I'ordre 4, d’aprés uraitanon publié de
Demailly (cf. e.g[3]), DS; est engendrée par 9 polyndmes invariants fondamen-
taux. Dans cet article, nous établissons ce résultat, nqligions les syzygies
fondamentales entre ces 9 invariants — qui sont aussi au neotet® —, nous
effectuons un calcul de Riemann-Roch pour estimer la aaniatitjue d’Euler du
fibré correspondant, et nous en déduisons que toute coulbediphe entiere
a valeurs dans une surface projective algébrique compleseN? C P3(C) de
degréd > 9 satisfait des équations algébriques globales non trvidilerdre 4.

Pourk > 5, la structure algébrique dBS5 explose en complexité. Nous
exposons un procédé récursif :deochet entre deux invariangui semble per-
mettre €f. [3]), en toute dimension et pour les jets d’ordre quelcongiengen-
drer un systéme fondamental de polynémes invariants, &i destrois autres
procédés recursifs identités de Jacopidentités pliickeriennes d’ordre uet
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2 JOEL MERKER

identités pliickeriennes d’ordre deuyui décrivent exhaustivement le gigan-
tesque idéal des relations entre les invariants ainsi ngtsst

Ces quatre procédés (confirmés sur les cas connus) fontadippade
maniere saillante une explosion symbolique incontrolaBbr exemple, pour
le casry = 2 etk = 5 étudié completement ici, on regoit 36 invariants bruts
dont 12 exactement sont redondants, et on doit tenir comp210 syzygies
non redondantes de degé4 entre ces invariants, lesquelles se déploient sur 13
pages manuscritt€En ne considérant que les invariants stables par I'actiom d
certain sous-groupe unipotent @e,(C), le nombre de syzygies fondamentales
se réduit a 15, ce qui permet d’effectuer un calcul de RienRoeh au niveau
K = 9.

Si I'on s’en tenait seulement aux estimations ainsi obtempeir la carac-
téristique d’Euler du fibré de Demailly-SempleS;, 7%, on pourrait penser
gu’il faudrait connaitre sa décomposition de Schur poumi&=auxx au moins
> 20, eu égard a la difficile conjecture d’hyperbolicité de Koaslyi concernant
les surfaces complexes de degré> 5 dansP;(C) qui sont (trés) génériques
([2, 5, 3]). Mais l'avenir dira si cette approche ne devrait @tre amendée et
réorientée des le niveau = 5, en tenant compte de la structure spécifique de
DS;.

Nos résultats principaux apparaissent dans les Sectidn$47 et 8.

82. FOLYNOMES INVARIANTS ET DIFFERENTIATION COMPOSEE

Notations initiales. En dimension > 2, le jet strict d’ordrex > 1 en un point

fixé d’une application holomorphe locafe = (fi, fo,..., f,) deC a valeurs
dansC” sera noté :
= (o B Bl e B ).

Polynémes invariants par reparamétrisation. Pourx > 1 entier, on recherche
les polyndme® = P(j" f) tels que :

P(j"(fo@)) = (¢)" P((5"f) ° ),
pour tout biholomorphisme local : U — ¢(U), ouU C C est ouvert, et
oum > 1 est un entier que nous appelleropsids de P. On noteDS;
I'espace vectoriel constitué par ceelynbémes invariants par reparamétrisa-
tion ([2]). La réunionDS; = P,,., DS;,, forme une algebre graduée :
DSy, -DS;. C DSY On travaillera toujours dans une fibre en un

v,m1 v,ma v,mi+mso*
pointz € U qui n'apparaitra pas dans les notations.
Lorsquex = 1, les composante§ (i = 1, ..., ) du jet d’ordre un satisfont
/
(fz ° Qb) = Qb/filv

L Pour les jets d’'ordre = 6, nous ne nous sommes pas risqué a calculer les 325 invariants
attendus, ni a entreprendre d’écrire les 14950 syzygiesededel 5 qui nous sont données
automatiquement.



JETS DE DEMAILLY-SEMPLE D’ORDRES 4 ET 5 EN DIMENSION 2 3

et par conséquent, tout polynorile= P(f{, ce f;) qui ne dépend que du jet
d’ordre1 est invariant par reparamétrisation.

Différentiation composée jusqu’a l'ordre 5. En posany; := f; o ¢ pouri =
1,...,v,oncalcule :

gi=9¢'fi,
g =d"fi+ "1
6" = " F+30" 91 + 0" f,
6" = " S+ AL+ 3+ 6+ 0 S
6" = "5 S+ 106" [+ 1560 '+
+ 106”67 £ + 106" [ + 11"

Moralement, on recherche tous les polyndmes possibles P(j°g) qui,
lorsqu’on remplacey;, g/, g/, g/ et g!"" par ces valeurs, ont la vertu de faire

disparaitre toutes les dérivées intempestive®”, ¢ et¢”” d’ordre> 2 de ¢,
de telle sorte que (j°g) = ¢'"P(j°f) pour unm € N. Ce calcul d’élimination
heuristique fonctionne pour = 2 etx = 3 en dimensiong = 2 ety = 3, mais
il se complexifie au-dela et nous ne poursuivrons pas la relsheen prenant

cette optique.
Donnons toutefois la formule générale de dérivation coréppdite deFaa
di Brung bien connue dans le cas classique d’'une seule variabl€.

Théoréme . Pour tout entiers > 1, la dérivée d’ordrex de chaque fonction
composégy;(z) = f; o ¢(z) (1 < i < v) par rapport a la variablez € C
s’exprime comme polyndéme a coefficients entiers en leséérief; et deg :

gﬁzﬁi > > .

d=1 1M <<Ag<h p12l,opug 2l pidi++pgda=r

k!
Aoy A YHd  p(prt-tpa)
(Mwww~uwwwl@ ) (6)™ f; :

Dans tout ce qui va suivre, par souci de simplicité, nous mesigseindrons
dorénavant a la dimensian= 2; des généralisations en dimension supérieure
apparaitront en temps voulu.

83. DETERMINANTS 2 X 2 ET JETS DORDRES3ET 4

Wronskien et généralisations.En examinany;, g5, g/ etg,, on constate I'in-
variance par reparamétrisation dwonskien défini comme étant le déterminant
2x2:
A1,2 R f{ fé
T " "

1 2

Y
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et ce, grace au calcul élémentaire suivant :

/ / ! L
oh? ::’ glll 9/2/ = 7 (bfl /2 7 /d) f2 12y
91 92 O+ O+ S
| Y P
- ¢/2 {/ ¢/2 él
_ (¢/)3A1,2.
Son poidsm est égal a 3. Ensuite, en éliminant de maniére analgguet ¢”
parmi les six équations donnayit g5, g, g5, g/’ etgy’ — ou bien en procédant
d’'une maniére alternative —, on trouve les deux invariaetpa@idsm = 5 :
9195 — 9'gh) 0t — 3 [a195 — giab) gt = (&) [F1fs" — F S5 FL = B LFLfS — L F3) 1
9195 — 9'9h) g — 3 [g195 — giab)as = (&) [Fifs" — F' A5 15 = B LFLfS — FLF3) £

Déterminants 2 x 2 généralisant le wronskien. Il est commode de réécrire ces
deux invariants de poids: = 5 sous une forme contractée en introduisant la
notation :

(@) (o)
i 1

a,f .
AT = ORC

9

pour tous entiers, 5 > 1, ce qui donne, pout = 1,2 :
i3 g — 30002 g — (¢/)5 [Al,?, - 3 AL2 ];/]

Notons au passage la formule de dérivation bien connue gailgée par la

suite :
f(Oé) f(Oé-H)

a+1 [
( ) f2 ) 1 2
(B)  p(B+1)
1 2

oy = | B0 2 |+
1 2

Lemme. ([5]) Le degré de transcendance du corps engendré par les 5 poggidom
invariants:

flo 1
A3 = A2
AD =AY =3AY S et AS =AY f—3AM Y

au-dessus d€|[f1, f1. fI", 3. 15, f5'] est égal a 4, et pour préciser, les quatre
polyndémesf;, f4, A3 et A5 sont algébriguement indépendants, tandis duie
est quadratique su€ | f}, fé, A}, A3] via la relation algébrique immédiatement
vérifiable:

0= fyA] — fI A5 — 3A%A®,
et de plus, I'idéal des relations entig, f5, A3, A%, A5 est principal et se réduit
a cette unique relation.
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Grace a ladite syzygie, on peut éliminer toutes les puissame A3
supérieures ou égales a 2 qui apparaissent dans un polyrénéead:
P(f1, f5, A% AT, A3)
exprimé en fonction de ces cing polyndmes, et il ne rests gloe des puissances

de A® égales & ou al. C'est un fait remarquable que ces cing polynémes for-
ment un systéme générateurs, comme I'énonce précisenrésuléat suivant.

Théoreme. ([5, 3]) En dimensionv = 2 et au niveaux = 3, tout polynéme
P(j3f) invariant par reparamétrisation s’écrit de maniére unique

P(°f) =P(fi, [, A1, A3) + A% Q(f1, 3, A7, A3),
avec des polynémes quelconq®st Q.

Travaux de calcul pour passer aux jets d'ordrex = 4 etk = 5.
e Trouver un systeme de polyndmes invariants fondamentaux.
e Connaitre leur idéal des relations.

e Trouver une écriture unique de tout polyndme en les polyrsimeariants
fondamentaux.

Deux opérateurs de différentiation. Comment engendrer méthodiquement une
liste appropriée de polynémes invariants fondamentaux lpsyets d’ordre: =

4 ou 5 ? Voici une premiere idée : §l est un polyndéme invariant deoids m,
définissons la différentiation « covariante » :

Pr:i=/fiP —mfP,
ouP’ = P(j~*! f) s’obtient en différentiarf® = P(;~ f) par rapport & la variable
z € C.

Lemme. Ces deux opérateurs de différentiation, et (-)., satisfont la régle
de Leibniz

(P-Q),=Pi Q+P Q.

et ils produiserftdes polynémes invariants par reparamétrisation etP ., qui
sont tous deux de poids + 2. O

Exemple. On vérifie immédiatement :
(F3)., = Fps = i fs = N2 = (1),
Ny = fiAY =3 [T AV = A7

Ensuite, a I'étage: = 4, on est naturellement conduit & introduire les quatre
nouveaux invariants :

AL = (A?);p AI,Q = (A?);y A;,l = (Ag);la A;,z = (Ag);y
dont I'expression explicite sera fournie dans un instant.

2 La démonstration, laissée au lecteur qui désirerait a®ticiapparaitra dans un instant
comme absorbée par une observation plus générale.
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Produit croisé entre invariants. Comment donner corps a l'idée qu’il doit ex-
ister des différentiations covariantes, non seulementgport af; et f}, mais
aussi par rapport a n’importe quel invariant ?

Supposons donc connus deux polynémes homogenes invaRiaetpoids

m etQ de poidsn :
P(j"g) = ¢ P((5"f) 0 9),
Q(j7g) =" Q((f) 0 9),

ou I'on a poséy := f o ¢. Différentier un polynéme par rapport a la variable
z € C revient a lui appliquer I’opérateur awfférentiation totale

D=3 5

AeN

(A+1)
0 f -/

ce qui nous donneiici :
[DP](j"g) =m@" ™ " P(("f) 0 6) + ¢ o [DP] (") 0 )
[DQ] (77" g) = n¢" " ' Q((j"f) o) + ¢ ¢ [DQ] (/7 f) 0 ¢)

et pour faire disparaitre la dérivée seconde il suffit d’effectuer un produit
croisé, autrement dit de former le déterminant 2 :

DP} EJ’““Q) mP(j"g) ):

DQ T+1 ) nQ(]Tg)
m¢" ¢ P((jf) 0 @) + ¢ [DP]((j5H f) 0 ¢) mqs'mP((j“f)oqs)’
ng” ¢" Q) o) + ¢ DQI((H ) og)  nd™Q((55f) o ¢)
¢>”j:j[ PI((5"""f) o ¢) mcb’ij( )’
¢ DQI((T ) og)  nd™Q((j7f) o ¢)

_ (b/ernJrl

{ }(j’ﬁ—lf) mp( nf) ’
DQ (jT+1f) nQ(]Tf)
qui s’avere ainsi constituer un nouvel invariant de poids n + 1.

Notation crochet -, -]. Ainsi, toute paire d'invariants produit automatiquement
un nouvel invariant :

[P, Q] :=nDP-Q—mP DQ|,

qui est évidemment antisymétrique par rapport au co@,l@).

Observation. Ces crochets pondérés généralisent les deux opérateui§ de d
férentiation précédents :

P.r =[P, fi]-
De plus, ils satisfont a la régle de Leibniz :
[P, QR] = [P, Q]R+ [P, R] Q,

de telle sorte que I'opérate(s, Q|, & savoir P — [P, Q|, peut étre considéré
comme un opérateur de dérivation.
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Lemme . Pour tout triplet (P, Q, R) d'invariants de poidsn, n, o, l'identité
suivante de type Jacobi est satisfaite

(Jac) 0=[[P,Q],R] + [[R, P], Q] + [[Q, R], P]|.

Démonstration.Développons le premier double crochet :
[[P,Q],R] = [nDP-Q—mP-DQ, R]
= 0(nDDP-Q+ (n —m)DP-DQ — mP - DDQ)R—
—(m+n+1)(nDP-Q—mP-DQ)DR
=noDDP-Q-R+ (n—m)oDP-DQ-R—moP -DDQ - R—
—(m+4+n+1)nDP-Q-DR+ (m+n+1)mP-DQ-DR.
Il suffit alors de constater que I'annulation identique dedenme suivante :
0=noDDP-Q-R+ (n—m)oDP-DQ-R—moP -DDQ-R—
—(m+4+n+1)nDP-Q-DR+ (m+n+1)mP-DQ-DR+
+mnDDR-P-Q+ (m —o)nDR-DP-Q —onR-DDP - Q-
—(0+m+1mDR-P-DQ+ (0o+m+ 1)oR-DP-DQ+
+omDDQ-R-P+ (0 —n)mDQ-DR-P—-nmQ-DDR-P—
—(n+0+1)0DQ-R-DP+ (n+0+1)nQ-DR-DP,

est effectivement satisfaite. O

Exemple. AvecP := f{, Q := f, etR := A3, nous obtenons :

0= [[fi, o] M)+ [[A% £, £5] + [[fs %), £
=0+ [A?, fﬂ - [Ag, fﬂ
= Aiz — A;l.

Cette relation sera confirmée par les expressions exjslided | , etAJ ;.

Genese des invariants fondamentauxCrucialement, il semblerait que I'on
puisse engendrer tous les polyndmes invariants en les ‘jatsoddre < > 1
guelcongue, juste en calculant par récurrence tous ledet®possibles, d’'un
étage de jetd a I'étage supérieuk + 1. Cette idée conjecturale ([3]), sur laque-
lle nous donnerons plus de précision ultérieurement, agbrege par le fait que
dans la théorie classique des invariants pour une formereipa; , a; z'y" "

de degrés par rapport a I'action linéaire standard $le,(C) :

r— T = ax+ Py, Yy — Yy =y + 0y, 1 =ad— [,
S paiay T = Y @ Ty
Ko — min(il | =G G pl—j i skj—iel !
a; =Y o Zj:nsax)((),i-i—l—ﬁ) Gl Oy 7y 6m Cp = M’
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on sait établir que deux procédés algébriques élémenta@resavoir le
« processus) » et le « processus» (cf. [4]) permettent d’engendrer un systeme
fondamental de polyndmés= P(ao, ai, ..., aﬁ) qui sont invariants :

P(ao,al,...,aﬁ) = P(&o,al,...,ﬁﬁ).

Reconstitution par crochets des invariants connusPour passer des jets d’or-
dre 1 aux jets d’ordre 2, seul un crochet (au signe prées) peutcgmé :

Pour passer des jets d’ordre 2 aux jets d’ordre 3, on peutdiotiis crochets :
(A, fi] (A, f3] (A%, A%,

le dernier étant trivialement nul, et I'on vérifie immédiatent que les deux pre-
miers fournissent les deux invariants propres a |'étage3 :

[AB f,} — A1,3 f/ o 3A1,2 f//
Pour passer aux jets d'ordre 4, 'ensemble des crochets’gugéut former
s'identifie a la collection des déterminafts 2 de la matrice matriceé x 5 :

flo fi 3AY 5A7 5A3
Dff Df, DA® DA? DAj

)

ce qui fait au total d&'2 = 10 crochets, mais en tenant compte du fait que nous
connaissons deéja les trois mineurs — calculés a I'étage 3 — de la sous-
matrice :

fio 3N
Dff Dfj DA®

ce sont exactement sept nouveaux crochets qui apparaissent
(A% ] AT AY] [AL AY

J

Y

Relations plickeriennes. Cependant, le calcul complet des crochets doit tenir
compte des relations de Plucker qui existent au niveau degbles initiales

des espaces de jets. En effet, I'idéal des relations pliskses entre Ie#”,
1 <A< bHetlesA*, 1 < a < B < 5 estengendré par deux familles
quadratiques de relations identiquement satisfaitess dgoremiéere famille :

0= AP7. fi(a) AT fi(ﬁ) + AXB . fz‘(wv

i est égal a ou a2, et les indices supérieurs satisfdnk o < § < v < 5, ce
qui donnel0 x 2 = 20 relations ; et dans la seconde famille :

0= A% . APY A% ABS L AB AT

les indices supérieurs satisfoht< o < f < v < § < 5, ce qui donnet
relations.
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En vérité, seules les deux paires de relations suivantasjtes de la pre-
miere familles, seront utiles a I'étage des jets d’orcee 5 :

0= A2,3 le - A1,3 fZ// + A1,2 fi///
0= A2’4 f@l o A1’4 fZ// + A1,2 fZ(///

et a I'étagex = 4, seule la premiere paire peut étre utilisée, tandis quiaeicu
relation pliickerienne n’intervient aux étages 3. Il faut en outre attendre =

6 pour que la premiére relation de la seconde famille, a savoir Ab* A23 —

A3 A% 1 ALZ A34 commence a interférer, mais nous n’entreprendrons pas
I'étude deDSS dans cet article.

Normalisations préalables des différentielles totalesAinsi, nous sommes
conduits a normalisdDA? avant de calculeA! ;, en développant tout d’abord :

DA5 — A1’4 f/ + A2’3 f/ + A1,3 f// . 3A1’3 f// -3 A1,2 f(//
— A1’4 f( + A2’3 f( o 2A1’3 f'” . 3A1’2 f(//

expression dans laquelle nous pouvons remplacéérf/” par—A?3 f/+ A3 [V
afin d’éliminer toute présence d¢¢’, ce qui nous donne une expression normal-
isée et compacte ne contenant que trois termes :

DAY = AN f] + 4 AP f =5 AV £

Achevons donc le calcul de la premiere famille de croclﬁﬁ& fj’] en four-
nissant tous les détails intermédiaires :

[Afv f/] :DAZBf]/—5A25f”

J J
_ 1,4 2,3 1,3 1,3 1,2
= (AN A s ALYy (A -3 AR )

_ A1’4 lefj/ + 4A2’3 lef]/ o 5A1,3(fi//f]/_ + lefj//) + 15 A1,2 fl”fj”
7
A G

Ici, la symétrie indicielleA?, = A7, imposéea priori par l'identité de Jacobi
montre que I'on devrait se dispenser/dg, (ou deA],) dans une liste minimale
de polyndémes invariants fondamentaux.
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Invariant de poids 8. Ensuite, grace a notre normalisation préalableDde,
nous pouvons calculer proprement chacun des deux crochets, Q) :

[A?, Aﬂ =3DA} - A* —5A2-DA?
= (3AM 4 12% 1 154N f1) AL
- (5 A3 f 15 AL f”) AL
— 3A1’4 A1,2 le + 12 A2’3 A1,2 fz/ o 5A1’3 AI,B fz/
— fll(?) A1,4 ALQ +12 A2,3 ALQ o 5A1’3 A1,3)
= f/ M®
ou le nouvel invariant

1
M8 :?

— 3A1’4 Al,Q + 12 A2’3 Al,Q o 5A1’3 A1,3

A7, A7)

doit étre introduit, parce que le résultat est divisible ffar

Question. Pourquoi et comment doit-on étre conduit a diviser parfessdro-
chets pour accéder véritablement a de nouveaux invariandamentaux ?

Fin du passage a I'étage: = 4. Enfin, calculons et examinons le dernier cro-
chet possible, a nouveau en fournissant scrupuleusemstes détails inter-
médiaires :
(A3, AS] =5DAS- A3 — 5A% . DA}
_ 5(A1’4 it 4 A23 - 5ALS {/) ) (Al,B - 3 AL £/>_
_ 5<A1’3 o 3 AL2 {/> ) <A1’4 it 4 A28 - 5 AL3 é’)
=_15 A1’4 A1,2 f{ é/ — 60 A2’3 Al,Q f{ é/ — 95 Al’?’ A1,3 {,fé+
4 15 A1’4 A1,2 fé {/ + 60 A2’3 A1,2 fé {/ + 25 A1’3 A1,3 é/f{

— _15 A1’4 A1,2 A1,2 . 15 A2’3 A1,2 A1,2 + 25 A1’3 A1’3 A1,2

=_5 Al,Q (3 A1’4 A1,2 + 192 A2,3 A1,2 o 5A1’3 A1,3>

= —5A% M.

Le résultat étant multiple des deux invariants déja conyiust M/, il n'apporte
rien de nouveau. Toutefois, conservons trace de la relation

[A}, A)] = =5 A% M°.
Proposition. ([3]) En dimension = 2, les neuf polyndmes
it s A= AT,
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AT =AM 3 A2 fY
Ag — A1,3 fé o 3A1’2 é/’

ATy = (A 4823 L~ 10 AW AT+ 15AM fIfY
ATy o= (AM A A) fLf = S AW+ L) + 15 AV 1 f2,
AJp = (A 4+ 48%3) fif—10AY A7 115 AM ff2,

M= 3AM AL 1 12A23 A2 5 AL AL

forment un systéme générateur de polyndmes invariantsgqparamétrisation
pour les jets d’ordre: = 4.

Cette proposition sera englobée dans un énonceé plus p@uisadpreuve
apparaitra dans la Section 5.

84. LISTE D'INVARIANTS FONDAMENTAUX POUR LES JETS DORDRES

Dénombrement des crochetsPour s’élever de I'étage = 4 a I'étagex =
5, 'ensemble des crochets que I'on peut former s’identifia@ adllection des
déterminant® x 2 de la matrice matrice x 9 :

fi 15 3A3 5A% 5A5 TAT, TA7, TAL, 8 M8
Df; Df; DA3 DA? DA DAT, DA, DAJ, DM®

ce qui fait au total d€? = 36 crochets, mais il N’y en a en fait qié — 10 = 26

a calculer, en tenant compte du fait que nous connaissoasles{? = 10

mineurs — calculés dans la section précédente — de la sougena

fl fh 3 A3 5A3 5A§‘

Df; Df; DA3 DA3 DA
Heuristique. Nous sommes par conséquent amenés a perges tout
polynbme invarianf (j5f) en les jets d’ordre 5 est un polynéme en les neuf
précédents polynémes fondamentaux :

/ / 3 5 7 7 7 8
f17 f27 A ) A17 A1,17 A1,27 A2,27 M )

9

auxquels on ajoute tous ceux qui sont obtenus par croch&itagd supérieur,
apres simplification, normalisation pliickerienne, dmséventuelle, et suppres-
sion des invariants redondants. On voit immédiatement gsi@buveaux cro-
chets a étudier se distribuent en huit familles :

AL il [ME, £,
[AZJ’ A3] ) [MS’ AB} )
[Afg, AR |25, A7),
(AL AL |27, A)-

3 Cette idée sera discutée plus avant dans la Section 7.
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Avant de calculer et d’examiner tous ces crochets — tachstantielle s’il en
est —, reprenons en main la liste de tous les crochets pnétse@e. invariants
a l'étagex = 4), en les écrivant avec des indices :

fi

AP = AL

AD = AV I3 AL fr .
NIy = AN L AN L= 5 AV (L4 ff) + 15 A1 f f)

M® = 3AM AL 412 A2 AL2 _ 5 ALB AL

Remarque sur le choix des notationsNous utiliserons systématiquement les
grandes lettres, telles que\e (particulierement facile a écrire a la main)yko»,

« H », etc, parce que leur taille les rend disponibles pour recevairseulement

le nombre total de > en indice supérieur (poids de l'invariant), mais aussi, en
indices inférieurs, la suiterdonnéede 1 ou de2 dont dépend chaque monéme
de I'invariant en question.

Normalisation préalable des différentiations totales.Nous avons donc huit
familles de crochets a calculer, et pour cela, nous traraitls avec les représen-
tations indiciées de nos invariants connus a I'étage 4. Auparavant, nous
devons calculer & l'avance les deux expressions déribégs et DM®, et les
normaliser en tenant compte des identités plickerienm@sme nous I'avons

hY

expliqué ci-dessus. Calculons donc, en éliminant f/” et Ab? f/” & la qua-
trieme ligne :

DAT; = A fiff + A fifi + AM (1 f]+ fLf])+
AN L ANS (S 4 F) = 5 AV + F) -
— BAPM(FS A ) = SAV (S 2 JUA A FL) 5 AN R
+15AM fUFY 15 AL £ F
= AV SIS AP ST A AV L) = AP L)
AN (SIS S 45 AN fLf -
—I5AY [T+ 15 AV 1T — 15 AP f1 7+ 15 AV f fY
= AV S5 AP S — A A fLE) -
— 16 AP (S fr+ fLf)) =5 AY(f fi 4+ fif]) + 35 AV [l f
Ensuite, le calcul d®M/® est immédiat car il n'implique aucune relation plick-

erienne :
DM8 _ 3A1’5 A1,2 + 3A2’4 A1,2 4 3A1’4 A1,3+

+ 192 A2,4 ALZ + 192 A2,3 Al,?) o 10 A1,4 Al,?) o 10 A2,3 Al,?)
_ 3A1’5 A1,2 + 15 A2’4 A1,2 o 7A1’4 A1,3 + 2A2’3 A1,3.
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Tableau des différentiations totales.En résumeé, nous obtenons les expressions
normalisées suivantes pour nos invariants différentiés :

Dfi =17
DA® = AL
DAY = AM f] + 4 AP f1 — 5 AL f]
DAY, =AM fifi + 5 A% fifi — A A ([ fi + fif) - ’
— 16 AP (ffi+ fif]) = 5 A (" f+ f11]) + 35 A (f 1)
DM8 — 3A1’5 A1,2 +15 A2’4 A1,2 _ 7A1’4 A1,3 + 2A2’3 A1,3

et nous pouvons maintenant commencer a engendrer |a tafleltglication —
pondérée par le poids de nos invariants — entre ces deug ésitEadrées, afin
de découvrir de nouveaux polyndmes invariants fondamgratdiétagex = 5.

Premiére famille de crochetS[Azj, f,;} . Aprés un calcul direct que nous ne dé-

taillerons pas, mais dans lequel les normalisations plierkees n’interviennent
pas, nous obtenons :

[Alj £i] = DAL i =TAL; -DF;
=AY L+ 5 A fLf -
— AAM(fI ST f— TAM ff R
— 16 AP (fIf1+ fLET) fl — 28 A3 f1 1 f—
B AYS(FI L) f 35 AR S+ L) —
— 105 AL fIf1 £

_ 9
T AZv]yk

Nous trouvons donc huit nouveaux invariants, |, AY | ,, AY 51, AY 55, A3,

AJ .5, AJ,, et Ad,,, qui ne s’expriment clairement pas en fonction de ceux
connus a I'étage = 4, a cause par exemple de la présence du détermikant

ou apparaissent”” et fJ".

Observation. Cependant, ces huit invariants ne sont pas indépendantseeixt,

ne serait-ce que par héritage de la symé'uﬁg = A;l, qui implique les deux
relationsA?, , = A3, ,, k = 1,2. Enfait, il y a quatre relations indépendantes,
qgue I'on pe7ut proposer au lecteur de vérifier par un déveloge direct :

9 A9 I8
A1,1,2 = A1,2,1 - hM
9 A9
A1,2,1 = A2,1,1
9 __ A9
A1,2,2 = A2,1,2

9 A9 ras8
A2,2,1 = A2,1,2 + fo M°.
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Toutefois, il est incontestablement préférable d’obteag relations comme suit
a partir de l'identité de type Jacobi, en posant tout simpletf := f/, Q := f;
etR:= A} :

0= [[fi, fil, &) + [[A% £i], A1+ (1 ARDL £
Sil'on tient compte du fait qu@fi’, f]’} vaut0 ou=A? et si on utilise les relations

[A?, A®] = f/M?®, nos quatre relations en découlent. Ainsi, seuls quatre des

huit crochets[AZJ—, f,g} peuvent étre fondamentaux, et on vérifie sans peine que
A} Ay, AS L, et AS,, constituent bien de nouveaux invariants qui sont

indépendants entre eux, parce que les trinGfést|, f1f5f1, fafifs et fsfsfs
en facteur derrierd!® + 5 A% le sont.

Deuxiéme famille de crochets[M®, f/]. Le calcul, immédiat, libre d’am-

(2

biguité pliickerienne et ne nécessitant aucune réorgams&burnit le résultat
suivant :

[M®, fi] =DM® - fi =8 M* - f
— [3 A1,5 A1,2 + 15 A2,4 A1,2 - 7A1’4 A1,3 4 2A2,3 A1,3:| le_
- [24 AbL4 AL2 + 96 AZ3 ALZ _ 40 ALS Al,S}fi//
=: M.
Nous trouvons donc deux nouveaux invariaht¥’ et 1/]° de poids 10, quine s'-

expriment pas en fonction de ceux déja connus, a cause deslare du produit
de déterminantgl,5 AL2 ol appara'l\pc{//// él-

Troisieme famille de crochets[AZj, Aﬂ. Bien que le résultat final n’apporte

pas de nouvel invariantf. infra), nous détaillerons ce calcul
[AZJ, A3] = 3DAZj-A3—7AZj -DA?
— 3A1’5 Al,Q f@lfjl + 15 A2’4 A1,2 f@lfjl — 192 A1’4 Al,Q (lelfj/ + fllfjll)_
— 48 A2,3 A1,2 (fz'”f]/' + fz',f],'/) -~ 15 A1,3 A1,2 fi”/f],'_
1,3 A 1,2 1,3 A 1,2 14 A 1,3
—15AA f{£+ 105 AP AR fIfT— T AV AL flfi—
— 928 A2’3 A1,3 fz/f]/ 4 35 A1,3 A1’3 (lelf]/ + lefjll) — 105 Al,B A1,2 f@'//f]/'/-
Nous utilisons la relation plickerienne pour transformes deux termes
soulignés, qui deviennent :
2,3 AL,3 1,3 A 1,3 2,3 AL,3 1,3 A 1,3
15 AP AN fifi =15 AW AR fI 415 AP A flfi — 15 AV AL fi 7

et ensuite, nous additionnons les mondmes égaux et nowsipegrs le tout dans
un ordre naturel :

[A-7 /\3] = (3 A AR L 15 AZEALE T AV AL 2 AP AL?’) fifi+

7/7]’

1,4 1,2 2.3 1,2 1,3 1,3
+(—12A A2 Z 48 AZ3 ALZ 420 AP A )(f;’f]’.+f;f]’.’).
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Or, cette troisieme famille de crochets n’apporte aucun nouwalriant En ef-
fet, considérons la famille d’identités de Jacobi :

0= [[A% £] A% + [[A% A7) 1] + [[£, A%, A7)
= (Al A = [ M5, £] = (g, A2).
Si nous faisons tout d'abord= j (= 1 ou = 2), en utilisant[f/ M5, f!] =
JL[M®, f] = f/ M}°, nous obtenons les deux relations :
0= [A];, A*] — f{ M}°

qui montrent que les deux crochqmz,i, A3] pour: = 1,2 sont superflus. Si

nous faisons ensuite= 1 etj = 2, nous obtenons :
0= [A]p, A% = M° [, 7] — £ [MP, 5] + A%, A
= [A;Q, A’ + MPA® — fi My — 5 A° M®
= [AL,. A — 40 M — M,
ce qui montre queA],, A®] est superflu. De la symétrie indiciell , = A7,
on peut déduire sans plus de calcul que le cro@h@;{, A3] est lui aussi superflu,
mais il est instructif de faire quand mérne- 2 etj = 1 dans I'identité générale :

0=[AJ N°] = MP[fs, fi] = f[M°, fi] = [A], A3)

= [AD,, A%] — MO AP — £ MO + 5 A% M°

= [Ag’l, A3] + 4N M — £ MJP.
Bien queA], = A7, nous obtenons une relation indépendante de la précédente,
et par soustraction, nous obtenons une nouvelle relatimngus énongons en
passant :

0= f; My° — f{ M," — 8A* M®,

ce qui anticipe un fait qui va se révéler crucial par la sults:invariants fon-
damentaux formés par crochets jouissent d’'un trés grandrede relations
algébriques, parfois appelésgzygies qu'il est difficile d’englober dans une

combinatoire unifiée. Poursuivons toutefois pour l'instaotre préparation de
tous les invariants que I'on peut former par crochets.

Quatrieme famille de crochets [M8, A3]. Le calcul, ‘most elementaty
donne :

(M5, A*] = 3DM® - A® — 8 M® - DA
— 9A1’5 A1,2 A1,2 +45 A2’4 A1,2 A1,2 — 45 A1’4 A1,3 A1,2_
— 90 A2’3 A1,3 Al,Q +40 A1,3 A1,3 A1,3
=: N2,

C’est un nouvel invariantV'? de poids 12 qui a la propriété remarquable de
s’exprimer seulement en fonction des déterminaxits. En compagnie dé?
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et deM®, il jouera un réle central dans I'élaboration d’'une base d#b@er pour
I'idéal des syzygies entre les invariants fondamentaux.

Cinquiéme famille de crochets[AT, A}]. Cette fois-ci, nous ne détaillerons

pas les calculs intermédiaires, puisque nous avons déjuévprésent tous les
actes qui permettent de les accomplir. Nous obtenons :

(A7, A2} =5DA]; - A} —7A]; - DA}
= SAV AV fIfifi 4 25 AP AL I fLf = T AV AN fif fi—
— 56 AP AN fIfifr — T2 AP APS fififi — 15 AWPAL2 fif fil—
— TS AN LT 15 AV AV (S ST+ fif) it
+35 AMAY [+ G0 AT AV (L + [T fim
—10A*P AR L fE =25 AV AV (f i+ fi ") it
+ 175 AP ALE U f— 100 AV AV (f f 4 L) A+
+ 60 AV AV (fI 4 fLFD) i — 105 AV AL
+ 240 AP AVH(ffi A fLf]) fi — 420 APP AV T f

Ces six invariants sont nouveaux, a ceci pres qu’ils ne sastipdépendants
entre eux. En effe(,7ac) donne :

0= [[fi, A3, 3] + [[A%, £i], A5] =+ [[A5, AR, A1),

relations qui se réduisent@ = 0 lorsque; = k, mais qui fournissent deux
relations non triviales lorsqug+ &, a savoir :

[ATo, AT] = [A]L, AS] +5 M5 AT +5A° M7,
AT, A3] = [AL,, AT] — 5 M5 A5 — 5A% M.

Celles-ci nous permettent de n’avoir a considérer que lagrgau lieu de six)
nouveaux invariants :

Kb = (Al AL Ky = [Aly, A3,

Kyha = [Ad A, Kyho = [Ad,, A3].
Cependant, le travail n’est pas terminé. Puisque nousai:tmmts;tqueKllf”L1 est
divisible parf], nous devons introduire l'invariant de poids 12 :

12 1
K5 = 7
_ f{f{ (5 AL ALS L o5 AZ4 AL _ 7 AL ALY _ 56 A2Z3 AL

[Az,lv Aﬂ

112 A28 A273> v {’( 15 AN AL _ 75 A2 ALY
165 AM AL 1110 A2 A1,3) 4 f1f{”( _50AL3 Al’?’)—i—

e {/( o5 ALBALS 115 AL AL2 1 g0 A23 A1’2>.
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Pareillement, K% , étant divisible parf;, nous devons introduird(;3 :=

fi{ [A7,, A3]. Mais les deux invariants restants, a savef, , et K3% ;, ne sont
divisibles ni parf{ ni par f}. Or nous verrons dans la suite qu'’il est naturel d’in-
troduire des « polarisations » de certains invariant spécia tels quek {3 —

qui ne comportent que deg™en indices inférieurs et que nous appelerons
invariants les « polarisations » de ces invariants spéciaux consistainsimple-
ment a mettre desl” et des 2” de toutes les maniéres possibles en indices in-
férieurs. Par exemple, les polarisations\dg sont:A{ ,, A7, etA],. Mais alors,
comment donc les deux invariam§? , et K% | pourraient-ils étre obtenus par
polarisation, sachant qu'ils ont trois indices inférietizaut-il revenir &% | et

le polariser ?

Lemme. Sil'on introduit, pour tous, j appartenant & 1,2}, les quatre invari-
ants de poids 12

Kzlg — f@lfj/ <5 A1’5 A1’3 4 25 A2’4 A1’3 - 7A1’4 A1’4 - 56 A2’3 A1’4—

Sl + 1)

112 A28 A273> L 5 ( 15 A AL _ 75 AZA AL

(lef]m + fz‘mfj/’)
2
n lelf]//( _ o5 ALBALS 115 AL AL2 1 g0 A23 A1’2>,

165 AM AL 1110 A2 AL?’) i ( 50 AL A1’3)+

alors les quatre invariantsik? |, Kf?’m’ K35, et Kj%, précédents sont
réobtenus au moyen des quatre relations

Ky, = fi K
5
Kito = [1K — 5 A MY =5 A1 M,

5
13 / 12 3 10 5 8
K2,2,1 = f2K2,1 + §A My" + 5A2M )
13 / 12
K2,2,2 - f2 K2,2-
Grace a ce lemme bienvenu, nous pouvons donc introduixetisnt réduit
K17 accompagné de ses trois polarisatidns,, K,3 et K% (en fait K15 =

Kzl?l), et oublier purement et simplement les quatre invariaetpalds 13 qui
nous étaient fournis par crochets bruts.

Démonstration.En considérant la permutatidn— 2 des indices (noter que les
A%# changent de signe), il suffit d’établir la deuxieme identitéus réécrivons
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tout d’abord, en repartant de I'expression obtenue pagir, A3] :
K11731,2 — fILf (5 ALSALS 1 95 A2 AL _ 7 AL ALY _ 56 AZ3 A4
112 A23 A273> + L g( C 15 AN AL 75 A2 AL,
+35AM A 10 AR ALY 4 f 11 (30 AN AN 4 120 A ALY )
A (- 50 AN AN 4+ (175 AY ALY — 105 AM AL
420 AP ALQ) S+ g( — 200 AL AL3 4120 AL AL | 480 A2 Alﬂ).

Ensuite, nous effectuons la soustraction :
13 / 12
K1,1,1— f1 K1,2 =

— f{f{ é/( o %ALB ALQ o ?AQA ALQ + g A1’4 A1,3 —65 A2’3 A1’3>+
1 el gl E 1,5 A 1,2 E 2,4 A1,2 _§ 1,4 A 1,3 2,3 AL3
+f1f22AA+AA2AA+65AA+
+f1 /// 2 A13A1 3)

20

(=
+fifi ’(7
(

(175 A3 AL — 105 AL ALZ 420A273A172>+

A3 AL )

Sy UfLf ( 175 AN AL 1105 AMAL2 4 420 A28 A“).

Remarguablement, les coefficients polynomiaux complexast @pposés par
paires de lignes qui se suivent, nous voyons des déterrsidan? se reformer :

K= [IKS =
_ f/( o g ALS ALQ ALQ o 7_5 A2’4 ALQ ALQ + é A1’4 A1,3 A1,2_
=/
2
65 A23 AL A1’2) fl( AL3 AL AL 2)
7105 AN AL AL 4420 ATF AT AL 175 AL AL ALY,

Les deux premiers termes de la premiéere lignes ressembnbadeA® M°,
nous pouvons écrire :
_ A3 M4
2

20

X f1< A14A1 BAL2 _ 60 AZ3 ALB AL2 4 20 AL3 AL2 A1’3>—|—
2

(4 A14A12A12 180 AZB AL2 AL2 _ 75 ALB ALB A1’2).
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Et enfin, nous reconnaissons dans les termes restantsd&sipn développée
de —5 A7 M®, ce qui nous donne bien la relation annoncég's , — f{ K5 =

5 A3 10 5 8
—3 A3 MO — 5 A% M. O

Sixieme famille de crochets{A/®, A?]. Par un calcul facile, court et sans mys-
tere qui nous permer de reprendre haleine avant d’envitageptiéme et la plus
complexe famille de crochets, nous obtenons :

[M*, A%] = 5DM® - A% — 8 M® - DA?
— (15 A1’5 A1,3 A1,2 + 75 A2’4 A1,3 A1,2 + 5A1’4 A1,3 A1’3—|—
4 170 A2’3 A1,3 A1,3 — 94 A1’4 A1’4 A1’2 — 192 A1’4 A2’3 A1,2_
_ 384 A23 A28 A1’2) iy (_ 45 A5 AL2 ALZ _ 905 A24 AL2 AL2
+ 225 A1,4 Al,g ALQ +450 A2,3 Al,g A1,2 _ 200 A1,3 Al,g Al,g) fi//
= .

(2

Le résultat n’est divisible ni pak? (sinonDA? le serait), ni par\?, ni par f/.
Nous trouvons donc deux nouveaux invariafits et H1* de poidsl4.

Septiéme famille de crochet§A7;, A ,]. Le calcul complet, que nous détail-
lons dans I'appendice (Section 9) parce qu’il est délicame :

[sz AZ l]
# — DAZ]’ . AZJ _ AZ,]» . DAZ,z

— (_ 5A1’5 A1,3 — 95 A2’4 A1,3 + 4A1’4 A1’4 + 39 A1’4 A2’3—|—
FOLAT A (LA AL+ LA AT) +
(15 A1 AL 4 75 ATAL - 35 AL AT
110 A28 A1’3> (f I A12 n fkf” Azllz)
+ ( 5 AL AL 90 A2 Al’?’) (P A+ FLFLAS) +
(25 AN AN ([ AL AT+ FLLAYS LA+
(- 60 AN Z 240 A% AL2y
+ 100 Al’?’ A1’3> (f// " All + f// ”Al 2)

Nous trouvons ainsi trois invariants de poids 15 :
[Az,lv AI,Q]a [A’{,h A;,QL [AI,Qv A;,Q]u

mais cependant, ces invariants s’expriment en fonctionede& que nous con-
naissons déja. En effet, spécialisons tout d’abord lexé@sddans la formule
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générale et nettoyons les expressions obtenues :
7 7
[Al,lv A1,2}

- _ f{f{( _ 5A1’5 A1,3 Al,Q — 95 A2’4 A1,3 Al,Q + 4A1’4 A1’4 A1’2+

+ 32 AV AT AL 4 64 AP AP AL 4
L5 AL AL ALS _ 30 A23 AL Al,?,)Jr
+ {/(15 ALS AL2 AL2 | 75 A24 AL2 AL2
35 AMALBAL2 | 1) AZ3 ALS A1’2)+
v {/< 60 AN ALZ ALZ _ 940 AZB ALZ A2y
+100 A3 AP AL?)’

AT, AT

w = Idem(indicel — indice2>,

[AIJ;A;,Q} _ f{fé( —10 ALB A1,3 Al,Q — 50 A2’4 A1,3 Al,Q + 8A1’4 A1’4 A1’2+
4 64 A1’4 A2’3 A1,2 4 128 A2’3 A2’3 A1’2—|—

L10AM AL ALS _ g0 A28 ALS A1’3>+
n (f{ 2 ‘;‘ fffé) <30 ALSAL2 AL2 1 150 A24 AL2 A2
70 AL AL ALZ o) A23 ALS A1’2>+

v é’( C 120 AT A2 AL2 _ 480 AZB ALZ ALZ Y

1200 A3 AL Am).

Si nous examinons le polyndme cubique/emui est multiple def!’ f; dans les
deux dernieres lignes de I'expression %d{ez\il, AIQ], nous reconnaissons par
exemple—20 M® A2, ce qui constitue une coincidence que nous devrions man-
ifestement exploiter, et ensuite, sans plus tenter derédiscese visuelle qui
nous permet de deviner des relations algébriques entrdekedrpressions, nous
trouvons les trois relations suivantes immeédiatementiaétes par développe-
ment :

(AL AL] +35A7 M + fi HYY,
(AL Alo] 435 (AT MY + AS ML®) + f{ Hy' + f3 HY',
0=6 [Ab A3o] +35A5M,° + £ Hy',

qui montrent que les trois invariantd |, A7,], [AT,, A],] et[A],, A],] sont
en fait superflus. Bien qu’elle nous ait colté de réels effde calculs, cette
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circonstance n’est pas sans nous déplaire, puisque nousimainsi réduire de
trois unités le nombre d’invariants fondamentaux que nausres a considérer
ultérieurement.

Huitieme famille de crochets [A/®, A7 ]. Le calcul, qui implique seule-
ment quelques normalisations pliickeriennes et bien s@i dad’arithmétique
formelle élémentaire, fournit 'expression massive saieaqui est en fait com-
pletement simplifiée :

[M®, A],] =7DM®- A, —8M®- DA,
_ (_ FADALAALZ _ 15 AZ4 AL ALZ _ 12 ALS A28 A1’2+
+ 40 ALS A3 ALS _ 60 A24 A28 AL2 + 200 AZAALB AL
— 49 AN AL AL 42 AV ARSI AL 904 A2 AR AL f1f1+
+ ( — 105 AN AL AL - 525 A2 ALSALZ £ 205 AV AL AL
— 9230 A23 AL ALS + 96 A4 ALA AL2 + 768 ALA A23 A1,2Jr
1536 A2 A2 AL (114 f1f])+
+ (20018 AN AL (f 4 fL) +
+ (315 A AR AL L1575 AT AL AL 1575 AV ALY AL
— 3150 A2 ALY AL 4 1400 ALY AL AL g
Nous obtenons ainsi trois nouveaux invariants de poids 16 :
Fi§ = [M® A{,], Fi5 = [M°, AL,] = R,
F3S = M A3,

Systeme générateur pour les jets d’ordre 511 nous faut donc considérer les
vingt-cing polynémes invariants fondamentaux :

f{v fév A37 Ai Agv Az,lv AZ,Qv Ag,Qv M87
A?,l,l? Asl),Q,lv Ag,l,% Ag,2,27 Mlloa M2107
NZ K1, K%, Ky, Kb,

H1147 H2147 Fll,?a Fll,gv F21,g

Probléme. Décrire explicitement l'idéal des relations entre ces tAcigq
polyndmes et établir que tout polynéme invariant par repateasationP (j5 f)

se représente comme polynomR(fi, ..., M* ... H{* ... F;5) en ces
vingt-cing invariants fondamentaux.
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85. ETS DORDRE 4 EN DIMENSION 2

Neuf relations fondamentales.Cette section et celle qui suit sont consacrées
a I'étude plus accessible d&S;. Pour les jets d’ordre 4, on considére les neuf
polynémes invariants fondamentaux :

( f{u féu A37 Ai Agv AZ,D AZ,27 A;,Q’ M8 )’

et avant de passer aux jets d’ordre cing, nous allons désraqnie tout polynéme
invariant par reparamétrisatid?l(j4 f) se représente comme polynéme de la
formeP(f],..., A3, ..., M®).

Trois calculs distincts sur Magleonduisent aux neuf relations fondamen-
tales suivantes entre ces neuf invariants :

1 / !/
[Ozsz?—flAg—?)A?’A?’,

[Ife

fy ALy = fiAL, = 5ATAL,
F3 Mo = fiAs, = BAPAS,

[Ilee

0= f f{ M®—3A*AT, +5A% A%,
0%f{f§M8—3A3A§2+5A§Ag,
0= f} f5 M®— 3N AL, +5A3 AL,

I~

FLAS M = ATAL, + AT,
0 M5 = ATAL, + ASAL,

[0

9
0=5A° A M® — AT, AT, + AT, AT,

Dans le cas des jets d’ordke= 3, seule la premiére relation est présente ; I'idéal
des relations est principal et il constitper sela base de Grobner adéquate.

Question. Comment retrouver et prévoir I'existence de toutes cesioela?

4 Les résultats que I'on recoit (aprés un quart d’heure destafiron) dépendent de I'ordre
monomial choisi; ils comprennent d’autres relations sflpes, i.e. déduites des neuf fonda-
mentales que nous listons, parce que le logiciel doit effaalgorithmiquement'opération dite
« S-polyndme » sur tous les couples d’identités, suivie d’uresin par les éléments présents,
afin de compléter le calcul d’'une base de Grobner réduitetéia remercie Erwan Rousseau de
lui avoir communiqué cette liste, ainsi que l'invariant.
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Indication de réponse. Au niveaux = 4, une seule identité de Jacobi peut étre
formée et elle donne la relation déja conng, = A7, qui est cependant triv-
iale par rapport aux neufs identités listées ci-dessuss Btadéchiffrant ces neuf
équations, ou bien en observant que les deux familles ditderqui sont satis-
faites dans les algebres plickeriennes et que nous avansti&ées systéma-
tiguement pour normaliser I'expression définitive de noghets, doivent néces-
sairement et naturellement « emboiter notre pas » lorsque foomons tous les
déterminant® x 2 de la matrice

flofi 3AY 5A7 5A]
Dff  Df, DA® DA? DAj

Y

nous devinor’s ou nous constatons, que le lemme général suivant est vrai.

Lemme. Pourtoutquadruple(P, Q, R, S) d’invariants de poidsn, n, o, p, les
deux identités suivantes de type pliickérien sont satsfait

(Plck;) 0=mP[Q R]+0RI[P, Q] +nQ[R, P]|,

(Plcks) 0=[P,Q]-[R,S|+[S,P]-[R, Q]+ [Q,S][R,P]|

Démonstration.Si en effet nous développons les deux derniers crochets :
oR(nDP-Q—mP-DQ)+nQ(mDR-P—0oR-DP),
les deux termes extrémes s’annihilent, tandis que les ademet centraux :
—omR-P-DQ+nmQ -DR-P=-mP [Q, R]

reconstituent 'opposé du premier terme de la premieretiidefPick,). La sec-
onde (Plck,) n'est qu’'une reformulation de la relation plickeriennedamen-
tale qui est satisfaite par les six mine@rs 2 d’une matrice de taill@ x 4. On
la vérifie en développant les trois produits de détermina<, ce qui produit
12 termes constitués de 6 couples s’annihilant. O

Reconstitution des 9 syzygiesll est trés remarquable que les identit@3dk;)
permettent de reconstituer les huit premiéres (parmi nées)identités listées

(voir ci-dessous), et que la neuviéeme identits x puisse étre obtenue comme
'une des identitésRicks).

En effet, au niveau précédent= 3, nous avions cing polynémes invariants
fondamentaux :

(£ 5 A A A

5 L'auteur a d'abord deviné et reconstitué les relations g#aé qui sous-tendent les neufs
identités précédentes avant d’arranger synoptiquemeotr@ation de nouveaux invariants par
simple calcul de mineurs x 2.
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Par conséquent, le nombre d’identités fondamentédtésti() possibles est égal
aC? = 10, et nous les écrivons dans I'ordre suivant :

0= f [f3, A°) +3A°[f1, 5] + f5 [A°, A1),
02 i [ A +5A3[f1, £3] + £ [AD. ]
0= fi[f5, N3] +5A3[f1, 5] + £3 [A3, 1],
0= fI[A% AT +5A3 [f, A*] +3A3[A2, £1],
0= fi[A% N3] +5A5[f, A*] +3A3[A, £1],
0L [ [AS, AZ] +5A3

[

[ f1, A +5A7 [A3, f1],
0= f3 [A% A3

[

[

[ }
/1 ] |45, £i]
A+ 5AT[fs, A+ 3AP AT, f3],
A NS+ 5 A5 [f3, A%] +3A° [AS, f3],
0= f3 [AL A3 +5A3 [ £, AT] + 5T [A, 53],
0Z3A% A2, A3] +5 A% [A%, A7) +5 A7 [AZ, AF].

h
0= f)

De méme, le nombre d'identités pliickeriennBéd,) possibles est égal@ =
D

0= [f1, fa] - [A% A3+ [AS, £1] - (A% f] + [ A3) - [A%, 11),
0= [f1, fa] - [A% 3]+ [AZ, ] - [A% 5] + [ 2 A3] - [A%, 7]
02 [ff, 5] [AS N3]+ [A3, A1) - [AS, 3] + [, AS] - [A3, £,
0= [f1, A%] - [AD, A3] + [AS, f1] - [AD, A%] + [A%, A3] - [AS, £i],
0= [fs, A3] - [AD, AS] + [AS, £1] - [AD, A%] + [A3, A3] - [AS, fi].

A présent, nous pouvons réécrire tous ces crochets brutdisant les notations
qgue nous avons introduites pour désigner nos neuf invarigoit d’abord dans
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les dix identitésPlck,) :

0= —fIAS—3A>A° + fAD

b
0=—f1Al, =5A° AT+ fA7 ),
0=—fiAS, —5A%AS+ f A7,
0= —f{f{ M3 =5 A5 A5 +3A° AT,
0=—f1fs M®=5AAS+3A*A],,

e

0L 5 f{ A3 M* —5A5AT, +5ATAL,,
0= —f3fi M® — 5A3AT +3A° AT,
0= —ffs M® —5ASAS + 3A%AL,,

0= —5f3 A M® — 5A5AT, +5A% AL,
0L —3A% AP M® — AJ f M+ A] f3 M,

et ensuite dans les cing identit§®/¢ks) :

02 A% f M5+ AT, A3 — AT, AL,

0= A% f3 M®+ AT, A3 — A, AL,
0=5A° A M®+ AT AT, — AT, AT,
0=5ATAPM® + AG, fi M® — AT, fy M,
0=5A A3 MS + AT, f{ M® — f3 AT, ME.

IIE

n

Ici, en admettant bien sar qug , = A, ;, on constate que :

L1
«=» fournit «=»;
b L2
«=» fournit «=»;
. 3
«=» fournit «=» :
d .4
«=» fournit «=»;
.. 5
«=» fournit «=» :
f LT
«=» fournit «=»;
g9 e
«=» est redondant avecx» ;
h .6
«=» fournit «=»;
‘ .8
«=» fournit «=» :

j 1 o
«=» redouble < » en la multipliant pai/® ;
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o <Z>» redouble é »

o <= redouble &>» :

e «=>» fournit la derniére identité manquantém;

o «Z» redouble < » en la multipliant paf/® ;

e «Z» redouble < » en la multipliant pan/®.
Conclusion. Toutes les identités algébriques entre les invariantsaiorehtaux
que nous avons trouvées a I'aide de Maple pour les niveau® et = 4 peu-

vent en fait étre obtenues mécaniquement grace aux troibdafondamentales
de syzygies :

(Jac) : 0=[[P,Q], Rl + [[R, P], Q] + [[Q, R], P],
(RF) : 0=mP|[Q R]+0oR[P,Q] +nQIR, P],
(Plck) : 0=[P,Q]-[R,S]+[S,P]-[R, Q] +[Q,S]"[R,P]

Genese des syzygieLrucialement, il semblerait que I'on puisse engendrer
toutes les relations entre tous les polynédmes invariargd’qo construit récur-
sivement par crochets, juste en développant par récurtentes les identités
(Jac), (Plck,) et (Plck,) possibles lorsqu’on passe d'un étage de jetsl’é-
tage supérieur + 1. Cette idée conjecturale est renforcée par le fait que dans
la théorie classique des invariants, il existe aussi tnmsgdés automatiques qui
engendrent I'idéal des relations entre les invariantsnedl@montre rigoureuse-
ment ([4]) que tel est bien le cas, sans toutefois poursliéxede plus avant, afin
de trouver des bases de Grobner signifiantes d’un point catdie, ou afin de
dévoiler des harmonies formelles encore inconnues qui ra@ent explicite-
ment en quoi I'algébre des invariants est de Cohen-Macatgagyui est toujours

le cas pour un groupe réductif ([4]).

86. DECOMPOSITION EN REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DBCHUR
ET BI-INVARIANTS

Motivation. La cohomologie des fibrés de Schur sur une variété projdctse
étant connuedf. e.g.[5] et voir la Section 8 ci-dessous), nous cherchons main-
tenant a décomposer en représentations irréductibles liler 8s gradués de
poidsm de nos deux algébres d'invariarss; et DS;.

Action linéaire diagonale sur les jets.A cette fin, sur I'espa-
ce des jets dordrex en dimension deux muni des coordonnées

(Fls fos o POV AV FE, 1), considéronsdf. [5]) I'action du groupe
linéaire a deux dimensiorfs_,(C) — constitué des matricesx 2 de la forme

W = ,
u w
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out,u,v,w € C satisfonttw — uv # 0 — qui est définie diagonalement par la
méme transformation évidente sur chaque étage de jets :

A A A
wo i = i o Y,
A A A
wo fs = Y w fyY
pour tout) tel quel < A < k.
Décompositions de Schur.La théorie classique des représentations du groupe
linéaire permet alors de décomposer toute représentagdalel C) comme
somme directe de représentations d’'un certain type, diéeSchuy que I'on
repere facilement en recherchant tous les vecteurs quirs@rtants par un cer-

tain sous-groupe déL,(C). Enongons ce que la théorie générale donne dans le
cas qui nous intéresse.

Définition. Un polynéme invariant par reparamétrisatia(‘y‘“ f) est appeléi-
invariants’il est unvecteur de plus haut poigsur cette représentation, c’est-a-
dire s'il est invariant par I'action du sous-groupe uniputd,(C) constitué des
matrices de la forme :
U ( 10 )
: 1)

Autrement dit, un invariant simple satisfaitP (j*(f o ¢)) = (¢/)™ P((5*f)o¢)
pour un certainn > 1 et c’est unbi-invariantsi 'on a de plus :

P2><inV(U ]Hf) _ P2><inv(jnf)

pour toute matrice unipotentec Uy (C).

Exemples. Puisque I'on a trivialement - f{ = f{ etu - f/ = f{', etaussi:

n B
O {0 4y 0
nous voyons immédiatement qyig A®, A7, AT | et M® sont des bi-invariants (au

nombre de cing), tandis que les quatre invariants restaseyoirf;, A3, AZQ et
A}, ne sont pas bi-invariants.

u- Aa7ﬁ — — Aa76’

Repérage des représentations de SchubD’apres la théorie générale, a tout
vecteurP?*i"v de plus haut poids correspond alors une et une seule repatisen
de Schul2) ou les deux entierg et l, satisfaisanf; > [, sont aisément
repérés comme étant les exposants des deux éléments diagpmapparaissent
dans la valeur propre
t- P2><inv — t 0 . P2><inv — th le P2><inV
0 w

dont jouit le bi-invariant — qui est nécessairement vecf@opre — par rap-
port au sous-groupe des matri@es 2 diagonales. Tres concretement, I'enfier

compte le nombre total d’'indices inférieurS);” qui interviennent dans chaque
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mondme du bi-invariant en question, et de méme, 'erifi@ompte le nombre
d’indices “(-),”, et puisque chaqué\># contribue pour exactement un indice
“(-),” et un indice 1-),”, il est immeédiatement clair que nous avons la corre-
spondance suivante entre bi-invariants et représensadieischur :

fl 10, A3 r&h.

A} 1Y ATy T, M® —— T2,

9

Fait d’expérience. La détermination directe des bi-invariants en dimensien

2 pour les jets d'ordre: = 4 oux = 5 estbeaucoup moins codteuse en calcul
gue la détermination de la totalité des invariants par @patrisation. \Voici en
effet le premier de nos deux résultats principaux.

Théoreme . Pour les jets d'ordre 4 en dimension 2, tout bi-invariant
p2xinv (54 £, j4f,) de poidsm s'écrit sous forme unique
P2><inv(j4f) — QQXinV(f{’AS’A'il’MS) + Ai) R2><inv (f{,Ag,A’il,MS),

ou Q**inv et R2*v sont deux polynémes absolument arbitraires en leurs argu-
ments qui sont de poids et de poidsn — 5, respectivement. De plus, l'idéal
des relations entre les cing bi-invariants fondamentaux

(£ A% AT AL M),
est principal, et pour préciser, il est engendré par I'unéfjelation :
0= flfiM®—3A°AT, +5ATAT.
Par conséquent, une base de I'espace vectoriel des polygdmeoidsn in-

variant par reparameétrisation et par rapport a I'action d& (C) est constituée
de 'ensemble des mondmes

(F)" (A7 (AT) (M®)°,  aveca+ 35+ 7y +85 =m, et:
A3 () (M%) (AT)Y (M®)°, aveca+38+Ty+85=m—5,

et chacun de ces deux monémes correspond respectivemet@ureprésen-
tations de Schur

[o-+HB+37+25, B+7+23 ot [2+a+B+37+26, 1+5+7+26

ConséquencesAvant d’entreprendre la démonstration de ce premier timéeyé
notons que l'algébre complé®S; des invariants par reparamétrisation s'ob-
tient maintenant facilement en regardant I'orbite, pasti@n du groupe complet
GL,(C), de chacun de nos cing bi-invariants ; on constate d’asleuril suffit

de considérer I'action des matrices de la forme

V'_lv
N0 1)

6 Ce fait a été confirmé par un calcul de I'idéal des relatiomsviaple.
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qui nous fournissent immeédiatement :
Vf{:f{+vfév V'A5:A?+UA37
= AL = AL +2v AI,Q +v? A;,27

et de cette maniére, non seulement nous engendrons fantléasequatre in-
variants fondamentaux non bi-invariants que nous conioasgiéja, mais en-
core — et c’est la qu’apparaitne stratégie crucialement simplifiée que nous
ré-exploiterons ultérieurement pour I'étude B —, nous déduisons que I'or-
bite des polyndmes arbitraires €{, A%, A}, A7, M®) estjuste constituée des
polyndmes en les neuf invariants par reparamétrisatioque avions engen-
drés en calculant méthodiquement des crochets.

Corollaire. Pour les jets d’ordre quatre en dimension deux, I'algeb&; des
polyndmes invariants par reparamétrisation est polyndemaent engendrée par
les neuf invariants fondamentadq;, f5, A%, A7, A3, AT,, AT,, AT, M?®).

Restrictions. Toutefois, cette maniere économique de procéder — étude-exc
sive et exhaustive des bi-invariants suivie de la déductanourcie d’'une de-
scription partielle de I'algébre compléte des invariantsxefournit pas de de-
scription précise d®S3, c’est-a-dire notamment qu’elle ne fournit pas une écri-
ture unique, en tenant compte des 9 syzygies fondamenti&dsut polyndéme
général de la forme :

,P(f{7 fé7 A37 A?v Ag7 Az,h AI,Qu A;,Qu M8)’

et qui plus est, il seraitimpossible d’obtenir un tel réstutbmplet, et ce pour une
raison profonde, a savoir que I'orbite pat,(C) de l'unique syzygie existant
entre les bi-invariants ne couvre pas I'ensemble des neyfisgs fondamentales
qui existent entre les invariants complets.

Heureusement, puisque seule la décomposition en repafis@st irre-
ductibles de Schur présente un véritable sens algébrigaessi, puisque nous
aurons seulement besoin de cette décomposition pour gendos calculs de
caractéristique d’Euler dans la Section 8, il est en véggentiellement inutile
de poursuivre plus avant I'étude @&S3. Nous confierons quand méme au lecteur
désireux de s’exercer a maitriser les bases de Grobnemel'stablir I'énoncé
suivant, ou d’autres énoncés analogues qu’il pourrait filemen choisissant a
sa guise des ordres monomiaux différents.

Proposition . Tout polyndme en les neuf invariants fondamentaux s'éeit d
maniére uniqgue comme suit

P(f{a féa A37 AZ,l? A;,Q) + A3 Q(f{? fé? A37 AZ,l? Ag,2)+
+ A?R(f{7 féu A37 AI,l? A;,Q) +Ag$(f{, féu A37 AI,l? A;,Q)_‘_
+ AI,QT(fiv fév A37 Az,lv A;2) +A3A12U(‘f{, féa Agv AI,l? Ag,Q)a

ouP, Q,R,S, 7T et sont des polynébmes arbitraires en leurs arguments.
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Démonstration du premier théoréme. Par définition de linvariance par
reparameétrisation d’'un polynénike= P(j4f) de poidsn, ona:

P(j*(fo ) =¢"P((j*f) o 0),

pour tout biholomorphisme locat de C. En suivant une astuce de [5], nous
allons appliquer cette formuleg@:= f; ' en supposant l'inversibilité, d’ogl' =

fi{ o fi . On atout d’abord trivialemertf; of{l)' =1d, d’ot (f, ofl‘l)(k) =0
pour tout\ > 2 puis, par des calculs directs dont la teneur est déja élegde
notre connaissance préalable des invariars\? etA] | :

(F20 F71) = ;foh ,
(fQOff) (fl) fl 5
(f?ofl_) = (fl) fl 9
NN Az,l o f-1
(f2of1 ) = ()7 fi

Par conséquent, tout polyndrRé;* f) invariant par reparamétrisation satisfait :

f2 A3 A? A’il -1 __ . -1
(150 g O ) o = (o) R e )

Recomposons immédiatement ayggour faire disparaitrg; '. Si ensuite nous
écrivons le polynéme de dépd’r(ﬁf) sous la forme générale suivante :

P= > Pasaze-da” (f1)" (F3)* ()™ (F) A () (7)™ (F5)™,

a14az2+2b142ba2+--+4da=m

avec des coefficients,,.,..s, € C, lidentité obtenue a l'instant nous permet
alors d’obtenir une représentation général®de

1\m 2 A3 A? Az,l
P09) = 0P (10 i 70 )
. 11 (f3)° (A%)™ (A3)* (A],) ™
= (fl) Z Pa1az0620c20d2 (fl()a2_23b25_502)+7d(2 )

a14a2+2b2+3ca+4da=m

1
Clf, 0% 050 [ 5]
1
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qui est presque polynomiale, a ceci prés qu’on s’autoriseised parf{. Calcu-
lons alors I'ordre maximal e{% de cette expression rationnelle :
1

max (ag + 3by + 5eg + Tdy — m) = max (bQ + 2¢9 + 3d2>
a1+a2+2ba+3ca+4do=m a2+2ba+3co+4do=m
1
= = max <2b2 + 402 -+ 6d2)
2 2bo+3co+4do=m
1
= + - max <02 + 2d2>
2 3catdde=m

m
2
3
—m.
4
Ainsi, tout polyndmeP (j*f) € DS, est de la forme :

> (D) Pa(fs. A% AL AT ).

—%mgagm

Cependant, toutes les expressions rationnelles de cettes foe conviennent

3 A3 . . . . A
pas ’}J{‘ avecm = 4 ne se simplifie pas pour produire un vrai polynéme
1J1
appartenantDS‘Q{m, bien que cette expression rationnelle soit invariante par

reparamétrisation. Toutefois, I'énoncé suivant, que ri@arsférons directement
aux jets d’ordre quelconque, est clair.

Lemme. Tout polyndmé (j* f) en le jet strict

55F = (f S S B 10, 187

d'ordre k > 1 d’'une application holomorphe localg = (fi, f») : C — C?
qui est invariant par reparametrisationge. qui appartient aDSy5 ,, peut étre
représenté sous la forme

PG = D () Palfh A AL AT LAY, AT,
7“—71m<a<m

avec certains polynbmég, de poidsm — a. Réciproguement, toute expression
rationnelle de cette forme qui s’avere étre polynomialg‘ehquand on simplifie
numeérateur et dénominateur appartienDa?5 . O

Ici, on considere comme précédemmaiit , := [A],, f{], et on introduit
généralement par récurrend@’ | | := [ATF, fi] pour3 < A < k.

Décrivons maintenant les polynémies= P(j“f) deDS3 ,, écrits sous une
telle forme rationnelle qui sont invariants par I'actionldgC). Par définition,
U - P =P, i.e.explicitement:

PSSt i 1wt S 0w f) = PP,
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pour toutu € C. De maniere équivalente,

d K K K
_P<f17f2+uf17 Y él+uf{/7"'7f1 )7f2)+uf1 )>EO7

du
ce qui revient a dire que est annulé identiquement par le champ de vecteurs
0
=figg t I Y
18b 18f bogp

i.e.que I'on a:0 = U P. On constate ensuite immédiatement que :

U A = (R Fu i) = AP (Y V) = A,
ie.:0=UA>?, dol nous déduisons :
U-A° =A% Uu-AY =AY UGA] =AT USAY =AT ete

En appliquant donc cette dérivatidd a la représentation rationnelle d’un
polynbéme quelconqué(j“f) € DS;,, obtenue a linstant, nous voyons que
I'équation0 = U P est satisfaite si et seulement si cha@yeest indépendant de

/4. Nous pouvons donc résumer comme suit le résultat obtenu.

Lemme. Tout polynome>2*inv (j“f) qui est invariant par reparamétrisation et
qui est invariant par rapport a I'action unipotente di(C) peut étre représenté
sous la forme

P2><inv(jnf) = Z (f{)a PgXinv (AgaAiAZ,l?A%l,h s 7A%:€7&)7

7”Tf1m<a<m

avec certains polyndmea>>"v de poidsn — a. Réciproquement, toute expres-
sion rationnelle de cette forme, si elle s’avére étre poigiade en;j” f quand
on simplifie numérateur et dénominateur, appartient néemsent aDS5 ,, et
constitue un bi-invariant véritable. O

En revenant a présent aux jets d’ordre 4, utilisons la aeiati
0= fifi M®—3A°A], +5A7A}

pour éliminer toutes les puissances &g qui sont supérieures ou égales a 2
dans chaque polyndny@**i»v et réorganisons le tout en puissancegdeNous
obtenons ainsi une nouvelle représentation :

PR () = 30 ()7 [ @ (A% AT, MO AT RE™ (A%, AT, M)
—%mgagm
avec certains polyndmeg2*"v de poidsm — a et R?*"v de poidsm — 5 — a.
Maintenant, c’est un fait remarquable qu’une telle represen (dans
laquelle on a tenu compte de I'idéal des relations efitre\®, A}, AT, et M®)

doit nécessairement ne faire apparaitre que des puissposiives def;, et
donc étre automatiquement polynomiale : nous I'affirmons.
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En effet, si tel n’était pas le cas, en prenant poliexposant le plus négatif
tel que ;™ + AP RZ¥™ £ 0 et en chassant le dénominateys—, nous
1

obtiendrions une équation de la forme
Q(21><inv (A37 AZ,D M8) + A? RZXinV (A37 AZ,D M8) = O(f{)7

qui s’annulerait lorsqug est égalé a zéro, circonstance qui est exclue par le
lemme suivant.

Lemme . Etant donné deux polynémes quelcong@st R de trois variables
complexes, l'identité

0= Q(A% AL, M®) + ATR(A% AT, M¥)

7i=0

est identiquem_ent satisfaite da@# fa 1, _5’, {’_’, VL 18] lorsque f est
égalé a zéro, si et seulement@iet R sont identiquement nuls.

DémonstrationDéveloppons en effet tout d’abord cette identité suivaplas-
sances dé/® :

0= (M%) Qu(A%A]) + AT R (A%, AT

k>0

Y

=0

la somme étant bien entendu finie. Lorsgile= 0, les expressions :

Ny = 1
N3] = BRI,
ATl = —15 (LI,
M| o = B L) — 1200 1Y — S8 = SO E) Y1),

montrent queM®
3 5
M gm0 M

}f_o est algébriqguement indépendant des trois polynébmes
-

=" Nous en déduisons que

-

7
f1=0 Aia

0= Qu(A% A7) + AT RL(A®, AT )

=0

pour toutk. L'énoncé suivant permet alors de conclure. O

Lemme. Lidentité polynomiale

0=8(A% AT,) + AT (A% AD))

=0
est satisfaite si et seulement$i= 7 = 0.

Démonstration Pour simplifier, introduisons les deux variables algél@igant
indépendantes := —f]' f; ety := f/, de telle sorte que

3 _ 5
A fi—o = A3

_ 7 _ 2
fio = 3y, Ajy flmo = 15 y“x.
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En développans et 7 en série de mondmes et en regroupant les termes selon
les puissances dg on obtient une identité :

0= y" (X015 suah™) 435057 (0,15 o™+

qui se déploie nécessairement en deux collections d’igsrti

0= Zk 15l Skl l‘k—H et 0= Zk 15l tw {L‘k+l+1
indexées pat, lesquelles impliquent enfin manifestement I'annulatientolus
les coefficients,; etty,. O

Ainsi le lemme implique qu&?*"v + A3 R2*nv = (), contradiction. Donc
en conclusion, I'expression obtenue :

PR () = 30 () [ (A% AT, M) + AR (A%, AT, Y]
o<asm

ne fait intervenir que des puissances positivesfde c’est donc un vrai
polynbme, et tout polyndbme de cette sorte est manifestemmeatiant par
reparamétrisation et par rapport a I'actiondgC). Le théoréme est démon-
tre. O

Remarque sur le degré de transcendanceObservons au passage que les qua-
tre polyndmes fondamentauf, A3, Ail et M®, dont les puissances apparaissent

de maniére quelconque daR$™ (j*f), sont en fait algébriquement indépen-
dants (heureusement!). En effet, en partant des expressiomplétes :

fi=h

A3 — A1,2
ATy = AV FLf 4+ 40P fifL =10 AY flf+15 A2 fl ]
M8 — 3A1’4 Al,Q + 12 AQ,S A1,2 _ 5A1’3 Al,?)’

si nous introduisons la combinaison algébrique :

AT A3
M® = M* —3—=
M
- 5A1’3 A1,3 +30 A1,3 Al,Q f_{, — 45 Al,Q A1,2 f_{, _1”

b fifi
nous voyons immédiatement qufe, A%, A7 et M? sont algébriquement in-

dépendants, puisque leur expression, de type trianguaime les variables de
jets, fait successivement apparaiffe 1, fi" et f1”.

Lemme. Audessus d€[f1, f5, f1', f3, 11", f5', [, f3"], le degré de transcen-
dance du corps engendré par les cing bi-invariafitsA®, A7, A] | et M® est
égal a 4, tandis que celui du corps engendré par les neuf iangs f], f;, A3,
A3, A5, AD L Al A], et M® est égal & 5.



JETS DE DEMAILLY-SEMPLE D’ORDRES 4 ET 5 EN DIMENSION 2 35

87. ETS DORDRE5 EN DIMENSION 2

Idéal des relations. Nous pouvons donc maintenant poursuivre notre étude des
polyndémes invariants par reparamétrisation au niveauetssljordrex = 5. A

cet étage, parmi les ving-cing invariants que nous avorail&d et normalisés
dans la Section 4, onze d’entre eux sont bi-invariants deigrarvidente, a
savoir ceux qui ne comportent que dés{” en indice inférieur :

/ 3 5 7 8 9 10 12 12 14 16
fla A ) A17 A1717 M7 A1,1717 M1 ) N ) Kl,l? Hl ) Fl,l'

Sachant que nous avons déja systématiquement tenu comliteedgté de Ja-
cobi toutes les fois qu’elle nous permettait de réduire Imime d’invariants
indépendants qui doivent étre envisagés, I'idéal desioeltqui existe entre
nos bi-invariants est alors maintenant construit en éctim@@thodiquement les
C3 = 10 relations PIck,) que I'on peut former en sélectionnant trois colonnes
abitraires de la matrice :

Y

f 3A%  5AT TAI, 8 MS
Dff DA DA} DAI, DMS

et aussi leg”? = 5 relations Plck,) du deuxieéme type associées a chaque choix
de quatre colonnes de cette méme matrice, ce qui nous donne :

8

(A%, AT+ 5AT [f1, A*] +3A° [A], f1],

(A%, AT+ 7AT [f AP+ 3A° [AT L, 1],
(A%, MP] +8M® [f1, A®] +3A% [M®, f1],
[
[
[

£l
=/l

!
1

s

1

w

Il
~

1

&

AlaAZJ‘I»?A [f{7A5]+5A5 [Aiu f{]
A3, ME] + 8 ME[f, AZ] +5 A% [ME, £,
A’Il? M8]+8M8 [f17A11]+7A [MS’ fﬂa

115

2

ot

0
0
0
0
E
0

fi
fi
fi

02 3% [AL, AT] +TAL, [A% AT + 5 AT [AT,, A7,
0= 3A%[A}, M) +8M° [A%, A7) + 547 [M5, A7),
0= 3% [A] 1, M) 8% [A° AT ] +7AL, M, A7),
0= 5A7 [AT,. M%) +8 0% [AF, AT ] +7AL [M°, A7),
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4

w

0 [f1, A% [A% AT + [AT,, 1] - [AD, A7) + [A% AT ] [AD, 1],
02 [/, A% [A% M%)+ [M°, 1] - (AL, A%+ [A% M0 - A, 1],
0 [, A7) [ATy, M+ [M5, £]) - [AT,, A%+ [A% 0% [AT, 1],
0 T

flv A?] [Al 1 Mg} + [M87 f{] : [A’{,la Aﬂ + [Aija Mg] : [Az,la fﬂa
0E (A%, N3] [AT,, M¥] + [MP, AP] [T, AS] + [AD, M5] - [AT,, AF].

Dénombrement des syzygies completes’idéal complet des relationd(ck,)
et (Plck;) existant entre les ving-cing invariants comporte :

Ci + Cy = 84 + 126 = 210,

relations que nous avons patiemment développées sur pragEs manuscrites,
mais que nous renongons a recopier dans ce fichigK,Lpour la simple rai-
son qu'il suffit, comme nous lI'avons argumenté, d'étudianlesment les bi-
invariants. Sur les 15 signes=" donnant les syzygies qui existent entre les bi-
invariants, nous conservons, pour mémoire, la numérotatenosd4 + 126
équations manuscrites.

Enoncé. Voici maintenant I'énoncé que nous devrions attendre comonsti-
tuant notre deuxieme résultat principal.

Théoréme. Pour les jets d'ordre 5 en dimension 2, tout bi-invariant
p2xinv (55 £, j°f,) de poidsm s'exprime polynomialement en fonction de
onze polynémes fondamentaux

/ 3 5 7 8
9 10 12 12
A171’1 Ml N Kl,l
14 16

H; F1,1

qui sont donnés explicitement en fonctionjdé¢ par les formules calculées a
la Section 4, et dont I'idéal des relations est constitué gigisze équations de
degré< 3 suivantes

0= —fifi M* =5 A5 A +3A° AT,
0= —fifi M —TATAT, +3A°A .
0= —f] N — 8 A7 M® +3A° M},

= AR KE - TAL AT 5 AT,
0= —f] HI* —8A], M® + 5703 M[°,

= [ RS =8 MPAL, +TAL, M,
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0Z —3A*K12 —7AT, M®+5A% M),
0Z —3APHM — 8 f/ M MB+5A° N'2,
0Z —3AFS — 8 f{ M® M}° + 7AT, N*2,
02 —5ATFIS — 8 f{ M* K% + TA], H}Y,
02 ATKE + MAS, | — AT, MY,
0Z A HM 4 f M* M — AT, N2,
0 AT FS + f{ MO M — AT, N,
0Z ALy FS + MK =AY Y
0% MSFS 4+ N2 K12 — M0 5

Par souci de ne pas alourdir exagérément I'énoncé de ceethéonous
repoussons a la Section 8 I'énoncé précis qui donne les sendirectes de
représentations irréductibles de Schur permettant épréndre un calcul de
caractéristique d’Euler.

L'action des matrices de la forme :

(1)

faisant « renaitre par polarisation » les 14 invariants geont pas bi-invariants,
nous pouvons en déduire une description partielle, mafsanfe pour notre
objectif, deDSs.

Corollaire. Tout polynﬁmé’(j5f1,j5f2) invariant par reparamétrisation s’ex-
prime polynomialement en fonction de vingt-cing invarsioindamentaux

fiofs NN AL AL A, A, MP
Asl),l,l A?Q,l Ag,m Aé’,m M M°
N KR OKDG K K

o' ' FY P B

qui sont donnés par les formules explicites normalisées
1l
7
A3 N A1,2
5 . 1,3 g1 1,2 pn
AP = AV -3 AL

ATy = AM L ANR JLT = 5 AV (I fL)) + 15 A2 1

7/7]

M® = 3AM AL 412 A2 AL2 _ 5 ALB AL



38 JOEL MERKER

NS = AV I+ 5 A L
— ANV SIS L) f— TAY A
—IGAP(ff]+ ffY) fL— 28 A2 fLf f—
=5 AV (FL S 4 S B+ 35 AV (S FL+ SR+ £ ) =
— 105 Al,? f/lfl/ ]él
Milo — [3 A175 ALJQ 4 15 A274 ALQ - 7A1,4 A173 + 2A273 AL?)] fZ/_
— 24 AM A2 £ 96 AZE A2 — 40 AV ALY f1
N12 = 9A1’5 ALQ ALQ +45 A2’4 Al,Q Al,Q _ 45 A1’4 A1,3 A1,2_
o 90 A2’3 A1,3 Al,Q +40 A1,3 A1,3 A1,3

K2 = flf (5 AP ALY 425 APEALS — 7 AV ALY — 56 AP ALY — 112 AP A2’3> +

o

+ (flf] 5 fl fj) ( —15 A1,5 ALQ o 75A2’4A1’2 +65A1’4A1’3 + 110A2’3 A1’3)+
1pm g g

+ (fzf] . fz fj)(_ 50A1,3A1,3)_'_

I le/f]”< 95 A AL 115 AL AL 4 ) A23 A1’2>,
Hi14 = (15 A1’5 A1,3 ALQ + 75 A2’4 A1,3 Al,Q + 5A1’4 A1,3 A1’3+
+ 170 A2’3 A1,3 A1,3 — 924 A1’4 A1’4 Al,Q — 192 A1’4 A2’3 ALQ_
_ 384 A23 A28 A1’2) i (_ 45 ALS ALZ ALZ _ 995 A24 AL2 AL2
+ 225 A174 A1,3 Al,Q +450 A2,3 Al,?) ALQ _ 200 Al,g A1,3 A1,3> fi//’
F;%jﬁ — <_ 3A1’5 A1’4 Al,Q —15 A2’4 A1’4 Al,Q — 192 A1’5 A2’3 A1’2+
4 40 ALS A173 A173 — 60 A274 A273 ALQ + 200 A274 A1,3 A1’3—
1,4 A 1,4 1,3 1,4 A 2,3 1,3 23 AN2,3 A1,3
A9 AN A AL _ 492 AN AZS AL _ 904 AZP A2 A )f;f;+
+ ( — 105 AV AP A2 - 525 A AL ALZ 4205 AN AL AL
— 9230 A2,3 A1,3 A1,3 + 96 A1’4 A1’4 Al,Q + 768 A1’4 A2’3 A1’2+
23 AN2,3 AL1,2
1536 A2 A2 AL (174 fLf)+
+ (_ 200 Al’?’ A173 A1’3> (flmf]/ + fz(f]{/,)+
+ (315 A AR AL L1575 AP ALZ AL 1575 AV ALY AL

— 3150 A2 AL AT 4 1400 AV AL A1’3> 1,

ou les indices, j etk appartiennent ¥ 1,2}.
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Remarque. Ce deuxieme théoreme ainsi que son corollaire doivent étre r
streints a la sous-algebre engendrée par les crochetgllamiorganise de
maniére cohérente ([3]) pour former un sous-fibré du fibr§etesle Demailly-
Semple au-dessus d’une surface projective algébrique leami? c P;(C).
Nous montrerons en effet a la fin de cette Section 7 que déstesljordre

k = 5, il existe des invariants fondamentaux supplémentairémgsont pas
obtenus par crochets, et qui s’ajoutent aux nombreux iantgiqui apparaissent
déja dans les deux énoncés précédents; de plus, il pouxisteéreune infinité
d’invariants par reparamétrisation ainsi que de bi-ira/ais qui sont fondamen-
taux, ce qui contrediraid fortiori la présomption informelle d’aprés laquelle
les invariants formés par crochets engend®@S&E. Ce phénomeéne est d’autant
plus troublant qu’au niveas = 4, comme nous I'avons démontré, tous les in-
variants sont engendrés par crochets. Peut-étre exis-llens mathématiques
profonds entre ce phénomeéne inattendu et le faitdyues soit aussi le seuil cri-
tique optimal attendu pour la Kobayashi-hyperbolicité dedaces génériques
X? C P3(C). Lavenir le dira.

Stratégie. Insistons sur le fait que la stratégie de démonstration ques ial-
lons entreprendre afin de tenter d’établir, comme au niveas 4, que seuls
les invariants formés par crochets existentrait nécessairement di aboutir si
I'algebre des (bi)invariants engendrés par crochet aajiriori coincidé avec
I'algebre compléte des invariants de Demailly-Sempde fait sera argumenté
aprés la fin de nos raisonnements. Ce n’est donc pas cetiéggrgui est en
cause, mais la réalité mathématique, et méme si cette decoatredit parfois
nos attentes, il nous faut bien admettre et reconnaitre’qeeatle, et seulement
elle qui agit en maitre, partout et toujours. Et puisquescetalité préecede d’'une
certaine maniere dans ses grandes lignes I'exploratioa efcherche, notam-
ment lorsqu’il s’agit de structures algébriques, nous nés jamais pu aboutir
a une telle conclusion négative sans entreprendre de @&ablds efforts de cal-
cul. C’est pourguoi nous convions maintenant notre lec@eiécouvrir comment
nous comptons généraliser au niveat 5 notre démonstration qui était valable
pour les jets d’ordre 4, avant de dévoiler les interstices dissquelles s’insinuent
de nombreux invariants fondamentaux supplémentaires-gisaiune infinité)
qui ne sont pas engendrés par crochets.

Démonstration du second théoremePartons de I'expression rationnelle que
nous avons obtenue pour tout polynéme bi-invariant

ST () Pa(AR AL AT LAY ),

4
—zm<asm

expression dans laquelle entrent des puissances négiifed e raisonnement
gue nous avons élaboré pour les jets d’ordre 4 va se gémtnalisau prix d’'une
complication supplémentaire mais inévitable, parce quedeurs aux bases de
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Grobner est en général incontournable pour les idéaux ga@ales a plusieurs
variables qui ne sont pas principaux.

10

Il

Ghost rationality. Observons que les six premiéeres syzygiéé,““

13 15" 113 18” [ 25" M- - ~
=", “=" et “=" entre nos onze bi-invariants fondamentaux font appaaitr

premiére place les six bi-invarianfe®, AY, |, M°, N'?, K13, H{* et F|'§
gue nous connaissons déja, mais qui sont invisibles dandviedlappement en
puissances positives et négativesfgdeue nous venons de rappeler a l'instant,
ce dernier ne constituant que la toute premiere étape demartsration. In-
terprétons donc ces six bi-invariants en les qualifiantiitement de «termes
fantdmes » «cachés » derriefeou derrieref; f|. Heuristiguement parlant, ce
pourrait tout a fait étre parce qlyelans toute expression purement polynomiale
en nos onze bi-invariants vers laquelle se dirige notre aéination :

I A3 AD AT 8 A9 10 12 12 14 16
P(flaA 7A17A1,17M 7A171,17M1 7N 7K1,17H1 7F1,1)7

I'on peut remplacer ces six bi-invariants spéciaux par égpression rationnelle
en fonction seulement d&?, deA?, deA?, etdeA? |, :

o 3ASAT —5ATAS

JiH ’

o 3 A3 A?,l,l -7 A?A{1

b JiH ’

o A5 ATATAT, +40ATAT AR

B fififi ’

12 ) A? A?,l,l - 7AI,1 Az,l

b JiH ’
4 —24 A3 AI@ AI@ +5A% A3 AIJ + 15A3 A3 A%Ll

! JLUAA ’
fi6 _ 3 APAT AR +40ATATAY  —49A AT AT

b LA ’

ce qui impose manifestement des divisions pgf; ou par f| f f1, ce pour-
rait donc bien étre, disions-nous, pour cette seule et simgikon que notre
représentation initiale, (trop) facile a obtenir, d’unitwariant sous la forme
>t m<agm (f1)* Pa (A%, A3, AT, A7, ) faisait inévitablement apparaitre des
puissances négatives dg Et pour éliminer ces dénominateurs, rien d’autre ne
s'offrirait a nous que dhjecter les six bi-invariants fantbmes dans I'expression
rationnelle initiale Voila : nous avons dévoilé une nouvelle idée essentielle qu
s’averera pertinente et efficiente pour I'étude des inwaside Demailly-Semple

a un ordre quelconque.

” (et méme, «calevrait trés vraisemblablement étre parce que», si hous avions déja
achevé la démonstration de notre deuxieme théoréme!)
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Elimination des puissances négatives d¢!. En effet, rappelons-nous tout
d’abord que dans le cas des jets d’ordre 4, aprés avoir éjeceul bi-invariant
«fantébme » existant, a savalf®, nous sommes parvenus a éliminer les puis-
sances neégatives dé grace a une normalisation préalable de tout polynéme
P =P (A% A}, AT, M®) sous laformed (A%, AT |, M®) + AT R(A3, AT, M¥),

ce qui était fort élémentaire, sachant que l'idéal desioglatest principal (la
théorie des bases de Grobner est vide dans ce cas), la finglefiant reposant
seulement sur le fait que lorsqu’on pose= 0, aucune relation polynomiale
non triviale du type

0= Q(A?, A7, M®) + ATR (A%, AF, M)

£i=0
ne peut étre satisfaite.

Observation générale cruciale et poursuite de la démonstten. Aussi est-ce
seulement I'idéal des relations entre les bi-invariantstreints a I’hypersurface
{f{ = 0} qui semble comptel’enjeu, ici, apres avoir injecté les six bi-invariants
fantdmesM®, MY, N'?, K13, H* et F|'$ qui étaient cachés derriére des puis-
sances positives df, ce qui nous donne aisément une expression générale du
type :
Z (f{)a Pa (A37 Ai Az,lv M87 A?,l,lv Mllov N127 K11,217 H1147 Fllg)v
7%m<a<m

dans laquelle nous supposerons, puisque nous perdon®ttile aprés injec-
tion des six bi-invariants supplémentaires, que les nawpalynébmesP, sont
arbitraires de poids: — a, I'enjeu alors semble étre gmrvenir a produire une
écriture normalisée en fonction des syzygies pour représenter de maniére
unique tout polyndm® de cette espéce, de fagon a ce que toute identité du type

0 = Ecriture unique {P(A?’,Ai’, L HM ng)}

=0’

implique que le polyndmé® est en fait identiquement nul. Alors I'argument
d’élimination de la puissance maximalement négativg’dée tout suivi de la
restriction &{ f{ = 0}, cet argument que nous avions utilisé avec succeés pour
les jets d’ordre 4 fonctionnera a nouveau ici sans modiboagt une récurrence
immédiate montrera, comme pour les jets d’ordre 4, que Issances négatives

de f| n’existent pas, ce que nous désirions obtenir pour achawkrhonstration

du théoréme.

Deux remarques pour mettre un terme a ces considérationstivpues des-
tinées seulement a dévoiler nettement nos idées en usaangade spéculatif
qui nous a servi de guide pour les élaborer. Premiéremeast itlair que ce
plan de démonstration doit fonctionner en toute générpbité des jets d’ordre
quelconques > 4, et nous montrerons en temps voulu qu’il fonctionne aussi en
dimensionr > 3. Ensuite, notons — puisqu’il est de I'essence des mathéma-
tiques d’étre « truffées d'obstacles » — que le saut en diféclorsqu’on passe



42 JOEL MERKER

des jets d’ordre 4 aux jets d’ordre 5, est presque trop céredide pour une intu-
ition de généralité habituée aux récurrences régulierasxetombinatoires qui
dévoilent progressivement leurs structures : on passdetrbefitalement de une
syzygie a quinze, et méme de neuf a deux cents dix, pour ceogoeme les
invariants complets; comment alors ne pas éprouver lersentique la com-
plexité algébrique de ce probléme explt®sg rapidement ?

Restriction des syzygiesPoserf; = 0, comme nous devons maintenant le
faire, nous donne les 15 équations réduites :

= —5AYA+3A° A;l

)

f1=0

0=—TAJAT, +3A°AY

)

f1=0

0= —8A] M®+3A° M/°

Y

f1=0

0=—7AT, AT, +5A7A7,,

Y

f1=0

0=—8AT, M®* +5A} M{°| |

f1=0

0=—-8M°A} | +7A]; M{°

fi=0’

o
Il

—3A K% — TAT, M®+5A7 M[°

=0’

o
Il

—3AN* H{* +5A; N

)

=0

—3NF{+7A] NP

o
Il

9

=0

o
Il

—5AVFY + TAL Hy

Y

=0

0= ATKIS + DAL, — AT, M0

Y

=0

0=A}H{* — AT, N"

Y

=0

— AS 16 9 12

=0’

_ AT 016 9 14
0= A1,1 F1,1 - A1,1,1 Hy

Y

=0

0= M8 F11761 + N12 K12 _ Mllo H114

f=0

Base de Grobner. En choisissant I'ordre purement lexicographique ([1]) sur
les mondmes d€|[f{, A%, ..., H{* F}$] qui est déduit de I'ordre suivant sur les
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mondmes élémentaires restreints :
A > A} > AT > MP > A > MO > NP> K > H* > B,

(nous sous-entendons ici la mentiop)f;_,"), Maple nous donne la base de
Grobner réduite suivante pour l'idéal complet des syzygrgse nos dix invari-
ants restreints &f; = 0}, laquelle est constituée de 21 équations :

0= —THUHY + 5N FS| 0= —A, N2+ A FS|

=0 1=
= 56K HM 45 MO FS| 0= —AL NP+ A HY|
B 1 PG f1=0
2wt By, e TALE|
=0 — h=0
= TNVKZ 4+ MYFS| 0= —8AT, M*+5A7 M|
) | f1=0 ’ — 1fi=0
5 15
0=-5M{"N"?+8M H ; 0= —TAT AT, +5ATA7 ;
——Llp=o g g =0
0= 5 MO MO +64 MSK2| | 02 —TAL, N2 43N FS|
5 f{:O ’ ’ f{ZO
7
02 AV, HIM+ AT, P 02 —5A° N2 4 3A% M ey
0= —5AY, N2+ 7AT HM 0= —AT, M+ 3N°K}3|
1, — = lp=0 ’ —| f{=0
0= —5A0,, M +56AT, Kf3| . 02 -SATME+3A° M|
»Ls — = [fl=0 f1=0
= g8 A?,l,l + 7M f1=0’ 0= —TA] Az’l + 37A3 A?’l’l f1=0’
1 =

9

21
0= —5ATA] +3A°AT,
= f{:O

toutes déduites de nos 15 syzygies restreintés &= 0}, et dont 'ensemble
recelle une combinatoire d’'une simplicité inattendue quse dévoiler a nous
dans un instant. Nous avons souligné les mondmes de tétepentraire I'idéal

monomial associé/ir infra).

Bien que cette base de Grobner nous ait été procurée par Maplest
pas nécessaire que nous nous en remettions au calcul fdeugbéique pour
assurer la rigueur du résultat, puisqu’il est ici trés asé&détifier :

[J que ces 21 équations sont effectivement conséquence deinas gyzy-

gies réduites;;

[J que ces 21 équations forment effectivement une base de &rdbn

Le premier point se vérifie sans difficulté ; le paragraphedesisous ou nous
donnons I'expression des bi-invariants restreinfsfa= 0} permet d’ailleurs
de procéder tres rapidement. Pour ce qui est du deuxiemé pgaiwous suffit
d’appliquer I'un des nombreux critéres caractérisant eseb de Grobner ([1]),
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d’apres lequel chaque S-polynéme entre deux équationsanales doit ap-
partenir a I'idéal engendré par les 21 polyndmes, et a cettéaftache de calcul
manuel est miraculeusement facilitée par le fait que chadearces 21 équations
ne comporte que deux termes, avec a chaque fois un sighet‘un signe “+”,
ces deux termes étant chacun monomiaux et qui plus est, dé degx, ce qui
fait quechaque S-polyndme entre deux équations ne posséde enedegx

. P R A, 2

termes monomiau®ar exemple, si on élimine les mondmes de téte ehtret
21 . A .z

“="en multipliant par des mondémes appropriés et en sousttayan

Y

(=0

= —TAS AL Az,l +5A7A} A?,le

on constate que le S-polynéme obtenu appartient bien a m#ad puisqu’il

. )z .13, sy ~
coincide avec I'équation=" multipliée par A?. Les 209 autres S-polynémes
restants se traitent de la méme maniere, a la main, en moidsweheures,
aprées épuration préalable des notations.

Expression des bi-invariants restreints & f; = 0}. Mais avant de poursuivre,
il est instructif d’écrire, d’examiner et de commenter Istdi de nos onze bi-
invariants restreints :

fily =0

NP = —f1 fy = AP,

My = -3 83 A
ATAly = 15852 f Y

ME|, =3 A0" Ay + 12487 Ag? — 5 A7 AL,
A?,u‘o = —105 A" f1 11 17,
M| = - [24 AM AL 496 AZB ALY — 40 AL Aﬂ "

N2| = 900" Ay Ay + 45 AT A Ay? — 45 Ayt Ay® Ay~
—90AP AP A+ 40 A AP AL,

KY|, = [15 AN ALZ 160 AZP AL? — 95 AL A}f”] i
1|, = [ — 45 AP AYT Ay — 225 AT AP AT + 225 AT AYC AP+
450 AZ3 AL AL 200 AL AL A}ﬁ’] "

FSl, = [315 AP A AT+ 155 AP AT AL — 1575 Ay A Ay~

— 3150 A AF AV + 1400 A AF AF] 11
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Divisions wronskiennes.En comparant la deuxieme et la troisiéme équation,

A . AT -
nous obtenons par exempf§ = —3i A;}g, et aussif] f{ = 1 Algl‘lo si I'on

compare la deuxieme et la quatrieme ligne, et en poursucesmbbservations,
Nous pouvons écrire :

3

A_ 0’

5

AT,

A7 } _ 5 A%loA%lo
1,110 3 A3]p
8

ME|,

A9 ’ _ 7 Ao AT 1 ]o _ 35 ASlo A%lo Ao
11,110 3 A3|o 9 A3loA3lp
10] _ 8 M®oAfjo

Ml ’0 - 3 A3l 7
12

NV,

K12 1 MS|OAZ,1\0 _5 M8|o A]o Ao
1,1]p 3 A3|() 9 A3‘0A3‘0 )
14| _ 5 N2y Ao

Hl ‘0 3 A3‘0 ?

FlG’ 7 AT loN"2lo 35 A3loAlo N*2o
Lllp 7 3 A3|o ) A3JpA3]g

ou nous soulignons quatre bi-invariants restreints quaegpsent fondamen-
taux, a savoir\? o A3 o M]O etN_lQ\O, puisque les six autres s’expriment en
fonction d’eux, aprés restriction ff; = 0}, lorsqu’on autorise a diviser par
le wronskien. Un examen immeédiat de I'expression compléteas quatre bi-
invariants restreints fondamentaﬂ_§<]0, AR, M\O etN_m]0 montre qu'ils sont
algébriqguement indépendants, puisqu'ils incorporentessivement;, f, fi"
et f|"". Cette indépendance mutuelle resservira ultérieurement.

Triangle harmonieux des mondmes de téteComme nous le constatons en
examinant notre base de Grobner, les 21 binGmes de tétasisemt, lorsqu’on
les range par ordre (lexicographique) croissant, en unglgaremarquable :

A3 AZJ > A3 A?,l,l > A MY > A3 K1121 > A HM > A3 Ffﬁ
> A% A?,u > AT MO > A Klml >ATHM > A3 ng

> Ail M > AL K1121 > Ail H* > Ail F11,61

> MK > MSHIY > MEF

> MY HMY > M[° Ffﬁ

> N12 Flb

(on sous-entend la mention,® dans ce diagramme) dans lequel nous recon-
naissons, a la place des colonnes, les six bi-invariantenes A7 ||, A7, ||,
M|, Ki3|,, H}*|, et F$|,, qui s'expriment rationnellement en fonction des

110
quatre bi-invariants restreints fondamentat , A3| , M®| etN'2| .
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Normalisation modulo les syzygies restreintesNous pouvons maintenant
enoncer et démontrer le lemme sur lequel repose la fin de lamknation de
notre second théoreme.

Lemme. Tout polyndme arbitraire en les dix bi-invariants restrsin
0’ Fllﬁ}o)

s’écrit de maniere unique, en tenant compte des 21 syzygiemérisées ci-
dessus, sous la forme unique

P(AB}O, A?}Oa AI,1

8 9 10
0’ M }o’ Al,l,l}o’ Ml

12
0’ N

12
0’ Kl,l

14
0’ ik

PO(A?’ 0’ A7 0’ M® 0’ N12|0) +A11|0 QO(A? 0 AIJ‘O’ M® 0’ N12|0)+

+AS1),171 ORO(AIJ‘O’ M® 0’ A%Ll‘ov le‘o) + Mllo‘oSO(M8 0’ A%Ll 0’ Mllo 0’ N12|0)+
+ K13 lo To(M wafgr M%) N2gs K1 o) + Hi' g Uo (A nafgr N0 K13 oy Hi')+
+ F18]o Vo (Al 1algy K13y Hi'Y o FiS)o),

ou Py, Qo, Ro, So, 7o, Uy €1V, sont des polyndmes absolument arbitraires en
leurs quatre arguments, et pour préciser, toute relatioriyghe:

0= 770+AI,1‘0 Qo+A?71,1‘0R0+M110}050+K11,21 076+H114‘0u0 +F11,?‘0 Vo

qui est identiguement satisfaite da@s{ FETN S L S AN SN ¢ S S 5””]
lorsqu’on remplace les dix bi-invariants restreints pauteexpression en fonc-
tion dej5f}0, implique nécessairement que les sept polyndhRie®,, Ro, So,
7y, Uy etV s’annulent tous identiquement.

Démonstration du lemme principal. D’aprés la théorie élémentaire des bases
de Grobner, une base de I'espace vectoriel quotient

5
0’ A

14
O’---’Hl

C[A3 o FiY] O} / (21 syzygies restreintgs

est constitutée de tous les monémes

a b c d e f g h i J
(%) (o) (Afal) (ar°h) (A0aalo) (a2%)" (1) (5331, (2% (A35,)
quin’appartiennent pas I'idéal monomial engendré par les 21 monémes de téte
gue nous avons disposés en triangle, ou les exposanis d, e, f, g, h,i,7 € N
sont des entiers positifs ou nuls. Or un tel mondme appadiert idéal mono-

mial si et seulement si il est divisible par I'un des 21 monérde téte, ce qui
revient a dire que le déca-indice

(a7 b7 C? d7 67 f7 g7 h7 ,[:’ j) eNlO

appartient a la réunion des 21 sous-ensembles suivait¥'de
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faziyn{eztJlazinfe> 1} J{ez3n{f>1}(Jlezt3n{r2 3 Jlaz3n{iz 1} J{e>13n{i > 1}
Utbztn{eznJezun{r>nUeztnrzpJozuniznJpz1un{i>1}
UleznrznUleznhz3leznfiz 3 Jlez (i > 1}
Ulaztn{rzpJldztn{iz 3 Jld>3n{i>1}

UtrzunznUJirzuniizn

Ulgz1nii>1}

Le calcul du complémentaire de cet ensemble est aisé, atrledo

[{a=0}Ufe=e=f=h=i=j=0}|
[{b=0yufe=rs=n=i=j=0}|
[{e=0yu{f=h=i=j=0}](
[{a=0yu{n=i=j=0}()
[{r=0rufi=j=0}|N
[{g=0}u{i=0},

ce qui se simplifie pour donner 7 composantes définies chguamsix équa-
tions :

{0=a=b=c=d=f=g}]
{0=a=b=c=d=f=j}J
{0=a=b=c=d=i=j}J
{0=a=b=c=h=i=j}]
{0=a=b=f=h=i=j}J
{0=a=e=f=h=i=j}J
{0=c=e=f=h=i=j}.

(Incidemment, nous avons établi que I'idéal des syzygisseamtes est une in-
tersection compléte.) Par conséquent, 'ensemble deésusdnémes qu'’il nous
reste dans I'espace quotient est constitué des sept listestes :
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Cependant, puisque ces sept listes se recouvrent partexite— par exemple :
I'intersection de la premiére et de la deuxieme ligne esstituiée des monémes
de la forme(A‘iLl]O)e([(lli]O)h(Hl“‘]O)Z —, nous devons encore les réorgan-
iser de telle sorte qu’il N’y ait plus aucune intersectiotrerelles, et si nous
désignons ces listes par les septs lethtes C, D, F etG, il nous suffit en fait tout
simplement d’écrire :

AUBUCUDUEUFUG=A| JB\a[ Jc\(auB)| Jo\(auBUC)| JE\(AUBUCUD)

|JF\(AuBUCUDUE)| JG\(AUBUCUDUEUG),

ce qui nous donne immédiatement la représentation énomaceendtre lemme,
au moyen des sept polynémes arbitraifgsR, So, 7o, Uy €1V, dont les quatre
arguments se différencient successivement d’'une ungguloon saute une ligne
(de la ligne 1 a la ligne 7), fait combinatoire aussi remabdgigu’'imprévu et
gue nous aimerions voir se confirmer, se généraliser etlsdéistalorsque nous
étudierons les bi-invariants pour les jets d'ordre 6 — graigbitieux s'’il en est.

Afin d’établir la deuxiéme assertion du lemme, supposonsnt@aant
qu’une relation du type :

0="Po+A],|, Qo+ A 14|, Ro+ M|, So+ K12|, To + HY|,Uo + FIS|, Vo
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est identiquement satisfaite, et remplagons-y alors lekisnvariants restreints
non fondamentaux par leur expression en fonction de ceusaqnifondamen-
taux, ce qui nous donne :

OEPO(A3 }07 le} ) A[ISS/‘\ tlo Qo(AﬂO, A[‘\OSI‘\ to a8

A%o A%o Aflo A%lo A%lo 8] AfloAFloARo 12
+ A3|0A3‘0 R A3| M }O’ A3‘0A3|0 N ’O +

Ao A%loATlo Aflo MBlo  Ar12
N

5
7A1

. N12’0>+

A3 \OM lo 8
+ ‘SO M 0°  A3[pA3[y A3o

A1\0/\1|0M$|0 Ao AS|oAflo  Af|o MB|o 12
+ A3Jo A3 Ty AoA%ly A3 , N

+A?\0N12\0u A3lo A%lo A%lo N2 Aflo A%lo MBlo  Aflo N0
A3o 0 A3]p A3]o 0’ A3[pA3]p A3]o

APloA%lo N™2Jo y, (AfloAloAflo  APloAPlo MFlo - APlo N'2Jo - Aflo Aflo N*%jo
A3 A3[o 0 Ao A3[p Ao A3y A3l A3]o A3[o

Ao ATlo MBo +
0’ AS‘OAS‘O

Pour en déduire I'annulation de ces 7 polyn6gsQ,, Ro, So, Zo, Uy €1V, Si
nous commencons par multiplier cette identité par le dénateUr(A3|0)“ de
son expression réduite, nous obtenons une identité dernteefor

0= (A?])" Po (A%,

laquelle montre tout d’abord immédiatement que le premdyrpmeP, s’an-
nule identiquement, puisque’| , A}| , M®| et N'?| sont algébriquement in-
dépendants. Supprimons ddhg Ensuite, en multipliant par une puissance suff-
isamment élevééA®|,)” pour éliminer les puissances négatives\dg qui ap-
paraissent dang,, Ry, So, 7o, Uy €t V), et en divisant le tout par le factetif|,
présent devant chacun des six polyndmes restants, nousoBtane identité de
la forme :

o N2 [,) + (A%, )“71- reste polynomial,

5
Al 0,

0= (A3\0)“[A§]0 Qo+ M®|, Sy + le\ouo] + (A?’]O)“_1 - reste polynomial,

d’ou nous déduisons I'annulation identique du polynéme :

_ 31 \H|AB 5 Aflo A3lo 8 12
OZ(A ’0) [Allogo(Al 00 Ao M7y, N ‘0 T
8 8| AlloAPloATlo Aflo M3l 712
+M }0 (M 00 A3oA3lo 7 A3o N ’ T
12 A3lo A3]o Ao 12 Ao Ao MBlo Ao N'2|o
+N ’02/[0( A3]o A3|g N }07 A3|g A3l A3o .

Ensuite, si nous introduisons les développement finis daaisspolynémes :
Qo (t1, ta, t3,t4) = 3 coeff - 155 113, So(ti, ta, ts,ts) = > coeff - 13¢5 7 15,
Uo(tr, ta, ts,ts) = S coeff - 19" 5 11 1),

nous en déduirons I'annulation d&), deS, et delf, grace a I'observation suiv-
ante.
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Assertion. Les trois familles de monémes
() (A7) (AL T ] ) (v
) (A7) (AR ) () T (v )
Gy (A%],)" 2 (g ) ) (v )
ne contiennenaucune redondance, i.e. chague monéme correspondand a un

choix de(«, 3,7, ), ou de(«/, 5,7/, "), ou encore déa”, 5", ~", ") apparait
une et une seule fois.

En effet, nous vérifions tout d’abord pour la premiere famitjue I'auto-
intersection :

p=B=p—=3, l14+a+28=1+a+28 =79 d=4,
est vide, c’est-a-dire implique = a, 3 = 3,7 = 7, d = 4, puis de méme pour
la deuxieme famille :
M_Qﬁl_fyl — M_le_ll, 3514_7/ — 3g/+ll’ O/‘i_’}/ — Ql—i-zl, 5/ — él,
et aussi pour la troisieme famille :
,LL _ 20// _ 27/1 _ 5// — ,Uz_ 2@// _ 21// _él/, 30/1 +2’}/I+51/ — 3@// +21//_'_§I/’
7// — l/l, ﬁ// + 7// — é” + 1//.
Ensuite, des formules pour l'intersection entre la preeniét la deuxieme
famille :

—0==20=, 14+a+20=30"+7, ~y=1+a'+7, =7,
découle I'équationy = —' — 3’ — 1, impossible parce que I'exposant entier

« doit impérativement étree 0. De méme, l'intersection entre la premiére et la
troisieme famille :

_52_20//_27//_5//’ 1—0—()4+2ﬁ:30//—|—2”}///—|—(5”, fy:’}/l’ 5: 1_’_ﬁ//+fy//’

implique I'équation impossible = —1 — o’ — 29" — §”, et enfin aussi, l'inter-

section entre la deuxieme et la troisieme famille :

_QBI o ,y/ — _20// o 2/}/// _ 6”, 3Bl +,y/ — 30// + 2/}/// + 5//’
].‘|‘O/‘|"}//:'7/”, 5/:1+ﬁ”+7”,

d’ou Qécouley’ =0"+ 27.”, implique I'équation impossible’ = —1 —+" —¢§”,

ce qui démontre I'assertion. O
Ainsi, nous pouvons supprime?,, S, etif,, et nous sommes rameneés a

étudier 'identité restante, qui est du type :

_ (A3] \#| A5 Ao Aflo 8| AbloA%loAflo 12’
0_(A ‘0) [AJORO( A3o , M 0 A3JoA3o , IV o)

8 A3loA%[o A%l Aflo Mo 12| AfloA3lo MB|o
_'_M ’076( A3|OA3‘0 Y A3|O 7N 0’ AS‘OAS‘O

+N12}0V0(A?‘0A?IOA?|O Aflo A3Jo MBlo Ao N'2|o A?\OA?|0N12|0>]

A3|OA3‘0 Y A3|OA3‘0 ) A3|O ) A3|0A3‘0
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Assertion. Les trois familles de monémes

. p—a—2y 14+20+3y B 1)

)  (A%,) (A%]) (M],) (V2] )",

n—2a — 3" —26' 3a/+3'+268 1+8'+6' 5
v () (AZ]o) (2], (N2])"
. u—20¢”—25”—7”—26” 304”4—26//-}—’7”-}—2(5” 6// 1+'y”+6”

v (4%) (AT]o) (M[)™ (N2],) ,
ne contiennenaucune redondance, i.e. chague monéme correspondand a un
choix de(«, 3,4, ), ou de(«/, 5,7/, ¢"), ou encore déa”, 5", ~", ") apparait
une et une seule fois.

En effet, il est tout d’abord facile de vérifier que chacune tteis auto-

intersections est triviale. Ensuite, des formules poumtdisection entre la pre-
miere et la deuxieme famille :

a+2vy =2 +8'+28, 142043y =3a'+5'+28', =145+, d=7,
découle I'équationl + o + v = o' dont nous nous servons pour remplacér
dans la seconde équation, ce qui conduit a 'impossiltilté2 + o + 3’ + 24'.
De méme, l'intersection entre la premiére et la troisiémeilfe :
a+2y=2d"4+20"+7"4+2", 1+2a+3y=3a"+25"+~"+2,
ﬁ:ﬁ”, 5:1+7//+5//’
conduit a 'impossibilitd) = 24+a+23"+~"+26" en remplacant” = 1+a+
dans la seconde équation. Enfin, l'intersection entre Ixidee et la troisieme
famille :

2(1/_‘_6/_'_25/ — 20//_‘_2/8//_'_’}///_’_25//’ 30[""/8/—"25/ — 3&//+2ﬁ//—|—”}///—|—25”,
1+B/+5/:B”, ’}/:1"_7//_‘_5//7
conduit aa’ = ", dou g’ + 20" = 23” + +” + 20", puis en réécrivant la
troisieme eéquation et en y remplacant’ — 2§’ par—23" —~" — 24", puis—3"
par—1 — 5" —¢§":
lzﬁ//_/@/_25/+5/

— ﬁ” - 25// _’}// _ 25//_'_5/

— _B// —’}/" o 25//_'_51

—— _61_71/—2&/
équation tout aussi impossible que les deux précédentesalleeve la démon-
stration de notre lemme principal. O

Syzygies complétes et substitutions algébriquedNous parvenons enfin a la
derniére étape de la démonstration de notre second théoBmin@2*nv (j° f)
un bi-invariant quelconque, et reprenons le développememuissances posi-
tives et négatives df :

PQXinV(.j5f) = Z (f{)apa(AsuAiAZ,DMBaASl),l,DM1107N127K11,217H1147F11g)7

4
—zm<asm
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gue nous avions obtenu pour le représenter en injectaificfaltement) les six
bi-invariants fantdmes dans une expression initiale quinoetrait queA?, A3,
A, etA}, . Choisissons I'exposant maximalement négatif et examinons le
polynéme :

Pa(AgvA Al 17M8 Alll? 7N12 Kl 1’H114’F11E)'

Notre base de Grébner pour les bi-invariants restreint®lgsnue a partir de
nos 15 syzygies fondamentales restreintes, et ce au moyarcditain nombre
d’opérations algébriques élémentaires : multiplicatibmddition d’équations,
calcul de S-polynémes et divisions euclidiennes subségegnpérations au-
torisées dans toute structure d’idéal algébrique. Il erodiécque les mémes
opérations qui produisent les 21 équations normaliséesastds sur{ f{ = 0}
peuvent aussi étre conduiteans poserf; = 0, et alors elles produisent, a
partir des 15 syzygies complétes, la méme liste de 21 éaqsatians laquelle
chaque identité(¥ =" doit étre remplacé parO(f]) =", le termeO( f]) désig-
nant unreste, variable selon le contexte, qui dépeagbriori de tous les onze
bi-invariant$ et qui s’annule lorsqu’on faif] = 0, c’est-a-dire qui est multiple
de f|. Par conséquent, si nous appliquor8,aa méme normalisation modulo
les syzygies que dans le lemme principal (ce qui revient atgubr toutes les
occurences des monémes de téte), mais sans prendre leti@s@i{ /| = 0},
nous obtenons une expression du méme type, et ce, avec @n rest

Po=Pa(A®, A}, M®, N'?) + AT} Q. (A}, ATy, M®, N™)+
+ AT Ra (AT, MP AT N2) + MS, (M®, A, M, N2)+
+K LT (AT Mllo, N K{%) + H' U, (A, N2, Kll?l, HiY+
+ F V(Allh 11a H F11,61)Jr
+ f1 reste(fl, AP NS AT MBAT L M N K H L),

a priori non contrélé, mais qui est heureusement repoussé dansisssupces
supérieures f)*™t, (f1)*2,.... Ainsi, nous normalisons I'expression du pre-
mier polyndmepP,, a savoir celui qui apparait dans la puissance maximalement
négative def;. Et enuite, nous soumettons le nouveau coefficient fdg*,

qui vient de subir I'interférence du reste, et que nous oiENCOré”,, NOUs
soumettons ce nouveau coefficient au méme processus delisatioa modulo

les 21 syzygies non restreintes, et ainsi de suite, jus¢grpdsant maximale-
ment positif (toujours borné parn) de f{, ce qui nous donne une expression

8 Ici, le raisonnement fonctionne seulement si l'algebre pléte des bi-invariant doit coin-
cidera priori avec I'algébre engendrée par crochets : sous cette camdiiceste derrieref;
doit alors nécessairement étre fonction des onze bi-iawtgi Toutefois, nous allons voir dans
un instant que de nouveaux bi-invariants fondamentauxt@fia@s » se cachent derriefg ex-
actement comme nous avions interprafg, |, M{°, N'?, Ki3, H{* et F|§, ces nouveaux
bi-invariants n’étant pas construits par crochet.
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finale de la forme :

PR (P f) = S0 () [Pa(A, AL ME, N'2) 4 AT, QAT AT, MY, N'2)
—4 m<am
+ Agl),l,l Ra (Az,lv M87 A?,l,l? N12) + Mllo Sa(M8> A?,l,lv Mllov N12)+
PR T (A L M NS U (A N K L)+

V(AL K3 FS)]

Et maintenant enfin, nous pouvons achever la démonstratigi existait
des puissances négatives fledans une telle somme, on multiplierait alors
p2xinv (55 f) par la puissance positive minimal¢{)~ de f{ qui élimine les
dénominateurs, on poserdjt= 0 et le lemme principal —which was specially
designed on that purpose- tuerait alors les sept polynomes, 9., R, S.,

7., U, etV,, ce qui contredirait le choix de Il n’existe donc que des puissances
positives def], et comme tout polyndme de la forme générale

P(f1, A% AL, MP N") + AT, Q(f1, AL, AT, M3, N)+
+ Agl),l,l R(fi? Az,la M87 A?,l,lv N12) + Mllo S(fi? M87 A?,l,lv M1107 N12)+
+ K11,21 T(fL Agl),l,lv Mllov N127 Kll,zl) + H114U(f{, A?,l,lv N127 K11,217 H114)+
+ F11,61 V(fi? A?,l,l? K11,217 H1147 Fllﬁ)a

constitue trivialement un bi-invariant, écrit qui plus sstis forme unique grace
au lemme fondamental, notre second théoreme est a préseptatement dé-
montré. O

Observation. Dans cette derniére étape du raisonnement, les termesstie
ci-dessus ont beau étre divisibles garil ne sont pas nécessairement polynomi-
aux en nos onze bi-invariants fondamentaux ; si cela avaieétas, la stratégie
aurait fonctionné comme pour les jets d’ordre 4. Plus pékoent, lorsqu’on
compare la liste originale des 15 syzygies restreintes igtdomplete des 21
syzygies restreintes, les 6 syzygies ajoutées sont dédiege15 initiales en au-
torisant a diviser une syzygie par tout bi-invariant nomtiuement nul qui est
en facteur, notamment par le wronskids, et c’est pour cette raison que les
termes deaeste ci-dessus ne sont pas nécessairement polynomiaux en les onz
bi-invariants fondamentaux. Apres un examen détaillé,&modvre donc I'exis-
tence de exactement 7 bi-invariants « fantbmes » supplé@mestjui ne sont pas
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obtenus par crochets et qui se cachent derrfigra savoir :

_ b A} MY 456 AT | K13
fi
— fIff ( — 18816 AV [A%%]? — 25088 [A%%]° — 15 [A19]2 AL2 — 150 AL A%4 AL2

X8,

+315 ALS ALEALS 4 960 ALS AZ3 ALS — 375 [A%4] AL2 4 1575 A2 ALAALS

+ 4800 A4 AZ3 ALS - 309 [AL]? — 4704 [AM]? A2) - f{fi Y (- 2475 A4 AL AL2
— 9900 A21 A%3 A2 _ 2850 ALS [A1P)? 4 51330 A1 A3 AL

+92760 [A23)7 AL — 14250 A24 [AT3])? 4 7035 [AM4]7 ALP — 495 AL AT AL?

— 1980 AL7 AZFALZ) — f i f7 (< 11100 A%F [AM] - 3150 AL [ALY]?)

I (109440 [A%3)7 A2 — 19050 A2% [A1]7 - 32325 A1 [AL9)?

+11025 A1 AL AL2 455125 A2 AL3 AL2 — 6840 [A14]7 AL

— 54720 AN AP ALY — gl (30000 [AY)Y) < g g (11025 A1 A1)

— 55125 A24 [A1?)? 4 55125 AL AL A2 4110250 A%P A3 AL

— 49000 [A]%).

—5 M{% M|° + 64 M® K{3
fi
= 1 (1170 A1 AL AL AL2 = g5 [ALF)? [AL2]7 - 450 A0 A24 [A12)?

X1 .=

+ 74220 [A%3) [AY3]? 4 3780 AP A3 A3 AL2 — 1600 A1 [A1S]°

— 1125 [A%1)? [A12)? 45850 A% ALY AT AT 118900 A21 AZ3 ALS AL

— 8000 A4 [A13] — 1344 [A1) A2 — 16128 [AM]7 A%3 A2 4 1995 [A11)? A1)
— 64512 A1 [A23)2 AL2 4 27660 AL A% [AM]7 - 86016 [A%]” AL2)

+ £ ( — 74400 A%3 [A3]? — 10800 A%* AL [A12]? — 2160 AL AL [A12]?

— 8640 A0 A%3 [AL2]? 4 3600 ALY [AL]? AL 4 64800 AL4 AZ3 ALS AL

— 43200 A%* A%3 [A12]? 418000 A% [A13]2 AT2 410800 [AM4]? A3 AL

— 27600 A AT + 86400 [A27)* A1 ALZ) 4 1" (16000 [A14]").
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—5M{° N'? + 8 M® H}*
fi
= — 135 [AY9]? [A1?]° — 1350 ATS A2 [AT2]P 41350 ALY AL ALY [A12)?
+2700 ALS A23 AL3 [AT2]? 1200 A1 [ALS]P AL2 - 3375 [A%4]% A2
+6750 A2* AL AL [AT2]? 113500 A% AZ3 AL [AL2])? — 6000 A4 [A13])° AL
— 576 [AM]7 [A1?)? — 6912 [AM]? A%3 [AL2]? — 495 [AM4]? [A13]2 AL
— 27648 AV [A23)? [A12]7 4 9540 A1 A%3 [ATS]P A2 4 1200 A0 [A1S]*
— 36864 [A23] [AL2]? 4 32580 [A%%]° [A13]% A2 — 7200 A% [A1S),

X2 .=

L CTNERE RS
fi

:f{ (432 ALS [A1’4]2 [Al,Q]Q + 3456 ALS A1’4 AQ’S [Al,Q]Q + 1710 A1’5 A1’4 [A1’3]2A1’2

— 3150 AL A2 A3 [AL2]? 4540 AP AZ3 [AL3]2 A2 — 1600 AL [AL3]

— 7875 [A%1]2 A3 [A12)? 4 6912 AVS [A23)? [A12]? — 8000 A% [A1S]?

— 2352 [A11)P AL A2 — 23904 [A11])? A3 AL AL 4 2205 [AM4]? [A19)

— 78336 AL [A23)2 AL A2 4 34740 AT A2 [AV3] - 81408 [A2P]7 ALS AL

+ 72180 [A%%]? [AY3]? 4 2160 A2 [AM]? [AL2]? 4 17280 A% ALA AZ3 [A12)?
+8550 A24 AL [ALS]? AL2 4 34560 A% [A%%] [AL?]? 4 2700 A2 A23 [AL3]? A2
=315 [AM)P AL [AM2]7) 4 gy (23625 [A24]7 [A12]7 - 47250 A24 AL ALY A1)
— 94500 A2* A3 AT [AV2] 1 42000 A2 [ALP]P AL2 4 576 [AM] [AL2]?

+6912 [AM]? A28 [AL2)2 4 20745 [AM]? [ALP]? AL2 4 27648 AL [A2%] [A12)°
+945 [AY5]? [A12]7 4 9450 AL A%4 [A1?] — 9450 ALS AL ALS [A12)?

— 18900 A1 A28 AL3 [A2]2 4 8400 AL [AL3]P AL 4 71460 AL AZP [AL3]? A2
— 37200 AM [A13)" 4 36864 [A%3]° [AV2]? 4+ 48420 [A%5])7 [A18]7 A2

~ 64800 A%% [AM3)1) 177 (16000 [A17])°).

—8 N2 K3 + M{°H{*

Y23 .=
fi

=X
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—56 K{3 H{* + 5 M{° F}§
fi
f{ f{ <_ 45 [A1,5]2 AL4 [ALQ]Q ~ 180 [A1,5]2 A23 [A1,2]2 — 3600 [A1’5]2 [A1,3]2A1,2

— 2800 A1 A [ALR]? — 83200 ALY A2 [AL3]? — 1125 [A21)2 AL [AL2]?

— 4500 [A%4]? A%3 [A12]? — 90000 [A24]? [A13]2 AL2 - 14000 A2 AL [A1S)?

— 416000 A%* A%3 [A1]? — 150528 [A14] A%3 AL2 — 903168 [A11]? [A2%]% A2
+163800 [AM]% A%3 [AL3]? — 2408448 A1 [A%5]° AL2 4 1120500 AV [A23]? [A19)°
— 9408 [AM] 1 A2 4 3675 [AL]? [AL3]? — 2408448 [A%3] ! A2 4+ 2132400 [A%%]° [A13)
450 ALD A24 ALA [A1,2]2 1800 AL5 A24 A23 [ALQ]Q

— 36000 A10 A4 A2 AL2 1 11970 ALS [ALA]2 ALY AL

+ 187920 AMS [A23)? A3 AL2 1 59850 A% [A14]7 ALS AL?

+939600 A2 [A25]% AL AL 4 474300 A%4 AL AZ3 ATS AL?

+ 94860 A0 AL AR AL ALQ) + fift ( — 2556600 A1* AZ3 [A13]°

— 5014200 [A23]? [A13])? — 187950 [A14]? [A13)? 4 5621760 AL [A%3]2 ALS AL

+ 5652480 [A23]7 A3 AL2 2764800 A% [A23]? [A12)°

+99000 A4 A2 [AT3]2 AL 4 500000 A% [AL]" 4 174720 [A14] A3 A2

+ 1751040 [A14]2 A28 AL3 AL — 276480 ALS AL A2 [A12]?

— 105300 A1 AL [ATS]2 A2 — 552060 AL [A25)? [A12)?

+19800 AMS A% [AL3]2 AL 4100000 AYS [AT]" 4 551250 [A24]2 A3 [AL2)?

— 172800 A%* [AM]? [A12]? — 1382400 A%4 AL A23 [A12)?

— 526500 A% AL [AT)2 AL2 - 34560 AV (A1) [AM2] 4 22050 [A10]2 A3 (A1)
+ 220500 A17 AZ4 AL [A12)?)

+ f111" (28000 A4 [AM]" 4 472000 A% [A14])

71 (330750 ALT AN ALE [AL2) 4 661500 AT AZE ALY [AL2]?

— 204000 A1 [AY3]? AL2 - 330750 AL A% [AL2]?

+1653750 A24 AL AL [A12)? 4 3307500 A2 A2P AL3 [A12)°

— 1470000 A2* [AT3]? AL2 — 2880 [A14]7 [A12]? — 34560 [A14]? A23 [A12)

— 812475 [AM]? [A12]2 AT? — 138240 AV [A23] [AL2]? - 33075 [A15] 7 [AL?)°

+ 1446000 A1 [ALS]? — 184320 [A23)° AV2]? — 3077100 [A%%]° [A13]2 AL

+ 2844000 A2 [AM3]! — 826875 [A%4]* [A1?]? — 3192300 A1 A%3 [A13)? AL?)

+ 11" ((— 640000 [A14]7).
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—7TH{*H* + 5N Fl§
fi
= f! ( — 1032192 AM [A23]7 [AL2]? — 186300 A4 A23 [AL3]T - 3375 [A%4] Al [AL2)

X7 .=

+5625 [A21]% [A19])? [A12])? - 540 [AMP]? A23 [A12)? 4 12705 [A14]7 [A19)2 AL
+1320720 [A23]7 [A13]2 A2 — 64512 [AL]° A28 [AL2)2 4 225 [A19)? [A19)? [A12)
— 135 [AP]2 AL [AL2]7 — 13500 [A%4]% A23 [A1?]° - 387072 [A14]? [A%%]° (A1)
— 1350 A1’5 A2’4 A1’4 [A1,2}3 — 5400 A1’5 A2’4 A2’3 [A1,2]

+2250 ALS A2 [ALS]? [AL2)? 4 3510 ALY [AL4]2 ALS [AL2)?

— 10650 A1P AL [ALA]P AL2 1 45360 ALS [A23]2 AL? [A12)

— 38100 A1 A3 [ALP]P AL2 1 17550 A2 [AL4]2 ALY [A12)?

— 53250 A4 AL [ALS]P AL2 4 226800 A24 [A23) AL3 [A12)°

— 190500 A% A3 [AL)7 AL2 1187560 [AL]* A3 [ALS)7 AL2

+ 877140 A1 [A23])7 [AY3]7 AL2 18000 A1 [A3]” 4 40000 A% [AL3]°

— 4032 [AM]* [A12]? — 9975 [AM4]? [A1] — 1032192 [A23]* [A12)?

— 563100 [AZ3]? [A13] + 126900 A4 AL AZ3 AL3 [A2)?

+ 25380 A0 AL AZI AL [AL2] 2) + /1 ( — 259200 A21 AL AZ3 [AL2]?

— 518400 A% [A23]? [A12]° 4 432000 A%* A23 [A13]? A12]?

— 90000 A%* [AL3]T A2 4 32400 [AM]? AL3 [AT2)? 4 324000 [A11]) A23 AL3 [A12)
— 136800 [AM]* [A1?]P A2 41036800 A1 [A%3]2 ALS [A12)?

— 878400 A1 A3 [AT3)? AL2 4186000 AT [AM®]° + 1036800 [A%%]° AL? [A12]?
— 1324800 [A23]? [A13])% AV2 4 564000 A2 [AY3]° 4 108000 A2 AL [AL3]? [A12]
— 103680 AM [A23]7 [AM2]? — 6480 AL [A4]? [A1?]° — 51840 A1S ALA A2 [AL2])
+21600 A1 AL [AL3]? [AL2]? 4 86400 AL® AP [AL3] [A12)?

~ 18000 A1 [A1]" AL2 - 32400 A24 [AM]? [A12)) 4 7 (- 80000 [A14]°).

2

Toutes les tentatives de calcul algébrique pour égaler dlerces 6 bi-
invariants supplémentaires a un certain polynéme entré¢llds-invariants que
nous connaissons déja conduisent a un échec. Toutefois,véoifierons dans
un instant que

X27 — M8 X19
et nous établirons que l&g + 5 = 16 bi-invariants :
f{u A37 A?v AI,M M87 Agl),l,la M1107 N127 K11,217 H1147 F11,61
X18 X19 X21 X23 X25
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sont mutuellement indépendants. De surcroit, nous allonstater que de nou-
veaux bi-invariants « fantbmes » doivent encore nécessaireapparaitre.

Déduction de relations impliquant le wronskien etX'® ... X?7. Sans poser
f1 =0, multiplions I'équation e » parM*0 :

0=—TAJAT, M +3A°AY )y M” — f1f1 My M.
Eliminons le binbme soulign&$ M[° grace a <& » multipliée parAf, :
— 56 7 7 8 7 I AT 14 3 A9 10 I gl 10 10
0= 5 A1,1 A1,1 M — 5 f1 A1,1 Hi" +3A A1,1,1 My™ — fifi My7 M.

Enfin, si nous éliminons le bindme souligné, M?® grace a I'équation (immé-

diatement déduite dex» et de « ») suivante :
51
= AT, M®+3N° K] — f H*
multipliée parA7],, nous obtenons une identité :
0=A*(—5A7, M{° +56 AT, Ki3) + f1(3 fi M{° M — 2 AT, H{*)

dans laquelle apparaff X '8.

En procédant de maniére analogue p&uf, X?!, X3, X?° et X?7, et en
éliminant a la fin le facteur non identiquement iiiinous obtenons de nouvelles
syzygies impliquant nos six nouveaux bi-invariants :

0= —49A], H* + 3 A3 XS + 5 f{ M{° M}°,
0= 5M° N2 — 56 M5 HM + 303 X",

0=5N2 N2 464 MM M3 +3A% X%,
0L 7N2HM £ 8 M MS MO+ 3A° X%,
0=35N"2F! — 448 M® M® K{2 + 40 M® M}° M{° + 3 A3 X*,

0L 505 MO N2 56 M35 M® HM 4 343 X7
Ce ne sont pas les seules syzygies supplémentaires : paplexem
0= A?,l,l H* — 8AI,1 Fll,bi + AT X,
0=M{"H* =8 M* F!'{ + A} X,
0=N"?H"+8M°M°® M° + A} X*,
0=NZF+ M M"°M°+ A} X%

et d'autres encore peuvent étre formées, que nous ne reeh@ns pas ici.
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Restriction a { f; = 0}. L'expression en fonction d¢’ f de nos six nouveaux
bi-invariants se simplifie lorsqu’on pogg =0 :

XB| = fr (11025 AY [AFY? + 55125 A2* [AF?]? — 55125 AFT ALS AP

— 110250 A AF® A + 49000 [A5%]%),

X0 = fr < — 74400 AZ? [A7]7 = 10800 AY* AF* [AF?])7 - 2160 A5 A [AF?)?
— 8640 AF® ALY [AF?]” + 3600 AY° [AFP]? AF? + 64800 Agt AZS AYS AL
— 43200 AZ* AZ3 [AF?]? 418000 A2 [AF]2 AF? 410800 [ALY]% AP AL
— 27600 Ay* [A5°]° + 86400 [A2%]* AP Aé’2> + 17 <16000 [Aé’3]4>,
X2 = -135 [AF°) [AF7) — 1350 A5° AY* [A57]° + 1350 Ag° A AY® [AF?])
+2700 AF° AT AP [AF?]? — 1200 A5 [A°]7 A? - 3375 [A2Y])? [Ag?)°
+ 6750 AT AL AR [AF?]? 13500 A2 A AL (AR — 6000 A2 [A57]7 A
=576 [Ag"]" [Ag™]" — 6912 [A"]" AT [Ag”]" — 495 [Ag"]" [457]" Ap”
— 27648 AY! [AZT)? [Ag2])7 + 9540 AST AZ? [AFP]? AF? + 1200 A0 [AF]
— 36864 [AZ%] [AF?]? + 32580 [AZ%]° [A4%]7 Ab? — 7200 AZ° [AF7]",
X2, = £ (23625 [A31]7 [Ag7]" - 47250 A AF* AP [A57)°
— 94500 A* AZ3 AL [AF7]? + 42000 A2 [AY]? AS2 + 576 [ALY] [A7])
+6912 [AF*]? AD® [AF?]? + 20745 [AFH]? [ALT]? Ag? + 27648 A [ALY)? [AF?]
+945 [AF°)7 [A52]7 + 9450 AF® AZY [AF?]? — 9450 AF® AFT AF? [AF])
— 18900 Ay° AP AYP [AS?]7 + 8400 AY° [AF®]? AY? + 71460 Ayt AZ® [AF*]? Ay
— 37200 A5 [Ag°)" + 36864 [A)*]° [AF?]7 + 48420 [AF)7 [A57]° Ay
— 64800 A3% [AF"]") + £ (16000 [AF7]°).
X, = 7 (330750 A AF*t AFY [AFY)* + 661500 A5° AT AF® [A57]
— 204000 Ay° [AL®]? AF? — 330750 AL® AT [A5?)°
+1653750 A2 AL AL [ALV?]% 4 3307500 AZY AZS AFP [AF?)
— 1470000 A2 [AF®]? AF? — 2880 [AF*]° [AF?]? — 34560 [Ag1]° AZ® [AL?]?
— 812475 [AY] [AF®)2 Ag? — 138240 A5 [AZ%)? [Ag?)7 - 33075 [AF°]? (A7)
+ 1446000 A5 [Ag7]" — 184320 [AF?)° AY?]? — 3077100 [AS°] [AF*] Ay
+ 2844000 AZ® [ASP]" — 826875 [AZY]7 [A5?]° — 3192300 AF* AZ® [Af7)° A};?)

+fIp ( — 640000 [AF*] 5>,
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X7 = ft < — 259200 A21 AL A23 [AL2]?
— 518400 AF* [AF*]7 [A5°]° + 432000 AY* AZ? [AGP] Ay
— 90000 A2 [AF°]" AG? + 32400 [A51]° AF® [A57]° + 324000 [AgY]7 AZ® AS® [A57]
— 136800 [A5*]% [A5*]° Ap? + 1036800 Ay [AF%]7 AF® A7)
— 878400 Ayt AZ* [AF*] A2 +186000 Ay [A57]” + 1036800 [AZ7]° AL® [AF?]?
— 1324800 [A2*)? [A7]7 A2 + 564000 AY® [AF*]” + 108000 AZ* AF* [A57]7 [A57]°
— 103680 AF” [AZ%]7 [A0?])° — 6480 AL® [ALY]7 [A7]7 — 51840 AY® AY* AZP [A)?]°
+21600 AF® AYt [AFP]? [AF?]? + 86400 AF® A2 [ALY]? [ASY]
— 18000 Ay° [AL®]" A2 — 32400 A2 [A)Y)? [AF7] 3) + ( — 80000 [Aé’g] 6).

2

. ~ N . . a b c d e
En fait, grace a nos six nouvelles syzygies »x, «=», «=», «=», «=» et
«L>» faisant intervenir le wronskien, nous pouvons exprimerrestrictions en
fonction seulement des quatre bi-invariants restreirgetaiquement indépen-
dants que sonk®| , A3| , M| et N'?|  (tout en rappelant les expressions les
expressions que nous connaissons déja) :

3

A—}O’

5

Ay
7| _ 5 AJAY

A171‘0 — 3 A3 .

8

M o
9 _ 35 ATATA}
171,1‘0 T~ 9 A3A3 )
0] _ 8 M8A}

M ’0 3 A3 )

0
12

N o’

K12 5 MS8AYAS
1,1[p = 9 A3A3 .
14 5 N12A5

H,y }o — 3 A3 o

Fl6| _ 35 A3 A} N2
Lllp = 9 AZA3 o’
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A7 AT AT N2
A3 A3 A3 )

X'®| ) =1225
0

X19’ _ 80 A MB N2
0 3 A3A3 )

0

XQl‘ _ 5 N2ZN21 64 MSME M8
- 3 3
0 3 A 0 3 A o
X23’ _ 35 MNZN g4 AT MO MO M
0 9 A3A3 0 9 A3 o
25| A3 A N2 N12 320 A3 A M3 M8 M8
X ’o = —1225 A3 A3 A3 0 27 A3A3A3 o

X27’ . & A‘?MSMSle
0 3 A3A3

K
Assertion. Le bi-invariantX'® ne s’exprime pas comme un certain polyndme en

les onze bi-invariants construits par crochets A®, A7, AT, M5, A?, |, M/°,
12 12 14 16
N ’Kl,l’Hl etFl’l.

DémonstrationPar I'absurde, supposons que
X5 = 3 coeff- (17)" (1) (A3)" (AT,)" (M%)° (A%,.) ()
(N2)" ()" (1) (15)"

avec des exposants entier$, ¢, d, ¢, f, g, h, i, j etk tous> 0, et posong; = 0
pour en déduire une relation de la forme :

= 32 coeft- (%) (a7)" (342)" (ar)” (§15822) (312)”
(vi2y" (AT () ()|
= Z coeff - (A?’)b_d‘Qf —g—2i—j=2k ( A?)c+2d+3f+g+2i+j+2k
(M) (12

Si nous identifions alors les exposants des quatre quaatgébriquement in-
dépendantes :

(AS)S N12
(A3)3

3=-b+d+2f+g+2i+j+2k,
3=c+2d+3f+g+2i+j+2k,
O=e+g+r,
l=h+j+k,
nous déduisons = g = i = 0 de la troisieme ligne, pu@=c+ b+ d+ f en

soustrayant la premiere de la seconde, detib = d = f = 0, ce qui fait que
premiére et quatrieme ligne se simplifient comme :

3=7+2k et 1=h+j+k,
d'ouh = 0, puisk = 2 et enfin3 = j + 4, ce qui est impossible. O
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Assertion. Le bi-invariantX! ne s’exprime pas comme un certain polyndme en
i H / 3 5 7 8 9 10 12 12 14 16

les douze bi-invariantgy, A°, A7, Af,, M®, A7, ,, Mi{°, N*°, Ki7, H%, F}}

X8,

DémonstrationLe méme raisonnement que pour I'assertion précédente teste
I'existence d’une représentation restreinte de la forme :

= Z coeff - (A?’)b_d_Qf —g—2i—j—2k=3l ( A?)C+2d+3f+g+2i+j+2k+3l

(M8)6+g+i (ng)h-f—j-f—k-i-l

A5 MS N12
A3 A3

9

0
laquelle conduit au systéme suivant de quatre équations entiers> 0 :

2—b+d+2f+g+2+j+2k+3l,
l=c+2d+3f+g+2i+j+2k+3l,
le +g+1,
1h+j +k,

etici, la contradiction se voitimmédiatement en soustnalgapremiére équation
de la seconde, ce qui nous donne I'équation impossible- c+b+d+ f. O

Suite. Par des raisonnements similaires, on établit — comme aminenquil
est réellement nécessaire d’introduire les 5 bi-invarsastipplémentaires

18 19 21 23 25
X7, XT, X7, X X,
lesquels ne sont pas engendrés par crochets

Poursuite du processus d’engendrementMais ce n’est pas tout : grace a la
liste des valeurs que prennent nos 16 bi-invariantg;es 0, nous constatons
gu’il nous faut introduire encore d’autres bi-invariamstamment :

—7A] | F1§+A7 X8 —5A  FIS+AT, X8 —49 K{3 H{*4+M® X 18
f ’ f ’ I ’
—56 K13 FI§+M0 X8 —7H{* FI§+ N2 X18 —5F§ Fl§+H{* X8
I ’ f ’ I ’
48 MB N121A3 X19 —6 MO HI4 4 AS X119 —48 1(1121 H114+A{’1 X1
fl ’ f ’ f ’
A8 KGA PG AL, X
fl ’

et ensuite, il nous faut encore soumettre chacune de cesssxpns au test de
savoir si elle ne s’exprime pas polynomialement en fonctlame liste crois-
sante de bi-invariants connus a I'étape précédente.

Question. L'algébre DS} posséde-t-elle une infinité de bi-invariants fondamen-
taux ?
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88. CALCULS DE CARACTERISTIQUE BEULER

Surfaces algébriques complexes projectives dan;(C). Soit X C P3(C)
une surface algébrique complexe projective lisse de dégeél. D'aprés [2],
lorsquez parcourtX, la réunion des fibreéDSQm)x gue nous avons étudiées
d’un point de vue purement algébrique en un point fixé, s'oiggmde maniére
cohérente en un sous-fibf&S;, T du fibré J*(C, X) des jets d’ordre: d'ap-
plications holomorphes dé a valeurs danX'. Nous renvoyons le lecteur a [2, 5]
pour de plus amples informations géomeétriques. Pour fisadises, choisissons
maintenank = 4.

A chaque mondme bi-invariant parmi les deux listes fourpasie premier
théoréme, a savoir :

(F)" (A%)" (A7) (M%) ou AT (F)" (%) (AT,)" ()
correspond alors |&bré de Schdr:

(a+b+3d+2e, b+d+2e) = (2++a+b+3d+2e, 14+-b+d+2e) =
r T3 ou r %,

de telle sorte qué)S‘é,mT)*( est isomorphe a la somme directe de ces deux
familles de fibrés de Schur, ou le quadruplet d’entiers gesiti nuls(a, b, d, ¢)
prend toutes les valeurs telles que 3b+ 7d + 8¢ = m pour la premiere famille,

et ou il prend toutes les valeurs satisfaisant a + 3b + 7d + 8e = m pour la
deuxiéme famille.

Retour sur le choix d’'une base de Grébner pour les jets d’orde 4. Nous
n‘avons pas encore fait remarquer que notre choixA@e&i’}f_o comme
e il 75

mondme de téte dans l'unique syzygie restreinte qui existes ées cing bi-
invariants fondamentaux restreintd| , A| , A7, |, et M®|, au niveaus = 4
n'était pas en harmonie avec le choix d’ordre lexicograplique nous avions
fait au niveawx = 5 et qui nous avait fournit une base de 21 syzygies faisant ap-
paraitre urtriangle remarquable de monémes de t&a effet, si nous voulions
rétablir la cohérence entre les deux niveaux 4 etx = 5, nous devrions, au
niveaux = 4, choisir plutét I'ordre purement lexicographique dédwtldrdre
suivant entre bi-invariants restreints :

A > A} > A, > MP

(nous sous-entendons ici la mentiof)},_,"), ce qui conduit achanger de
monome de tétedans l'unique syzygie restreinte existante :

0=—5ATA}+3A%AT,

=0

9 Pour obtenir les deux entiets et [, de )75 rappellons qu'il suffit de compter le
nombre de fois qu'apparaissent les indicg$,“et “(-)2” dans chacun de ces mondémes, sachant
qu'ils apparaissent chacun exactement une fois dans teeroi@antA >~
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Lemme. Avec ce nouveau choix d'ordre qui anticipe une harmonie degec

niveau suivant = 5, tout polyndme bi-invariant de poids dansDS; ,, s'écrit
de maniére unique

P2><inv(j4f) — ’P(f{’ /\37 A“;], M8) + AL Q(f{v A?u Az,lv M8)
=YD coeff ()T (W) (AD) (M)

a+3b+5c+8e=m

+ Z coeff - Az,l (f)° (A?)c (Ah)d (Mg)e’

T4+a+5c+7d+8e=m

et par conséquent, le fibré de Demailly-SenTDL@‘Q"mT; est isomorphe a la
somme directe suivante de fibrés de Schur

4 * (a+b+2c+2e, b+-c+2e) =
DSy, Tv= € T T
a+3b+5c+8e=m

(3+a+2c+3d+2e, 14+-c+d+2e)
® v i
7+a+5c+T7d+-8e=m

Caractéristique d’Euler des fibrés de Schur.Sic; = ¢;(Tx), i = 1,2, désig-
nent les classes de Chern de d’'une surface complexa a la formule suivante

(5D :

V(X T0 T3 = %cf ] - éCQ (L — 1) + O(IA])

pour la caractéristique d’Euler du fibré de Schiir2) T} . Mentionnons au pas-
sage que pouk de dimension trois, la formule devient :

_ X()(7 [ (sl2sls) T)*() —

I s 1 1 1 1
_ TS l% l% l% —Ci1C +C3 212 2

g g | O
5 11 1
—C] +2cico — C3 5
Lol 1 o(|1
0! 11 5! l% lg l§ +O(IP).
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puis pourX de dimension quatre :
X (X, Tl 7o) =

1 1 1 1
_Cél1 +3 C%CQ - C% —2cc3t¢y I Iy lg ly
= 2 12 12 2 |t
0l 112! 7! IF 5 13 I
o1y 13 I
Lol Iy 1y 1 1 1 1
1! 2! 3! 4! lz11 li l3 l3 0! 2! 3! 5! l% l% lg lg
1 1 1 1
o tdtac—c |l I I3 n
0! 11 31 6! B
nols 15 1
1 1 1 1
2
C1C3—C2 ll 12 13 l4 9
o' 114l 5! | Iy 13 Iy 1 +O(I).

BB oG

et enfin, ajoutons qu’il ne serait pas difficile de fournirdarhule générale, val-
able en dimension quelconque.

Sommations de caractéristiquesEn revenant a la dimension deux, nous dé-
duisons tout d’abord trivialement du lemme précédent lammtde sommatoire
suivante pour la caractéristique d’Euler de la premiéremserdirecte de fibrés
de Schur :

Y <X, @ [(a+b+2c+2e, btc+2e) T)*() _ Z Y (X, T (a+b+2c+2e, btct2e) T)*() 7
a+3b+5c+8e=m a+3b+5c+8e=m

et ensuite, grace a une table de calculs élémentaires éestigliminer I'ex-
posanta :

m = a + 3b+ 5c + 8e,
lih=a+b+2c+ 2e
=m — 2b — 3c — Ge,
Iy = b+ c+ 2e,
Iy — Iy =m — 3b— 4c — 8e,
ce qui nous permet de remplacer, , 5, 5.\ se—m PAMD 35 501 8e<m: NOUS POU-
vons calculer les deux coefficients rationngjsc m® - Q etA, € m® - Q qui

apparaissent devant et devant—c, lorsqu’on effectue la premiére somme de
caractéristiques, que nous appellerokis(fa seconde s’appellera”) :
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m—8e m—5c—8e

1[5 S = 5 5 5
Alzg de dc db[(m—Qb—?)c—Ge) —(b+c+2e)’| +0(m?)
0 0 0

937 mS
28800000

1 (% g mefete . i
Ay = — / de/ dc/ db(m — 3b — 4c — 8e)” + O(m?)
6 Jo 0 0

_13mS
~ 900000’

ou nous avons utilisé le fait que les sommes de Riemann sffissument bien
approximées par des intégrales siI'on s’intéresse seuteaecoefficient den®.

Ensuite, si nous procédons de la méme maniére pour la deengémme
directe de fibrés de Schur :

X (X, @ F(3+a+20+3d+26, 1+c+d+2e) T)*(>
T+a+5c+7d+8e=m
_ Z X ( X, [(B+a+2e+3d+2e, 14ctd+2e) T)*()

T4+a+5c+7d+8e=m

_ Z X(X7 [ (a+2c+3d+2e, ctd+2e) T;}) I O(m5),
a+5c+7d+8e=m

en observant que décalage de 7 dans le paidsnsi que les deux décalages de 3
et de 1 dang et dand, ne contribuent en fait qu’e®(m°) dans le résultat final,
ce qui nous permet de les négliger, nous pouvons dresseahblgede calculs
élémentaires analogue a la précédente :

m = a4+ 5c+ 7d + 8e,

l{ =a+2¢c+ 3d+ 2e
=m — 3¢ — 4d — 6e,

Iy = c+d+ 2e,

[ —ly =m — 4c — bd — 8e,

remplaceny . . 7uigeem pfarz5c+7d+8€<m apres avoir eliming, de telle sorte
gue nous sommes ramenés a calculer les deux intégralestasiva
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% m;Se m—75d—86
B, = / de / dd / dc [(m—3c—4d—6e)3 - (c+d+2e)3] + O(mP)
0 0 0

559819 mS
=777 " L O(md
34574200000 T O

m m—8e m—7d—8e
BQ:/S de/ ' dd/ T de(m — 4e — 5d — 8¢)® + O(m)
0 0 0

36949 mS
4321800000

+ O(m®).

En définitive, nous obtenons les deux coefficients rationt@mhuxC, €
mb - QetC, € mPQdec? etde—c;:

1797 mb
Ci=A +B = —2" L o(mp
v=AE B = s T O,
848 mS
Co=Ay+By= — " O(md).
2= Aot Ba = gy T O

Application. Les classes de Cheth = ¢;(Tx), 7 = 1,2, de X sont reliées au
degréd de X parc? = (4 — d)?d etcy, = d (d*> — 4d + 6).

Proposition . En dimension deux pour les jets d’ordre quatre, la carastigue
d’Euler deDS;,, Tk vaut:

mG

4 * 2 5
X(X, DSQ,mTX) = m (1 797 ¢ — 848 CQ) + O(m ),
donc si 'on pose

C:=120=2119...,

alors en réexprimant le tout en fonction du degré, on a I'gglénce

1797 m®
36 879 360
guandm — oo, avec un polyndme quadratique

qe(d) == d*(C—1)—d(8C —4)+16C — 6

qui est positif pour tout degreé > 9.

Remarque. Le quotientC des coefficients de? et dec;, vaut;‘—g = 1,807
pour les jets d’ordre 3, d'oyc(d) est positif pour tout! > 11 (cf. [5]), et il
vaut%3 = 1,444 - - - pour les jets d’ordre 2cf. [2]), d’ou q¢(d) est positif pour
toutd > 15. Demailly a conjecturé que ce quotient tend vers l'infinienelLes
valeurs numériques 44 ---,1,80--- et2,12--- suggerent une certaine lenteur
de la convergence potentielle.
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Corollaire. Si A est un fibré en droites ample s, pour toutm suffisam-
ment grand, il y a des sections globalesldgéva;g ® A1 lorsqued > 9, et
toute courbe entier¢g = C — X doit satisfaire I'équation différentielle globale
correspondante.

Passage aux jets d’ordre 5.Maintenant, la correspondance entre bi-invariants
fondamentaux et représentations de Schur :

fle—s T, A3 7D,
AP s pEy, AI@ M CRY M3 T2
A?,l,l — (R MOy Pe2) N2, 7E3)
K1121 — O HY s P3), Fllﬁ 63,

Etant donné qu’il existe des invariants fondamentaux srpphtaires, nous
pourrions attendre encore avant d’entreprendre un caddBleimann-Roch, mais
nous avons quand méme l'opportunité de nous restreindre@ukalgebre en-
gendrée par les crochets.

Base de Grobner.En choisissant I'ordre purement lexicographique sur les
mondmes deC[A%, ... H{* F!Y, f{] qui est déduit de I'ordre suivant sur les

mondmes élémentaires restreints (noter f{uest placé en derniére positfon:
A > A} > AT > M3 > A > MO > N2> K > H* > S > f

Maple nous donne la base de Grobner réduite suivante pdéal’'complet des
syzygies entre nos onze bi-invariants restreirftg/a= 0}, laquelle est constituée
de 26 équations :

10 sinon, les bases fournies contiennent plus d’'une soixamtiéquations.
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0=—5f1 (M)’ N2 K2 F'S 45 £ N'2(F1$)® — 64 f{(M1°)? K12 (HIY)? + 5 11 (M%)’ HI IS +

+ 128 f] MO N2 (K12) HIY =7 f{(HIY?(F1S)? - 64 1 (N'?)*(K12)?,
0 =15 f; M{" K%%H —TAY, 1(H114)2 —5 A (M) R + 547, N2 RIS -8/ N2 (K1E),
0:7f{(M110) 13 +AY M 14+f{(F11,) —8AY, NP K3,
0:N12K11?1—M H} +M8F11,
0=64f{ M®*M{° K{3 H| mHl )? FS +5 f1(M] )NlZK%i—64f{M8N12K113—

—5f{(M11°) H14—5f{ N”(Ffﬁ) :
0=fiHIM P +8MBAY,  HIY 45 £ (M%) =549, MO N2 -8 f{ M® M}° K{3,
0_64M8A111N12K12—64f{M8(M10)2K11 —5AY 1 (MIO)2N'2 45 £ (M%) -
—~THAMH F +8f1N12K F117
0=7f{(H114)2—5f1M8(M 0)? +64f1(M8) K13 -5 f{ N FS,

0= 64(M%)°A9 5M8A111( 1% =5 £ (MRS 15 f{ M{° K12 HIY -8 f{ N2 (K{2)?,
0:—A51)7171H +A +f1M 11,

0=5f{(M°)" ~5A9 11N2_8f M®Ky3 +T7AL,
0:56A7 N12K11,21_64f1M8M110K1121 5A111M110N12+5f{(M110)3_7f{H114F11761’
0_—8M8A111+7Az,1 -1 F 11,
0:56/\11]\48K11 —5M8A111 _5f{M10 +7f1K Hy
0:49%—5]\48(/\111) —5f1 Ay, FY +7(f1) (K1 )2’
0=—A711 N+ AT PG + f{ M0 M,
0:—A171N12+M+f{M8M10a
0=TA K3 —M®AY | — fi FS,
0= —8AT, MS+5A MY — I,
0=—7A] A] 1+5A5A111 S KL,
0=—7AT; N2+ 3A% IS + 8 f{ M5 M}",
:_5A§’N12+3A3i+8f1M8M8,
0=3A%K{% — AT, M® — f{ B}
0= —8AT M5 +3A% ML — fI N12,
0=—TAYAT; +3A° AT, — fifi M)°
0=—5(A%)* +3A3 AT, — fifi MP.
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D’aprés la théorie des bases de Grobner, une base de I'egpzioeel :
C[A% AL, ... HY, FS, fﬂ/(26 équations précédenjes
est constituée de tous les mondémes
(A%)" (A9)" (AT) (M%) (AT0) (M) (V2)* (K33)" () (R (1)

qui n'appartiennent pas a l'idéal monomial engendré paR&snonémes de
téte de chacun des 26 générateurs que nous avons soulignést€dmonéme
appartient a cet idéal monomial si et seulement si il essitileé par 'un des 26
mondmes de téte, ce qui revient a dire que le muti-indice

(CL, b7 C? d7 e? f7 97 h? i? j? k) e Nll
appartient a laéunion des 26 sous-ensembles suivant&de:

{fz3nfiz1n{ij=13n{k=>1j}, {ez1}n{g=11n{j>1}
{ez1in{f=21;n{i>1}

)

1},

1N {h >
1pn{i>
1pn{g=1
n{k>1
D=1

Lo
}

Nn{i=1n{k> 1),

j
s
e 1},

1
1
1}n{
1} n{e N{h > 1},
2}n{h
2} n{e

P A A A A
QU QU QL QU
A\VZRR\VARR \VARR \VARR\\VARR\V]
A\Y2E\VARR\VARR\VAR\VARA\V]

W—’;V_/W—’

(o

Z
{c=1}n{i
{cz11n{g=1;n{h
{c
{c=z1}n{d=1}n{h
{c=2}n{h
Pour calculer le complémentaire de cette réunion, on pecedme dans la
Section 7, en regroupant séparément les 6 intersectionseagant pafa >
1}, puis les 5 commengant p&b > 1}, puis les 6 commencant p&r > 1},
puis les 6 commengant p& > 1}, puis les 2 commancant p& > 1}, et puis
enfin la derniére, qui commence paff > 1}. Trouver le complémentaire global

reviendra donc a calculeiititersectionde six sous-ensembles be!.
Clairement, le premier et le deuxieme complémentairesdammeés par :

M ={a=0}U{c=e=f=g=h=i=7=0},
Ny ={b=0}U{e=f=h=i=j=0}

(o

ke

Vv VWV Yy WV
g S —t
e o o
P N N W

\v Vv VWV WV
(wl

vV WV WV
Q@ L 2 2 & 2
A\VARR\VAR\VARR\VARR\VARR\V]

—
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Ensuite, calculons le troisieme complémentaire, en sirapti progressivement
les intersections, et ce, en partant du dernier terme :

Ns:={c=1}U{e=0} U{h =0} [{c=0}U{d=0}U{h=0}){c=0}U{f =0}
(He=0u{g=0}u{h=0}{c=0}u{i=0}( [{c=0}uU{j=0}
={c=1U{c=0yUu{h =0} {c=0tu{d=0}U{h =0} [c=0}u{f =0}

(Me=0U{c=g=i=j=0}U{h=1i=j=0}
={c=0U{f=h=i=j=0}U{c=1,d=f=g=1i=j=0}

Les calculs suivants donnent :

Ni={d=0}Ule=h=j=0U{e=j=k=0U{h=i=j=0}U
U{d=1l,e=i=j=0lU{d=1,e=f=j=0U{d=1,g=i=7j=0}U
U{d=1,e=h=j=0'U{d=1,h=i=j=0}U{d=1,e=j=k=0},

Ns={e=0tU{f=9g=0U{f=7=0}U{g=i=0}U{i=j=0},

Ne ={f=2tu{f=1tu{f=0tu{i=0}uU{j=0}u{k=0}

En développant l'intersection finale :
N NN NNz NNy N N5 NN,

nous pouvons négliger toutes les composantes qui incarporenombre> 7
d’équations, puisque dans la sommation de fibrés de Schoonfzibution ne
sera qu'enO(m"), les termes principaux étant multiples rationnels non nuls
dem?. Ainsi, en négligeant de tels termes, nous obtenons exaciteh® com-
posantes de dimension 5 définies par 6 équations :

{a=b=c=d=e=0,f=2}U{a=b=c=d=e=0, f=1}
U{la=b=c=d=e=f=0}U{a=b=c=d=e=1i=0}
U{la=b=c=d=e=j=0}U{a=b=c=d=e=k=0}
U{la=b=c=d=f=9g=0}U{a=b=c=d=f=i=0}
U{la=b=c=d=g=i=0}U{a=b=c=d=i=j=0}
U{la=b=c=e=h=j=0}U{a=b=c=e=j=k=0}
Ufa=b=c=h=i=j=0}U{a=b=f=h=i=j=0}
U{la=e=f=h=i=35j=0}U{c=e=f=h=i=j=0}
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Les 16 familles de mondmes correspondant a ces équatiowsrgeiire rangées
dans un tableau :

A . . . . o (M%) (N12)? (K;i)z (H1'
B: . . . . . M (N12)? (Kll_?l)h (Hi%)'
C: ° ° ° ° ° ° (N12)g (Kllzl)h (H114)1
D: ° ° ° ° ° (Mllo)f (N12)g (K%i)h °
E: ° ° ° ° ° (Mllo) (N12)g (Kll?l)h (H114)1
F . . . . . (M) (N12)? (K13)" (H)'
G: ° ° ° ° (A%1 1)6 ° ° (K1121)h (1{114)Z
H: ° ° ° ° (A%1 1)6 ° ; (le)g (K1121)h °
l: ° ° ° ° (A%Ll)e (Mllo)f ° (K1121)h °
J: ° ° ° ° . (A%Ll)e (Mllo)f (N12)g (K13) °
K: ° ° ° (Mg)d ° (Mllo)f (N12)g ° X (H114)1
L: . . . (Mg)d . (Mllo)f (N12)? (K{2)" (HPY)
M : ° . ° (M8)d (A%Ll)e (M110) (N12)g ° °
N : ° ° , (Ail)(: (M8)d (A%Ll)e ° (N12)g ° °
O: ° (A?)b (Ail)(‘ (M8)d ° ° (N12)g ° °
P (Ag)a (Ai’) . (Mg) . ° (N12)g ° °

Ensuite, lorsqu’on effectue la somme des caractéristigiiegler des fibrés de
Schur correspondants, il n’est pas nécessaire de réoegaeis familles de telle
sorte gqu’elles soient d’intersection vide, puisque deddaton, chaque inter-
section entre deux familles ne contribuera au final q@ém?). Nous pouvons
donc additionner les seize couples d'intégrales corredgues :

m—16j—k m—14i—16j—k m—12h—14i—16j—k

14 12 - 12
/ dk/ d]/ dz/ dh/ dg
0

[(m — 9g — 8h — 10i — 11§)® — (3¢ + 2h + 3i + 3§)*] + O(m")

36562817 m®
N 4933428814282752
m—165—k m—14i—16j—k m—12h—141—165—k

14 12 - 12
/ dk / dj / ' / dh / dg
0

— 129 — 10h — 13i — 145)3 + O(m")

+O(m");

5015441 m®
~ 1233357203570688

O(m");

Bl = A1 + O(m7), Cl = Al + O(m7)7
By = Ay 4+ O(m"), Cy = Ay +O(m");

Ralie>

e ’:l»j—l e Ea

—oO =0 RO RO

R

A~ N N/~
il
®

o

== [—"11 e e

N N N /N
—o =0 O O

i
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m— 16] k m—12h—16j—k m—12g—12h—16j—k
/ 12

/ dk / dj / dg /O b af

[((m —7f —9g — 8h — 115)* — (2f + 3g + 2h + 35)%] + O(m")

9629129 m® +0( 7)
= m N
917294284800000 ’
m— 16] k m—12h—165—k m—12g—12h—165—k

[

(m —9f —12g — 10h — 145)3 + O(m")

9339503 m®

— 7.
~ 1605264998400000 +0(m’);

m—14i—k m—12h—14i—k m—12g—12h—14i—k
12 12 10
/ dk / dz / dh / dg / df
0
[((m —7f —9g — 8h — 10i)* — (2f + 3g + 2h + 3i)*] + O(m")

353397731 m®
0111259852800000
m=14i—k m—12h—14i—k m—12g—12h—14i—k

L [ [

(m —9f — 129 — 10h — 13i)> + O(m")
24019153 m®
"~ 3763907481600000

+O(m");

+0(m");

m—14i—167 m—12h—14i—16j m—12g—12h—14i—167

S T Y ST

[((m —T7f —9g — 8h — 10i — 115)* — (2f + 3g + 2h + 3i + 35)*] + O(m”

10470682349
e +0(m");

m—14i—k m—12h—14i—k m—12g—12h—14i—k
12 12 10
/ dk / di / dh / dg / df
0
(m —9f — 12g — 10h — 13i — 145) + O(m")
967485149 m®

+O(m");

)
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m—16j—k m—14i—16j—k m—12h—14i—16j—k
14 12 9
/ dk / dj / di / dh / de
0
[(m — 5e — 8h — 10i — 115)* — (e + 2h + 3i + 35)*] + O(m")
1918270933 m®
- 166503222482042850
m—165—k m—14:1—165—k m—12h—14i—16j—k

14 12 -9
/ dk:/ dj/ dz/ dh/ de
0
(m — 6e — 10h — 13i — 145)> + O(m")

10843247 m®
~ 1541696504463360

+0(m");

+O(m");

m—=16j—k m—12h—16j5—k m—12g—12h—16j—k

12 12 9
/ dk/ dj/ dh/ dg/ de
0

m — 5e — 9g — 8h — 115)* — (e + 3g + 2h + 35)*] + O(m")

5443807 m®
N 416084687585280
m— 16] k m—12h—16j—k m—12g—12h—16j—k

/dk/ dj/ /#dg/ofde

(m — 6e — 129 — 10h — 145)% + O(m")

+O(m");

30061 m®

— 7.
3852635996160 +0(m’);

m— 16] k m—12h—16j—k m—10 —12h 16—
10
/ dk/ dj/ / df/ de
[(m — 5e — 9g — 8h — 115)* — (e + 3g + 2h + 35)*] + O(m")

100949081 m® +0( 7)

= m N

6191736422400000 ’
m—165—k m—12h—165—k m—10f—12h—16j—k 12h 16j—k

/dk/ dj/ b dh/ b df/ de

(m — 6e — 9f — 10k — 145)3 + O(m")

1344607 m®
~ 133772083200000

+O(m");
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m—k m—12h—k m—12g—12h—k m—10f— 12h 12h—k
2 10
/ dk/ dh/ dg/ df/ de
0

[(m —5e — 7f — 9g — 8h)* — (e +2f + 3g + 2h)*] + O(m")
+0(m");

10772929 m®
N 526607182725120

m—12h—k m—12g—12h—k m—10f— 12h 12h—k
12 10
/ dk / dh / dg / df / de

(m — 6e — 9f — 129 — 10h)® + O(m")

28817 m®

_ 7.
= 2351462400000 T O™ )i

m—14i—k m—12g—14i—k m—10f—12g—14i—k 12q 14i—k
12 10
/ dk / dz / dg / df / dd

[(m — 6d — Tf —9g — 10i)* — (2d + 2f + 3g + 3i)*] + O(m")

762653
e + O(m");

- 1646793600000

m—14i—k m—12g—14i— m—10f—12g—14i—k 12g 14i—
12 10
/ dk/ dz/ dg/ df/ dd

(m—8d—9f —12g — 13i)> + O(m

130379 m?® -
= T5430331200000 ~ O s
m—12h—144 m— 12q 12h 141 m— 10f 12q 12h—141
12
dz / dg/ df/ dd

[(m —6d —7f —9g — 8h — 10i)* — (2d + 2 + 3g + 2h + 3i)®] + O(m")
151044671
m® +0(m");

~ 240890078822400000

141 m—12h—14i m— 12g 12h 144 m—10f— 12g 12h—14i
12
/ dz/ / dg/ df/ dd
0

(m—8d—9f — 129 — 10h — 13i)® + O(m
6632623 m®
~ 301112259852800000

+O(m");
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+0(m");

dd

dd

")

)

m— 12q k m— 10f 12g—k m—9e—10f—12g—k
8
"k dg df / /
0
[(m — 6d Se —T7f —9g)* — (2d + e + 2f + 39)*] + O(m”
3287521 m® 7
- 112870195200000 +0(m’);
m—12g—k m— 10f 12g—k m—9e—10f—12g—k
10 8
"k dg / df / /
0
(m — 8d — 6e — 9f — 129)® + O(m")
152857 m® ;
= 9105819600000 ~ O™ )
m— 12q k m—9e—12g—k m—8d—9e—12g—k
7
dk dg / de / dd / dc
0
[(m — 4c — 6d — 5e — 99)® — (¢ +2d + e + 39)*] + O(m
4984271 m? .
- 10840033547000 O(m”);
—12g—k m—9e—12g—k m—8d—9e—12g—k
9 8 7
dk dg / de / dd / dc
0 0
— 5c —8d — 6e — 129)% + O(m")
30341 m® .
= Ti2o17221150 + O);
m—12g—k m—8d—12g—k m—Tc—8d—12g—k
8 7 5
dk dg / dd / de / db
0 0
[(m —3b—4c—6d — 99)° — (b+ c+2d + 39)*] + O(m”
7400341 m?® 7
- 92935987200000 + O(m )’
m—12g—k m—8d—12g—k m—Tc—8d—12g—k
7 5
dk dg / dd / de / db
0 0
(m — 4b — 5¢ — 8d — 12¢)> + O(m")
13991 m8

)
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m—12g—k m—8d—12g—k m—5b—8d—12g—k
5 3
"k dg / dd / db / da
0 0
—2a —3b—6d — 99)* — (a +b+2d + 3g)*] + O(m")
177593 m® .
- 1045094400000 +O(mY);
m—12g—k m—8d—12g—k m—5b—8d—12g—k
5 3
"k dg / dd / db / da
0 0
(m — 3a — 4b — 8d — 129)® + O(m")
293 m8 7
= 3g2ss00000 T O

Nous déduisons donc par simple sommation de nombres rateonn

Ci=A1+B1+C+D1+E+F1+G +Hi+ 1l +J1 + Ky + L1 + My + Ny + 01 + Py
159897336810563

_ 7
~356792619604377600000 +0(m )
Co=Ay+Ba+Co+Do+Ey+Fo+ Gy+Ha+ 1o+ Jo+ Koy + Ly + Mg + Na + Og + Po

784698232169 O(m)
= m
3303635366707200000 '

et finalement, le quotient significatif :

C=-L=1,887---

est inférieur & celui d®S;T% : confirmation supplémentaire de I'inadéquation
et de l'insuffisance du sous-fibré engendrée par les crachets

Probleme. Changer d’optique quant au calcul de Riemann-Roch, en tenan
compte d’'une étude préalable, reprise a partir de zéro, skedature spécifique
deDS;Ts..

89. APPENDICE

Expression initiale. Comme annoncé dans la Section 4, nous détaillons ici le
calcul (délicat) des trois crochets entre les trois invasa [, A],, A], de
poids 7 :

(AT, AT]

Développement économeN’écrivons que le premier produit, en résumant le
second par le symbolg, j) «—— (k,1), parce qu’il s’en déduit par ce simple
changement d’indices :
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= (A5 fufy A L — ANV (I L) — 16 AP (S fL) -
— BAV(FI L fLE) 435 AL fY J’.') : (AL“ FLE + 4A23 fLfl

_ 5A1’3(f;;/ l/+fl;fl”) +15 AL2 f];/ l//)_

= AV AM LGS+ 5 A AN RS - A AN AN (S fLD -
=16 AP AN+ fF7) ifl = 5 AM AV (R G+ FLTT) Sidi+
+35 AV ALS FIFI LT+ AAYY AP RS+ 20 AP ARS FIFTALE —
— 16 AVLARA(fIff + Fi]) fifi — 64020 AR (f £ + fif]) fufi—
=20 AT AV (fF 4 fif]) Fify + 140 A2 AL £ f
—SAV AV L+ fdl’) = 25 MM AR [ (R + i)+
+ 20 AM AV + FF) (S + i)+ 80 AT AV F + fi ) (fi i + fid?') +
+25 AV AV (R T+ L) (R A+ SLA) = 175 AN AV LR+ fifl)+
+15 AL AL F R+ 5 AP AL FIFLR A — 60 AN AV (£ L+ FLFT) fE -
= 20 AP AV (1 [+ Jif]) FI = T AN AV (S + L) A+
+525 AL AL £ g
= (,4) < (k. D).

Nous soulignons (en ajoutant un petit cercle) les termess‘@uinihilent avec
ceux qui leur correspondent dans la permutation) < (k, 7). Nous utilisons
les relations pliickeriennes pour remplacer le derniergégestant, a savoir :

_75 AL3 ALz(fz‘mf]/'"i‘fi/f]/'”) l;/ l/l+75 AL3 A1,2< l;//fl/_i_fé l///) fz‘l/f/'l

J
par :

— 75 A1’3 A1’3 fl'/lf_]{fl::/ l// + 75 A1’3 A2’3 f@'/f]/'f];/ l//_
- 75 A1,3 Al’?’ fz',f],'/ l;/ l// + 75 A2’3 A1,3 f{f]{fé/ lﬂv

et nous additionnons tous ces termes en effectuant desipsgnents qui n'im-
pliquent que des sommations de nombres entiers :
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= ANV LR+ S = 25 A% AN LR+ ST + 15 AN AN fLp g
+ TSNP AL [ AN AV (S ST S - 32 AN AR (R S S
— GLAZS AP (FIf1 4 FLF]) Sl — 5 A A (S FL)) S+ 35 AL AL F g
— 20 A2 AV (F L FLY) S+ 140 AR AL L 4150 A%F AL £f -
— GO AN AV (f1 7 L) LAY - 240 A% A2 (1 1+ FLET) LS+
£ 25 AN AV (7 JLF) (LA S — 175 AYS AN J (g ) -
T AN AR L4 L) LS
— (5.4) — (kD).

Synthése de déterminants Maintenant, la soustraction suivie de la permutation
fait apparaitre des déterminagts 2 : on a en effet cinq relations immédiatement
vérifiables par développement :

PRI+ Al = B LI+ FLET) = FLf A8+ FLI AT
FEFE = FLELRLE = FLI ALE + FLf) ALY,

(F 5+ HF) ffl = (B + B 0D) £ F = FH AR+ FLfe A,
(R 5+ S LR = R+ B I8 = B RS + 1 A

(505 + S LR + L1 = (RSt + i) 0+ 18))
= [If AT+ FELAY + FLH AT+ FLL AT

En regroupant les termes, on obtient 'expression finale e ;, A} ]. O

Jets d’ordre k = 3 en dimensionv = 3. Pour terminer, donnons une descrip-
tion «a la main» des générateursi8; qui ne fasse pas appel a des arguments
raffinés de théorie des invariantd.(5]).

Recherchons directement les bi-invariants,les polynémes invariants par
reparamétrisation qui sont aussi invariants par I'actiosaus-groupe unipotent
U3(C) C GL3(C) constitué des matrices de la forme :

1 0 0
u=1|u 1 0 |,
Ue Up 1
qui est définie pau - fl(” = 1(”, puis U - fQ(A) = 2(” + uafl(” et enfin
U - f?fA) = ?EA) + up fz(A) + U 1@), pour\ = 1,2, 3. Un premier raisonnement

initial entiérement similaire a celui que nous avons tirgd@ourDS; , | fournit
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une représentation de toRite DS7; ,, sous la forme rationnelle

P(jBf): Z (f{) (f27f37A127 137A1217A131)

—gmgagm
ou les invariants\? ; et A? ., sont simplement définis par :
3 . Al2 5 1,3 1,2
Ai,j = Az’,j et Ai,j; A fk =3 Am

Ensuite, si nous considérons le sous-groupg &) constltué des matrices de
la forme :
1 00
U=| u 1 0
u. 0 1
lesquelles stabilisent tous les invariants qui apparaisians notre premiére ex-
pression rationnelle :

- — A5
U- A} 2—A127 u- A121_A121,
3 —
A 3_A137 U‘A1 1—A131,

mais agissent en perturba;fjtet fsparu- fi = fi+u, fietu- fi = fi+u. fi,
nous voyons que d¢ est aussi invariant par I'action unipotente, alors chaque
polynémepP, ci-dessus doit en fait étre indépendantfdet def;, d’'ou :

PV F) = D () Pa(AS g Ay AT A ).

m<asm

2
3
Mais ce n’est pas terminé, car il faut encore s’assurer dediiance par I'action
du sous-groupe constitué des matrices de la forme :

1 0 0
u:=[(0 1 0|,
Oubl

lesquelles agissent comme suit sur les quatre invariaggbatjuement indépen-
dant qui apparaissent :
3
b'Al, A12, Ub‘A21—A121>
3 3 5
Up - A1,3 = A1,3 + up A1,27 Up - A1,3;1 = A1,3;1 +up A1,2;1-

D’aprés un calcul direct, le troisiéme et dernier invarf@mdamental pour cette
action, a savoir :
A A131 A 121—f1f1D1,2,3

fait naitre, en tant que nouveau b|-|nvar|ant «fantdme héaterriere f;)?, le
déterminant wronskien en dimension trois :

h o Js

"
Dl ,2 3 1 2 3 )

" " "
1 2 3
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et en injectant ce nouveau bi-invariant, nous obtenons oogatle expression
pour le bi-invariant quelconque dont nous étions partis :

P () = 3 () Pu(Ads Alay, DSy,

—%mgagm

laquelle incorpore toujours des puissances negativg$.ddais pour terminer,
nous affirmons qu’il n’existe en fait aucune puissance négale f;, car sinon,
aprés multiplication par la puissance maximalement négde f; (cf. le raison-
nement conduit dans la Section 6) et aprés restrictiffi & 0}, nous obtien-
drions une identité du type :

0=Po(ATs, A 515 Disojy)

f1=0
/ /!
0 S
. /i N gl el 1 " "
= Pu(— R BHBAL | FBH]),
n n "
1 2 3

qui impliquerait immédiatemer®, = 0, par indépendance algébrique de ses
trois arguments.

En conclusion, nous avons redémont&[6]) qu’en dimension = 3 pour
les jets d’ordres = 3, les polynémes bi-invariants s’écrivent :

,P2><inv(j3f) — ’P(f{, A?’Q, A?,Q;la D?,Q,?’)’

ou P est un polyndbme arbitraire, aucune syzygie n’existanteeot#s qua-
tre bi-invariants fondamentaux, et par conséquent, erripal# les indices —
ce qui revient a faire agir le groupe complét;(C) —, nous déduisons
que les polynémes généraux invariants par reparamétisgacrivent comme
polyndmes quelconques en fonction de 16 invariants fondéane :

-3 _ ! ! ! 3 3 3 5 5 5
P(j f) - P(fl? f27 f37A1,27 A1737 A2,37 A1,2;17 A1,2;27 A1,2;37
5 5 5 5 5 5 [§
A1,3;17 A1,3;27 A1,3;37 A2,3;17 A2,3;27 A2,3;37 D1,2,3)'

On vérifie aussi que parmiles 62 syzygies existant entre@as/ariants qui ont
été obtenues par un calcul sur Mapé les références dans [5]), 30 d’entre elles
sont fondamentales et qu’elles proviennent toutes desprocédures que nous
avons décrites. O
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