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Résumé

Les instruments a cordes sont généralement composés d'un
ensemble de cordes, d'une table d'harmonie et d'une caisse
de résonance munie d'évents. Le role de cette derniere est
généralement d'augmenter le niveau de pression rayonné par
l'instrument en basses fréquences en tirant partie de la
premicére résonance acoustique de la cavité.

A basse fréquence, deux modes particuliers liés au couplage
entre la résonance de Helmholtz de la cavité et la premiére
résonance mécanique de la table d'harmonie jouent un réle
particulier. Les déformées modales de ces modes mettent en
jeu des mouvements couplés de flexion de la table d'une part
et d'oscillation des pistons d'air localisés au niveau des
évents. Ces deux modes, associés a l'effet bass-reflex de la
cavité sont appelés A0 et T1 en référence aux cas de la
guitare et du violon pour lesquels ils sont identifiés
clairement. L'existence de tels modes ont également été
identifiés récemment dans le cas de la harpe.

Les modes complexes associés a T1 et A0 d'un tel systeéme
peuvent étre identifiés grace a une méthode de lissage. La
forme particuliére de ces modes rend difficile le calcul direct
des matrices masse (M), raideur (K), amortissement (B)
équivalentes au systéme a 2 degrés de liberté. Néanmoins, il
est possible d'obtenir les modes réels associés aux modes
complexes au moyen d'une méthode d'appropriation par le
calcul et donc d'identifier les matrices M, K et B. Cette
procédure d'identification est testée pour trois cas différents :
un systéme discret simulé, une guitare et une harpe.

Introduction

Cette étude s’intéresse a 1’effet du couplage vibro-acoustique
en basses fréquences dans les instruments a cordes. Des
travaux antérieurs [1] ont mis en évidence I’existence de
deux modes prépondérants nommés classiquement A0 et T1,
correspondant respectivement au premier mode acoustique
de la cavité et au premier mode de flexion de la table
d’harmonie. Une représentation de ces deux modes par un
systéme vibro-acoustique couplé discret a 2 degrés de liberté
peut représenter un outil intéressant d’aide a la conception
ou a ’amélioration d’instruments, si les paramétres identifiés
ont un sens physique pertinent.

Apres avoir rappelé la mise en équation d’un probléeme
vibro-acoustique couplé discret, nous présentons une
technique d’identification issue de I’analyse modale
expérimentale des structures. Cette technique est ensuite

validée sur un cas-test simulé, puis appliquée avec succés a
une guitare et sans succes a une harpe de concert.

Probléme vibro-acoustique couplé

Mise en équation

La discrétisation du probléme vibro-acoustique couplé
conduit a un probléme matriciel du second ordre, non auto-
adjoint, dont la topologie est donnée par 1’équation (1) :
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On note ici p. la masse volumique de la structure et p_ la
masse volumique du fluide. X est le vecteur déplacement de
la structure, p est le vecteur des pressions acoustiques de la
cavité, Mm_ est la matrice de masse structurale, m_ est la
matrice de «masse» fluide. Ses composantes n’ont
évidemment pas la dimension d’une masse physique, elle est
appelée matrice de masse par analogie avec les vibrations de
structure. K_ est la matrice de raideur structurale, k_ est la
matrice de «raideur » fluide, et k_ est la matrice de
couplage vibro-acoustique. B, et B, représentent
respectivement les pertes structurales et acoustiques. Cette
formulation suppose qu’il n’y a pas de pertes au niveau de la
surface de couplage entre les deux milieux. f est le vecteur
représentant les forces exercées sur la structure, ¢ est le
vecteur représentant les sources acoustiques (débits
volumiques) placées dans la cavité.

Le caractére non auto-adjoint de la formulation induit des
difficultés pour la résolution de ce genre de systéme par
décomposition modale. De nombreux travaux de recherche
ont été développés pour trouver une formulation symétrique
adaptée aux problémes vibro-acoustiques couplés, on
trouvera une description de ces problématiques en [2].
Aujourd’hui, la technique de résolution de ce genre de
probléme passe généralement par la détermination de deux
bases modales découplées (structure et fluide), et la solution
du probléme couplé est développée sur la base modale
découplée. Ces techniques sont relativement efficaces et
conduisent a un gain de calcul notable puisque les deux
problémes découplés sont auto-adjoints et permettent
d’utiliser en particulier les algorithmes d’extraction de
valeurs propres de problémes symétriques, qui sont
numériquement optimiseés.

Réponse du systéme en régime harmonique

11 est possible de résoudre le probleme (1) par décomposition
modale. La nature non symétrique du probléme implique la



nécessité de calculer les modes propres gauches et droits. En
utilisant la représentation d’état du systéme :

UZ - AZ = F avec:
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I’extraction des valeurs propres complexes du systéme non

symétrique, bien que numériquement peu efficace, conduit a
I’obtention de 2n valeurs propres complexes s et s :
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A ces valeurs propres sont associés :

sl
S =diag(s,) = 3)

v Les vecteurs propres de droite dy ~tels que
(s,U-A)dy, =0, ou 4 :[ dy, } En rangeant les
v |s.dY,

vecteurs propres dans une matrice dy = [dY,...dY,] et en

notant 4 _| dY dY |onaalors:
dys dvs
UdyS = Ady )
v’ Les vecteurs propres de gauche gy, solutions de
(s,UT —AT)gy, =0, vérifiant, avec les mémes notations:

U gyS=A"gy ougy US=gy" A (%)
Les relations d’orthogonalité s’écrivent alors, en notant & la
matrice de « masse modale », diagonale :

gy'Udy =¢ ou gy" Ady =¢S (6)

La réponse harmonique du systéme projetée sur la base
modale s’écrit donc, pour une pulsation d’excitation o :

Z(t) = dy [é(ijZn - g):|719y-|- F ekt (7)

ou E, est la matrice d’identité de taille 2n. Cette relation
peut s’écrire sur les vecteurs de taille n sous la forme :

X(0)=dYEQY'F+dYEgY F (8)
avec

2= diag( ! ] et g = diag[lJ )
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La réponse du systéeme est donc un cumul des modes :
chaque mode répond proportionnellement au vecteur propre
de droite, avec un facteur de participation modale faisant
intervenir le produit du vecteur propre de gauche et de
I’effort exercé sur le systéme.

Dans le cas d’un systéme auto-adjoint, les vecteurs propres
de gauche et de droite sont égaux, et la formulation
précédente correspond a la formulation classique de
décomposition modale utilisée en vibrations ou en
acoustique, sans considérer le couplage.

Particularités du couplage vibro-acoustique

Le caractére non auto-ajoint du couplage vibroacoustique
décrit par 1’équation (1) est particulier, car les termes extra-
diagonaux des matrices de masse et de raideur sont reliés

entre eux. On montre [3] que les vecteurs propres de gauche
sont reliés aux vecteurs propres de droite par la relation :

. X X,
Si dy, = {P } alors gy, =|_P. | (10)
v SZ’

Cette notion est primordiale pour le traitement du probléme

couplé, puisqu’il suffit d’extraire les vecteurs propres de
droite du systéme pour connaitre les vecteurs de gauche.

Technique d’identification proposée

La technique d’identification proposée repose sur
I’exploitation de deux Fonctions de Réponse Fréquentielle
(FRF) obtenues en réalisant une excitation vibratoire de la
structure. L’une des FRF correspond a une mesure
vibratoire, I’autre a une mesure acoustique au niveau de
I’évent présent sur la cavité.

Identification des modes complexes

L’identification des modes complexes est simple:
I'utilisation d’une technique d’identification modale
classique [4] conduit a I’estimation des valeurs propres
complexes s et des vecteurs propres complexes droits dy, .

Les vecteurs gauches sont alors déduits par la relation (10).

Identification des modes réels

Il n’est pas trivial de déduire les modes réels des modes
complexes lorsque I’amortissement ne présente pas de
propriétés particulieres. Une méthode basée sur le principe
d’appropriation a ét¢ mise au point dans le domaine de la
dynamique des structures [5]. Son application au probléme
vibro-acoustique couplé n’est pas immédiate, elle s’effectue
grice aux €tapes suivantes :

v Quatre FRF fictives (combinaisons des deux excitations
et des deux réponses) sont simulées par superposition
modale en n’utilisant que les modes droits, ce qui revient
a considérer un probléme auto-adjoint fictif.

v' Ces FRF sont traitées par la technique d’appropriation
simulée qui garantit [’identification des valeurs et
vecteurs propres réels du systéme non amorti quelle que
soit la structure de I’amortissement.

v Les vecteurs propres gauches réels sont déduits des
vecteurs droits par une expression analogue a (10).

Détermination des matrices caractéristiques

Une fois les modes propres réels identifiés, il est
théoriquement possible de remonter aux matrices
caractéristiques du systéme en inversant les relations
d’orthogonalité (6). Ce processus a cependant 1’inconvénient
d’étre trés sensible aux erreurs sur les données d’entrée
(valeurs et vecteurs propres). Une erreur trés faible sur ces
données peut engendrer une topologic complétement erronée
des matrices du systeme. Afin de remédier a ce probléme, la
mise en ceuvre d’une procédure de minimisation au sens des
moindres carrés permet d’imposer la forme des matrices
(c’est-a-dire les emplacements des termes nuls et 1’égalité
entre les termes extra-diagonaux), ce qui permet d’obtenir un
résultat beaucoup plus robuste vis-a-vis des données
d’entrée.



Cas-test simulé

La technique d’identification proposée est d’abord testée sur
un systeme simulé¢ a deux degrés de liberté conforme a
I’équation (1). Les résultats finaux sont présentés dans le
tableau 1. Les erreurs ne dépassent pas 3%, ce qui est tout a
fait satisfaisant.

Valeur exacte .Valel.lr Erregr
identifiée relative (%)
Mg 0.03 0.0301 0.40
M; 3e-7 2.91e-7 2.98
Ks 2e4 2.01e4 0.44
Ks 0.1 0.100 0.02
K¢ 0.05 0.0500 0.06
Bs 1.5 1.524 1.61
B¢ 3e-5 3.00e-5 0.04

Tableau 1 : résultats du cas-test simulé

Cas de la guitare

Des tests ont été effectués sur une guitare par excitation au
marteau de choc. Les réponses ont été mesurées par un
accélérometre placé sur la table d’harmonie et un
microphone situé au niveau de 1’évent. Les modes A0 et T1
sont dans ce cas tres faciles a localiser.

Le tableau 2 présente les parameétres obtenus et on montre
figures 1 et 2 les FRF mesurées et synthétisées. Les courbes
noires sont synthétisées a partir des valeurs et vecteurs
propres complexes et valident I’étape d’identification de la
base modale complexe. Les courbes rouges sont synthétisées
a partir des matrices M, B, K et valident les étapes plus
délicates d’identification des modes réels puis des matrices.

Paramétre  Valeur Paramétre Valeur
M 0.031 Ks 2.2¢4
Mf 2.7e-7 Kf 0.12
B 1.4 Ke 0.036
Bs 3.1e-6
Tableau 2 : cas de la guitare, paramétres identifiés
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Figure 1 : cas de la guitare, FRF vibratoire au point
d’excitation, mesurée (bleu), synthétisée a partir des
matrices M, B, K (rouge), synthétisée a partir de la base
modale complexe (noir).
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Figure 2 : cas de la guitare, FRF acoustique, mesurée (bleu),

synthétisée a partir des matrices M, B, K (rouge), synthétisée

a partir de la base modale complexe (noir).

Les résultats obtenus sont donc satisfaisants, et cohérents
avec le modele a deux degrés de liberté obtenu par [6].

Cas de la harpe de concert

Le cas de la harpe de concert est nettement plus complexe et
a fait I’objet de mesures trés détaillées [7]. La table
d’harmonie est excitée par un pot vibrant en bruit blanc, et la
vitesse vibratoire au point d’excitation est mesurée par
I’intermédiaire d’un vibrometre laser. Un microphone est
placé au niveau de 1’évent se situant en bas de I’instrument,
ou la pression rayonnée est la plus importante en basses
fréquences [7].

Résultats des mesures

Un exemple de FRF mesurées est présenté sur la figure 3.
Les trois premiers modes sont des modes de type flexion de
poutre et n’ont qu’un trés faible effet sur le champ
acoustique rayonné. Les modes 4 et 6 a environ 150 et 170
Hz ont été identifiés comme correspondant aux modes dits
T1 et AO aprés avoir effectué des modifications structurales :
pour le mode A0, une modification de la longueur des évents
(alors, seule la fréquence propre du mode A0 est modifiée de
fagon significative), et pour le mode T1, un ajout de masse
sur la table d’harmonie (induisant la modification de la seule
fréquence du mode T1).

Résultats de I’identification

La figure 4 montre les synthéses de FRF obtenues. La
courbe noire, calculée a partir de la base modale complexe
identifiée, se superpose correctement a la courbe mesurée.
Les différences entre ces deux courbes proviennent
principalement des autres modes, non pris en compte dans la
synthese.

En revanche, la courbe rouge obtenue par calcul direct a
partir des matrices présente une allure complétement
différente. En effet, bien qu’obtenues par moindres carrés a
partir des modes réels et complexes, les matrices ne




permettent pas de recalculer ces modes de fagon
satisfaisante. Cela ne remet pas en cause la technique
d’identification proposée, mais il est clair que la formulation
retenue ne convient pas pour décrire le comportement de la
harpe.

Des études complémentaires sont actuellement en cours pour
comprendre 1’origine de ce phénomeéne. Les mécanismes de
dissipation d’énergie a 1’origine de [’amortissement sont
notamment soupgonnés.

Figure 3 : cas de la harpe, FRF vibratoire (bleu) et
acoustique (vert) mesurées

Figure 4 : cas de la harpe, FRF vibratoire mesurée (bleu),
synthétisée a partir des matrices M, B, K (rouge), synthétisée
a partir de la base modale complexe (noir)

Conclusion

Dans I’étude de I’effet des couplages vibro-acoustiques en
basses fréquences dans les instruments a corde, les modes
A0 et T1 ont été identifiés comme jouant un role
prépondérant. Il s’avére dés lors intéressant de chercher a
représenter ces deux modes par un systéme discret a 2 degrés
de liberté. Nous proposons une technique d’identification
particuliére basée sur la formulation discréte d’un probléme
vibro-acoustique couplé. Cette formulation étant non

symétrique, elle conduit a un probléme non auto adjoint. Des
techniques avancées d’identification modale issues de la
dynamique des structures ont néanmoins pu étre adaptées.
L’ensemble de la méthode est validé par un cas-test simulé
conforme a la formulation retenue. Des données
expérimentales acquises sur une guitare sont ensuite traitées
avec succes. Le cas d’une harpe de concert est finalement
traité, sans succes. Il semble donc que la formulation choisie
ne convienne pas pour ce cas complexe.
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