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��� ∀ x ∈ R
d, v(x) =

∫
Rd

∣∣eix·ζ − 1
∣∣2 f(ζ)dζ,

����� f � 	 ������� ��
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∫

Rd (1 ∧ |ζ |2) f(ζ)dζ < ∞� ����� � �	����
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�#� ∀ ζ ∈ R
2, f(ζ) = |ζ |−2h(arg(ζ))−2,
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��� !��� X � 	 �	� ���� Ω × R
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X(·, y) := X(y) � 	 ��	� �	
��� �	��	��� �
 Ω ��� 	�� y ∈ R
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d, v(y) = C
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|y|
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d, f(ζ) = c
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∀ζ ∈ R
d , f(ζ) = |ζ |−2h(ζ/|ζ|)−d.
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 h : Sd−1 → (0, 1) ��	�	�����4� ��� 	
������� 	
� � �	���� ��������
	�
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#�3� ����� 	,���$ $�-���$�!%( ��� �	
��� !��� �����	���� � ��	��� ��!
�� ��
�
/B���� ����
�
�� '�� T > 0� 	���� �	�� �� X 	���� 	 �
����� /B���� ��
�����

�� ����� α ∈ (0, 1) �
 [−T, T ]d �� ����� ���� 	 ������� �	
��� �	��	��� A ����
P(A < +∞) = 1 ��� ��	�

�+� ∀y, z ∈ [−T, T ]d, |X(y)− X(z)| ≤ A|y − z|α.

��� �-�	���
 ���� 	 ����� ���
� ��� ��� /B���� �����	���� �� 	 !���� ��� ������	�
/B���� ����
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� β �� 	 !��� � ��!
�� 	 ��� ������� �� α ��� ����� ��� /B����
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�����
 �+� ����� '��� 	
 ��	�� ���
� �� ����� ��� ������	� /B���� ����
�
� �
���	��� �� ��� �����
� �� ��� �������� ��� ������� � 	 ����� 	 ��� !��� �����	����
β � �	��� 0 �	��� �
 ��� 
��� ������� ������ �
 "�+%� ��� /B���� �����	���� ��
	 .'�7 �	
 ������ �� ������� ���� ��� ���	� ���	���� �� ��� �	�����	� 	���
� 0
���
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 ������ �� ���� ��� 	�������� ���	���� �� ��� �����	� ��
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 ��� 	
� ������

�"�#$�' .(/( ��� X �� � ���	 �
� β ∈ (0, 1)�
�� ��� ��� �
� 0 < α ≤ H ≤ γ < 1� ����� ����� A, B1, B2 > 0 �
� � ����������������
������ E �� ��� �
�� ������ Sd−1 �� R

d ���� ���� ��� ������ ��� ξ ∈ R
d�

(i) |ξ| ≥ A ⇒ |f(ξ)| ≤ B1|ξ|−2α−d�
(ii) |ξ| ≥ A �
� ξ

|ξ| ∈ E ⇒ |f(ξ)| ≥ B2|ξ|−2γ−d�
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� ����� ������ δ > 0 �
� C1, C2 > 0 ���� ����
(iii) ∀|y| ≤ δ, C1|y|2γ ≤ v(y) ≤ C2|y|2α�
�� "�
�����
 ���� ������� ���� X ������ H �� �������� #$���� ����
�
��

#�+� �$#&��� 	,���$ $�-���$�!%( '�� �	
��� ������ �d = 1�� �� ���� �� 	
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 �� ��� /B���� �����	���� ����� �	 	 ��	
�
� ���
 β ≥ 1 "�+%�
;�� Y = {Y (t); t ∈ R} �� 	 ��
����� .	��	
 �	
��� ����� ���� �	���
	��

�
�����
� 	
� �	�����	� v� ;�� t ∈ R� &� ��� �-��
��
(

Y (t+h)−Y (t)
h

)
	���� 	 �����

�
 L2(Ω,A, P) 	 h → 0� �� 	� ��	� Y � ��	
�-�	�� ��:���
��	��� 	� ���
� t� <�
��
��� �� Y ′(t) ��� �������
��
� ������ ����� � 	 ��
����� .	��	
 �	��	��� ���
��� �
�	
�� �	�� #2 �� "3%�� <��
 ��� ���� ��� 	
� t ∈ R

d� ��� �	�����	� v �� Y
� ��� ���� ��:���
��	���� ��� ����� Y ′ � �	���
	�� 	
� �� �	�����	� 	��!�

vY ′(t) = − (v′′(t) − v′′(0)) = lim
h→0

h−2
E (Y (t + h) − Y (t) − Y (h) + Y (0))2 .�$�

C���������� �� �	
 ������� ��!
� ��� n����� ��	
 -�	�� ��:���
��	��� �� 	
����� Y 	 ��� ��	
 -�	�� �����	���� �� ��� Y (n−1) ��� �� ������ <� ���
 ��!
�
��� ����
��� /B���� �����	����� ;�� β = n+s� ���� n ∈ N 	
� s ∈ (0, 1)� <� 	� ��	�
Y 	���� β 	 ������	� /B���� ����
�
�� �� Y � �	� n����� ��	
 -�	�� ��:���
��	���
	
� ��� �� nth ��	
 -�	�� �����	���� 	���� s = β − n ∈ (0, 1) 	 ������	� /B����
����
�
�� 0 �	��� �
 ��� �������
� �������� ��� ����
��� /B���� �����	���� �� 	
����� �	
 	�� �� ������� ���� ��� ���	���� �� �� �	�����	� ���	���� 	���
� 0
	
� 	�������� ��������� �� ��� �����	� ��
����

�"�#$�' .(.( ��� Y = {Y (t); t ∈ R} �� � �������
 ��
��� ������� %��� ��������
��
����� ��� β = n + s� %��� n ∈ N �
� s ∈ (0, 1)�
�� ��� ��� �
� 0 < α ≤ s ≤ γ < 1� ����� ����� A, B1, B2 > 0 ���� ���� ��� ������ ���
ξ ∈ R�
�� |ξ| ≥ A ⇒ B1|ξ|−2γ−2n−1 ≤ fY (ξ) ≤ B2|ξ|−2α−2n−1. !��
�
��� ��� �����&��� vY �� �� ����� C2n �
 � 
��&�������� �� 0
���� ����� ������ δ > 0 �
� C1, C2 > 0 ���� ����
∀|t| ≤ δ� C1|t|2γ ≤ ∣∣v(2n)(t) − v(2n)(0)

∣∣ ≤ C2|t|2α.
�� "�
�����
� ��� �
� ���� ����� ���� ��� ������� Y ������ β �� �������� #$����
����
�
��

#�$� ��-���$�!% #* �� ����( 0 ������ 	�����	���
 �� ������� #�� ��� ��	� ���
������	� /B���� ����
�
� �� 	
 0'(' ��
 ����
��
 d = 2� � �-�	� �� ��� ��
��	�
�	��� H �� ��� /��� �
��� ��
����
 h �
 [−π, π)=

�,� H = essinf [−π,π)(h).

��� ������	� /B���� ����
�
� H �� 	
 0'(' ���� �� �	���� ��� ��
��	� /��� �
����
&
 ��� �	������	� '(' �	�� ��� ��
��	� /��� �
��� � ��� ��	� /��� �
����
��� ��
��	� /��� �
��� �	
 �� ��
������ 	 	 ��
�	��
�	� �	�	����� �����
��	�	�����4� ��� 0'(' ������� �����
� �� ����
� ��� /B���� �����	����� *���



� �������� ���	
�� 
�� 	����� �����

	�� ��	� ��� ��
��	� /��� �
��� �� 	
 0'(' � ���	��� �� ��� /	����: 	
�
(������
��
� ��	��	� ����
��
 �� �� ��	�� G(X) = {(y, X(y)) ; y ∈ [−T, T ]2}
�2� ���HG(X) = ���BG(X) = 2 + 1 − H = 3 − H,

	���� ������ ��� 	
� T > 0 ������ �� "3�% ��� ��� ����
��
 ��!
����
�� ���
��
��	� /��� �
���� ���
� ��������
��
����
��
�� ��� 
�� �	����� 	
� 	
��������
��	���� �� 	
 0'('�

#�,� ��-���$�!% #� #$���!�� �����( &
 	������ �� ��	�	�����4� ��� 	
������� ��
	
 0'('� �
� ����� ������ �� ���� ��� !��� 	��
� ����
��� ��	���� ��
�� ���
�
��� -�����
 	��� ��  
�� ������� �� 
�� ��� /B���� �����	���� �� 	
 0'(' 	��
�
	 ��
� � ������ ���	��� �� ��� /��� �
��� �
 ��� ��������
 �� ��� ��
��
&
 ��� ��
��	� ����
� �� ����
��
 d� ��� � �	�	�����4� 	
� ��
� Δ �� R

d ����
(t0, θ) ∈ R

d × Sd−1 	
� ��!
� XΔ = {X(t0 + tθ); t ∈ R} ��� ���������
 �� 	 !���
X �
 ��� ��
� Δ� &� X � 	 .'�7� 	
� ���������
 XΔ � 	 .	��	
 ����� ����
�����	� ��
��� ����
 ��

�5� ∀p ∈ R, fΔ(p) =

∫
〈θ〉⊥

f(ξ + pθ)dξ,

����� f � ��� �����	� ��
��� �� X 	
� 〈θ〉⊥ ��
��� ��� �������	
� �� R
d ��������


	� �� ��� ��������
 θ� <��
 X � 	
 0'(' 	
� d = 2� �� �	
 �� ���
 ��	� ��� 	
�
��
� Δ� ��
�����
 ��� 	
� ���� �� ��� ������� #�� ���� ��� ��� �����	� ��
��� �� XΔ

���� H = essinf [−π,π](h)� &
 ����� ����� ��� 	
� ����
 ��
� Δ� ��� ������	� /B����
����
�
� �� XΔ � ��
�	
� 	
� �-�	� �� ��� ��
��	� /��� �
���� ���������� �� �

�� ������ �� ���� ��������
	� /��� �
���� �� 	
 0'(' ��
� ��
�����������
�

#�2� �$#0�&!�#� $�-���$�!%( 0 	
 	����
	���� �� ��
�����������
� (�
	�� 	
�
6��	�� ������� �� ���� ��
����� C	��
 ��	
���� �� !��� "�+%� ���� ��	
�
���� 	�� ��!
�� �
 ��� ��
��	� ����
� �� ����
��
 d� �� ���9����
� 	 !��� X 	��
�
�������	
� 〈θ〉⊥ �� R

d=

�1� ∀(θ, t) ∈ Sd−1 × R, RρX(θ, t) =

∫
〈θ〉⊥

X(s + tθ)ρ(s)ds,

����� ρ � 	 ��
��� ��
����
 �� ��� ����	��4 ��	 ��� ��	�
∫

R
ρ(γ)dγ = 1� ���
�

��� -�����
 	��� ��  
�� �� ��� �����	���� �� ��� ����� RρX(θ, t) � ���	��� �� ���
/��� �
��� �� X �
 ��� ��������
 θ� '�� 	
� ��������
 θ ∈ Sd−1� ��� ���	�
�� �����
RθX = {RρX(θ, t), t ∈ R} � 	 .	��	
 ����� ���� 	 �����	� ��
��� ����
 ��

��@� ∀p ∈ R, Rθf(p) =

∫
〈θ〉⊥

f(ξ + pθ) |ρ̂(ξ)|2 dξ,

����� f � ��� �����	� ��
��� �� X� '�� 	
 0'('� �� �	 ���
 ��	� ��� �����	�
��
��� �� RθX ����  ��
�����
 ��� �� ������� #�# ��� β(θ) = h(θ) + 1/2� &
 �����
����� ��� /B���� �����	���� �� ��� ���9����� !��� RθX � �-�	� �� h(θ) + 1/2 	
�
����
� �
 ��� ��������
 θ 	��
� ����� ��� ���9�����
 � ���������� ��� �	�	�����



�

1
2
�������
� �� ��� ������
� �:��� �� ��� ���9�����
 ����� � �-�	� �� d−1

2
�d = 2��

(� ����	��
� ��� �����	���� �� ��� ����� RθX� �� � ��� ������ �� ����	�� ���
�	��� h(θ) 	
� ���� ��� 	
������� �� 	
 0'('�

3� ���	���	�� ������

0 ��
���
�� 	����� ��� ��������
	� /��� �
��� h(θ) �� 	
 0'(' �	
 �� �������
���� ��� ������	� /B���� ����
�
� �� ��� ���9����� !��� RρX(θ, ·) 	��
� ��� ��������

θ� ��
�� ��� ���9����� !��� � 	 �
������
��
	� ��	����
	� (���
�	
 �����
 ��(���
�� � ������ �� �� ����	���
 ����
�-�� ����� �	�� ���
 ��������� ��� ��� ����
���� D� �� 
��� �	
� ����	��� �� ��� /��� �
��� �� 	 �(� �	�� ���
 �������
��� "#+% 	
� "2% 	
� ������
�� ������
 ��� 	 �������� ��� �	����� �� ������� ����
�	���� ��� ���	��� <������ ����	��� "��%� 	
� ��� �	�������	�� ����	��� "�% 	��
����
 ��� ��� 	
	��4�
� �(� ���� ��
���	
�� ����
��
�� �H ∈ (1/2, 1)�� ����
����	��� 	�� ��
���
� 	
� �	�� 	
 	�������� 
���	����� ���� ����� ����	���
	�� ��!
�� �� 	 !�����
� �� ������� �����	���
 �� 	 �(� 	���� �	��� ��� �
��� �	� ���� .�
��	��4�� E�	��	��� )	��	���
 �.E)� ������ �
 "32� +#%� ����
����	��� 	�� �	������	��� �
������
�= ��� ���� �	
 �� ��� ��� ��� ����	���
 �� ���
�����	���� �� 	 �	��� ��	 �� .	��	
 !��� ����� �
����� �(�� ���� ���� 	�� 	��
��
���
� 	
� �	�� 	�������� 
���	����� 7�� �� ��� ���� ��������� �� .E)� ��
���� ��� .E) ��� ��� ����	���
 �� ��������
	� /��� �
���� �
 ��� �����

3��� ����$���1�� 2���$�!�& 3�$��!�#��( ;�� Yθ �� ��� ���9����� !��� RρX(θ, ·)
�� 	
 0'(' X� 	 ��!
�� �� 6-�	���
 �1�� ;�� M = 2m� ��� 	
 �
����� m ≥ 1� '��
	
� ν ∈ N� ν < m� u ∈ N\{0}� �� ��!
� ���
������� �
�����
� Zν

θ,u �� Yθ

���� Zν
θ,u(t) = Yθ

(
t + 2u

2−νM

)
− 2Yθ

(
t + u

2−νM

)
+ Yθ

(
t

2−νM

)
.

��� �	��� 1/2−νM �	
 �� ��
 	 	 �������
 	� ����� Yθ � ��
������ 	
� u/2−νM
	 	
 �
�����
� ���� 7�� �� 	������
 �
 Yθ� ��� ����� Zν

θ,u � �	���
	��� ���
��
��	��4�� -�	��	��� �	��	���
 �� Yθ �� ����� 2 	�� ��!
�� 	

��#� V ν
θ,u =

1

2−νM − 2u + 1

2−νM−2u∑
p=0

(Zν
θ,u(p))2.

(� ����������� �
� �	
 ����� ��	� V ν
θ,u ∼

2−νM→+∞
E(V ν

θ,u)� ���������

E(V ν
θ,u) = E((Zν

θ,u(0))2) = E

(
Yθ

(
2νu

M
+

2νu

M

)
− 2Yθ

(
2νu

M

)
+ Yθ(0)

)2

,

A���	��
� ��� �-�	���
 �� 6-�	���
 �$�� �� �	
 �
������� E(V ν
θ,u) 	 	 ���
� �����

������� �����	���� �� ��� �	�����	� 	���
� 0� 7�� �� 	�����	���
 �� ������� #�# ��
Yθ� ��� ������	� /B���� ����
�
� �� Zν

θ,u � h(θ) + 1/2 	
� ��� 	�������� ���	����



� �������� ���	
�� 
�� 	����� �����

�� ��� �	�����	� �� Zν
θ,u �  
��
 ���
�����
 ������ 0 	 ������ �
� �	
 ��� ��	�

��3� E(V ν
θ,u) ∼

2−νM→+∞
C(2−νM)−2h(θ)−1u2h(θ)+1.

'��� ��� 	�������� �������� �� .E)� �� �	
 ��������	��� ������ 	
 ����	��� ��
h(θ) �	�� �
 .E) �� Yθ� 
	����

��+� Ĥν(θ) =
1

2 log(2)
log

(
V ν

θ,2

V ν
θ,1

)
− 1

2
.

��� ����� 	
� ���������	� ��
�����
 ��� ��� ����	��� �� ��
����� �� h(θ) 	 2−νM
��
� �� +∞ �	
 �� ���
� �
 "�3%�

3�#� ����#!$#4% !��!( ;�� � ��
���� ��� �	� �� 	
 0'(� X ���� �����	� ��
�
��� f 	�����
�

��$� f(ξ) =

{ |ξ|−(2h1+2), if |ξ1| < c1|ξ2|
|ξ|−(2h2+2), if |ξ2| < c2|ξ1|,

���� 0 < c2 < c−1
1 � ;�� � ��
��� Ĥν

1 = Ĥν(0, 1) 	
� Ĥν
2 = Ĥν(1, 0) ��� ����	���

�� ��� ��������
	� /��� ����
�
� �
 ������	� 	
� ����4�
�	� ��������
�

�"�#$�' 5(/( ��� X �� �
 '�() %��� �������� ��
���� f ��������
& ��$�� !��
�
������ ������

Ĥν
1 − Ĥν

2 −→
2−νM→+∞

h1 − h2

%���� ��� ���� γ > 0�
√

2−νM
(
Ĥν

1 − Ĥν
2 − (h1 − h2)

)
d−→

2−νM→+∞
N (

0, γ2
)
.

��� ������� � ������ �
 	���
��� 0� &� � ��� ���������	� ��
��������
 �� ���
�	��� �� ��� ���� �� ����	��� 	�������� ��� 0'(' ������
&
 	������
 �� �� ���������	� �
������ ������� 3�� �	
 �� ��� ��������	��� ���

����
� ��� ������� �� 	
 0'('� ;�� � ��
���� ��� �	�����	� 	�������� �������
�� ��� ��� ����
� ��� 	������
 H0= h1 = h2 ��������� 	�	�
� H1= h1 �= h2

�	
��������� 8�� ��� �	����� � 
	���	��� ��!
�� ��

��,� Dν
M =

√
2−νM

∣∣∣Ĥν
1 − Ĥν

2

∣∣∣ .
(� ������� 3��� �
��� ��� 	������
 H0 �� �	�� Dν

M
d−→

2−νM→+∞
|N (0, γ2) | �����

Dν
M −→

2−νM→+∞
+ ∞ �
��� ��� 	������
 H1� /�
��� �� ��!
� ��� ���� �� 	


�������� ��9�����
 �
����	� ��� ��
!��
�� ����� α� 	

��2� Rν = {Dν
M > γ tα},

����� tα �	
� ��� (1 − α/2)�-�	
���� �� ��� ��
����� 	
� 
���	��4�� .	��	

����������
�



�

3�3� �'4��'��!�!�#�( 0��� �� ������ 	 #�����
��
	� ��	��4	���
 �� 	 !��� x
�
 ��� �
����� ���� {( k

M
, l

M

)
, 0 ≤ k, l ≤ M} �� [0, 1]2 	� ��������
 1/M � <� ��
���

�� x(k, l) ��� �	��� �� ��� ������� !��� 	� ������

(

k
M

, l
M

)
� <� !�� �������

������� ���� 	
� �����
���� 	���	�� �y1 	
� y2� �� x=

��5� ∀ 0 ≤ k, l ≤ M, y1(l) =
1

M

M∑
k=0

x(k, l) and y2(k) =
l

M

M∑
l=0

x(k, l).

<� ���
 ������� ������� -�	��	��� �	��	���
 vν
e,u �
 ���� ��������
 �e = 1, 2� ���

���	���
 �	�	����� u = 1, 2 	
� ��:���
� �	��� �� ν ���� ��	� 2ν+1u < M�

��1� vν
e,u =

1

M̃ + 1

M̃∑
p=0

(ye(sp) − 2 ye(s(p + u)) + ye(s(p + 2u)))2,

���� s = 2ν 	
� M̃ = M/2ν − 2u� '�
	���� �� ��!
� ��� ������� ���9�����
��	��

����	��� ĥν
e �� ��� �
��� he �� X �
 ��������
 e = 1, 2

�#@� ĥν
e =

1

2 log(2)
log

(
vν

e,2

vν
e,1

)
− 1

2
.

��� �:��� �� �������4	���
 �
 ��� ����	���
 � �
� �� ��� �	�
 ���������	� ���
����� �	 �
�����	��� �
 "�3%� <� �	�� ���
 ��	� ��� ����	���
 ����� ��� �� ���
	�������	���
 �� V ν

θ,u �� vν
e,u � ��
������� �� ��� �
�-�	����∣∣log(vν
e,u/V

ν
θ,u)
∣∣ ≤ C ′′M−α(M/2ν)h(θ)+1/2,

��� 	
� α < H � ����� H � ��� ��
��	� /��� �
���� <� ���
 ��	������ ���
��
�����
�� �� ĥν

e �� h(θ) 	 M = 2m ��
� �� +∞ �
��� ��
�����
 ��	� ν >

mh(θ)−H+1/2
h(θ)+1/2

� ��� ��
�����
 � ������ ���������	� 	
� �	

�� �� ��� �
 ��	������

<� ���� �
 	 
������	� ���� �� !� 	
 �����	� �	��� �� ν ��� ������
 $��
'�� ��� ����	���
 �� ��� ��
��	� /��� �
��� H ��� 6-�	���
 �,��� �� 	�� ��

	 ��
���	�� ����	���� <� ��!
� ������� ��
�����������
 zh
e �� x �
 ��� ��� 	
�

�����
 ��������
 e = 1, 2�

�#�� ∀ 0 ≤ k, l ≤ M, zk
1 (l) = x(k, l) and zl

2(k) = x(k, l).

<� ���
 ������� ��� ������� -�	��	��� �	��	���
 wj
e �� ���� ���������


�##� wj
e,u =

1

M − 2u

M−2u∑
p=0

(zj
e(p) − 2 zj

e(p + u) + zj
e(p + 2u))2,



�� �������� ���	
�� 
�� 	����� �����

��� u = 1, 2 	
� 0 ≤ j ≤ M � *���� �� ������� ����	�� ĥ0e �� /��� �
���� �

��� 	
� �����
 ��������
 e = 1, 2 	

�#3� ĥ0e =
1

2 log(2)
log

⎛⎜⎜⎜⎝
M∑

j=0

wj
e,2

M∑
j=0

wj
e,1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

<� !
	��� ��
���� ��� ����	�� �� ��� ��
��	� /��� �
��� ����
 ��

�#+� Ĥ = min(ĥ01, ĥ02).

��� ��
�����
�� �� ���� ��
���	�� ����	��� �� ��� ��
��	� /��� �
��� 	 M
��
� �� +∞ �	
 �� ��	������ ��
� ������� ���
 �
 "�3%�
(����� ��
� ��� ������� ���9�����
��	�� ����	��� �
 ���� ��������
� �� �	


��!
� 	
 �������	� �	�����	� ��� ��� ����
� ��� 	������
 H0= h1 = h2 ���������

	�	�
� H1= h1 �= h2 �	
��������� ;�� d̂ν = |ĥν
1−ĥν

2 | �� ��� �������	� 	�������	���


�� ��� �	�����
Dν

M√
2−νM

�
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 ��,�� ���� ĥν
1 	
� ĥν

2 ����
 �� �#@�� ��� ��9�����


�
����	� �� ��
!��
�� ����� α = 0.05 ��� ��� 	���� ��� � ��!
�� 	

�#$� Rν = {d̂ν > 1.96σ},
����� 1.96 � ��� 0.975�-�	
���� �� ��� ��
����� 	
� 
���	��4�� .	��	
 ����������

	
� σ = γ√

2−νM
� ��� �	
�	�� ����	���
 �� d̂ν � ��� �������	� ��� ���� �� ��������

�� 	 ��� !�� 	
������� ���� ������� 3�� ��� 
�� ������� ���� 	
 �������� �	���
�� γ� 
�� ��� �����	� ������ ��� ν� ���� ��� �	�	����� ���� �� �� �������	��� �

������
 $�
��� ��� ��	��	�� ��� 	
������� ������
 ������	� 	
� ����4�
�	� ��������
�

/�
�� �� �	

�� ������ 	
�������� !��� ����� �	�� ��� 	�� ������	� 	
� �����
4�
�	� ��������
	� /��� �
����� &
 ����� �� !� ��� ��	��	� � �� �� 	 ���
�
	
������� ��� ����� �	 � �
�� 	����
� ��� ����� ��������
 ��
� 	
 ����	���
 ��
��� ��
��	� ��������
	� /��� �
��� H = �� ��� ��� 	������
 H0= H = h1 = h2

��������� 	�	�
� H1= H �= h1 �� H �= h2 �	
��������� <� ��
���� ��� �������	�

�	����� δ̂ν = |max(ĥν
1 , ĥ

ν
2) − Ĥ|� ���� ĥν

1� ĥν
2 ����
 �� �#@� 	
� Ĥ �� �#+�� ���

��9�����
 �
����	� �� ��� ��� � ���
 ��!
�� ��

�#,� Rν = {δ̂ν > c},
����� c � 	 ������� ��
�	
� ����� ���� �� !��� �������	��� �
 ������
 $�

+� 
	��� �������	�

0 ��� �� 
������	� ������ �	�� ���
 ����
��� ������� �� ����	�� ������
��
	�
��	����
	� (���
�	
 �����
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�� #�����
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	� (���
�	
 !���� ������ �	�� �
 ���



��

A���� � �����������
 �� ��� ���	��	
�� ��
����
 ��
��	�� ��	�� �
���� ��� 	��
�	�� 
������	� ������� ��� �� ��� �4� �� ��� �	����� &
 ����� �� �	�� 	 �	�
�
���� �
� �	
 �� ��� �	���
	���� �� ��� �
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	� �(� "$#%� ���� 	����� 	���� ��� ������ ��� ������ ����
��

��� ��� ��� 
�� ������� ��	�� �
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� 	�������� ��� ��� �
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 �	
��� !���� &�
� �	�� �
 ��� �	�� ��	� ��� ���	��	
�� �	���� �� 	 �	���
	�� !��� � �������4� &�
��
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����� ��� ����� �� 	 �	� 	
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 	 ��� ����
�	��� �� ��� �������
� ������	
� �	���� 	�� ��������
��� ������ � ���������� ��� ��� ��
��	���
 �� �
�����
� �� 	 ��	����
	� (���
�	

�����
 �����
��
 1�� /������ �� �	

�� �� 	������ �
 ����
��
 2 ���	�� ���
����
�	��� �� ��� ��
��	� �������
� ������	
� �	���� �� '(' �
�����
� 	�� 
��
�������� �� !� ��� �������� ����
 ������� 	 ������ ����� ��
�� �� ��� ���=
��� ��� ��
��	���
 �� 	
 �������� �	���
	�� .	��	
 �	
��� !��� ����� �	�� 	
��
��	� ������� �������
� ������	
� ���	��	
�� �	���� 	
� � G����H �� 	 '('
�
�����
�� �#� ��� ��	
����	���
 �� ��� �
���	� !��� �
�� 	
 ��	�� ����	���
 �� 	
'(' "$+%�
;�� BH �� 	 '(' ���� /��� �
��� H ∈ (0, 1) 	
� ���	�� ��	�

)	� (BH(x) − BH(y)) = |x − y|2H, ∀ x, y ∈ R
2.

;�� � ��!
� 	 ���	��	
�� K 	=

K(x − y) =

{
c0 − |x − y|2H + c2|x − y|2 if 0 ≤ |x − y| ≤ 1
0 otherwise

,

���� ��
�	
� c0 = 1 − H 	
� c2 = H � ��� 	������
	� ���� c2|x − y|2 �
��� ���
�������
� �� ��� ��
��	� �������
� ������	
� �	���� �� K� <� �	
 ��� ����	��
	 �	
��� !��� Z ���� ���	��	
�� K� <��
���� |x − y| ≤ 1� �� �	��

)	�(Z(x) − Z(y)) = )	�(BH(x) − BH(y)) − 2c2|x − y|2.
&
����
��
��� �� Z� �� ��
��	�� ��� �
����
��
� �	
��� �	��	��� X1 	
� X2 ����
��� 	�� .	��	
 �	� N (0, 2c2)� <� ��!
� ��� �	
��� !���

Z∗(x) = Z(x) + x1X1 + x2X2 − Z(0),

���� x = (x1, x2) ∈ R
2� <��
 |x| ≤ 1� |y| ≤ 1 	
� |x − y| ≤ 1�

E(Z∗(x)Z∗(y)) = E(BH(x)BH(y)).

���������� ��� �	
��� !��� Z∗ = {Z∗(x); |x| ≤ 1} � 	 �	
�	�� '(' �� /���
�	�	����� H � ����
 ������ ��	� ��� ������ �� K ��	� �� 	
 ��	�� ����	���
 ���

H ∈ (0, 0.75)� ���� ����	���
 ��	���� 	�� ���
 �
 '����� � �	� 	
� ���� ;�� �
���
� ��� ��	� ��� �	�
 ��F����� �� ��� ������ � �� ����� ��	� K � �������!
��
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 	 �������4	�
���
 �� ��� �����	� ������
�	���
 �� 	
 0'(' "�+%� ��� ��������
	� /��� �
����
�� #�����
��
	� 0'(' �� ��
��	�� ��:�� �
 ���� ��� 	
� �����
 ��������
� ���
�����	� ��
���� �� ���� !��� 	�� �� ��� ����

�#2� f(ξ) =

{ |ξ|−(2h1+2), if |ξ1| < |ξ2|
|ξ|−(2h2+2), otherwise.

��� 	�� ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R
2

� {(0, 0)}� &
 ��� �������
� h1 	
� h2 ���� 	 �	��
�� �	�	����� �
 (0, 1) ����� ��	�	�����4� ��� 	
������� �� ��
��	��� !���� ���
��
��	� /��� �
��� �� ��� ��
��	��� !��� � H = min(h1, h2) ��� ������
 #�$��
7�!
� g(x, y) = f 1/2(x, y) ��� 	�� (x, y) ∈ [−M, M ]2 � {(0, 0)} 	
� g(0, 0) = 0�

;�� {z(n1, n2), 0 ≤ n1, n2 ≤ M} �� (2M + 1)2 �
����
��
� ��	��4	���
 �� �������
�	
��� �	��	��� ���� ��	� 	
� ��	��
	�� �����
�
� 	�� ��� �
������	��� 4����
��	
 �	
�	�� .	��	
 �	��	����<� ��
��	�� 	 �	
��� !��� y ��
� 	 �������
�����	� ������
�	���
� '�� 0 ≤ n1, n2 ≤ M � �	��� y( k1

M
, k2

M
) 	�� ����
 ��

�#5� π
M∑

n1,n2=−M+1

z(n1, n2) g(πn1, πn2)e
− iπ

M
(n1k1+n2k2).

<� ���
 ��!
� 	
 	�������	��� 0'(' 	 x( k1

M
, k2

M
) = �(y( k1

M
, k2

M
) − y(0, 0))� ���

0 ≤ k1, k2 ≤ M � '��� 	 ��	����	� ���� ���
�� ��� �� �
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 g� (	�� �
 ��� ������� 0'(' 	�������	���
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����� ���� ����	���
 ��	���� 	��
���
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 '����� � ��� 	
� ����

$� �����	��� �����

<� ��� ��� ����	���
 ������ ����
��� �
 ������
 + ��� ��
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� 	 �	�	��
�� �
������ �������� ��� �	�	�� �	 ��� �	��� ��� !�� �	�� ��
�	�
 8 ����
�� 1000 '(' �� �4� 512 × 512 ��
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� ����
 ������ ����� ��:���
� /���
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��� �	���� ��� ���
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2 	�� ��������
��� ��:���
� ������ �� ������	� 	
� ����4�
�	� /��� �
��� �	��� ��
����	��� !��� 	
� ��:���
� 	����
� �	�����

'����� # ��� ��	� 	����	�� 	
� �������
 ���� ����
� �
 ��� ����	��� 	��
���
� �	����� ��� �������
 ������ ���� 	
� ���� 	 ��� 	����
� �	���� �
�
���	�= ���
 ��� 	����
� �	���� � �
���	��� ��� �4� �� ��� �
�����
� �����
������ �	����� ������
� ��� 
����� �� ���
� ��� ��� ��� �	��	���
��	�� ����
�	���
 	
� ��� ����	������ �� ��� ����	���� /������� ���
 ��� ���	����
� �	����



�� �������� ���	
�� 
�� 	����� �����

� !���� ��� �������
 ��� 
�� �	�� ��
�!�	
��� ���
 �	��� �� ��� ����	��� �
�
��� 	�� ��	
���� '�� 	
� !��� 	����
� �	���� ����� 4� ��� �������
 �	��	���

	�� �� ����� 0.05� '�� ����	���
� ��� �������
 �� ��� ��
���	�� ����	��� �� ���
/��� �
��� � 	���� 0.02 ��� 	
� �
��� �	��� 	
� �� ��	 � 0� /�
��� ���
 ���

ν = 0� ���9�����
��	�� ����	��� 	�� �� ����	��� ��� ��� ����	���
 �� ��� /���
�
��� ��	
 ��
���	�� ����	���� ��� � 	
 �:��� �� ��� ���9�����
 �
 ��� ����
�	���
� A�
���
�
� ��� 	����	��� ����	��� ��
� �� �
�������	�� ��� ��	� �
���
�	���� ��� �
�������	���
 ��	 �
���	� 	 ��� �
��� �	��� �����	�� '�� 	
�
����	��� �
��� �	��� h� ��� 	����	�� ������� �	��� 	 	 ��
����
 �� ��� 	����
�
�	���� 	
� ��	��� 	
 ������� ��� 	 	����
� �	���� �	��� νopt(h)� ��� 	����	��
�����	 	�� 	���� ��� 	�� ��� ��� ��:���
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 ����� � ����� 0.05 ��� 	�� �
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1 , ĥ
ν
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2)−min(ĥ01, ĥ02)|� ��� ν = 0, 2�

��� �	��� p � ��� �����
�	�� �� ����	���
 ��	�!�� �
�� ��������
�	� ��
� ��� 	
������� ����

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
1900

1950

2000

2050

2100

2150

2200

2250

2300

1900 1950 2000 2050 2100 2150 2200 2250 2300
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500


	����  � 0 C8& ����	���� ���� 	 ''7� 	
� �� ������	� 	
� �����
4�
�	� ���9�����
 ��	� ��� 53� ���@$� ����

���	� �� 	 ���	
� &�	�� ���� 	�-����� �
 �;8 ������
 ��
� 	 ��
���	���
#@@@7 �.�
��	� 6������� �����	� ������ ����	� ��� <&�� ���� 	 �	��	� ��������

�� 0.1mm2 ��� ����� ���	�� �4�= �1�+�##1+ ������� &�	�� 	�� ������� �� ���
7��	����
� �� C	������� �� ��� D
������� �� J�

���	
�	� &
 �	�� ��	�� �� ���
�	�	�	�� �� ����	���� �	
�	��� 	 �����
 �� �
����� �C8&� �� �4� 512× 512 �����

��� ��
�� �����
 �� ��� ���	�� 0 ������	��� �
 '����� +� �� ���
 ��������
��� ������� ���� 	
� �����
���� ���9�����
 �� �	�� C8& �6-�	���
 ��5�� 	
�



�� �������� ���	
�� 
�� 	����� �����

��� ����	�� �� ��� ��������
	� /��� �
���� �
 ���� ��������
 �6-�	���
 �#@�� ���
ν = 0, 2�� <� 	�� ����	��� ��� ��
��	� /��� �
��� ��
� ��� ��
���	�� ����	���
����
 �
 6-�	���
 �#3�� *��� ��	� �
 �	�����	�� ������	� ����� 	
� ����4�
�	�
������
� ��������
 ��	����� 1 	
� 2� �������
� �� ��������
 �����
�����	� 	
�
�	�	���� �� ��� ���� �	��� ������������

,�#� ��''#-$�' $�-���$�!%( ��� ����	�� �� ��� ��
��	� /��� �
��� �� ���
�	�
�� ��
� ��
���	�� ����	��� �
 ��� ����	���� C8& 	�� �
 ��� �
����	� [0.18; 0.42]�
���� 	
 	���	�� �� 0.31 	
� 	 �	
�	�� ����	���
 �� 0.05� 8
 '����� $ �	� 	
� ����
�� �� ��	� ��� ��
���	�� ����	�� �� ��� ��
��	� /��� �
 ���� ��������
 �	��
�-���	��
� �������	� ����������
 	
� 	�� 	�������	���� �-�	� �
 �	�� ��	��� ���
�����	���
 � ��
���
� ���� ��� ���������	� ����� ����
� ��	� ��
���	�� �������
���
 �� 0'(' �	�� 	�� /��� �
���� �
 	�� ��������
 ��� ������
 3�3�� ��� ����
	
 �
������ �����
�� �� ��� 	��-�	�� �� ��� 0'(' ����� �� �	�����	� ��������

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55
0

2

4

6

8

10

12

14

Minimal Hurst index

N
u

m
b

e
r 

o
f 

c
a

s
e

s

Distribution of the minimal Hurst index

 

 
Distribution of H01
Distribution of H02

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Hurst index H01

H
u

rs
t 

in
d

e
x
 H

0
2

Comparison of H01 and H02 values

�	� ���

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

Index value

N
u

m
b

e
r 

o
f 

c
a

s
e

s

Distribution of directional Hurst indices

 

 
Distribution of H1
Distribution of H2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Directional Hurst index H1

D
ire

ct
io

na
l H

ur
st

 in
de

x 
H

2

Comparison of H1 and H2 values

 

 

case indices

identity line

precision bounds

rejection lines

��� ���


	���� !� �	� /�����	� �� ��� ��
��	� /��� �
���� �� �	����
��	�� ����	��� ��
� ����4�
�	� 	
� ������	� ��
���	�� ����	���
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1 − ĥ2
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e−ipξ(1 − e−iuξ)2(1 − eivξ)2|ξ|−2H−1dξ
)2

	
�

E(H) =
∫

R

∣∣(e−iξ − 1)2
∣∣2 |ξ|−2H−1dξ� ����� 	�� !
��� ������� ��
�	
� ��� H < 2

��� ������� #�3 �� "�3% ��� �
�	
���� &� � ��	��������	�� �� �� ��	� ��� ������(
T ν

e,u

)
1≤e,u≤2

��
����� �� (1)1≤e,u≤2 	���� ����� 	 2−νM → +∞� ;�� � �����

��� 	�������� 
���	����� ;�� � ���	� ��	� ��� 	
� (ae,u)1≤e,u≤2 ������� 
�����
�
� �	
 �����∑

1≤e,u≤2

ae,u

(
T ν

e,u − 1
)

=
1

E
(
V ν

1,1

) ∑
1≤e,u≤2

ae,u

E
(
V ν

1,1

)
E
(
V ν

e,u

) (V ν
e,u − E

(
V ν

e,u

))
.
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ae,u

E
(
V ν

1,1

)
E
(
V ν

e,u

) = be,u(2
−νM)−2(h1−he)

(
1 + O

2−νM→+∞
(2νM−1)

)
,

���� be,u = ae,u
E(h1+ 1

2)
E(he+

1
2)

u−2he−1� ;�� � �����

∑
1≤e,u≤2

be,u(2
−νM)−2(h1−he)

(
V ν

e,u − E
(
V ν

e,u

)) d
=

n∑
k=1

λk,M

(
ε2

k,M − 1
)
,

����� n = 2−ν+2M −8� (εk,M)1≤k≤n � 	 �-��
�� �� �
����
��
� �	
�	�� .	��	


�	��	��� 	
� (λk,M)1≤k≤n 	�� ��� ����
�	��� �� ��� ���	��	
�� �	���� ��{
Zν

e,u(p)√
2−νM − 2u + 1

; 1 ≤ e, u ≤ 2, 0 ≤ p ≤ 2−νM − 2u

}
.

;�� s2
n = )	�

(∑
1≤e,u≤2 be,u(2

−νM)−2(h1−he)
(
V ν

e,u − E
(
V ν

e,u

)))
� '������
� 	 ;�
���

���� ��
�����
 "#,% �� ���	�
 ��	�

�3@� s−1
n

∑
1≤e,u≤2

be,u(2
−νM)−2(h1−he)

(
V ν

e,u − E
(
V ν

e,u

)) −→
2−νM→+∞

N (0, 1),
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 	 max
k

|λk,n| = o
2−νM→+∞

(sn)� 8
 ��� �
� �	
�� 	
 ����� ���
� ���

max
k

|λk,n| � ����
 ��

C2νM−1 max
1≤e,u≤2

max
0≤p≤2−νM−2u

∑
1≤e′,u′≤2

2−νM−2u′∑
p′=0

∣∣A�� (Zν
e,u(p), (2−νM)−2(h1−he′ )Zν

e′,u′(p′)
)∣∣ .
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� �� J��������
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2−νM−2u′∑
p′=0

∣∣A�� (Zν
e,u(p), (2−νM)−2(h1−he)Zν

e,u′(p′)
)∣∣ ≤ C(2−νM)−2h1−1 log(2−νM),

��� 	
� 0 ≤ p ≤ 2−νM − 2u� &� ���	�
 �� ��
���� ��� ���	��	
�� ���� ������

Zν

1,u 	
� Zν
2,u′� D�
� ��� �����	� ������
�	���
 �� ��� �	
��� !��� X �� ���

A��
(
Zν

1,u(p), Zν
2,u′(p′)

)
=

∫
R2

ei
2ν pξ2

M e−i
2νp′ξ1

M (1−eiu
2ν ξ2

M )2(1−e−iu′ 2νξ1
M )2f(ξ)ρ̂(ξ1)ρ̂(ξ2)dξ,

����� ρ̂(ξe) =
∫

R
eisξeρ(s)ds � ��� '������ ��	
���� �� ��� ��
��� ��
����
� ������

���� ∣∣A�� (Zν
1,u(p), Zν

2,u′(p′)
)∣∣ ≤ C(2−νM)−4,

����

C = (uu′)2

∫
R2

ξ2
2ξ

2
1f(ξ)ρ̂(ξ1)ρ̂(ξ2)dξ < +∞.

���
 max
k

|λk,n| = O
2−νM→+∞

((2−νM)−2h1−2 log(2−νM))� 8
 ��� ����� �	
�� �
��

(ae,u)1≤e,u≤2 	�� ������� 
������ ��
� ��� �	�� ��	�

A��
(
Zν

e,u(p)2, (2−νM)−2(h1−he′)Zν
e′,u′(p′)2

)
= 2A��

(
Zν

e,u(p), (2−νM)−2(h1−he′ )Zν
e′,u′(p′)

)2 ≥ 0,

�� ���

s2
n ≥

∑
1≤e,u≤2

b2
e,u(2

−νM)−4(h1−he))	�
(
V ν

e,u

) ≥ c(2−νM)−4h1−3,
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 ��# �� "�3%� ��� ��� c > 0� ���
 �3@� ����� ;�� � ���	� ��	�

sn

E(V ν
1,1)

=
√

2−νM

(√
aΓat + O

2−νM→+∞
(2νM−1)

)
���� a = ( a1,1 a1,2 a2,1 a2,2 )

	
�

Γ =

⎛⎜⎜⎝
σ1

1,1 σ2
1,1 0 0

σ2
1,1 σ2

1,2 0 0
0 0 σ1

2,1 σ2
2,1

0 0 σ2
2,1 σ2

2,2

⎞⎟⎟⎠ .
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���	���� ���
∑

1≤e,u≤2

ae,u

(
T ν

e,u − 1
)
� ��� 	
� (ae,u)1≤e,u≤2
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������ D�
� �����
� ��������
 	
� �
�-��
� �� ��� ����� �	� �� �	

��	�� ��	�

√
2−νM

(
T ν

e,u − 1
)
1≤e,u≤2

−→
2−νM→+∞

N (0, Γ)�
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 g(x1,1, x1,2, x2,1, x2,2) = log
(

x1,2

x1,1

)
− log

(
x2,2

x2,1

)
��� ������� 3�3��� �
 "#2% ��� �
�	
��� �� ��� ��	� 	���� ����� log

(
T ν
1,2

T ν
1,1

)
−

log
(

T ν
2,2

T ν
2,1

)
−→

2−νM→+∞
0 ����

√
2−νM

(
log
(

T ν
1,2

T ν
1,1

)
− log

(
T ν
2,2

T ν
2,1

))
d−→

2−νM→+∞
N (0, aΓat)

��� a = ∇g(1, 1, 1, 1) = ( −1 1 1 −1 )�

'��� ��+�� 2 log(2)
(
Ĥν

1 − Ĥν
2

)
� �-�	� ��

log

(
E
(
V ν

1,2

)
E
(
V ν

1,1

))− log

(
E
(
V ν

2,2

)
E
(
V ν

2,1

))+ log

(
E
(
T ν

1,2

)
E
(
T ν

1,1

))− log

(
E
(
T ν

2,2

)
E
(
T ν

2,1

)) ,

���� ��� e ∈ {1, 2}� �� J��������
 ��� �� "�3%�

E
(
V ν

e,2

)
E
(
V ν

e,1

) = 22he+1

(
1 + o

2−νM→+∞

(
1/
√

2−νM
))

.

���
�

Ĥν
1−Ĥν

2 = h1−h2+
1

2 log(2)

(
log

(
E
(
T ν

1,2

)
E
(
T ν

1,1

))− log

(
E
(
T ν

2,2

)
E
(
T ν

2,1

)))+ o
2−νM→+∞

(
1/
√

2−νM
)

,

��� ��	�� ���� γ = aΓat

4 log(2)2
�

Ĥν
1−Ĥν

2 −→
2−νM→+∞

h1−h2 	��� ����
√

2−νM
(
Ĥν

1 − Ĥν
2 − (h1 − h2)

)
d−→

2−νM→+∞
N (0, γ)
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