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Résumé—L’objectif de ce papier est d’évaluer la capacité du
modèle de collocation, obtenu à partir des équations de Saint-
Venant grâce à une méthode de résidus pondérés, à repré-
senter le comportement d’un bief d’irrigation. Cette étudeest
réalisée sur le canal d’irrigation de Gignac (Hérault). Dans
un premier temps, le modèle de collocation, évalué à partir de
valeurs empiriques des paramètres physiques, est comparé à
un modèle hydraulique développé par le CEMAGREF repré-
sentant finement le comportement du canal. Puis une estima-
tion des principaux paramètres est réalisée par une méthode
d’optimisation non linéaire. Enfin, les résultats de cette iden-
tification sont «validés».

Mots-clés—Équations de Saint-Venant, méthode de colloca-
tion, réduction de modèle, canaux d’irrigation, identification.

I. I NTRODUCTION

La gestion des ressources en eau est un problème crucial de
nos jours à cause de la rareté de l’eau douce et la détériora-
tion de sa qualité. Pour réaliser des économies en eau, il est
nécessaire de mieux gérer les installations hydrauliques,en
particulier les canaux d’irrigation qui constituent plus de 80%
de la consommation mondiale en eau. Pour cela, il est néces-
saire de disposer d’un modèle de l’installation permettantla
synthèse d’une loi de commande.
Il existe plusieurs types de modèles des canaux d’irrigation
dans la littérature. Une majorité de ces modèles repose sur
les équations de SAINT-VENANT [4], [3], [1] qui conduisent
à des modèles dits « de connaissance », fondés sur les lois
de la physique du système. Les approches les plus connues
consistent à résoudre numériquement ces équations par des
méthodes aux différences finies ou aux éléments finis. Ces
méthodes fournissent de très bons résultats de simulation à
condition d’utiliser un grand nombre de points spatiaux. Le
modèle obtenu est par conséquent trop complexe pour pouvoir
synthétiser une loi de commande. Dans ce cas, une réduction
de modèle est nécessaire.
Une solution consiste à utiliser le modèle de collocation [8],
[9]. Ce dernier est obtenu à partir des équations de SAINT-
VENANT grâce à une méthode de résidus pondérés de type
« collocation ». Il nécessite environ deux fois moins de points
qu’un modèle obtenu par les différences finies pour obtenir
une précision de modèle comparable.

L’objectif de cet article est d’évaluer le modèle de collocation
en le comparant à un modèle hydraulique du canal de Gignac
(Hérault) réalisé au CEMAGREF, dans un premier temps avec
des valeurs empiriques des paramètres physiques du bief,
puis avec des valeurs estimées. La validation du modèle en
utilisant des données réelles sera présentée dans la version
finale de cet article.

II. L E CANAL D ’ IRRIGATION DE GIGNAC

Le canal, situé sur les terrasses inférieures et moyennes de
l’Hérault, en aval de Saint Guilhem du Désert, est l’ouvrage
hydraulique principal de l’Association Syndicale Autorisée
de Gignac (ASA). Alimenté par une prise sur l’Hérault, il
dessert un périmètre irrigable de 3000 ha environ depuis
plus de 100 ans. Les eaux prélevées sont véhiculées par un
canal primaire comprenant un tronc commun de 8 km et deux
branches principales en rive gauche et en rive droite du fleuve,
sur des longueurs respectives de 27 et 15 km. Nous nous
intéresserons dans cet article au bief Mas-Rouvière/Ceyras
situé à la fin de la rive droite du canal et d’une longueur
d’environ 1 km.

III. L ES ÉQUATIONS DESAINT-VENANT

Un bief de canal d’irrigation est unsystème hydraulique à sur-
face librecar l’écoulement de l’eau, en contact avec l’atmo-
sphère, est dû à la pente de fond du bief. Son comportement
peut alors être modélisé par les équations de SAINT-VENANT

[4] :

∂S

∂t
+

∂Q

∂x
= q, (1)

∂Q

∂t
+

∂

∂x

(

Q2

S

)

+ gS
∂z

∂x
+ gSJ = κq

Q

S
. (2)

où :

• S = S(x, t) est la section mouillée (enm2), c’est-à-
dire la section (transversale) occupée par l’écoulement,
au pointx et à l’instantt ;

• Q = Q(x, t) est le débit de l’écoulement (enm3/s) au
pointx et à l’instantt ;

• z = z(x, t) = z0 + h(x, t) est la cote absolue de l’eau
(enm) ;
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Fig. 1. Représentation schématique du bief.

• J est la pente de frottement, calculée à partir de la
formule de Manning–Strickler :

J =
Q2

K2S2R4/3
,

oùK est le coefficient de Strickler qui est fonction de la
rugosité des parois etR = S/P est le rayon hydraulique,
quotient entre la section mouillée et le périmètre mouillé.

• q = q(t) est le débit latéral par unité de longueur (en
m2/s), q > 0 : apport,q < 0 : pertes ;κ est un nombre
traduisant l’influence du débit latéral sur la quantité de
mouvement ;

• g est l’accélération de la pesanteur (en m/s2).

Ces équations sont obtenues à partir des équations de conser-
vation de la masse et de quantité de mouvement d’un volume
élémentaire du fluide sous les hypothèses suivantes [11] :

• l’écoulement est mono–dimensionnel ;

• la penteI du fond du bief est suffisamment faible pour
satisfaire l’approximation :sin I ≈ I ;

• la masse volumique de l’eau est considérée comme
constante ;

• la répartition des pressions est hydrostatique ;

• les effets de la viscosité interne sont négligeables devant
les frottements externes.

Sous l’hypothèse que la section transversale du bief est
trapézoïdale (figure 1), on a :

S = (b + mh)h, (3)

P = b + 2h
√

1 + m2, (4)

où b est la largeur du fond etm est le fruit des berges. En
négligeant le débit latéral, les équations (1) et (2) deviennent :

(2mh + b)
∂h

∂t
+

∂Q

∂x
= 0, (5)

∂Q

∂t
+

2Q

S

∂Q

∂x
+

(

gS − Q2

S2
(2mh + b)

)

∂h

∂x

+ gS(J − I) = 0. (6)

La résolution de ces équations nécessite des conditions ini-
tiales (le débit et la cote en tout point à l’instant zéro) et
deux conditions aux limites (par exemple une condition à
l’amont en débit et une condition à l’aval en cote). Ce sys-
tème d’équations aux dérivées partielles hyperboliques non

linéaires n’a pas de solution analytique. Cependant, il estpos-
sible de résoudre ces équations à l’aide de schémas numé-
riques commele schéma de discrétisation de Preissmann[9]
ou encore comme nous allons le voir dans la section suivante
par une méthode de collocation.

IV. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DESAINT-VENANT

PAR UNE MÉTHODE DE COLLOCATION

Nous présentons dans ce paragraphe une approche permettant
l’obtention d’un modèle non linéaire à paramètres localisés à
partir des équations de Saint-Venant grâce à une méthode des
résidus pondérés de type « collocation » [7], [8], [9].

Une première étape consiste à introduire des approximations
des solutionsh(x, t) et Q(x, t) des équations (5) et (6),
notéesha(x, t) et Qa(x, t), en les décomposant sur des
bases de fonctions, notées respectivement{N1

j (x)}j=1...n1
et

{N2
j (x)}j=1...n2

:

ha(x, t) =

n1
∑

j=1

hj(t)N
1
j (x), (7)

Qa(x, t) =

n2
∑

j=1

Qj(t)N
2
j (x). (8)

Ainsi, si h̄(t) et Q̄(t) désignent respectivement les vecteurs
des coefficients dans la base de fonction des approximations
deh etQ, l’introduction des solutions approchées précédentes
dans les équations (5) et (6) conduisent à deux résidus définis
par :

R1(x, h̄(t), Q̄(t)) = (2mha + b)
∂ha

∂t
+

∂Qa

∂x
, (9)

R2(x, h̄(t), Q̄(t)) =
∂Qa

∂t
+

2Qa

Sa

∂Qa

∂x

+

(

gSa − Qa
2

Sa
2
(2mha + b)

)

∂ha

∂x
+ gSa(Ja − I), (10)

où

Sa = (b + mha)ha, (11)

Ja =
Qa

2

(K2Sa
2Ra

4/3)
, (12)

Ra =
(b + mha)ha

b + 2ha

√
1 + m2

. (13)

L’étape suivante consiste à obtenir un système deN = n1 +
n2 équations dont lesN inconnues seront les éléments de
h̄(t) et Q̄(t). Pour cela, on introduitN produits scalaires,
correspondant àN résidus pondérés, que l’on rend égaux à
zéro :

< R1(h̄(t), Q̄(t), x), ω1
j (x) >= 0, j = 1, . . . , n1, (14)

< R2(h̄(t), Q̄(t), x), ω2
j (x) >= 0, j = 1, . . . , n2. (15)

La méthode de collocation est obtenue en considérant la fonc-
tion de pondérationωi

j(x) = δ(x − xi
j), pourj = 1, . . . , ni

et i = 1, 2, où δ(·) représente la fonction delta de Dirac et,
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{x1
j}k=1,...,n1

et {x2
j}k=1,...,n2

désignent respectivement les
points de collocation deh et Q. Ainsi, les équations précé-
dentes deviennent alors simplement :

R1(h̄(t), Q̄(t), x1
j ) = 0, j = 1, . . . , n1, (16)

R2(h̄(t), Q̄(t), x2
j ) = 0, j = 1, . . . , n2, (17)

ce qui signifie que l’on cherche à annuler les résidus aux
points de collocation choisis.

Nous choisissons, comme dans [8], une base engendrée par
les polynômes de Lagrange,i.e. :

N i
j(x) =

ni
∏

l=1,l 6=j

x − xi
l

xi
j − xi

l

, j = 1, . . . , ni, i = 1, 2 (18)

Il est facile de vérifier que :

N i
j(x

i
l) =

{

1 si j = l,

0 si j 6= l.
(19)

Par conséquent, les coefficients dans le base de fonction
des approximations,{hj(t)}j=1,...,n1

et {Qj(t)}j=1,...,n2
,

représentent les valeurs physiques du tirant d’eau et du débit
du canal aux points de collocation.
On montre alors facilement que le système d’équations (16)-
(17) non linéaire en̄h(t) et Q̄(t) est équivalent au système
d’équations différentielles non lineaires suivant :

ḣi = − 1

2mhi + b

n2
∑

j=1

QjN
′21
ji , i = 1, . . . , n1, (20)

Q̇i = −2Qi

Si





n2
∑

j=1

QjN
′22
ji



− gSi (Ji − I)

−
[

gSi −
Qi

2

Si
2

(2mh∗
i + b)

]





n1
∑

j=1

hjN
′12
ji



 ,

i = 1, . . . , n2, (21)

où

Si = (b + mh∗
i )h

∗
i , (22)

Ji =
Qi

2

K2Si
2Ri

4/3
, (23)

Ri = Si/(b + 2h∗
i

√

1 + m2), (24)

h∗
i =

n1
∑

j=1

hjN
1
j (x2

i ), (25)

N ′kl
ji =

d Nk
j

dx
(xl

i), (26)

j = 1, . . . , nk, k = 1, 2, i = 1, . . . , nl, l = 1, 2.

Bien entendu, ces expressions se simplifient considérable-
ment lorsque les mêmes points de collocation sont choisis
pour les hauteurs et pour les débits (n1 = n2 et x1

i = x2
i ) :

en particulier, il est facile de montrer queh∗
i = hi. Toute-

fois, par soucis de généralité, nous avons présenté les expres-
sions obtenues lorsque les deux ensembles de points de col-
location sont différents. Enfin, notons que l’introductionde

conditions aux limites conduit à compléter ou à modifier le
système d’équations (20)-(21) obtenu.
La capacité de ce modèle de collocation a été évaluée dans
[8], [9] en comparant des résultats de simulation avec le
schéma numérique de Preissmann qui a servi de référence
(dans le cas d’une section rectangulaire). Ces résultats ont
montré qu’il était possible d’obtenir des erreurs moyennessur
les niveaux et débits inférieurs à1 % en choisissant un nombre
de points de collocation suffisamment grand en fonction de la
longueur du canal. Ainsi, pour un canal de 1000 m, 6 points
sont suffisants. De plus, le modèle de collocation conduit
en moyenne à une réduction de moitié du nombre d’états
nécessaires dans le cas d’un schéma de Preissmann pour
obtenir une précision comparable.

V. I DENTIFICATION AVEC DES DONNÉES ISSUES D’ UN

SIMULATEUR

A. Présentation du simulateur

Un modèle hydraulique du canal de Gignac a été réalisé afin
de pouvoir tester les lois de commande avant leur utilisation
en grandeur réelle et de manière plus générale pour améliorer
la gestion hydraulique du canal.
L’équipeModélisation et gestion des transports d’eau par ca-
naux et rivièresde l’Unité Mixte de Recherche G-EAU (Ges-
tion de l’Eau, Acteurs, Usages) du CEMAGREF a réalisé un
logiciel de simulation hydraulique nomméSIC (Simulation
des Canaux d’Irrigation). Ce modèle numérique unidimen-
sionnel simule le comportement hydraulique de la plupart des
canaux d’irrigation et des cours d’eau fluviaux en régimes
permanent et transitoire.
Le logiciel tient compte précisement de la topologie du réseau
obtenue au préalable par le CEMAGREF à partir de relevés
géométriques et de campagnes de mesures [5], [6].

B. Calage du modèle avec les données géométriques

En simulant le régime permanent à l’aide de SIC pour un débit
en tête donné, on peut obtenir un fichier de données contenant
les grandeursS (surface),B (largeur au miroir),h (hauteur)
en fonction de l’abscissex. Le fruit des bergesm et la largeur
de fondb (qui sont les caractéristiques propres de la section)
en fonction de l’abscissex peuvent alors être calculés de la
façon suivante :

b(x) = 2
S(x)

h(x)
− B(x), (27)

m(x) =
B(x)h(x) − S(x)

h(x)2
. (28)

Lors de la modélisation du bief par la méthode de collocation,
nous avons supposé que la section du canal est trapézoïdale et
uniforme le long du bief. Il faut donc évaluer une moyenne de
b etm. Pour calculer la valeur moyenne d’une variableθ(x),
plusieurs méthodes peuvent être utilisées :
– la moyenne classique :

θm =
1

N

N
∑

i=1

θ(xi) ; (29)
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TABLE I
VALEURS MOYENNES DEb ET DE m.

moyenne M bm = 0, 9452 mm = 1, 0101
moyenne
pondérée
rectangle

MPR br = 0, 8419 mr = 1, 0512

moyenne
pondérée
trapèze

MPT bt = 0, 8572 mt = 1, 0437

TABLE II
VALEURS EMPIRIQUES DES PARAMÈTRES PHYSIQUES DU

BIEF.

longueur L 1027, 1 m
coeff. Strickler K 65 m1/3/s
cote du fond àx = 0 Zf0 60, 88 m
cote du fond àx = L ZfL 60, 581 m
pente du fond I 2, 9111.10−4

loi d’ouvrage (32)
c 14, 5391
p 0, 6890

– la moyenne pondérée par la méthode d’approximation des
rectangles :

θr =
1

L

N−1
∑

i=1

θ(xi)dxi, (30)

avecdxi = xi+1 − xi etL =
∑N−1

i=1
dxi ;

– la moyenne pondérée par la méthode d’approximation des
trapèzes :

θt =
1

2L

(

N−1
∑

i=1

2θ(xi)dxi +
(

θ(xi+1) − θ(xi)
)

dxi

)

.

(31)

La table I présente les valeurs moyennes deb et dem obtenues
par ces trois méthodes. La table II contient les valeurs des
autres paramètres connues du bief.
Pour les simulations, la condition limite amont est imposée
par le débit amont représenté à la figure 2. La condition limite
aval est déterminée par la loi d’ouvrage qui est un « bec de
canard ». Nous choisissons de modéliser ce dernier par un
déversoir en régime d’écoulement dénoyé dont la loi est la
suivante [2] :

Qaval(t) = c.(haval(t) − p)3/2, (32)

où c est un coefficient fonction de la largeur et du coefficient
de débit du déversoir, etp est la hauteur du seuil, également
appelée la pelle (figure 1). Les valeurs empiriques de ces
paramètres sont indiquées dans la table II.
Les simulations réalisées ont pour but d’évaluer le modèle
de collocation en le comparant avec le simulateur SIC. Pour
ce faire, le nombre de points de collocation en hauteur et en
débit de la méthode de collocation sont les suivants :n1 = 5
et n2 = 5, respectivement. Les points de collocation sont
équidistants et choisis tels que :x1

1 = x2
1 = 0 etx1

n1
= x2

n2
=

L.
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Fig. 2. Débits amont et aval issus du simulateur SIC et débit
aval obtenu par la méthode de collocation avec les valeurs
moyennes M deb etm (table I) et les valeurs empiriques
des paramètres (table II).
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Fig. 3. Hauteur aval issue du simulateur SIC et celle obtenue
par la méthode de collocation avec les valeurs moyennes
M de b et m (table I) et les valeurs empiriques des
paramètres (table II).

Les résultats obtenus avec les valeurs moyennes M deb etm
sont représentés sur les figures 2-4. Le débit et la hauteur aval
représentés sur les figures 2 et 3 sont correctement modélisés
par la méthode des collocations. En effet, les erreurs de
simulation correspondant à ces deux grandeurs et tracées sur
la figure 5 sont très faibles.

En ce qui concerne la hauteur amont, représentée sur la
figure 4, on constate un écart constant (offset) dû au mauvais
réglage de la pente de fondI. Cet écart est également visible
sur la figure 5 représentant les erreurs de simulation. La
suppression de l’offset conduit à la valeur dehamont corrigée,
appeléehamont coll. corr., qui coïncide avec le résultat du
simulateur SIC. Comme nous le verrons dans la section
suivante, cet écart devient nul en estimant la penteI.

À titre de comparaison, les erreurs quadratiques moyennes
(EQM) obtenues avec les différentes valeurs moyennes deb
etm sont données à la table III. De manière générale, l’EQM
est faible (de l’ordre de10−6 avec la suppression de l’offset).
Les meilleurs résultats correspondent à la moyenne M.
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Fig. 4. Hauteur amont issue du simulateur SIC et celle
obtenue par la méthode de collocation avec les valeurs
moyennes M deb et m (table I) et les valeurs empiriques
des paramètres (table II).
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Fig. 5. Erreurs de simulation entre SIC et la méthode
de collocation avec les valeurs moyennes M deb et
m (table I) et les valeurs empiriques des paramètres
(table II).

TABLE III
EQM DES HAUTEURS ET DU DÉBIT AVAL EN FONCTION

DES VALEURS MOYENNES DEb ET m (TABLE I) AVEC LES

VALEURS EMPIRIQUES DES PARAMÈTRES(TABLE II).

hamont

(×10−6)
hamont corr.
(×10−6)

haval

(×10−6)
Qaval

(×10−6)
M 27, 821 0, 726 0, 315 1, 142

MPR 421, 03 1, 406 0, 349 2, 250
MPT 337, 10 1, 235 0, 343 2, 043

TABLE IV
ESTIMÉES DES PARAMÈTRES PHYSIQUES.

largeur du fond b̂ 1, 1871 m
fruit de la berge m̂ 0, 8356

pente du fond Î 3, 3678.10−4

loi d’ouvrage (32)
ĉ 14, 3289
p̂ 0, 68722
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Fig. 6. Erreurs de simulation entre SIC et la méthode de col-
location avec les paramètres estimées du bief (table IV).

C. Identification et validation de modèle

L’objectif de ce paragraphe est de présenter une démarche
permettant d’identifier les principaux paramètres du modèle
de collocation. Pour cela, nous procédons en deux étapes.
Tout d’abord, les paramètres de la loi d’ouvrage,c et p, sont
estimés à partir des données de la hauteur et du débit aval
grâce à une méthode d’optimisation :

[ĉ, p̂] = arg min
c,p

tf
∑

t=t0

[

c
(

haval(t) − p
)

− Qaval(t)
]2

. (33)

Ensuite, les paramètresI, b etm sont estimés par une méthode
d’optimisation non linéaire (méthode du simplex, voir par
exemple [10]) en minimisant l’erreur quadratique moyenne
des hauteurs et du débit aval obtenus par le simulateur SIC
et le modèle de collocation (équations (20) et (21) modifiées
par les conditions aux limites précédemment décrites). Les
paramètres sont initialisés par leurs valeurs empiriques.
Les résultats de l’identification sont présentés à la table IV
et les erreurs de simulation correspondantes à la figure 6.

TABLE V
EQM DES HAUTEURS ET DU DÉBIT AVAL EN FONCTION

DES VALEURS MOYENNES DEb ET m AVEC LES

PARAMÈTRES ESTIMÉS.

hamont

(×10−6)
haval

(×10−6)
Qaval

(×10−6)
paramètres
estimés

0, 548 0, 239 0, 196
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Fig. 7. Débits amont et aval issus de SIC et débit aval
obtenu par la méthode de collocation à partir d’un jeu
de données de validation avec les paramètres estimées du
bief (table IV).
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Fig. 8. Hauteur aval issue du simulateur SIC et celle obtenue
par la méthode de collocation à partir d’un jeu de don-
nées de validation avec les paramètres estimées du bief
(table IV).

On constate que toutes les erreurs sont proches de zéro, y
compris pour la hauteur amont qui ne présente plus d’offset.
Les erreurs quadratiques moyennes représentés sur la tableV
montre une amélioration sensible du calage du modèle de
collocation.
Il reste maintenant à valider ces résultats avec un nouveau
jeu de données. Les résultats sont sont représentés sur les
figures 7-9. Le débit et la hauteur aval représentés sur les
figures 7 et 8, et la hauteur amont représentée sur la figure 9
sont correctement modélisés par la méthode des collocations.
En effet, les erreurs de simulation correspondant à ces deux
grandeurs et tracées sur la figure 10 sont très faibles.

VI. CONCLUSION

Dans ce papier, nous avons évalué la capacité du modèle de
collocation, obtenu à partir des équations de Saint-Venant
grâce à une méthode de résidus pondérés, à représenter le
comportement d’un bief du canal d’irrigation de Gignac (Hé-
rault). Dans un premier temps, le modèle de collocation, éva-
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Fig. 9. Hauteur amont issue du simulateur SIC et celle
obtenue par la méthode de collocation à partir d’un jeu
de données de validation avec les paramètres estimées du
bief (table IV).
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Fig. 10. Erreurs de simulation entre SIC et la méthode de
collocation à partir d’un jeu de données de validation
avec les paramètres estimées du bief (table IV).

lué à partir de valeurs empiriques des paramètres physiques,
a été comparé à un modèle hydraulique développé par le CE-
MAGREF représentant finement le comportement du canal.
Puis une estimation des principaux paramètres est réaliséepar
une méthode d’optimisation non linéaire. Celle-ci aboutità
une meilleure simulation des hauteurs et débit, et plus particu-
lièrement celle de la hauteur amont, très sensible à la pentede
fond. La validation (ou plus précisément la non-invalidation)
du modèle avec un nouveau jeu de données a été effectuée.
La prochaine étape de ce travail est d’identifier un modèle de
collocation à partir de données réelles. Toutefois, cela néces-
sitera de prendre en compte la présence de prélèvements (pas
toujours connus) le long du bief, et donc d’étendre le modèle
de collocation.
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