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Complexié des bagliensa coupes énombrables.

Dominique LECOMTE
Fund. Math.165 (2000), 139-174

Résurre. Nous donnons, pour chaque niveau de compléxjténe caractérisation du type “test d’Hurewicz” des bieréd
d’'un produit de deux espaces polonais ayant toutes leupesalénombrables ne pouvant pas étre refiches changement
des deux topologies polonaises.

1 Introduction.

Cet article fait suite a une étude entamée dans [LelR][ee[Le3]. Il a pour objet de répondre a
une conjecture faite dans ce dernier, et peut pour I'esddittie Iu indépendamment de ces articles.
Cependant, la lecture préalable de ces articles pelitérgiusieurs points techniques présents dans
les arguments développés ici. Ces travaux se situentid@aslre de la théorie descriptive des ensem-
bles. Je renvoie le lecteur a [Ku] pour les notions de bagbé&lmie descriptive classique et a [Mo]
pour les notions de théorie descriptive effective. Paiedhiner la complexité exacte d'un borélien,
on est amené a montrer qu’il n'est pas d'une classe de Banmée. Le théoreme d'Hurewicz,
rappelé ci-dessous, donne un critere pour la classé/gliésf [SR]) :

Théoreme. Soient X un espace polonais et un bolien de X. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) Le boklien A n’est pasII).
(b) Il existe une injection continue : 2 — X telle que

u ' (A)={a €2 /3In Vm>n a(m)=0}.

Cet exemple des suites nulles a partir d’'un certain rang @&e remplacé par n’'importe quel
ensemble infini denombrable sans point isol&dell est appelé “test d’Hurewicz” pour la classe des
Gs. Ce théoreme a été généralisé aux autres classeaider A. Louveau et J. Saint Raymond (cf
[Lo-SRY]).

On s’intéresse ici a une hiérarchie analogue a celleadeeBsauf qu’au lieu de partir des ouverts-
fermés d’'un espace polonais de dimension 0, on part desiigsate deux boréliens, chacun d’entre
eux étant inclus dans un espace polonais. L'analogie digpies claire quand on sait qu’étant donnés
un espace polonai& et un borélienA de X, on peut trouver une topologie polonaise plus fine que
la topologie initiale sutX (topologie ayant donc les mémes boréliens), de dimerGiah qui rende
A ouvert-fermé. Pour notre probléme, le fait de travaitlans les espaces de dimension 0 n’est donc
pas une restriction réelle. La définition qui suit appaa#drs naturelle.



Définition. SoientX etY des espaces polonais, dtun boielien deX x Y. SiT' est une classe
de Baire, on dira qued estpotentiellement dans T' (ce qu’on noterad € pot(I')) s'il existe des
topologies polonaises de dimensiorvOsur X) et (surY’), plus fines que les topologies initiales,
telles queA, consicré comme partie deX, o) x (Y, 7), soit dansl".

La motivation pour I'eétude de ces classes de Wadge poliestisouve son origine dans I'étude
des relations d’équivalence boréliennes, et plus peasent dans I'eétude du pré-ordre suivant sur la
collection des relations d’équivalence borélienne@ndes sur un espace polonais :

E<F <& 3fborelienneE = (f x f)"Y(F).

A l'aide de la notion de classe de Wadge potentielle, A. Lauvmontre dans [Lo3] que la collec-
tion des relations d'équivalencﬁg n'est pas co-finale, et il en déduit qu'il n’existe pas deatieh
maximum pour<.

On cherche a établir des résultats analogues au tmeodeHurewicz pour les classes de Baire
potentielles. Le résultat principal de cet article &tatdnalogue du théoreme d’Hurewicz pour la
classe des ensembles potentiellem@nt Dans [Le3], ily a la

Conjecture. Il existe un boglien B de2¥ x 2¢, tel que pour tous espaces polonaisetY, et pour
tout boielien A de X x Y a coupes verticalesashombrables, on a&quivalence entre les conditions
suivantes :

(@) Le boklien A n'est pas paffI).
(b) Il existe des fonctions continues 2* — X etv : 2* — Y telles queB N (u x v)~1(4) = B.

L'essentiel de cet article va consister a analyser leglieo$ non pdfiIy) ayant leurs coupes
horizontales et verticales dénombrables pour arrivegngssivement a montrer le

Théeoreme 7.11 existe un boelien B de w* x w®, tel que pour tous espaces polonaiset Y, et
pour tout bokElien A de X x Y dont les coupes horizontales et verticales sd@mainbrables, on a
I’ équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le boklien A n'est pas pdff1)).
(b) Il existeu : w¥ — X etv : w* — Y, homéomorphismes sur leurs images, tels que I'on ait
BN (uxwv)"1(A4) = B.

Ce borélienB sera une “version uniforme” du test d’Hurewicz, c’estitecun ensemble dont
toutes les coupes verticales sont infinies dénombrables @aint isolé. Plus précisémerd, sera
reunion dénombrable de graphes d’homéomorphismes dmide ouvert-fermé. On verra aussi
gu'essentiellement, dans tout borélien ayant ses coupggohtales et verticales dénombrables et
n’étant pas pdiI9), on peut trouver, a un changement de topologie pres, llagdeanion se réduisant
a A au sens du théoreme 7. On cherchera entre autres ae&lduielles reunions entre elles.

L'hypothése de dénombrabilité des coupes dans le &énéer7 peut sembler moins naturelle que
par exemple I'hypothéseA est potx9)”. Mais cette derniére n'est pas suffisante. En effet, les
boréliens & coupes verticales (ou horizontales) démabids sont pgEY) (voir [Lo2]). Nous mon-
trons que le théoreme 7 devient faux si on suppose seutefn@coupes verticales denombrables, en
utilisant l'injectivité deu etw.



Pour terminer cette introduction, nous plagons le teém 7 dans un contexte plus général. |l
vient en effet compléter I'étude des boréliens a cowpmticales dénombrables commencée dans
[Le3]. Je renvoie le lecteur a cet article pour les rappelscernant la hiérarchie de Wadge, qui
affine celle de Baire. On peut montrer que les seules classé¥adige non stables par passage
au complémentaire contenues dak$ = X9 N I1J sont les differences transfinies d’'ouverts. On
peut définir sans probleme la notion d’ensemble potdatreint dand”, ou I" est une classe de
Wadge, en utilisant la méme définition que précédemmadrainalogue du théoreme 7 pour les
differences transfinies d’ouverts est montré dans [Le8if theoremes 3.5 et 3.6). A ceci pres que
I'hypothése est moins forte & est potentiellemenA?” au lieu de “A a ses coupes horizontales et
verticales denombrables”), et que la conclusion est nfoirte (on n’a pas l'injectivité des fonctions
de réduction). Comme conséquence de ces résultats tientdle résultat de synthese suivant :

Corollaire 9. SoitI" une classe de Wadge non stable par passage au éonapitaire. Alors il existe
un boelien Br dew® x w* et un ferng F1 contenantBr, tels que pour tous espaces polonaiset
Y, et pour tout boglien A de X x Y ayant ses coupes horizontales et verticalesambrables, on a
I' équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le boklien A n'est pas patl’).
(b) Il existe des fonctions continues w* — X etv : w* — Y telles queFr N (u x v)~'(A) = Br.

Il est a noter queBr et Fr- vont étre donnés de maniere explicite, et @jea ses coupes hori-
zontales et verticales denombrable$ si I19, ce qui est le cas significatif. On a donc en particulier
queBr ¢ pot(I") siT" C II9. D’autre part, si" est auto-duale (c'est-a-dire Kiest stable par passage
au complémentaire), ne pas étre dahsignifie ne pas étre dans I'une des deux classes non auto-
duales succédantladans I'ordre de Wadge (I'inclusion des classes). L'étueg classes de Wadge
auto-duales peut donc étre ramenée a celle des clas¥éadig non auto-duales.

Question.Un probleme ouvert est de savoir si on peut supprimer I'tiygge ‘A a ses coupes hori-
zontales et verticales déenombrables” dans le corollaire 9

2 Analyse des boeliensa coupes @nombrables nétant pas po{II)).

La définition qui suit donne un sens précis a I'expressi@nsion uniforme du test d’'Hurewicz”
évoquée dans l'introduction.

Définition. On dira que(Z, T, (gim.p) (m.p)ew?) €St Unesituation générale si
(a) Z et T sont des espaces polonais parfaits de dimengioan vides.

(b) gm.p est un horaomorphisme de domaing,,, , (respectivement d'image) ouvert-feznile 2
(respectivement dg).

(c) Pourm € w, (Dy,, ,)pew €St une suite de domaines déusteux disjoints dont lagunion est dense
dansZ. On noteg,, la fonction obtenue par recollement dgs ,, pourp entier.

(d) Il existe unG; denseG(g) de(), ., Dy.. tel queg[z] := {gm () / m € w} soit sans point is@,
pour toutz deG(g).



L'idée va etre de chercher le borélighdu theoreme 7 sous la formég,, ., Gr(g,[G(g)), ou
(Z, T, (gm.p) (m,p)cw?) €St UNE situation générale. Et aussi de montrer que daugietboréliem,
dont toutes les coupes sont denombrables et n’étant pE e on peut trouver, a un changement
de topologie pres, une telle réunion se réduisasatau sens du théoreme 7. On va donc étre amenés
a réduire une situation générale a une autre. C’ebjdtodu théoreme 1 qui suit. 1l se trouve que
pour assurer I'existence d’une telle réduction, il nousg fies conditions supplémentaires, aussi bien
au départ gu'a l'arrivée. D'ou les deux définitions guivent. Toutes les conditions supplémentaires
de ces définitions seront utilisées dans la preuve duéh@ 1 qui suit, a I'exception de la condition
(b) d’'une situation d’arrivée, dont l'intérét appdraiplus tard.

Définition. On dira que(Z, T, (gm.p) (m.p)cw?) €St Unesituation d'arrivée si

(@) (Z, T, (9m.p) (m,p)cw?) €St UNE situation grerale.

(b) Le diangtre du domaine et de I'image g, , vaut au plu2~20™P) ol A : w? — w est injective.
(c) Pour tout entier non nut et pour toute suite: dans(w?)*, on a l'implication

JU e AY), 0£U C Z
et = 3i<2k —1 u(i)=u(i +1).

V2 €U Gy 9ty -Tu(on—2)Juer—1) (@) =7
Définition. On dira que(F, (fnp) (np)ew?) €St Unesituation de départ i
(@) (F, F, (fnp) (n,p)ew?) €St UNE situation grerale.
(b) F' = II;c, A; € w®, ot chaqued; C w est fini.
(c) Pourz dansDy,, on ax <|ay fn(x), €t pourn, p entiers, il existe un entieg(n, p) tel que si
q > q(n,p) etx est danstn’p, frp(@)(q) = z(q).

(d) Pour (z,y) dans(,,c., Dy, x F) N U, e, Gr(fn), il existe(y;) tendant verg, telle que(x, yy,)
appartiennea | J,,,, Gr(f») pour tout entierk, etz # y.

(e) On c&finit des relations SLUPEW(HKP A;), n étant entier, par

SRyt & |s| = |t| ets <oy t €L(Ns X Ny) NGr(fy) # 0,
sRt & dnew sR,t.
Sis R t, on pose)(s,t) := min{n € w / s R, t}. On demande
()[sRs = Y(s,s)=0],et[s"jRt™F = (s j,t77) = (s, t)].
On c&finit ensuite la relation syétrique engendre parR :
sTt & sRtoutR s.

Ondiraqueu € [U,c,,(Ilicp 4i)]~“\{0} est une -chaine si pour toutj < [u|—1,u(j) 7 u(j+1).
On c&finit la relation déquivalence engenée parR :
s&t<« Ju T-chdneu(0) = setu(|u] —1) =t.

On demande

(i) Si s £ t, il existe une uniqud -chdne u, sans Epétition de termes, telle que(0) = s et aussi
u(lul — 1) =t.



Théoreme 1 Soient(F, (fu.p) np)ew?) UNe situation de &part et(Z, T, (gim.p) (mp)ew?) UNE Situa-
tion d’arrivée. Alors il existe des injections continuest” — G(g) etv: F — T telles que

(@) Pour (x,y) danslJ,,c,, Gr(f»), v(y) est dang[u(z)].
(b) Pour(z, ) dans((,,c,, Ds, x F) Uy eo GT(fa) \(Unew Gr(fn), v(y) estdang[u(z)]\glu()].

Démonstration. Le schéma de la preuve est semblable a celui de la derabastdu théoréme 2.12
de [Le3] ; la condition (iv) ci-dessous apporte des comfilices. On va construire

- Une suite(Us)SeU 4, d'ouverts-fermés non vides de.

z<p

- Une suite(Vs)SGUp 4, d'ouverts-fermés non vides de

'L<17

- Une injection® : ¢, (Ii<p A)? — W

On pose, sk R t,
n(s,t):=min{n e wU{=1} /Vn <i<|s| s(i) =t(i)},

w(s,t) := ®(s[(n(s,t) + 1),t[(n(s,t) + 1)).

La premiére coordonnée des, t) sera notéeuy(s,t). Soit(O,) une suite d’ouverts dg telle que
G(9) == ,e, Oq- On demande a ces objets de vérifier les conditions s@sant

(Z) s Z’X‘/s ig(UsmﬂquOq)X‘/s

(i) 6(Us), 6(Vs) <27l

(tit) sRt = V= Gu(s, t)[U | etwq(s,t) > (s, t)

(iv) (|s| = |t], s <jex t €tr < |s| vérifieV g <r s Ryt) = (Us x V;) N [Uqngr(Qq)] =0
(v) Us~iNUs~j = VemiNVimj =Dsii#j

e Admettons ceci réalisé. On définit les injections camtisw, etv par les formules

(X)} = ﬂ Ua[n! {?}(Oé)} = ﬂ Voz]—n

new new

Siy = f.(x), pour tout entiern on az[m R y|[m, et il existe un entiern, tel que sim > my,
n(x[m,y[m) = n(xz[mo,y[mop), puisquez(q) et y(¢) coincident a partir d’un certain rang (on
utilise la condition (c) d’'une situation de départ). Posap := w(z[mg,y[mp). Par (iii)) on a
Vy"m = Gy [Ux"m] sim > mg. D'ou

Guo (W()) € Guyp ﬂ U ﬂ Guo | m[m = ﬂ = {v(y)}

m>mg mZm() m>mg

et (u(x),v(y)) € Gr(guy)-



Si maintenant(z,y) € (N,.co Pf. X F) N Upew Gr(fn) \ (Unew Gr(fn)), Soit (yx) telle que
(7, yx) € Upe,, Gr(fn) ety tende versy (on utilise la condition (d) d'une situation de départ)r Pa

ce qui précéde, on a que(), v(yx)) € Uy, Gr(gm), d0bv(y) € glu(z)] etv(y) € glu(x)], par
continuité dev. Pour tout entier, il existe un entiep(r) > r tel que pourg < r, z[p(r) Ry y[p(r)
etz[p(r) <jgx y[p(r) puisquer # y ; par (\v) on a donaUsp(r) X Vyrp(r) N [Ug<, Grgq)] = 0 et
(u(z),v(y)) ¢ Uy<, Gr(gq), doncu(y) ¢ glu(x)].

e Montrons donc que la construction est possible.

On posely := Dy, ., Vp := go,0[Up), et ®(D,0) := (0,0) (on peut supposer quBy, , # 0).
Admettons avoir construit/,, V, et ®(s,t) pour|s|, |t| < p verifiant (i)-(v), et soient € II;., A;
eti € A,. On note, sis € ¢, 7(,1) I'unique 7-chaine sans répétition de termeelle quec(0) = 5
ete(|c| — 1) = ¢, qui existe par la condition (e).(ii) d’une situation depdé.

La relation7 définit sur€ (s i) une structure d’arbre, de sommeti. On va essentiellement
construire les ouverts-fermés cherchés par récurremckes niveaux de cet arbre. Sk w, on pose

={z€ &™)/ |T(z,s7i)| = k + 1}. Alors Hy, et le nombre de€{; non vides sont finis,
pwsque les classes d’équivalence&dsont finies. De plusH, est non vide sHy; I'est, donc on
peut trouverg tel queHy, ..., H, soient non vides elf;, soit vide sik > ¢q. Posons

U<k} x {1, ..o} — w
H; = {z(k,l), Z(k,pk)}’ b { (kfi;l = (Si<k pi) + 7

On adonc Ing) = {po = L,po + 1,....,00 + P1,..,P0 + ... + Pg—1 + 1,...,p0 + ... + pg}. Onva
construire par récurrence sure {1,...,po+...+p,}, €t pourk € {1, ...,n}, des ouverts-fermés non
videsU;! etV," tels que, siv(k, 1) := w(z4-1(), 2¢-1(1)), ON ait

( ) Uk X an c (UZ¢_1(;€)[P N ﬂquO ) X V¢—1(k)!—

(2) 0(UR), 8(V) <2777 |

(3) Si k: L € {1,...,n}, alorsVi* = go o[U}] et si de pluszy—1(x) R z4-1(1),

anrsVl" = gw(k7l)[U,?] etwo(k:, l) > 1/J(z¢-1(k), Z¢—1(l))

(4) Sik,l € {1,....;n}, zg-1() <|ex 2¢-1(1) €t < pVérifie Vg <r 24104 Ry 241
alors(Uy* x Vi") N [U,<, Grlgy)] =

(5) Sik,l € {1,...,n} etk # [, alorsU NU =V NV* =0

(6) Sik € {1,...,n}, alorsU ™ x V' CUp x v»

Admettons cette construction effectuée. On est tentéoderpf% L - =U; ot tPe

0+...+
V ¢—1(k) Vp pq
et si®(z, 2') n'est pas encore défini, on le définirait en assurant Linjéé de® et la seconde partie
de la condition (iii) ; on obtiendrait alors (i), (ii), (iij}et aussi (iv), (v) dan&(s4). Mais il se pourrait
qu'ily ait plusieurs classes d’équivalence dahs, A;. Onremarque alors que les conditions (i), (i),
(iv) et (v) sont héréditaires. La construction montreuoq peut procéder comme suit pour obtenir
les conditions (iv) et (v) danH;<, A;.



Pour chaque couplés, t) de suites non équivalentes, on diminue les ouverts-ferco@cernés
(a savoirU, et V; pour la condition (iv), Us et U;) ou (Vs et V;) pour la condition (v)), de fagcon a
assurer la condition ((iv) ou (v)) pour ce couple (c’est flfdegpar rareté des graphes). Puis on assure
la condition (iii), ce qui diminue les ouverts-fermés etmpet de conserver les conditions (i) a (v)
dans chaque classe. Comme les ensembjesont finis, on arrive ainsi a satisfaire les conditions (i)
a (v) en un nombre fini d'étapes.

e Montrons donc que cette nouvelle construction est possiBlien =
Zy-1(n) = S~ 1 ; ON choisit pourUi un ouvert-fermé deﬂq<p a) N 9o
2771 tel ques(goo[Ui]) < 27771, eton posd/} := goo[Ui].

1, ¢~ 1(n) vaut (0,1) et
' (V) de diamétre au plus

Admettons avoir construit les suites finigg, Vi, ..., U, vt L UL vl vérifiant

n—1' "n—-1"
(1)-(6), ce qui est fait poun = 2. On note7 (r,q) := T(Z¢—1(r)72¢—1(q)). La suitez,-1(,,) est
dansH4-1(,)),, donc on g7 (1,n)| — 1 = (¢~'(n))o. Commepy = 1, (¢~ '(n))o > 1, donc
17(1,n)| > 2etT(1,n)(|7(1,n)| —2) € Hiy-1(n)),—1 ; Par le choix dep, on peut trouvern < n
tel que7 (1,n)(|7(1,n)| = 2) = zg-1(m). D'OU 24-1(0) T 24-1(,7)- Notons

(2g=1 () 2971 (m)) S 29-1(0) R 29-1(m),

n(zd)fl(m), Zd)—l(n)) Si Z¢p=1(m) R Z¢p=1(n)-
Cas l.o < p.
1.1. Z¢*1(m) R qu*l(n)'

La suitew(m,n) = ®(z4-1(m)[(0 + 1), 24-1(n)[ (0 + 1)) a d&ja été définie et on a
oty = Il Uzps oy, )

On choisit un ouvert-ferm&” de (Ny<p Oa) N g@(gw(mm) [Un~1]) de diamétre au plug—>! tel
que d(goo[UR]) < 27P~L, on poseV; := go[U?]. De sorte que les conditions (1) a (5) pour
k =1 = n sont réalisées.
i On définit ensuite le§ etV pourl < q<mn, par récurrence sy¥ (¢,n)|. Comme7 (q,n)| >2,
Un

T(gm)(1) & été défini etil y a 2 cas. Soitentier compris entre etn tel que7 (¢,n)(1) = 241,
(la définition dep montre I'existence de).

1'1'1'Z¢*1(r) R Z¢—1(q) .

On pose

{an = Guw rq)[ ]
Uy = go,p(V{")-

1.1.2.Z¢—1(q) R Z(b_l(r) .

On pose

vn.= 9070[[](?].

. 1 7
{qq T gw(q,t)(‘/r )’



Montrons que ces définitions sont licites. On a qug,n)(1) = 24-1(), 0U1 < 7 < n. Si
le casr = n se produit, comme,-1,,) et z4-1(, sont dans(s™4), 'unicité de 7 (1,n) montre
queq = m. On en déduit que st = n, on est dans le cas 1.1.2 puisqu’'on ne peut pas avoir
Zp-1(q) = Zg-1(r)» T (g, n) Etant sans répétition de termesq$k ¢ et R 5, on as = ).

Dans le cas 1.1.1, onra< n et V'~ U= G lUF, doch” est un ouvert-fermé non vide
de V"~ 1, puisqueU” C U"~'. Par smte U" est un ouvert- ferme non vide c[gl—l. De méme,
Uq” est un ouvert-fermé non vide d@‘ dans le cas 1.1.2, < n. Sir = n, ¢ = m et laméme

conclusion vaut, par le choix dé” ; par suite,f@” est un ouvert-fermé non vide d@”*l. D'ou la
condition (6). Les conditions (1) et (2) pokir= g en découlent. Veérifions (3). Soient dohd < n
tels quezy—1(;) R 24-1)- Sionaleégalitg7 (k,n)| = |7 (l,n)| =1, k = [ = n, etla condition (3)
est réalisée (on utilise la condition (e).(i) d'une sttoa de départ). Plus généralement, la condition
(3) est réalisée st = [. Si|7T (k,n)| = 1et|T(l,n)| = 2, la liaison entrez;-1 ;) et zy-1(;) a déja
été prise en compte, par minimalité des longueurs. Deen&i |7 (k,n)|=2 et |7 (I,n)| = 1. Si

|7 (k,n)|, |7(l,n)| > 2, 0ona7(k,n)(1) =7(l,n)(0) ou bien alors7 (k,n)(0) =7 (I,n)(1), par
unicité. La encore, la liaison a été prise en compte. 6oru:f/l” = gw(k,l)[U;g]. La condition (3) est
donc réalisée, le seul nouveau cas étant celui eiin etq = m, et par la condition (e).(i) on a

Wo(2¢-1(m)» Zp=1(n)) = W0 (261 (m) [P Z¢=1(n) [P)
> (261 (m) [Py 26-1(n) [P)
> T/J(qu—l(m)a Z¢_1(n))'
Remarquons que les conditions (1), (2), (4), (5), (6) senktiitaires. Soieri, ! € {1,...,n} tels que
Zo-1(k) <lex Z¢-1() LT < ptelquev g <, z4-1(x) Ry 24-1()- ON veut assurer que

U x VM0l Grigy)] = 0.

q<r

On aV;™ = gy, [Up], ol gi,, est de la formeéihy 7 s, 1)|—2..-ho, avec

B Idr si |m(h‘7—(kvl)|,2) CT,
’ go,0 Sinon,

. gwgff(kz 0.7 (k1) ST (K, 1)(0) R T (K, 1)(1),
ho := sinon
G (T (k,1)(1),T (k,1)(0))90,0 ’

)

Gu(T (k) (p+1).7 (k1) (+2)) SiT(k,[)(p+1) R T (k 1)(p +2) etim(hy) C Z,
Gur(T (k) (p+-2) T (sl (p+1) (k,D)(p+2) RT(k,1)(p+1)etim(h,) C Z,
Guo(T (k1) (r41), T (h, z)(p+2))985 siT(k,l)(p+1) RT(k,)(p+2)etimh,) CT,
Gutr oo (it ST (B D +2) R T(k,1)(p + 1) etim(hy) C T.

En renumérotant, on a donc qgig; = g52rg;2171..

hp+1 =

.g;llgso. On va donc chercher a assurer que

q<7“



Montrons par I'absurde que c’est possible. Commeyjgs sont des homéomorphismeg,; est
définie et continue donc on peut trouver un ouvert-fermévideU C U]’, ¢ < r etj € w tels que
pour toutz € U, gq(x) = gq,j(z) €tgri(z) = gq4(z). En d'autres terme@;}gm(m) = z. Comme
(Z,T, (gm.p) (m,p)ew?) €St UNE situation d'arrivee, onsa, = (g,j) ou alors il existei < 2r tel que
s; = s;+1. Montrons que la seconde éventualité est exclue. Delestgp cas peuvent se produire :

si=w(T(k, 1)), Tk, DG +1)) et siy1=w(T(k,1)(G+2),T(k1)(I+1))
s; = (0,0) g? siv1 = w(T (k,1)(5), T (k,1)(j + 1)).
La fonction® étant injectiveZ (k,1)(5)[(n(T (k,1)(4), T (k,1)(j+1))+1) vaut
T(kDG+2)[((T (R, D(G+2), T (k, D) (j+1))+1)

etn(T(k,1)(j), T(k,1)(j +1))+1 = n(T(k,1)(j +2), T (k,1)(j +1)) +1. Par définition dex(s, ¢),
on a7 (k,1)(j) = T (k,1)(j + 2), ce qui contredit la définition d& (k, ).

Dans l'autre type de cas, l'injectivité deet la définition den(s, t) font que
T(k,1)(5) =T(k,D)(j +1),
ce qui est également absurde.

On a doncsy, = (¢,5), v = 0 et zy-1) R 2410y 5 wo(7 (k,1)(0), T (k,1)(1))=q<r, et
Yzg-1(k)> 2671 ) < WolZgr(hys 261 0) < 75 AOU 21y Rz, ,21)) 207111 AVEC

P(Zg-1(k)s 261 1)) <7

ce qui est absurde.

En diminuantﬁ,ﬁc1 et en assurant la condition (3), on peut donc avoir la camtii) pour le couple
(k,1). Comme ces couples sont en nombre fini, on obtient la condiipen un nombre fini d’étapes.

On doit maintenant assurer (5). Il existe une relation de Iyp = Gk z[Uk] On montre alors
comme avant qu’on peut dlmlnuéfr" de facon a assurer la disjonction Ug et Ul De méme, il
existe une relation du typ@” = gkl[Vk |. La encore, on peut diminuér,” de fagon a assurer la
disjonction del/* et V™. En effet, on ajy ,(v) =  pour toutz d'un ouvert-fermé non vide dg, ou

G = g(‘()lo)gmg(o 0 On raisonne alors comme dans le cas précédent pour airantradiction.
1.2. Z¢*1(n) R qu*l(m)'

Ce cas est analogue au précédent (dn R, = Jwlnm) [Uzqu(n)rp], on choisitU” dans

g;(ln m)(V" Hn N (MN,<p Oq), et seul le cas 1.2.1 est possible sk n).



Cas2.0=p
21 Z(b—l(m) R Z¢>_1(n)'

Alors n(2¢-1(m) [P, 29-1(m)[P) <o=p. On aV¢_1( 10 = Gz y—1 gy (P21 () ’—p)[UZ¢_1(m) p) €t
(Ur=1 x G251y [P7 91 () [P) YU~ 1]) Upmew Gr(gm)] # 0. Par la condition (d) d’une situation

générale, on peut trouver> 1 (24-1(m), 2¢-1(n)) €tJ € w tels que

(U % g o T8 NGy ) # 0.

Zp—1 (m) P2~

On posed(z4-1(m), 26-1(n)) = (¢,7), €n ayant pris soin de choisjrsuffisamment grand pour as-
surer l'injectivité ded.

L,ensemble(ﬂqu O ) N g(o 0) (gw(m n) [U - 9w (m n) (gw(z¢ L(m) [P124=1(n) [P) [Urrfz_l])]) estun
ouvert non vide ; on choisi’”” dans cet ouvert et on raisonne comme en 1.1.1.

2.2. Z¢*1(n) R qu*l(m)'

On choisit Uy dansg, ; (Vi) Mgy, oo [Pyt [
¢~ (n ¢~ L(m
comme en 2.1, en posaii(zy-1(,, 25-1(m)) := (¢, 7)- O

(Vi) 0 (Ny<p Oq) et on raisonne

Le lemme 6 de la section 3 assurera I'existence d'une situalé départ. Le reste de cette section
est consacré a la recherche, dans chaque bordlidont toutes les coupes sont denombrables et
n'étant pas pdi19), d'une réunior J,,,.., Gr(gm [G(g)) se reduisant &, ot (Z, T, (gm.p) (m,p)cw?)
est une situation d’arrivée. Pour ce faire, il se trouveuguésultat intermédiaire (le théoreme 3) va
étre utilisé deux fois. Pour I'énoncer, il nous faut uigiition supplémentaire.

Définition. On dira que(Z, T, (hn.p) (np)ew?, M) €St unsysteme réducteur Si

(a) Z et T sont des espaces polonais parfaits de dimengioan vides.

(b) Ay, €St un hordomorphisme de domaine (respectivement d'image) owsenéfde Z (respec-
tivement d&l"), de diangtre au plu2-2(P) oi A : w? — w est injective.

(c) M estGs deZ x T' de projection dense darts, et M N (U, e Cr(hnp)) = 0.

(d) Pour tout ouverO de Z x T tel quellz[M n O] soit dense dang, I1z[M N O] est comaigre
dansZ.

(e) SiU etV sont ouverts-feris etM N (U x V) # 0, Gr(h,,,) N M N (U x V) est le graphe de la
restriction deh,, , & un ouvert, , v deU et{(n,p) €Ew?/Gr(hy,,)NMN(U x V) #0} est infini.

Avec le lemme 2 et le théoreme 3 qui suivent, nous reprempamns |'essentiel la preuve du

théoréme 2.11 de [Le2] ; seul le vocabulaire change. Larier@ donne un procédé pour obtenir
des systemes réducteurs. Le lemme 5 nous en fournira e aut
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Lemme 2 SoientX, Y des espaces polonaigl un botlien deX x Y dont les coupes horizon-
tales et verticales sontéshombrables rétant pas pdfilIj). Alors il existe un sysme educteur
(Z,T, (hnp)(np)ew?, M) et des injections continues: Z — X etv: T — Y tels que

@) U, pyew? Gr(hnp) C (u X v)"L(A).
(b) M C (u x v)"'(A).

Démonstration. On peut supposer, pour simplifier I'ecriture, qifeetY” sont récursivement présen-
tés, et qued estAl-réunion de graphed! de fonctions injectives. En effet| est réunion dénombra-
ble de graphes de fonctions borélienné&tant a coupes verticales denombrables (cf [Ké]gtant a
coupes horizontales dénombrables, ces fonctions sontalga-to-one ; on applique alors le lemme
2.4.(a) de [Le2] pour voir qud est réunion dénombrable de graphes d’injections bawaés. Dési-
gnons pai¥* un ensembldl! C w de codes pour led] de X, et parCX C w x X un ensemble
I} dont les sections aux points &6~ décrivent lesA] de X, et tel que la relation

ne W et(n,x) ¢ C¥

soit 17! (cf [Lo1]). Soit égalementV € WX <Y un ensembldl}! de codes pour led} Npot(=Y) de
X x Y (dont I'existence est demontrée dans [Lol]). Posons

H:=U{(ExF)\A/E,FcAlet(ExF)\Acpot(x9)}.
Ona

H(z,y) & IneW3Im(m)oe Wxet(m); e WY etV z Vt
[(n € WXY et(n,z,t) ¢ C**Y) ou
{((m)o,2) € CX et((m)1,t) € CY et(z,t) ¢ A}] et
[((m)o € WX et((m)o,z) ¢ C¥)ou((m); € WY et((m)1,t) ¢ C¥)ou
(2,t) € Aou(n,z,t) € CX*Y] et
((m)o,z) € CX et((m)1,y) € CY et(z,y) ¢ A.

Donc H estIl}. PosonsN := AN H ; N estX] etGs de X x Y muni de la topologiedx x Ay
(Ax est la topologie engendrée par lds de X). En effet, commeA est potxy) et Al, A est
39 pour la topologieAx x Ay (voir [Lol]). De méme,H est réunion dénombrable &) pour
Ax x Ay. PosonsDy :={z € X /z ¢ Al}, Qx == {z € X /w? =wCK} etZ, .= Qy N Dy,
T := Qy N Dy. On munitZ, (respectivement’) de la restriction de la topologiEy (respectivement
Yy) de Gandy-Harrington suk (respectivement’), de sorte queZ, et T sont polonais parfaits de
dimension 0. En effet, les traces dB§ surQ x sont ouverts-fermés d€x, X'x [Qx) : si B estX}
contenu dan§)y et f estAl telle quef(z) € WO < = ¢ B,ona

v¢BeadQyou(reQyetde <wCK (f(z) e WO et|f(z)] < €)).

Lespace(2x, Y'x [Q2x) est donc a base denombrable d’ouverts-fermés, dongsaidie séparable ;
on sait (cf [HKL] et [Mo]) que c’est un espace fortementfavorable, comme ouvert (puisqug')
d’'un espace fortemeni-favorable. C’est donc un espace polonais (cf [Ke]), de disian O par ce
qui précede.

11



OnposeM := (Zy xT)NN, Z := Iz, [M]. LensembleM est non vide. En effety rencontre
Dx x Dy, sinonN serait potAY) et AU H aussi, doncd = (A U H) N H serait poTI9), ce qui
est exclus. DonéV N (Dx x Dy ), qui estEll, rencontre2 x .y, par le théoreme de base de Gandy
(cf [Lo3]). CommeQxxy C Qx x Qy, M # (). DoncZ etT sont non vides et on a la condition (a)
d’un systéme réducteur, puisqdeest X}, donc ouvert-fermé d&,. De plus,M estGs deZ x T et
I1;[M] = Z est dense dans.

¢ SiO est ouvert d&Z x T, il est reunion de rectangles;, doncIlz[M N O] est ouvert deZ ; par
suite, sillz[M N O] est dense dang, I1z[M N O] est comaigre dang. D’ou la condition (d) d'un
systeme réducteur.

e PosonsA = {J, ., disj_Gr(gn), ou g, est un homéomorphisme de domaine et d'image ouverts-

fermés non vides (en fait] ; le raffinement des topologies permet de rendre les bijestioréliennes
bicontinues). Soiert etV tels queM N (U x V') #£0, ouverts-fermés. Pour voir que

(new/Grg) NN (U x V) % 0}

est infini, on peut supposer qué et V sont X!. Admettons avoir trouvé, ..., n, deux a deux

A estA}, et A= A'"UUyei<, G(gn,). PosonsO := NN (U x V) (O = M m(U x V) car

—ExXEY

UxV CZxTC ZyxT). Supposons qud’ N O = (0. Alors, par double application du

L , . —AxxA L .
théoréme de séparatiod, N O XXy — (), donc on a la triple inclusion

(UxV)\ACOUHU |J Grg,) SO UHU | Gr(ga,) C A.

0<i<r 0<i<r

Donc (U x V) \ A’ et A’ sont deux”} séparables par un g&) ; ils peuvent par conséquent &tre
séparés par un ensemtiiee Al Npot(XY) (cf [Lol]). Onal x V C K U A’, donc on peut trouver
UetV, deuxAltelsquelU xV CUxV C KUA. Dou (U xV)\A = Kn (U xV) et
U x V)\ A= K0 Ux V)N [Noeicy U x V) \ Gr(gn,)] est potS3). Onadondtd x V)\ A C H,

puisO C H \ H = (), ce qui est absurde. On a donc qdfen O L. OrO C Dx x Dy,
# () et estX!, donc rencontre

=T XXy ALXx XXy

doncO®O C Dx x Dy. DOﬂC(DX X Dy) NANO
Qxxy CQx x Qy,

donc(ZyNT)NA'N O X "> £ (. Commel est ouvert-fermé d&,, A'N O~ " . Lexistence

d'un ouvertU,, yy deU tel que Gtg, [Un.u.v) = Gr(g,) "M N (U x V) vient du fait queM € X}
e SoitA : w? — w injective. On construit des ouverts-fermBs , de Z tels que

- Dy := U,e, D p SOIt dense danB,, N Z N g, (T).
h 5(Dn7p)’ 5(971 [Dn7p]) S Q*A(n,p)
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Soit (z7), une suite dense d&,, N Z N g, *(T"). On choisit un ouvert-ferm®,, ,, de

contenantzy, de diametre au plug—2(P), dont l'image parg, soit aussi de diamétre au plus
2~4Mp) |l est clair queD,, , convient.

e Il reste a poseh, , := gn[Dnp. Onal,, vy = U, vy N Dy, Enfing on avu quily a une
infinité d’entiersn tels que Gfg,,) "M N (U x V) # 0 siM N (U x V) # (), et on a un ouvert non
vide U, 1y de DY. Par densité, on trouvetel queU,, ;7 N Dy, # 0. Par suite, on a une infinité
de couples(n,p) tels que Gth,,,) "M N (U x V) #0. Il reste a poser := Id : Z — X et
v:=Id:T—Y. O

A partir d'un systeme réducteur, on n'obtient pas toutw&esine situation d’arrivee, mais seule-
ment une situation générale dans un premier temps :

Théoreme 3 Soit (Z, T, (kqp) (q.p)cw?, N) Un systme éducteur. Alors il existé® : w? — w? injec-
tive et des ouverts-fe@®s Dy, , C Dy, . tels que S, == ka(m.p) [ Dim.p,

(@) (Z, T, (9m.p) (m,p)cw?) SOIt UNe situation grerale.

(b) Pourz dansG(g) ety dansg[z] \ g[z], (x,y) est dangV.
Si de plus(Z,T, (kqp)(qp)ew) €St UNe situation d'arrige, on peut avoilG(g) C G(k) et
(Z,T, (gm7p)(m7p)6w2) d'arrivée.

Démonstration. Soit

w<w_>w

Vil o {O sis =10,
Yicps) (s(i) + 1) sinon.
On choisit une distancé < 1 compléte sutN. On note, pour: € Z, d., la distance compléte sur
N7 définie par la formulel,(y, t) := d'((z,y), (z,t)). Pour exprimer I'absence de points isolés dans
g[z], il est plus commode d’indexer les fonctions p&i~ x w que parw?. Soient done : w — w<v
bijective, v := e x Id,, etd := e~ ! x Id,,. On va en fait construire une injectign: w<* x w — w?,
et on posera ensuite := ¢ o . On va également construire, par récurrenceuout € w<*,

- Des ouverts-fermeé®), , de Dy, , .

- DesG; densegj; de Dy := U, , Dt p-

- Des ouverts a coupes verticales ouvertes-fermgele 7 x T
- Des ouvertgy, de N.
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On demande a ces objets de vérifier

(1) Dy =Z

(2) DipyNDyg=0sip#q

(3)Yx € Di~p NGy d(ke(z), ki—~n(x)) < 217771 ouk, est le recollement des fonctions
Kg(t.py [ Dtp, pPOUrp Eﬂier

Gr(kt) Q w N Gt

e Admettons ceci realise. On pode,, , := Dy(mp) G(9) = [Njcw<w Gt Les conditions (a)
et (b) d'une situation générale sont clairement reaks” On aDy,, , = D, = Dy p), donc
Upew Pomp = Upew Ditmp) = Upew Pe(m)p = De(my- Louvertl,, D,, , est donc dense dans
Z, par (1). De plus, la réunion est disjointe, par (2). D’atcbndition (c) d’'une situation générale.
OnaG(g) = (View<w Gt doncG(g) estGs dense de7, et siz € G(g) etm € w,

T e ge(m) - De(m) = U ng,p = ng'
pEW

Donc G(9) € Mew Dy
générale.

Par (3) et la remargue qui suit, on a la condition (d) d’'urigasion

m*

Notons qugy[z] = {ki(x) / t € w<“}. En effet, sit € w<¥, Ip € w tel que

ki(z) = ]%(t,p) () = k@(e(t,p))(m) = 96(t,p) (z) = Je—1(t) (z).

Inversement, sin € w, on trouvep € w tel qUeg,, () = g p(T) = kao(mp)(T) = kem) (7).

L'argument qui suit est semblable a celui utilisé dansrieuge du théoreme d’Hurewicz dans
[SR]. On poseM}, := {ki(x) / |t| < k}. Alors Mj est fermé dang’, par récurrence sut : si
M; :={y T /dy, M) <e},onaMypr = (Noso[Mj U (Mg \ M), et M \ M estfini,
par (3).

Sik € wety € g[z] \ g[z], y ¢ M. Donc il existes > 0 tel quey ¢ M;. Sit € w* et (z,w)
est dansvy, d(w, M) < d(w, k() < Az(wf) <2770 < ¢ dés quev(t) > kg, doncwf C M,
sauf pour un nombre fini dedansw”. Donc si on définite := {t € w* / wf ¢ M;}, on a la suite
d’inclusions suivante :

gla]=MyUke(x) / [t| >k} S MU | i MU | wf SMEU | oy

lwi>k Itk teM

Dol g[z] € M UUenwi” © My U Uy wi'- Donc on trouve une unique suitedansw™ telle
quey € (=, wi. (G N N*),-, est une suite décroissante de fermés non vides dont leetlizs
tendent vers 0 déN“, d;,), par (7) et (8), donc converge vefse N7, et{¢} = (., Gf. D'ou

§€Nizowi =y} et(z,y) € N.
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e Montrons donc que la construction est possible. §6jf) une base de la topologie d&formée
d’ouverts-fermés non vides. Comnieest polonais de dimension 0, il peut étre vu comme un fermé
dew® ; on peut donc supposer qeest muni d’une distance compléte telle gif&,,, Z,,) > 0. On
posewy := Z x T, Gy := N. On construitp(), p) et Dy, par récurrence sy, en exigeant que
Uq<p Dy, # Z. Admettons avoir construib((, ¢) et Dy , pourq < p. On peut définir, poug < p,

n(g) :=min{n €cw / Z,N U Dy, =0etVr<qgn>n(r)}
r<q
Commellz[N] est dense dang, N N (Z,,) x T) # 0, donc par la condition (e) d’'un systeme
réducteur, on peut trouvérn, ) € w?\ {¢(0,q) / ¢ < p} tel qued(Dy,, ) < d(Zn(p): Zn(p)) €t
Gr(kim, ) NN N (Zypy xT) # 0. Onadoncy,, , € Zy, ), €t on poses(d, p) := (m,r) ; on choisit
Dy € Uy, 2,1 t€l ququgp Dy, # Z. De sorte que la condition (1) est realisée. Ceci termine
la construction pouft| = 0.

e On effectue maintenant une sous-construction : on cohgbai récurrence sur,

- Les ouvertsv;—,,.

- Une suite décroissanté,,) de Gs denses dé);.
- Des fonctions continueg, : £, — T.

- Des ouverty/,, deZ x T.

On demande a ces objets de vérifier

(i) Gr(fn) Cwi~n NGy

(11) wi~n C wi €twi~p Nwi—p = D Sin #m
(i1) ¥V x € By d(fp(x), k() < 277077

(i) Vo € Z §(wi-,) <277t

(v) Gr(k[En) CVn, C(ZxT)\ (Umgn Wi~m)

e Montrons qu'une telle construction est possible. Si on astait ces objets pougy < n, soit
x € D,;. Par continuité de:;, on peut trouver un voisinage ouvéft, de x inclus dansD; et un
voisinage ouvert-ferm#&, de diametre au plud (" ") dek(x) tels quew, C k;*(V,). De sorte
que si(z,t) € W, x V., d(t, k¢(z)) < 27777, On a, par la propriété de Lindelof,

U Ve x V) = | Wi x V).

rE€Dy mew

On réduit la suitgV,,) en (W), puis on poseét,, := | J,,,c.,( W/, X V). SoitO,, un ouvert dense
de D, contenant®,,_; tel que G(k;)NV,,—1 = Gr(k.[O,,). Par le théoréme de Jankov-von Neumann,
on peut trouverf,, Baire-mesurable uniformisati, N G, sur sa projectiorl. II est dense dang.

En effet, soientV un ouvert-fermé non vide d& etz € O, N U. Comme(x, k(z)) € U, N Gy,

on peut trouver un voisinage ouvert-ferfié de z tel queW x k(W] C U, N (U x T'). Soit alors
(z,y) € (W x k[W])NG;. Onaque: € UNII # (). Parla condition (d) d’'un systeme réductdr,
est comaigre dang, donc contient urtys denselV,, de Z. Alors f‘n [W,, est Baire-mesurable, donc
on peut trouver uii7s densef;,, deW,, N D, tel quefn [ F}, soit continue.
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On peut poset,, := F, N E,_; et f, = fu[E,. Siz € E,, (z,f,(z)) € Uy, donc
d(fn(z), ke(x)) < 27¥7™), Les graphes d¢, et k[ E,, sont des fermés disjoints d&, x T,
donc on peut trouver un ouvert-fermi@e E,, x T tel que Gff,,) C 0 C (E, x T) \ Gr(k:[E,).

On peut trouver des ouverts disjoirfset W de Z x T'tels quef) = (E, x T) N 7T et
(B, xTY\0=(E, xT)NW,

par la propriété de réduction des ouverts. 3jf,) une base de la topologie de stable par in-
tersections finies et formée d’'ouverts-fermés veérifié(k,,, 7,,) > 0. On raisonne alors comme
précédemment : pout dansE,, on trouve un voisinage ouvert-fermé de bagede f,(z) de
diametre au plug ("™ et un voisinage ouvert-ferm@, de = tels que), N E, C f; (V) et
Ve x V. CTNV,_1Nw. Comme avant, on applique la propriété de Lindeldf, adaurnit ), et
V)., eton réduit la suit€),,) en(Y;,). On posev;~y = U,nep Vin X Vi €1V := V1 NW. Les
conditions (i) a (v) sont clairement satisfaites. On a diescconditions (5) et (6) de la construction
principale.

e On procede encore comme avant pour défijr,,. Pourz dansFE,, on trouve un voisinage
ouvert-fermé de basB, de f,,(z) et un voisinage ouvert-ferm@, dex tels que
§'([Ce x D] N N) < 27171,
C.NE, C f YD) etCy x Dy Cwi~n NG N (D x T),0uG estouvert deZ x T tel que
G N N - Gt.
On applique la propriété de Lindelof, ce qui fourdjt, et D,,, et on réduit la suitéC,,) en(C,,).
On poseGi—y := N N (Upmew Crn X Pm) €1G; := ., En, €t les conditions (7) et (8) sont satis-
faites. On aGi~, Nwi~n = N N (Upew Cra X D) N (Unmew Vin X Vi) = Uiew NV N (4; x By),
avec par définition4; := C’ NnNY _, . etB := Doo1g)y N V;‘l(z)l’ ol es : w? — w est bi-
2

ez (Do ey M1

jective. De plus, on a4, N Ay =0 sil # I’ etllz[N N (A; x B)| est comaigre dansgl; car
Gr(fn) € G¢~n Nwi~,. OnN procede alors comme potur= () pour terminer la construction, en
travaillant dansA; x B;. On construit, par récurrence suro(tn, ez(l,p)) €t Di~y, oo (1,p)» €N EXi-
geant queJ,_, Di~p e, (1,q) # Ai- SOit(Zy, ) la base de4, formée desZ,, C A4;. On pose

k(q) :=min{k € w / Zn, O | Dineyry =0 €Y1 < q k> k(r)}.

r<q
On choisit(m, r) € w? \ {¢p(t"n,e2(l,q)) / ¢ < p} tel qued(Dy,, ) < A(Zpyyy s
5(Im (k) < d(By, By),
et Gilkm,r) NN N (Zp,,, x Bi) #0. On posep(t™n, ea(l,p)):=(m,r) et on choisitDy~,, ¢, )
dansUm,r,an(p) B, tel ququsp D~y es1,9) # Ai- Ceci termine la construction car

Gr(km,r) C Zn

Z”k(p) ) !

k(p) X Bl c Wt—n,

ce qui assure l'injectivité de.

e Side plus(Z, T, (kyp)qp)ew) €St d'arrivée, quitte a remplacéf(g) par G(g) N G(k), on peut
avoir G(g) € G(k). Linjectivitée de @ fait que la situation généraleZ, T, (gm.p ) (m,p)cw?) €St €n fait
d’arrivée. O
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On doit maintenant obtenir une situation d’arrivée aipdttine situation générale :

Théoreme 4 Soit (Z, T, (I.p) (rp)cw?) Une situation grérale. Alors il existe une situation d'arée
(Z,T, (kqp)(qp)ew?) telle queG(k) C G(1) et pourr dansG(k), on aitk[x] C I[z].

q,p

Démonstration. Pour exprimer a la fois I'absence de points isoles dens, la densite deDy,
dansZ et la condition (c) d'une situation d’arrivée, il est plusnemode d’indexer les fonctions
parlJ, ¢, w" x w" ! que parw?. Soient donay:Im(M) —w bijective croissante, et := ¢ o M, ol

n n+1
.{Una}w X W — w

(S,t) s qé(O)-i—lqi(O)-i—l qt(n—1)+1qs(n—1)+1qt(n)+1

ct42n—2 2n—1 2n

((gn) est la suite des nombres premiergest donc une bijection dg,,,, w" x w1 surw verifiant
O(s.t) < G(s™p,t"m) eto(s,t) < é(s,t[]s| " [t(|s]) + 1]) pour (s,7) dans|J, ., " x w™*! et
(p,m) dansw?. Soient(Z,) une base de la topologie d& et (O,) une suite d’'ouverts denses de
tels queG(l) = ,, Or- En supposant

VnewVs,tew" Vmew Dks[(\s\fl),t\ ( U Dks’tﬁi)#@

<m
avec la conventio®y, ., , := Z, on définitr : >, w" x W't — w U {~1} en posant

r(0[—1,0) := —1,

Zr N Dksms\—n,t\ (Ui<m Dk’s,t’\i)#w
r(s,t”m) :=min<recew/ < et

T>ma)<T(S[(|S| - 1)at)a max <m, T(S,t/\l’))

Onadoner(s,t™(n+1)) > r(s,t7n) > r(s[(]s| —1),t). On construit des fonctior's, ;~,,, pour
(s,t,m) € (Upeo(@™?) x w, par récurrence suf(s,t~m), en demandant

(1) Dks,tﬂm - Zr(s,tﬂm) N Dksms\—l),t \ (Uz<m Dks,t/\i) N O\s|
(2) Ui<m Dk‘s,mi # Dks]’(\s\fl),t etDks[(\si:l),t # 0
(3) 8(Dy s )y S(IM(ky 1)) < 270E7m)
(4) ks +—~m est larestriction d’'une des fonctions, a un ouvert-fermé d@,,
B)Vnmew Vst €w” Yo € Dy, ,~, dksi~m(), ks)-1), (7)) < 9—s(ls|-1)
(6)Vhew\{0} Yue (Upcpesimio " @}
U e Al 0£AU C Z
et = Ji<2h—1 u(i)=u(i+1)
-1 -1
VeeU ku(o)ku(l)...ku(%_Q)ku(%_l)(:U)::U

(7) I’y a qu’un nombre fini de compositions du type de la comfit{6) sans termes
consécutifs identiques ayant un domaine de définition vide
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e Admettons cette construction réalisée. Soienty — w<% et, pourn > 0, e,, : W™ — w bijectives.

On posek, , := k 1 . Les applications suivantes sont réciproques 'une derka:
TP Te(@) €)1 (P)

w? = Upepw™ x wt {Un6w w" X Wt — w2

(q’p) = (G(Q)a €|;(1q)‘+1 (p)) (37 tﬁm) = (671(8)7 e\s|+1(tﬁm))
Les conditions (a) et (b) d’'une situation générale et texitions (b) et (c) d’'une situation d’'arrivée
seront alors clairement réalisées, par (3), (4) et (6),,c., Dk, .~ €st dense dan@ks[(‘s‘_w,

sinon on peut trouve;r_> r(s[(|s|— 1),_t) _te_I queZy € D .1 \U_m@ Dy, ,~,,- Comme la suite
(r(s,t™m)),, croit strictement vers I'infini, on trouve un plus petittel quer(s,t~m) > r.

Sim > 0,r(s,t " (m—1)) <r;sir(s,t"(m—1)) <r,onar(s,t"m) < r, ce qui est absurde.
Sir =r(s,t"(m—1)), Dg,,~(,._,, € Z, ce qui contredit la disjonction d&, et Dy, Si

A (m—1)"

m = 0,onar(s,t0) >r > r(s[(|s| — 1),¢), ce qui contredit la définition de&(s,¢™0).

II suffit donc d’assurer (1) et (2) pour avoir la disjonctioa By, ., €t Dy, ., pourn # m,
donc deDy, ., etDy, ., pour(t,m) # (v,n), etladensite d®; := U ; ;) cplsl xw Dy~ daANS
Usewls! Dy, i(oj—1). ;0N A donc la condition (c) d’'une situation générale. Erdmpose

G(k)) = ﬂ Dkq

gew

et la condition (5) entraine la condition (d) d'une sitoatgénérale car gi € w et

xeGk) = ﬂ Dy,

SEWSW
z € Dq(y) N De(y)~p POUN tout entiep, donc il existet € w!*@I+! etm € w tels que
T € De(g)y~pi—m

etd(ky(z), ki(z)) < 27P, ote(l) = e(q)"p.

C De(g),ts

e Montrons donc que cette construction est possible. (Bgit) € w? telle queD;, , N Zy # (. On
choisit un ouvert-fermé non vid@kwl(o) strictement inclus dan®;, , N Zy N O|¢61(0)| et on pose
ky-100y = lrp (D,%fl(o). Admettons avoir construitks 1~ m ) (s,.~m)<n Verifiant (1)-(7), ce qui est
fait pourn = 0. Posonsp~!(n + 1) := (s,t"m). On a déja construiby, oy Dy, dans

L)' ¢~ (am)
Dy, de sorte que!(q;) = (s,t (i — 1)) pourl < i < m, par construction de.

s[(]s|=1),¢7

SoitU un ouvert-fermé non vide dBy, ., _,, , tel qued(U), 6(ksy(s)-1).:[U]) < 2 n-1

Uu U Dk&,tﬂ # Dks]’(\s\fl),t’

<m

ettel queU x kgpjs/—1),[U] soitinclus dans

{(m’y) € 1Zo(ot~m) N Dy \ (U Dieam DI X T/ dly, Kigpgsj-1),6(2)) < 25(|81)}.

<m
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Ce qui suit est a rapprocher du lemme 2.11 de [Le3]. Par (thate{H,, ..., H,} I'ensemble
fini des compositions du type de la condition (6) sans termesécutifs identiques de domaine de
définition non vide définissables a partir &g 1 gy, ..., ky-1(,). Pourl C p, on pose

O = ﬂDHi-H N ﬂ DH@'-H'
el iep\I

Alors (Or)1cp est une partition en ouverts-fermés dedonc on trouve C p tel queU N O # 0.
SoitO':={x e UNO; /Viel Hii1(x) # x}. Par (6),0" est un ouvert dense dé N Oy ; on
peut donc trouver un ouvert-fermé non vi@¢ de O’ tel queV i € I, 0" N H;11[0"] = (. Soit
z € 0" NG(), et(r,p) € w? telle que(z, I ,(x)) € O" X kyp(s1-1).:[0"],

lrp(@) # kg1 Hmia(2)

etaussi,,(z) # ky-1(;)(x) pour toutm < p ettoutj < n. On choisitD;%_l(nH) contenant: dans
Pouvert Dy, , N O” N1, ) (kgp(s/-1),:[0"]) N O‘d)o—l(n+1)| tel que pour touin < p et pour toutj < n
on ait lT7P[Dk¢—1(n+1)] N k¢*1(j)Hm+1[Dk ]:@ et lr,p[Dk ] N k:¢71(j) [Dk ]:(b
On posekg—1(n11) = lrp[D

¢~ 1(n+1) ¢~ 1(n+1) ¢~ L(n+1)

kg—1(nt1)"

Il est clair que les conditions (1) a (5) sont réaliseesnlvions que la condition (6) est réalisée au
rangn + 1, en raisonnant par I'absurde. On peut donc trodwer 0, u € (Upgnﬂ{(b*l(p)})zh etun
ouvert-fermé non vidé/ de Z tels que pour tout deU on aitk, o k, 1)Ky o o) Kyan_1)(%) = 2
etu(i) # u(i + 1) sii < 2h — 1. Par hypothése de récurrence, on peut troaver2h minimal tel
queu(i) = ¢~(n + 1). Montrons, en raisonnant par I'absurde, qu'unitekt unique. Si tel n’est

pas le cas, on peut trouvgr> i + 1 minimal tel queu(j) = ¢~ '(n + 1). Il y a alors quatre cas.
Cas 1.i etj sont impairs.

Posongy := k,, ks gy Kygon 1) (%) Commeu(j) = ¢~ (n + 1), y est dansk,p( 1) .,[0"]

et on trouvex dansO” tel quey = kgp(s)—1),:(2). On a la double égalité

-1 -1 -1 -1
Tr = ku(o)ku(l)ku(_]fl) (y) = ku(o)ku(l)"'ku(jfl)ks((‘5|_1)7t(z)’

donc le domaine définition de, ;. k,(z)Ky (1) Faf(js|—1),¢ €St NON vide. Si+1=j—1 et
u(j =1) = s[(|s| = 1)t 2 € Dy, et

Y € ko1(n41) [Py 1 )] N Fsi(s1=1)6 1Dk, 1 0] = 0
Sii+1#j7—1ouu(j—1)#s[(|]s| —1),t, on peut trouver < p tel que
_ 1.1 —1
Hr1 =k Rugea) Ry Fsrsi-n.0

commez € O” C Oy, Hy41(z) ¢ O", donck, ;) (H,41(2)) n'est pas défini, ce qui est absurde.
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Cas 2.7 etj sont pairs.

Dans la composition apparaﬁg_ll(nﬂ)ku(iﬂ) ...ku(j_l)k;_ll(nﬂ), donc la composition

Lo kE ok

k(b—l(nJrl) w(G—1)"""u(i+1) Vo1 (n+1)

a un domaine de définition non vide. Mais on voit comme avartajest impossible.

Cas 3.7 estimpair etj est pair.

Soitr < ptel queH, ., = k;(brl)'“ku(jfl)' Alors k;é)...ku(%l)(x) e 0", donc comme avant
k;é—i—l)"’ku(Qh—l)(x) ¢ O", ce qui est absurde.

Cas 4.i est pair etj est impair.

Posong, := k,; ...k, 9,1 () ; comme dans le cas 1, on trouvelansO” tel que

Y=k (|s)—1),t(2)-

1.1 . _1.—1 -1
Posonsw ._ku(iw)...ku(%l)(x) ; on aw_ku(iw)...ku(jfl)ksms‘fl)i(z), et

Fugir1) (w) = Egp(jg—1),(v),
otiv € 0", puisquek, . (ky(i41)(w)) est défini. On a

kL

_ 1.-1
v="Fk G- Fsr(s)-1),.6(2)-

sT(sl—1).%

u(i+1)

Dot u(i+1) =s[(|]s| —1),t =u(j —1) etdonci + 2 < j — 1, ce qui est absurde (on utilise le fait
quez etv sont dang)”).

L'entier : est donc unigue et on peut trouver un ouvert-fermé non v@d@;%_l(nﬂ) sur lequel
k4-1(n41) COINCide avec une composition des fonctiéps: ), ..., ky-1(,) de laformeky—1 ;) Hini1,
oum < p. Mais ceci est contraire a la construction/gge 1(,,,.1y. Pour vérifier la condition (7), on
remarque que dans une composition du type de la conditiga(® termes consécutifs identiques des
fonctionskg-1 gy, ..., kg-1(n41), iy @au plus une fois la fonctiohy-1,,, 1) (1comme précédemment).
Une telle composition est donc nécessairement de la féfme;, Hm+1k¢71(i)k¢_1(n+1),

—1
Hm+1k¢—l(n+1)k¢*l(i)’
—~1 -1 -1
HonertR =2 Ry oy Hom s Himea R 2y ) Ry Bt B 2.y Ra g Him 1. OU

-1
Ry Rt Hme1,

oum, m' <peti <n.llnyenadonc qu'un nombre fini. O
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Il reste a pouvoir assurer la réduction de la situationrifée au borélien dont nous sommes
partis. Le lemme qui suit, couplé avec le théoreme 3, ymelenettre.

Lemme 5 Soient(Z, T', (I;p) (» p)cw2) UNE situation grerale, et(Z, T, (kqp) (g p)cw?) UNE situation
d’arrivée telles que pour tout de G(k) N G(1), k[x] C l[z]. Alors il existe un ensembl¥, G de
(Z xT)\ (Uyen Gr(lr)), tel que(Z, T, (kq,p) (g,p)cw?, IN) SOt Un systme Educteur.

Démonstration. PosonsH := G(k) N G(1) et

N :={(z,y) € ZxT /x e Hety € klz| \ l[z]}.

Alors N est clairements, et on aN N (|
systeme réducteur.

Gr(l,.)) = 0, ainsi que les conditions (a) et (b) d'un

rew

e Soit U un ouvert-fermé non vide d&. On choisitz € H N U. Comme(Z, T, (kgp)qp)cw?)

est une situation d'arrivéd;|x| est déenombrable sans point isolé, donc on trapdansk(z] \ I[x],

puisquek|x] est polonais parfait et quér| est dénombrable. On a alors que U NIIz[N] puisque
(z,y) € N. D'ou la condition (c) d'un systeme réducteur.

e Soientz € U NIIZz[N N O], y € k[z] N O,. On choisit des ouverts-ferm@s et W tels que
(z,y) eVxWetV xWCON (U xT). On peut trouvey tel quek,(x) € W et un ouvert-
fermé nonvide/’ C k' (W)NV ;size V' NH, k[z] \ I[2] étant dense darigz], on peut trouver
y(z) tel que(z,y(z)) € NN (V xW). DoncU NIIz[N NO] contientV’ N H, qui est non maigre. On
a donc montré que pour tout ouvert-fermé non \Vidde Z, U N I1z[N N O] est non maigre. Comme
IIz[N N O] est analytique, on en déduit qlie;[N N O] est comaigre dang. D’ou la condition (d)

d’un systéeme réducteur.

e SoientU etV des ouverts-fermés tels quén (U x V) # 0, et(z,y) € NN (U x V). Comme

x € G(k) ety € V N klz], k[z] n'a pas de point isolé et on peut trouver une infinitq;dels que

z := kq(x) € V. Comme avant, on voit qugz] \ /[z] est dense darigz|, doncz est limite de points

zn € V N k[x]\ l[z]. Donc(z, z,) estdansV N (U x V), et(z, z) estdans Gik,) "N N N (U x V).
Par conséquent, 'ensemble € w / Gr(k,) N N N (U x V) # (0} estinfini.

Posond/, vy := U Nk, (V). Il est clair que Gik,,) N N N (U x V) C Gr(kyp[Ugpuv)-
Réciproquement, iz, y) € Gr(ky,[U, p.u.v), il faut voir que(z, y) € N. x est limite de

(wn) - Dkq,p N H.
Comme avantk, ,(z,) est limite de(y)?, ) C k[z,] \ {[x,], €t on peut supposer que
d(kqp(Tn),ym) <27"7™.

Alors (z,,y") € N ettend vergz,y) € N. O
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3 Existence d’exemples et syn#ése des esultats precdents.

Notations. Soit (¢, ) la suite des nombres premiergy:= 2, ¢; = 3, g2 = 5, ... On pose

— W

. s(0)+1 s(|s|]—1)+1 _:
J: . { G s sis # (),
0 sinon.

e On définitd; := {1} U{J(u"1) /u € I, Ap}, PUISF := I, A;.

e On pose, poufs,t) € |J, .., w" x w1,

necw
Dy, ={aeF/Vj<|s| a(J[s[jTt[(j+1)]) =1etVp <t(j) a(J[s[i t[i pl) #1}.
On définit ensuite les fonctions

Dy, — F
w —w

for: alq)siVy <|s| g # J[s[it[(j +1)],

q —

J(al(g+1)) sidj <|[s| q=J[s[;7t[(F +1)].
Lemme 6 Il existe une situation deégpart.
Démonstration. Soiente : w — w<¥ bijective vérifiante=!(s) < e~!(s7n), et aussi

U w? - Uw"xw"Jrl

new

etd : U, w" x w"™ — w? bijectives réciproques 'une de l'autre avég(n,p) = e(n) et
0o(s,t™m) = e~ 1(s). On posef,,, = fw(n,p)- Onvavoir qUE(E, (fnp)(np)ew?) €St UNE situation
de départ.

e |l est clair queA; est une partie finie dev, de cardinal au moins deux. De sorte glieest un
compact parfait non vide de”, donc une copie d&’. D’ou la condition (a) d’'une situation générale
et la condition (b) d'une situation de départ.

eles ensemble,@fs,t sont des ouverts-fermés déie donc des compacts, £t est clairement définie,
injective et continue, donc est un homéomorphismége, sur son image

{a€F /3uelljcys~p Ai Vi<JI(s7t) ali)=fsi(u17)(i) etu™ 1% € Dy, }.
Cette image est ouverte-fermée ddngd’ou la condition (b) d’une situation générale.

..., pourt € wlsl+L,
aussi caDy, ., € Dy, _,,- Leur réunionDy, est dense danB, car sit € II;<; A;, on peut

trouvert € wl*I+! telle quef~1¢ € Dy, ,.

e llestclair que ledy, , ., pourm € w, sont deux a deux disjoints, donc 1Bg
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En effet, on peut trouver une suite finie d’entiéreelle que pour touj < |5 < |s| + 1, on ait
t(J[s[573[(j+1)]) = 1 etpourtoup < 3(j),t(J[s[575[5"p]) # 1, de plus, on peut exiger qu’elle
soit de longueur maximale avec ces propriétés, c'afitedgue pour tout € w, J[s[|3|757i] > [¢|
out(J[s[|3]7574]) # 1 oul3| = |s| + 1. Si|5| = |s| + 1, on peut poset := 5. Sinon, on choisit
i minimal tel queJ[s[|3|~57i] > |i| et on pose := 5i0/*I=15l. D’ou la condition (c) d’'une
situation générale.

eSiz €Dy &€ Dy etonad(foni—m(x), fse(z)) < 2776717 m) Donc siz est dans
Dy .,.NDy,3(t,m) € wsHlxwtelquer € Dy, etlasuite(f,~,(z)), tend versf,(z), qui
n'est donc pas isolé. On a donc la condition (d) d'une sibnagénérale, ave€G'(f) := (1, Dy, »
d’ou la condition (a) d'une situation de départ.

e La condition (c) d’'une situation de départ est clairementfiee. Soit dongz, y) dans

() Dy, x F)n U Gr(f).

new new

On peut trouver:;, etny, tels que(z, y) soit la limite enk de (x, fr, (1)) :

Vpew Jk(p) €Ew Vk > k(p) zx[p=z[petfn, (zr)p=ylp.

Montrons que la suit¢f,,) est équicontinue em. Soitqg € w. Commexr est dan{, . Dy, , les
coordonnées de modifiées sont led (st~ m), oux € Dy, ,s,t € w< et|s| = |t], m variant
dansw. Par suite, les couplds:|q, f.(z)[q) sont donc en nombre fini,@fixé. Comme lesf,, sont
continues, on a I'équicontinuité :

Vpew 3q(p) ew 2[qlp) =z[q(p) = Vnecw ful2)[p= fulz)[p.

Posongyy, := fu, (). Alors (z,y;) € U,ec, GI(fn) €t sip € w, soitk > k(maxp, ¢(p)]). Alors
zx[q(p) = z[q(p), dOUy[p = fu, (@)[p = fu,(x)[p = yx[p. Pour avoir la condition (d) d'une
situation de départ, il reste a voir que#£ y. Ceci résulte du fait que la premiére coordonnée: de
égale al et d'ordre une puissance positive 2lest transformée de la méme fagon par touteg;les

e Si N2 rencontre I'un des graphes dgs il n’y a pas del parmi les coordonnées ded’ordre une
puissance positive d&; par suite, N2 rencontre le graphe df. Si maintenant: # y, v ~j Ry j
et(N, x Ny) NGr(fs) # 0, il existet < s telle que(N, x N,) N Gr(f;) # 0, avecf, ne changeant
que les coordonnées d’ordre inférieurd De plus, toute suite telle que(N, x N,) N Gr(f,) # 0
verifiet < u, d'olie™1(t) < e7l(u) ety(z,y) = e (). Comme(N,~; x Ny~;) N Gr(fy) # 0,
Y(x7F,y77) < e L(t) = ¢(x,y). D'ou la condition (e).(i) d’une situation de départ.

e Soients ett dansll;<;, A; etu, v desT -chaines sans répétition de termes tellesi0¢ = v(0) = s

etu(jul] — 1) = v(Jv| — 1) = ¢t, aveclu| < |v|. On veut montrer que = v ; On peut supposer que
jul = 2 etu(lu| —2) # v(|v| - 2).
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Posons

w(i) = {u(z) Sii < |ul,

v(ju| + [v] =2 =) si|u| <i<|u|+|v] - 1.

Alors |w| > 3, w(0) = w(lw| — 1) = s, w(i) # w(i + 1) sii < |w| —1etw(i) # w(i + 2) si
i < |w| — 2. Soitc une7 -chaine de longueur minimale ayant ces propriétéslletdgael := |c(0)]
soit minimale elle aussi.

L'argument qui suit a été vu dans la preuve du théoremel@ [Le3]. La suite
(c(@)( = 1))ice)
est non constante, et on trouMeminimal tel quec(i1)(l — 1) # ¢(iy + 1)(I — 1) ; il y a deux cas.

Ou bienc(i)(I — 1) < ¢(i1 + 1)(I — 1), auquel cas comme on a les égalités

c(in)(l = 1)=c(0)(l = D=c(le| = (I - 1),

on trouveis > i1 +1 minimal tel que I'on aite(i; + 1)(I — 1) # c(i2)(I — 1). Onaque:(i;) = (i),
par injectivite deJ. Donci; = 0 etiy = |c¢| — 1, par minimalité delc|. Par minimalité encore,
|| = 3, ce qui constitue la contradiction cherchée (atfia + 1) = ¢(io — 1) car il existe un unique
couple(s,t) tel quec(i;)~1“ € Dy, ,, avecJ(s"t) = [ — 1 ; par suite, on a la suite d'égalites

c(in +1)71% = fou(e(in)T1%) = fou(c(in)™1%) = c(ia — 1)71%).

Ou bienc(i1)(I — 1) > ¢(i; + 1)(I — 1), auquel cas on trouve > i; + 1 minimal tel que

c(ig)(l—1)=..=c(l¢] = 1)(l = 1). Onac(iy + 1) = c(iy — 1), doncce(iy) = c(iz) comme avant.
D’ou iy = 0 etiy = |¢| — 1, par minimalité dec|. Par minimalité encoré¢| = 3, ce qui constitue la
contradiction cherchée. D’ou la condition (e).(ii) dausituation de départ. O

Théoreme 7 Il existe un botlien B de w* x w¥, tel que pour tous espaces polonaisetY, et
pour tout bokElien A de X x Y dont les coupes horizontales et verticales sd@mainbrables, on a
I’ équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le boklien A n'est pas pdffIy).
(b) Il existeu : w¥ — X etv : w* — Y, homéomorphismes sur leurs images, tels que I'on ait
BN (uxwv)"1(A4) = B.

Démonstration. Soit (F, (fy.p) . p)ew?) 12 situation de départ fournie par le lemme 6. L'ensemble
G(f) = hew Dy, €StGs dense dé’, donc polonais parfait de dimensionpetG( f) est localement
non compact car son complémentaire contient I'ensemiieade des suites differentes dea partir
d’'un certain rang. On peut donc trouver un homéomorphismew* — G(f). On remarque que
siz € G(f) etn € w, fu(z) ¢ D, & cause de la condition (c) d’'une situation de départt Bmic

1o : w¥ — F'\ D un homéomorphisme. On pose

B := (¢ x v0) (| GrifalG(

new
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e Si A est potIl9), alors la condition (b) n’est pas vérifiee, car sinBnserait potTI9), donc
Uneo Gr(fn[G(f)) aussi. On pourrait donc trouver Wi; densek de F' tel que pour toutr de
G(f), flz] N K soitG;s de K, donc polonais. Mai§z € G(f) / = € (e [ L(K)} €stGs dense
deG(f), donc on pourrait trouver dansG( f) tel quef[x] soit polonais, ce qui contredit le fait qu'il
soit sans point isolé.

e Si A n'est pas pdflI), nous allons construire des applicatian®t v vérifiant la condition (b).
Le lemme 2 fournit un systeme réductef, T, (hyp) (n pyew2, M) €tug : Z — X, vo : T — Y

injectives continues tels qug,, ;e Gr(hnp) C (ug xvg) L (A) et M C (ug x vo)"*(A). Par le
théoréme 3, on trouve une injectidn: w> — w?* et des ouverts-ferméd;, , C Dy, . tels que si
lrp = hyep) [ Dy ps (Z,T, (Irp) (rpyews) SOIt UNE situation généraleétr € G(1),

l[] C {hnp(z) / (n,p) € W* etz € Dy, }

etVy e l[z] \ l[z], (x,y) € M. Par le theoreme 4, on trouve une situation d’'arrivée

(Z7 T, (kq,p)(q,p)aﬂ)

telle queG(k) C G(I) et pourz dansG(k), on aitk[x] C [[x]. Parle lemme 5, on trouve un ensemble

N,GsdeZ x T, tel que(Z, T, (kq,p) (gp)cw?, N) SOit Un systeme réducteur et

N JeGr) =0

rew

Par le théoréme 3 encore, il existe une injectionw” — w? et des ouverts-fermés,, , C Dy, -
tels que Sigin.p := ko m.p) [ Dmps (2, T, (Gmp) (m,p)ew?) SOIt UNE situation d'arrivee et pourdans

G(g) C G(k), g[z] C k[x] et pour touty deg[z] \ g[z], (x,y) € N. Par le theoréme 1, on trouve des
injections continues; : F — G(g) etwv; : F — T telles que pou(z,y) danslJ,.,, Gr(f,) on ait

(U1 (.%'), U1 (y)) € Ume Gr(gm) ety (.%', y) € (nnew Dfn x T)mUnew Gr(fn) \ (Unew Gr(fn))1 on ait
I'appartenance de; (y) aglui (z)] \ g[u1(z)].

On pose alors: := ug[G(g) o ui[G(f) o ¢o etv := vy o vi[(F\ D) o . Comme
uo[G(g) o uy etyy o vy sont des homéomorphismes sur leurs imagest,v aussi. Siz,y) € B,

(¢0(x), %0(y)) € Unew GHfu[G(f)) donc(ui[do(x)], vi[to(y)]) € Uyne, Gr(gm) et aussi
u[¢o(x)] € G(g) € G(k) < G(I).

Par suite, on a

Donc (u(z),v(y)) € A.
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Si(z,y) € B\ B, (¢o(2),vo(y )) € Unew GI(fn[G(f)) \ (Upeo GrifalG(f)]), €t comme
¢o(x) € G(f) € Myew Drr (d0(2),%0(y)) € Upew G(fn)\(Une,, GI(fr))- Par suitep: [¢o(y)] est
dansg(u1 [po(z )H\g[m[aﬁo(( z)]]. Commeulkbo( )] estdansg(g), on a queu [¢o(z)], v1[tho(y)]) est

]
dansN, et donc quey; [1(y)] appartient dlus [¢o(x)]] \ lfui[¢o(x)]]. Done (uslo(x)], vilto(y)])
estdansVf et (u(z),v(y)) ¢ A. O

En analysant cette démonstration, on obtient d’autreact@nisations des boréliens a coupes
dénombrables n’étant pas pHL). Le corollaire qui suit est a rapprocher du théoreme A [l e2].

Corollaire 8 SoientX etY des espaces polonais, dt un bolien deX x Y dont les coupes
horizontales et verticales sonédombrables. Les conditions suivantes gaptivalentes :

(@) Le boglien A n’est pas paff1y).

(b) Il existe une situation @&erale (Z, T, (gmp)mp)cw?) €7 : Z — X, j : T — Y injectives
continues telles que pour toutde G(g), on aitgx] N (i x j)~1(A), = g[z].

(c) Il existe une situation d'arri®e (7,7, (gmp)mp)ew?) €17 : Z — X, j : T — Y injectives
continues telles que pour toutde G(g), on aitg[z] N (i x j)~1(A), = g[z].

(d) Il existe une situation dedpart (£, (fn.p) @ pyew?) €tu 1 F— X, v: F' — Y injectives continues
telles que

U Gr(fa) N (G(f) x F) N (ux v) 1 (A) = | Gr(falG(

new new
Démonstration. Il suffit de relire la preuve du theéoreme 7. Pour I'equévade de (a) et (d), on prend
u = up[G(g) o uj etv:= vy o v1. Pour I'équivalence de (a) avec (b) et (c), on préne v, et
Jj = o, de sorte queetj correspondent simplement a un changement de topologgedievalences
viennent du fait quéJ,,c., Gr(gm[G(9)) = {(z,y) € G(g) x T /y € g[z]} N (i x )~ (A). O

Corollaire 9 SoitI" une classe de Wadge non stable par passage au éongpitaire. Alors il existe
un boelien Br dew® x w* et un ferng F1 contenantBr, tels que pour tous espaces polonaiset
Y, et pour tout boglien A de X x Y ayant ses coupes horizontales et verticalesambrables, on a
I’ équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le boklien A n'est pas patl’).
(b) Il existe des fonctions continues w* — X etv : w* — Y telles queFr N (u x v)~1(A) = Br.

Démonstration. SiT' = ITI9, on applique le theéoreme 7. Bi= D¢ (=7) ou D¢(27), on applique les
théorémes 3.5 et 3.6 de [Le3] et on utilise I'existencend’vétraction continue de” sur2«. Sinon,
I contientXJ, donc A est pofl'). Il suffit alors de prendréBr := (w* x w®) \ By et Fp := Br,
puisqueBHg ¢ pot(ITY), par le theoréme 7. O

Remarque. Byyg étant réunion dénombrable de graphes de fonctionsreagiess) \ pot(I19). Si

I' C AJ etI est stable par intersection avec les fermés (C'est@siii = D¢(x9) avecg impair
oul' = Dg(Z?) avec¢ pair), on a aussBr € I'\ pot(I'). En effet, on applique le théoréme B a
A e I'\ pot(T') (qui existe par le theoreme 3.3 de [Lel]) pour voir geie = A¢ \ A¢ € . Onen
déduit queBy = A¢ € D¢, 1(29) si & estimpair et queBr € Dey1(X9) si ¢ est pair. On n'a pas
mieux en général (cf [Le3] pour = 1: By € Da(X9) \ pot(D2(X9))).
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4 Une limite du résultat principal.

On peut observer un phénoméne analogue a celui déer#t ldasection 2.C de [Le3], c’'est-a-
dire que dans le theoreme 7, en supposant seulemhantoupes verticales denombrables, on a une
incompatibilité avec I'existence des injection®t v.

Définition. Une suite(hs) ¢ .\ {0})<~ de fonctions partielles d&” dans2® est unebonne suite Si
(a) Le domaineDy,, deh, est un ouvert dense d¢'.
(b) Les fonctions; sont continues et ouvertes.

(C) Siz € ﬂse(w\{o})@f Dhs ets € (w \ {0})<w, kll,n;o hsﬂk(ﬂ?) = hs(ﬂc)
(d) Sis, t € (w\ {0})<“ ets #t,{x € Dy, N Dy, / hs(z) # hi(x)} est dense dar®’.
Exemple.Soit J : w<* — w l'injection définie dans la section 3. On pose

(2w NG X%
(

w —2
] _ J(shi)
it k= qi—1 ¢—1
hs: z(J(s[i)g — q(if) —1)si{ et
T z‘:max{lgjé\S\/kE—l(Jq(;,[f))}’
( p(k)SiV1<i<|s| k-1 (5,

Alors (hs)se(w\ {0})<+ €St une bonne suite. En effet, les conditions (a) et (b) daitement réalisées.
Le plus petit entien tel quehs—x(z)(n) # hs(z)(n), s'il existe, est supérieur ou égaﬁéj%k) -1,

qui tend vers l'infini aveds. D’ou la condition (c). Soitu € 2<“ ; on chercher € 2% tel que
hs(u™x) # hy(u"x).

Ou bien on trouven < min(]s|, |t|) tel ques(m) # t(m) ets[m = t[m, avec par exemple

s(m) < t(m). Posons alorg,, := %%@4—2 —1.0na

ha(u™ @) (kn) = wa(J (s[m + g™ > gn ) — ZEImtD gy,
hi(u™x)(ky) = u"x(J(t[m + 1)gp, 0 — % ~1).

On choisitn € w tel que les numéros des coordonnées ci-dessus soierieus du|. Une simpli-

s(m)

fication parg,, ' montre que ces deux numeéros sont differents. D’ou lterise dex.

Ou bien par exemple est un début strict de Posons:,, := q‘\]t(\—t—)lqm‘f'l —1.0na
~ o t(s)+1 t(t—-2)+1 t([t|-1) n J(s
hs(u x)(kn) =u x(‘](S)Q\s|—1Q‘S| -'-QM_Q Q|t‘_1 Q‘t|+1 - ﬁ - 1);

he(u™x)(kn) = u™ax(J()qj 1 — q‘g—?l —1).

On conclut comme avant, avec simplification pé(ff‘fl).
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Lemme 10 Soit (hs) 5w\ {0})<~ UNe bonne suite, & un G5 dense de* inclus dans
(1 Dn.0( {2 € Dn, N Dy, / hal(x) # hu(x)}.
se(w\{op=v s7#t
Alors Use(w\{o})@ Gr(hs[G) n'est pas patGs).
Démonstration. Elle est identique a celle du deuxieme point de la preuvihdareme 7. O

Lemme 11 Soit(hs) se () {0})<~ UNE bonne suite. Alors il existe une bonne stiflc .\ (03)<«, UNE
SUite(%,t)(s,t)EUREw(w\{O})nX(w\{O})’“Ll d’ouverts non vides dg* et

¢ [J @\ {0})" x (@ \ {0} — (w\ {op=*

new
telles que
(@) Dls = UtEw‘SHl, dlSJ ‘/s,t et ‘/s’\m,t’\n - ‘/s,t-
(b) Pour toutz de V ; on als(x) = hy(s ().
(c) La suiteg(s, t) est un @but strict dep(s—~m,t " n).
(d)OnabDy ., C Dy, Ny Di,~; etpour toutr dansD; ., ettouti < [s|, ls~k(z) # ls().
(e) Pour toutz de D;_, on ad(ls~k(z),ls(x)) < e(s™k,z), ou e(s"k,x) est par @finition
min[2=", min, ) 3d(lspig (2)dopi(2)), miny<p gd(ls—;(2).ls(2))].
Démonstration. On commence par poser

Vo :={x € Dy, [ z(n) =1et¥p <n z(p) =0}, ¢(0,n):=0.

Admettons avoir construit, poury débutants, et poury = s~ j avecj < k. On va construiré,— .
Soitt € w!*l*! et (x,,) une suite dense de I'ensemble suivant :

VeeN D, V() Doy () Day N (V{2 € Da, N Dy, / hul) # ho()}.
i<k we(w\{0})<w uFv

Par hypothese de récurrence, la fonctios ™k, .) : Di, N, Di,~; — R est définie et continue.
On peut donc trouver un voisinage ouvErde z tel que pour tout: de'V, on ait

1
e(s"k,x) > ga(sAk,xo).
Par ailleurs, la condition (c) d’'une bonne suite fourgit> & tel que

T,
d(hg(s,t)y~ro (T0)s hgs) (T0)) < 5E(s7k, z0).

Par continuite dé(, ;)~,, et hy(s ), ON trouve un voisinage ouvelt” de z tel que pour toutr de
W, onaitd(hy(s 1)~r, (), hgs) (7)) < 1e(s™k, ) eta soit dans I'ensemble suivant :

VAV N Dy, 0 () Dy N {2 € Dy, / Vi < sl hgsy—ro(2) # Li(2)}-

i<k
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On posep(s™k,t0) := ¢(s,t) " r9. On choisitV,~, .~ contenants, dansiV’ tel que

Vi \ Vs~kt—~0 # 0.

Puis on recommence ceci en remplaganpar x,,, avecn minimal tel quex,, ¢ Vs~ +~o. Le choix
de Vi~ +~1 se fait dans/y; \ Vi~k.t~0, avecz,, € Vi~gr~1 €t Vst \ Vimgr~0 U Vamp 11 # 0.
En itérant cette construction, on constrijit ;, Vi~ +~m €t ¢(s™k,t7m) verifiant les propriétés
demandeées. En effet, ona; C J,,c., Vs~k,t~m, donc

St = ’ = sk
U Vst € U Vs~kt~m = Dy

tewlsl+1 tewlsl+l, mew

La seule chose restant a vérifier est la condition (d) dlorene suite. Elle résultera immédiatement
du lemme qui suit. O

Lemme 12 Soit (I5) s (w\ {0})<~ UNE suite de fonctions partielles de dans2* vérifiant les condi-
tions (d) et (e) du lemme 11. Soient € (w \ {0})<¥ eti < min (|s|, [t]) tel ques(i) < t(i) et
s[i = t[i. Alors pour toutz de D;, N D;, on a

Démonstration. On a

d(ls[iJrl(x)als(x)) d
I+i+. +-t=

VAN VANRVANRVAN
ol Q,

De memed(lyi+1(z), li(z)) <

d(ltml (), ls[i(x))

d(lyfig1 (), L (7)), cars[i = t[i. Par ailleurs on a

=

< id(fs[rt(z)q(x)als[z(x)) <.
< s dUsrip (), 1
< 3d(lsi1 (), Lspi(2))-
D'ou

(ls]—z—l—l( 7ls (1’)) d(lt]'z—i—l(x)vlsfl(x))

> d(lspiv1(z), ltﬁ+1($)g’ - Cf(ls[i#(ﬂﬂ), ls(z)) — d(lerigr (@), ()
> Cli(ls]—i—l—l(x 718’—2 1’) (Z -3 ﬁ)
> §d(lsfi+1(x)7lsfi(x))
Ceci termine la preuve. O

Remarque.On a en fait montré que pour toutde D;, N D;,, ls(x) # () Si s # t.
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Lemme 13 Soit (I5)s¢(w\ {0})<~ UNe suite de fonctions partielles de dans2 vérifiant les condi-
tions du lemme 11. Soieste (w \ {0})=%\ {0}, u € 25 eta € Ny N (Nye e foy) <« Du, - Alorsiil
existes (s, u, ) > 0 eto(s,u,a) € 2<% tels queu < v(s,u,a) < « et pour toutt € (w \ {0})<¥,
pour toutz € Ny(s u,a) N ﬂwe(w\{O})<“’ D, , on ait 'implication

d(ls(x),li(z)) < e(s,u,a) = settsont compatibles.

Démonstration. Posons, pouy € (w \ {0}, n(y, z) := d(ly(x),lsps)—1(x)). Alors la fonction
n(y,.) : Dy, N Dy, — RY est définie et continue, donc on peut trouves, u, ) € 2<% telle

queu < v(s,u,a) < a et pour toutr € Ny(g a0y N mwe(w\{O})<“’ Dy, on aitn(y, z) > 3n(y, a) et
e(y,z) > 3e(y,a), cecipoury € (w )\ {0})!*l verifiant

y=sou(3li<|s| y(i) #s(i)etIi < |s| y(i) < s(3)).

NotonsY” I'ensemble de ces suites On poses(s, u, o) := Minyey Min(in(y,a),e(y,a)). Soient

,
e (w \ {0})<w etz € Nv(s,u,a) N ﬂwe(w\{o y<w Dy, tels qued( ( ),lt( )) (S u, a) On
raisonne par I'absurde, ce qui fournik min(|s ﬁ |t]) minimal tel ques(i) # t(4).

Ou biens(i) <t(i) ; par le lemme 12, oné(ls(x), ¢ (x)) > %d(ls]'iJrl(w)Js]'i(x))' Sils| > i+2,
on a donal(ls(z), l;(x)) > 3e(s,z) > e(s,a) > &(s,u,a). Si|s| =i+1,0na

—_

d(ls(x),li(x)) > =n(s,x) > %n(s,a) > e(s,u, ).

w

Dans tous les cas, on a une contradiction.

Ou bient (i) < s(i) ; par le lemme 12, on d(ls(z),l;(x)) > 1d(ltﬁ+1(x),lt[i(x)). Si|s| >i+2,
d(ls(x),lt(x))Z% s[i™t(i) " s(i+1),z) >e(s[i™t(t) " s(i+1),a) >e(s,u,a). Si|s|=i+1,0na
d(ls(z), () > gn(s[i"t(i),z) > In(s[i"t(i),a) > &(s,u, ). La encore, on a une contradic-
tion dans les deux cas. O

Lemme 14 Soit (5) e\ {0})<~ la bonne suite fournie par le lemme 11, aséed (hs) e .\ {0})<-
de 'exemple. Supposons guec (w \ {0})<¢, pouri € 4, et quet; € (w \ {0})**+! verifient les
conditions suivantes :
(@) 0 # si<-8i41.
()0 # Dy, C Vi,
(¢) Ds,., € Dy,.
(d) Im(l;,. ;) € Im(l}), ot lj := I, [ Ds,.
Alors{, oul} n'est pas injective.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde. Commeg, C V;, ;., on a, pour tout: de D,

li(x) = 1s,(2) = hg(s, ;) ().
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CommeD,,,, C Dy, onaD,, , C V. ., NVs,, donc cette intersection est non vide.

CommeVi~pi~n © Vi €t si=s8i41, ti=<xtiy1, par disjonction dg(V;;),c,s1+1- On a donc
P(sist )<¢¢(s,+1, t;+1). Posons donc

u; = ¢(si,t;), Dy, = Ds,, h!

= hy, [ Dy,.
Onal # uj<,uiy1, 0 # Dy, etD,, , € D,,. Les fonctionsh; etl; sont égales, donc
Im(hiyy) C Im(hg)
ethy, b} sontinjectives. De plus, on a, puisqste s3, hi(z) = ls,(x) # ls;(x) = hi(x) pour tout
x de D,,,. Pour avoir la contradiction cherchée, il suffit donc de qie pour tout: de D,,,, on a
o (™ [y ()]) = Ry (i~ [ ()

Posons; == hj o h} ™' o I, pourj =2, 3, et soitk € w.

1. Pour toutl < i < |ug|, k # —1 (J(q?_ﬂi))_

On a alorsH;(z)(k) = By ~'[Wi(x)](k) = By (hy " [R(2)])(k) car pour toutl < i < |u],
k#£ — (‘](“1 )) D'ou Hj(z)(k) = h’ (z)(k) = z(k) car pour toutl < i < |u;|, k # —1 (—Jf;,”[i)).

i—

2. llexistel < i < |ug| maximal tel quet = —1 (Z121) etq tel quek = Zeldg — 1,

2.1. L'entier; est maximal souu | tel quek = —1 (£aldy,

qi—

On a alorst () (k) = by~ [15 ()] (J (o [i)q — 22212 — 1)

qi—1

= By (W~ [ () (k)
= 1 () (k) |
= a(J(up[i)g — Ll 1),

qi—1

2.2. L'entierk est de la form (“lq[““o“ﬂ)q 1 (d'ol g = qjy,)— 1@1‘ ull ODQ)
w0

ug|

On a alorsH;(z)(k) = h’l’l[h;(:c)](J(uo)q — Jwo) 1). Sil <1 < |u| etq” nest pas

Qug|—1
multiple deql_lq;“(l), on aJ(ug)q — % 1 ;é !‘]( 1[0)q" — % — 1 (on simplifie par
qu)o(\lﬁi‘_l) sil > |ug|, et parg™Y ; Sil = |ug|, on obtienty” = ¢ = g}, 1q|u10(|‘ wolly,
ce qui est exclus). De méme, on a pour tgltue J (ug)q — q“](u(’) — 14 J(u)q" q“]jﬁl_)l -
Par ailleursJ (ug)q — qﬁ% —-1= W(qmo‘,lq — 1)—1; comme la fonctiorh} est injective,
la coordonnée numérd(ug)q — q“]jio_) — 1 est constante sup;, , d'ou Hy(z) = Hs(x). O
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Théoreme 15 Le theoreme 7 devient faux si on suppose seulerdeicoupes verticalesahombra-
bles.

Démonstration. On raisonne par I'absurde, ce qui fournit un boréligén Avec A = B, on voit que
B, a ses coupes horizontales et verticales denombrables. Ave B, on voit queB; ¢ pot(Gy).
Par le corollaire 8, on obtient une situation d'arriv&e 7', (gm.p) (mp)c.2) €t des injections conti-

nuesi : Z — w*, j : T — w* telles que pour tout dansG(g) on aitg[x] N (i x j)~1(B1)z = g[x].
Par le théoreme 1, on trouve des injections continue$’ — G(g) eto : F' — T telles que pour tout
(z,y) € Upeo Gr(fn), on aito(y) € glu(x)], et pour

(@,y) € () Ds, x F)nJ Gr(fa) \ (1 Gr(fa)),

new new new

on aito(y) € glu(x)] \ gla(z)]. Soit(ls)se(w\01)<~ 1@ bonne suite fournie par le lemme 11 appliqué
a la suite(hs) se(w)\ {0})<+ de 'exemple. En appliquant le lemme 10 a la bonne s@itgc .\ f0})<«

et aG =y (o)< Dis» ON VoIt queA:=Js¢(,\ (o3)<w CI(Is[G) & pot(Gs). Par suite, on peut
trouver des injections continues: w* — G etv : w* — 2* telles queB; N (u x v)~1(A) = B.
Posond/:=uociouetV:=vojod;U etV sontdes homéomorphismes sur leurs images (incluses
respectivement dar et2v) et si(z,y) € U,,c., Gr(f), ona(U(z),V(y)) € A. De plus, on a

new

U GG N UTE) x V)7 (A) = | Grf[G()).

new new

e Nous allons montrer un résultat intermédiaire. Soignt) € [J, o, w™ x W™, X un ouvert
non vide deDy, ,, ets, ¢ € (w\ {0})<“ \ {0} telle que pour toutr € X, U(x) € V; et
(U(z),V(fst(x))) € Gr(l5). Alors on peut trouver un ouvert non vidé de X, des entiersn et

n,ets, ¢ € (w\ {0})<¥ tels que

(a) La suites est un début strict d&.

(b) LouvertY estinclus dandy, ..

(c) Pour toutr deY', U(z) € Vz p et(U(x), V(fs~mt~n(z))) € Gr(lz).
(d) Lensembley [U[Y]] est inclus dan&[U[X]].

Soit O (respectivement’) un ouvert deD;, (respectivemen?®) tel queU[X]=U[F]NO (respec-
tivementV'[fs [ X]] = V[F] N P). Fixonsa € UX NG(f)], v € 2<¥ tel queac € N, C O, et, en
utilisant le lemme 13,

W= {(x>y) € Nv(é,u’,a) x P / Vi< |§| Yy 7£ l§fz(x) etd(y,l§(x)) < 6(5,’[/,0[)}.

Alors W est ouvert de* x 2¢. CommeU~!(a) € G(f), fs—m(U1(a)) tend versf,(U~!(a))
quandm tend vers linfini. CommeU~!(a) € X N U (Nyisw.0)), ON peut trouver un entier
m tel que (U~ (a), fs~m(U~(a))) € (U x V)~(W). On peut trouvet’ € wl!l etn € w tels
que fo~m (U Ha)) = fommp—n(U(a)). CommeU~'(a) € Dy__ C Dy, onat' =t
puisquel ~! () € Dy, ,. Posons

Q = {:C € X N Uﬁl(Nv(é,u/,a)) N Dfsﬂm,tﬂn / (U(x)’v(fsﬁm,tﬁn(x))) € W}

m,t! ™ n
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Alors Q@ C Uye\jon<«tz € @ / (U(2),V(fs~mi~n(z))) € GI(ly)}. Parle theoreme de
Baire, on peut donc trouver un ouvert non videleQ ets’ € (w\ {0})< tels que pour tout deY,
(U(z),V(fs~mt—n(x))) € Gr(ly). Par le theoreme de Baire encore, on peut supposer gistieex
t € (w\ {0})¥1*! telle que pour tout deY, U(x) € Vy ;.

Les conditions (b) et (c) sont clairement vérifieesz ®ist dang’, on a I'egalité
ly(U(z)) = V(fsmmi—n(z))-

Commez est dansR, (U(z),V (fs—mt~n(z))) est dansW, doncV (fs—~m i~n(z)) €V [fs [ X]].
Donc on trouvey € X tel que V(fs~m~n(z))=1:(U(y)). D'ou la condition (d). De plus,
V(fs~mi~n(2)) # l5;;(U(2)) sii < |3], et on a également(lz(U(x)),ls(U(z))) < &(5,u/, a).
Donc3 est un début d&' puisquel (z) € Ny;..v,a) N G. Sis = &, on a successivement

V(fsﬂm,tﬂn(x)) =lz(U(r)) = l5(U(z)) = V(f&t(x)),
d’ou I'égalité fs~m t~n(z) = fs(x), qui est absurde.

e Revenons a la preuve du théoreme. On peut tro(tel) € (., w™ x w™! et un ouvert non
vide R de Dy, , tels que pour tout de R on ait(U(x), V(fe.a(x))) ¢ Gr(lg). Sinon

H:= ({z € G(f) / (U(@),V(falx))) € Grlly)}

new

seraitGs dense dé€’ et on aurait
doncl

new CI(fn[H) = Une, GI(fu[H) N (U[H x V)~ (Gr(ly[G)),
Gr(f,[H) serait potII{) non potII9), ce qui est absurde.

new

On al'inclusion

Rc  |J {e€R/U@),V(foul@)) € Grlly)}.

we(w\{0})<

Par le theoreme de Baire comme ci-dessus, on trouve unrtonee vide X de R et §,¢ dans
(w\ {0})=“ \ {0} tels que pour tout de X, on aitU(z) € V;; et (U(z),V(fea(r))) € Gr(ls).
On appligue le point précédentcad, et X, ce qui fournitYy, mg, ng, etsg, to. On applique en-
suite le point précédent @ myg, d"ng etYy, ce qui fournitYy, mq, ny, etsy, t;. On applique
ensuite le point precédenta mg mi, d”ng ny €tYi, ce qui fournitYs, meo, ng, €tsy, t2. ON
applique enfin le point préecédentamg mi ma, d"ng ni ng €tYs, ce qui fournitYs, ms, ng, et
s3, t3. Onas <. so ets; < sjp1 Sii € 2, donc less; sont non vides. Posons,, := U[Y].
Avec les notations du lemme 14, on a(lfn ;) = I, ,[U[Yi41]] C I, [U[Y;]] = Im(l}). Pour tout
z deY;, on aV(fms . ~mi0-ns..~n;(2)) = l5,(U(x)). Par suite, siy = U(z) ety = U(a')
avecz, 2’ € Y;, li(y) = li(y') entraine successivement qQUE frng . ~ms0~ng...~n, (7)) Vaut
V(fm(?.../“mi,O’“n(T...’“ni(x/))1 quefm()“...ﬁmi,oﬂnoﬁ...’“ni (1’) = fm(T...Ami,OAn(’)“...’“ni(x/)’ pUiS que
z =z’ ety = y/. D’'ou l'injectivité del.. Le lemme 14 peut donc s’appliquer et donne la contradiction
cherchée. O
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