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Complexit́e des boŕeliensà coupes d́enombrables.

Dominique LECOMTE

Fund. Math.165 (2000), 139-174

Résuḿe. Nous donnons, pour chaque niveau de complexitéΓ, une caractérisation du type “test d’Hurewicz” des boréliens

d’un produit de deux espaces polonais ayant toutes leurs coupes dénombrables ne pouvant pas être rendusΓ par changement

des deux topologies polonaises.

1 Introduction.

Cet article fait suite à une étude entamée dans [Le1], [Le2] et [Le3]. Il a pour objet de répondre à
une conjecture faite dans ce dernier, et peut pour l’essentiel être lu indépendamment de ces articles.
Cependant, la lecture préalable de ces articles peut éclairer plusieurs points techniques présents dans
les arguments développés ici. Ces travaux se situent dansle cadre de la théorie descriptive des ensem-
bles. Je renvoie le lecteur à [Ku] pour les notions de base dethéorie descriptive classique et à [Mo]
pour les notions de théorie descriptive effective. Pour d´eterminer la complexité exacte d’un borélien,
on est amené à montrer qu’il n’est pas d’une classe de Bairedonnée. Le théorème d’Hurewicz,
rappelé ci-dessous, donne un critère pour la classe desGδ (cf [SR]) :

Théorème. SoientX un espace polonais etA un boŕelien deX. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) Le boŕelienA n’est pasΠ0
2.

(b) Il existe une injection continueu : 2ω → X telle que

u−1(A) = {α ∈ 2ω / ∃ n ∀m ≥ n α(m) = 0}.

Cet exemple des suites nulles à partir d’un certain rang peut être remplacé par n’importe quel
ensemble infini dénombrable sans point isolé de2ω. Il est appelé “test d’Hurewicz” pour la classe des
Gδ . Ce théorème a été généralisé aux autres classes de Baire par A. Louveau et J. Saint Raymond (cf
[Lo-SR]).

On s’intéresse ici à une hiérarchie analogue à celle de Baire, sauf qu’au lieu de partir des ouverts-
fermés d’un espace polonais de dimension 0, on part des produits de deux boréliens, chacun d’entre
eux étant inclus dans un espace polonais. L’analogie devient plus claire quand on sait qu’étant donnés
un espace polonaisX et un borélienA deX, on peut trouver une topologie polonaise plus fine que
la topologie initiale surX (topologie ayant donc les mêmes boréliens), de dimension0, et qui rende
A ouvert-fermé. Pour notre problème, le fait de travaillerdans les espaces de dimension 0 n’est donc
pas une restriction réelle. La définition qui suit apparaˆıt alors naturelle.
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Définition. SoientX et Y des espaces polonais, etA un boŕelien deX × Y . Si Γ est une classe
de Baire, on dira queA estpotentiellement dans Γ (ce qu’on noteraA ∈ pot(Γ)) s’il existe des
topologies polonaises de dimension 0,σ (surX) et τ (surY ), plus fines que les topologies initiales,
telles queA, consid́eré comme partie de(X,σ) × (Y, τ), soit dansΓ.

La motivation pour l’étude de ces classes de Wadge potentielles trouve son origine dans l’étude
des relations d’équivalence boréliennes, et plus précisément dans l’étude du pré-ordre suivant sur la
collection des relations d’équivalence boréliennes définies sur un espace polonais :

E ≤ F ⇔ ∃ f borélienneE = (f × f)−1(F ).

A l’aide de la notion de classe de Wadge potentielle, A. Louveau montre dans [Lo3] que la collec-
tion des relations d’équivalenceΣ0

ξ n’est pas co-finale, et il en déduit qu’il n’existe pas de relation
maximum pour≤.

On cherche à établir des résultats analogues au théorème d’Hurewicz pour les classes de Baire
potentielles. Le résultat principal de cet article établit l’analogue du théorème d’Hurewicz pour la
classe des ensembles potentiellementGδ. Dans [Le3], il y a la

Conjecture. Il existe un boŕelienB de2ω × 2ω, tel que pour tous espaces polonaisX etY , et pour
tout boŕelienA deX × Y à coupes verticales dénombrables, on a l’équivalence entre les conditions
suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Π0
2).

(b) Il existe des fonctions continuesu : 2ω → X etv : 2ω → Y telles queB ∩ (u× v)−1(A) = B.

L’essentiel de cet article va consister à analyser les bor´eliens non pot(Π0
2) ayant leurs coupes

horizontales et verticales dénombrables pour arriver progressivement à montrer le

Théorème 7.Il existe un boŕelienB deωω × ωω, tel que pour tous espaces polonaisX et Y , et
pour tout boŕelienA deX × Y dont les coupes horizontales et verticales sont dénombrables, on a
l’ équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Π0
2).

(b) Il existeu : ωω → X et v : ωω → Y , hoḿeomorphismes sur leurs images, tels que l’on ait
B ∩ (u× v)−1(A) = B.

Ce borélienB sera une “version uniforme” du test d’Hurewicz, c’est-à-dire un ensemble dont
toutes les coupes verticales sont infinies dénombrables sans point isolé. Plus précisément,B sera
réunion dénombrable de graphes d’homéomorphismes de domaine ouvert-fermé. On verra aussi
qu’essentiellement, dans tout borélien ayant ses coupes horizontales et verticales dénombrables et
n’étant pas pot(Π0

2), on peut trouver, à un changement de topologie près, une telle réunion se réduisant
àA au sens du théorème 7. On cherchera entre autres à réduire de telles réunions entre elles.

L’hypothèse de dénombrabilité des coupes dans le théorème 7 peut sembler moins naturelle que
par exemple l’hypothèse “A est pot(Σ0

2)”. Mais cette dernière n’est pas suffisante. En effet, les
boréliens à coupes verticales (ou horizontales) dénombrables sont pot(Σ0

2) (voir [Lo2]). Nous mon-
trons que le théorème 7 devient faux si on suppose seulement A à coupes verticales dénombrables, en
utilisant l’injectivité deu etv.
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Pour terminer cette introduction, nous plaçons le théor`eme 7 dans un contexte plus général. Il
vient en effet compléter l’étude des boréliens à coupesverticales dénombrables commencée dans
[Le3]. Je renvoie le lecteur à cet article pour les rappels concernant la hiérarchie de Wadge, qui
affine celle de Baire. On peut montrer que les seules classes de Wadge non stables par passage
au complémentaire contenues dans∆

0
2 = Σ

0
2 ∩ Π

0
2 sont les différences transfinies d’ouverts. On

peut définir sans problème la notion d’ensemble potentiellement dansΓ, où Γ est une classe de
Wadge, en utilisant la même définition que précédemment. L’analogue du théorème 7 pour les
différences transfinies d’ouverts est montré dans [Le3] (voir théorèmes 3.5 et 3.6). A ceci près que
l’hypothèse est moins forte (“A est potentiellement∆0

3” au lieu de “A a ses coupes horizontales et
verticales dénombrables”), et que la conclusion est moinsforte (on n’a pas l’injectivité des fonctions
de réduction). Comme conséquence de ces résultats, on obtient le résultat de synthèse suivant :

Corollaire 9. SoitΓ une classe de Wadge non stable par passage au complémentaire. Alors il existe
un boŕelienBΓ deωω × ωω et un ferḿeFΓ contenantBΓ, tels que pour tous espaces polonaisX et
Y , et pour tout boŕelienA deX × Y ayant ses coupes horizontales et verticales dénombrables, on a
l’ équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Γ).

(b) Il existe des fonctions continuesu : ωω → X etv : ωω → Y telles queFΓ ∩ (u× v)−1(A) = BΓ.

Il est à noter queBΓ et FΓ vont être donnés de manière explicite, et queBΓ a ses coupes hori-
zontales et verticales dénombrables siΓ ⊆ Π

0
2, ce qui est le cas significatif. On a donc en particulier

queBΓ /∈ pot(Γ) si Γ ⊆ Π
0
2. D’autre part, siΓ est auto-duale (c’est-à-dire siΓ est stable par passage

au complémentaire), ne pas être dansΓ signifie ne pas être dans l’une des deux classes non auto-
duales succédant àΓ dans l’ordre de Wadge (l’inclusion des classes). L’étude des classes de Wadge
auto-duales peut donc être ramenée à celle des classes deWadge non auto-duales.

Question.Un problème ouvert est de savoir si on peut supprimer l’hypothèse “A a ses coupes hori-
zontales et verticales dénombrables” dans le corollaire 9.

2 Analyse des boŕeliensà coupes d́enombrables n’́etant pas pot(Π0
2).

La définition qui suit donne un sens précis à l’expression“version uniforme du test d’Hurewicz”
évoquée dans l’introduction.

Définition. On dira que(Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) est unesituation générale si

(a)Z etT sont des espaces polonais parfaits de dimension0 non vides.

(b) gm,p est un hoḿeomorphisme de domaineDgm,p (respectivement d’image) ouvert-fermé deZ
(respectivement deT ).

(c) Pourm ∈ ω, (Dgm,p)p∈ω est une suite de domaines deuxà deux disjoints dont la réunion est dense
dansZ. On notegm la fonction obtenue par recollement desgm,p, pourp entier.

(d) Il existe unGδ denseG(g) de
⋂

m∈ωDgm tel queg[x] := {gm(x) / m ∈ ω} soit sans point isolé,
pour toutx deG(g).
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L’idée va être de chercher le borélienB du théorème 7 sous la forme
⋃

m∈ω Gr(gm⌈G(g)), où
(Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) est une situation générale. Et aussi de montrer que dans chaque borélienA,
dont toutes les coupes sont dénombrables et n’étant pas pot(Π0

2), on peut trouver, à un changement
de topologie près, une telle réunion se réduisant àA au sens du théorème 7. On va donc être amenés
à réduire une situation générale à une autre. C’est l’objet du théorème 1 qui suit. Il se trouve que
pour assurer l’existence d’une telle réduction, il nous faut des conditions supplémentaires, aussi bien
au départ qu’à l’arrivée. D’où les deux définitions quisuivent. Toutes les conditions supplémentaires
de ces définitions seront utilisées dans la preuve du théorème 1 qui suit, à l’exception de la condition
(b) d’une situation d’arrivée, dont l’intérêt apparaı̂tra plus tard.

Définition. On dira que(Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) est unesituation d′arrivée si

(a) (Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) est une situation ǵeńerale.

(b) Le diam̀etre du domaine et de l’image degm,p vaut au plus2−∆(m,p), où ∆ : ω2 → ω est injective.

(c) Pour tout entier non nulk et pour toute suiteu dans(ω2)2k, on a l’implication





∃ U ∈ ∆
0
1, ∅ 6=U ⊆ Z
et

∀ x ∈ U g−1
u(0)gu(1)...g

−1
u(2k−2)gu(2k−1)(x)=x



⇒ ∃ i<2k − 1 u(i)=u(i + 1).

Définition. On dira que(F, (fn,p)(n,p)∈ω2) est unesituation de départ si

(a) (F,F, (fn,p)(n,p)∈ω2) est une situation ǵeńerale.

(b) F = Πi∈ωAi ⊆ ωω, où chaqueAi ⊆ ω est fini.

(c) Pourx dansDfn
, on ax <lex fn(x), et pourn, p entiers, il existe un entierq(n, p) tel que si

q > q(n, p) etx est dansDfn,p
, fn,p(x)(q) = x(q).

(d) Pour(x, y) dans(
⋂

n∈ωDfn
× F ) ∩

⋃

n∈ω Gr(fn), il existe(yk) tendant versy telle que(x, yk)
appartienneà

⋃

n∈ω Gr(fn) pour tout entierk, etx 6= y.

(e) On d́efinit des relations sur
⋃

p∈ω(Πi<p Ai), n étant entier, par

sRn t ⇔ |s| = |t| ets ≤lex t et (Ns ×Nt) ∩ Gr(fn) 6= ∅,

s R t ⇔ ∃ n ∈ ω s Rn t.

Si sR t, on poseψ(s, t) := min{n ∈ ω / sRn t}. On demande

(i) [ s R s ⇒ ψ(s, s) = 0], et [s⌢j R t⌢j ⇒ ψ(s⌢j, t⌢j) = ψ(s, t)].

On d́efinit ensuite la relation syḿetrique engendŕee parR :

s T t ⇔ sR t ou t R s.

On dira queu ∈ [
⋃

p∈ω(Πi<p Ai)]
<ω\{∅} est uneT -chaı̂ne si pour toutj < |u|−1, u(j) T u(j+1).

On d́efinit la relation d’́equivalence engendrée parR :

s E t⇔ ∃ u T -châıneu(0) = s etu(|u| − 1) = t.

On demande

(ii) Si s E t, il existe une uniqueT -châıneu, sans ŕeṕetition de termes, telle queu(0) = s et aussi
u(|u| − 1) = t.
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Théorème 1 Soient(F, (fn,p)(n,p)∈ω2) une situation de d́epart et(Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) une situa-
tion d’arrivée. Alors il existe des injections continuesu :F → G(g) et v :F → T telles que

(a) Pour(x, y) dans
⋃

n∈ω Gr(fn), v(y) est dansg[u(x)].

(b) Pour(x, y) dans(
⋂

n∈ωDfn
×F )∩

⋃

n∈ω Gr(fn)\(
⋃

n∈ω Gr(fn)), v(y) est dansg[u(x)]\g[u(x)].

Démonstration.Le schéma de la preuve est semblable à celui de la démonstration du théorème 2.12
de [Le3] ; la condition (iv) ci-dessous apporte des complications. On va construire

- Une suite(Us)s∈⋃

p∈ω Πi<p Ai
d’ouverts-fermés non vides deZ.

- Une suite(Vs)s∈⋃

p∈ω Πi<p Ai
d’ouverts-fermés non vides deT .

- Une injectionΦ :
⋃

p∈ω(Πi<p Ai)
2 → ω2.

On pose, sisR t,

n(s, t) := min {n ∈ ω ∪ {−1} / ∀ n < i < |s| s(i) = t(i)},

w(s, t) := Φ(s⌈(n(s, t) + 1), t⌈(n(s, t) + 1)).

La première coordonnée dew(s, t) sera notéew0(s, t). Soit (Oq) une suite d’ouverts deZ telle que
G(g) :=

⋂

q∈ω Oq. On demande à ces objets de vérifier les conditions suivantes :

(i) Us⌢i × Vs⌢i ⊆ (Us ∩
⋂

q≤|s|Oq) × Vs
(ii) δ(Us), δ(Vs) ≤ 2−|s|

(iii) sR t ⇒ Vt = gw(s,t)[Us] etw0(s, t) ≥ ψ(s, t)

(iv) (|s| = |t|, s <lex t et r < |s| vérifie∀ q ≤ r s 6Rq t) ⇒ (Us × Vt) ∩ [
⋃

q≤r Gr(gq)] = ∅

(v) Us⌢i ∩ Us⌢j = Vs⌢i ∩ Vs⌢j = ∅ si i 6= j

• Admettons ceci réalisé. On définit les injections continuesu et v par les formules

{u(α)} :=
⋂

n∈ω

Uα⌈n, {v(α)} :=
⋂

n∈ω

Vα⌈n.

Si y = fn(x), pour tout entierm on ax⌈m R y⌈m, et il existe un entierm0 tel que sim ≥ m0,
n(x⌈m, y⌈m) = n(x⌈m0, y⌈m0), puisquex(q) et y(q) coı̈ncident à partir d’un certain rang (on
utilise la condition (c) d’une situation de départ). Posons w0 := w(x⌈m0, y⌈m0). Par (iii) on a
Vy⌈m = gw0 [Ux⌈m] sim ≥ m0. D’où

gw0(u(x)) ∈ gw0[
⋂

m≥m0

Ux⌈m] ⊆
⋂

m≥m0

gw0[Ux⌈m] =
⋂

m≥m0

Vy⌈m = {v(y)}

et (u(x), v(y)) ∈ Gr(gw0).

5



Si maintenant(x, y) ∈ (
⋂

n∈ωDfn
× F ) ∩

⋃

n∈ω Gr(fn) \ (
⋃

n∈ω Gr(fn)), soit (yk) telle que
(x, yk) ∈

⋃

n∈ω Gr(fn) et yk tende versy (on utilise la condition (d) d’une situation de départ). Par
ce qui précède, on a que(u(x), v(yk)) ∈

⋃

m∈ω Gr(gm), d’où v(yk) ∈ g[u(x)] etv(y) ∈ g[u(x)], par
continuité dev. Pour tout entierr, il existe un entierp(r) > r tel que pourq ≤ r, x⌈p(r) 6Rq y⌈p(r)
etx⌈p(r) <lex y⌈p(r) puisquex 6= y ; par (iv) on a donc(Ux⌈p(r) × Vy⌈p(r)) ∩ [

⋃

q≤r Gr(gq)] = ∅ et
(u(x), v(y)) /∈

⋃

q≤r Gr(gq), doncv(y) /∈ g[u(x)].

• Montrons donc que la construction est possible.

On poseU∅ := Dg0,0 , V∅ := g0,0[U∅], et Φ(∅, ∅) := (0, 0) (on peut supposer queDg0,0 6= ∅).
Admettons avoir construitUs, Vs et Φ(s, t) pour |s|, |t| ≤ p vérifiant (i)-(v), et soients ∈ Πj<p Aj
et i ∈ Ap. On note, sĩs E t̃, T (s̃, t̃) l’unique T -chaı̂ne sans répétition de termesc telle quec(0) = s̃
et c(|c| − 1) = t̃, qui existe par la condition (e).(ii) d’une situation de départ.

La relationT définit surE(s⌢i) une structure d’arbre, de sommets⌢i. On va essentiellement
construire les ouverts-fermés cherchés par récurrencesur les niveaux de cet arbre. Sik ∈ ω, on pose
Hk := {z ∈ E(s⌢i) / |T (z, s⌢i)| = k + 1}. AlorsHk et le nombre deHk non vides sont finis,
puisque les classes d’équivalence deE sont finies. De plus,Hk est non vide siHk+1 l’est, donc on
peut trouverq tel queH0, ...,Hq soient non vides etHk soit vide sik > q. Posons

Hk := {z(k,1), ..., z(k,pk)}, φ :

{⋃

k≤q{k} × {1, ..., pk} → ω

(k, r) 7→ (Σi<k pi) + r

On a donc Im(φ) = {p0 = 1, p0 + 1, ..., p0 + p1, ..., p0 + ... + pq−1 + 1, ..., p0 + ... + pq}. On va
construire par récurrence surn ∈ {1, ..., p0 + ...+pq}, et pourk ∈ {1, ..., n}, des ouverts-fermés non
videsUnk etV n

k tels que, siw(k, l) := w(zφ−1(k), zφ−1(l)), on ait

(1) Unk × V n
k ⊆ (Uz

φ−1(k)⌈p
∩

⋂

q≤pOq) × Vz
φ−1(k)⌈p

(2) δ(Unk ), δ(V n
k ) ≤ 2−p−1

(3) Si k, l ∈ {1, ..., n}, alorsV n
k = g0,0[U

n
k ] et si de pluszφ−1(k) R zφ−1(l),

alorsV n
l = gw(k,l)[U

n
k ] etw0(k, l) ≥ ψ(zφ−1(k), zφ−1(l))

(4) Si k, l ∈ {1, ..., n}, zφ−1(k) <lex zφ−1(l) et r ≤ p vérifie ∀ q ≤ r zφ−1(k) 6Rq zφ−1(l),
alors(Unk × V n

l ) ∩ [
⋃

q≤r Gr(gq)] = ∅

(5) Si k, l ∈ {1, ..., n} etk 6= l, alorsUnk ∩ Unl = V n
k ∩ V n

l = ∅
(6) Si k ∈ {1, ..., n}, alorsUn+1

k × V n+1
k ⊆ Unk × V n

k

Admettons cette construction effectuée. On est tenté de poserUz
φ−1(k)

:= U
p0+...+pq

k ,

Vz
φ−1(k)

:= V
p0+...+pq

k ,

et siΦ(z, z′) n’est pas encore défini, on le définirait en assurant l’injectivité deΦ et la seconde partie
de la condition (iii) ; on obtiendrait alors (i), (ii), (iii), et aussi (iv), (v) dansE(s⌢i). Mais il se pourrait
qu’il y ait plusieurs classes d’équivalence dansΠi≤p Ai. On remarque alors que les conditions (i), (ii),
(iv) et (v) sont héréditaires. La construction montrera qu’on peut procéder comme suit pour obtenir
les conditions (iv) et (v) dansΠi≤p Ai.
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Pour chaque couple(s, t) de suites non équivalentes, on diminue les ouverts-fermés concernés
(à savoirUs et Vt pour la condition (iv), (Us etUt) ou (Vs et Vt) pour la condition (v)), de façon à
assurer la condition ((iv) ou (v)) pour ce couple (c’est possible par rareté des graphes). Puis on assure
la condition (iii), ce qui diminue les ouverts-fermés et permet de conserver les conditions (i) à (v)
dans chaque classe. Comme les ensemblesAi sont finis, on arrive ainsi à satisfaire les conditions (i)
à (v) en un nombre fini d’étapes.

• Montrons donc que cette nouvelle construction est possible. Si n = 1, φ−1(n) vaut (0, 1) et
zφ−1(n) = s⌢i ; on choisit pourU1

1 un ouvert-fermé de(
⋂

q≤pOq) ∩ g
−1
0,0(Vs) de diamètre au plus

2−p−1 tel queδ(g0,0[U1
1 ]) ≤ 2−p−1, et on poseV 1

1 := g0,0[U
1
1 ].

Admettons avoir construit les suites finiesU1
1 , V 1

1 , ...,Un−1
1 , V n−1

1 , ...,Un−1
n−1 , V n−1

n−1 , vérifiant
(1)-(6), ce qui est fait pourn = 2. On noteT (r, q) := T (zφ−1(r), zφ−1(q)). La suitezφ−1(n) est
dansH(φ−1(n))0 , donc on a|T (1, n)| − 1 = (φ−1(n))0. Commep0 = 1, (φ−1(n))0 ≥ 1, donc
|T (1, n)| ≥ 2 etT (1, n)(|T (1, n)| − 2) ∈ H(φ−1(n))0−1 ; par le choix deφ, on peut trouverm < n
tel queT (1, n)(|T (1, n)| − 2) = zφ−1(m). D’où zφ−1(n) T zφ−1(m). Notons

o :=







n(zφ−1(n), zφ−1(m)) si zφ−1(n) R zφ−1(m),

n(zφ−1(m), zφ−1(n)) si zφ−1(m) R zφ−1(n).

Cas 1.o < p.

1.1. zφ−1(m) R zφ−1(n).

La suitew(m,n) = Φ(zφ−1(m)⌈(o+ 1), zφ−1(n)⌈(o+ 1)) a déjà été définie et on a

Vz
φ−1(n)⌈p

= gw(m,n)[Uzφ−1(m)⌈p
].

On choisit un ouvert-fermé̃Unn de (
⋂

q≤pOq) ∩ g
−1
0,0(gw(m,n)[U

n−1
m ]) de diamètre au plus2−p−1 tel

que δ(g0,0[Ũnn ]) ≤ 2−p−1, on poseṼ n
n := g0,0[Ũ

n
n ]. De sorte que les conditions (1) à (5) pour

k = l = n sont réalisées.

On définit ensuite les̃Unq etṼ n
q pour1≤q<n, par récurrence sur|T (q, n)|. Comme|T (q, n)|≥2,

ŨnT (q,n)(1) a été défini et il y a 2 cas. Soitr entier compris entre1 etn tel queT (q, n)(1) = zφ−1(r)

(la définition deφ montre l’existence der).

1.1.1.zφ−1(r) R zφ−1(q).

On pose
{

Ṽ n
q := gw(r,q)[Ũ

n
r ],

Ũnq := g−1
0,0(Ṽ

n
q ).

1.1.2.zφ−1(q) R zφ−1(r).

On pose
{

Ũnq := g−1
w(q,r)

(Ṽ n
r ),

Ṽ n
q := g0,0[Ũ

n
q ].
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Montrons que ces définitions sont licites. On a queT (q, n)(1) = zφ−1(r), où 1 ≤ r ≤ n. Si
le casr = n se produit, commezφ−1(m) et zφ−1(q) sont dansE(s⌢i), l’unicité deT (1, n) montre
que q = m. On en déduit que sir = n, on est dans le cas 1.1.2 puisqu’on ne peut pas avoir
zφ−1(q) = zφ−1(r), T (q, n) étant sans répétition de termes (sis̃R t̃ et t̃ R s̃, on as̃ = t̃).

Dans le cas 1.1.1, on ar < n et V n−1
q = gw(r,q)[U

n−1
r ], doncṼ n

q est un ouvert-fermé non vide

de V n−1
q , puisqueŨnr ⊆ Un−1

r . Par suite,Ũnq est un ouvert-fermé non vide deUn−1
q . De même,

Ũnq est un ouvert-fermé non vide deUn−1
q dans le cas 1.1.2,r < n. Si r = n, q = m et la même

conclusion vaut, par le choix dẽUnn ; par suite,Ṽ n
q est un ouvert-fermé non vide deV n−1

q . D’où la
condition (6). Les conditions (1) et (2) pourk = q en découlent. Vérifions (3). Soient donck, l ≤ n
tels quezφ−1(k) R zφ−1(l). Si on a l’égalité|T (k, n)| = |T (l, n)| = 1, k = l = n, et la condition (3)
est réalisée (on utilise la condition (e).(i) d’une situation de départ). Plus généralement, la condition
(3) est réalisée sik = l. Si |T (k, n)| = 1 et |T (l, n)| = 2, la liaison entrezφ−1(k) et zφ−1(l) a déjà
été prise en compte, par minimalité des longueurs. De même si |T (k, n)|=2 et |T (l, n)| = 1. Si
|T (k, n)|, |T (l, n)| ≥ 2, on aT (k, n)(1) = T (l, n)(0) ou bien alorsT (k, n)(0) = T (l, n)(1), par
unicité. Là encore, la liaison a été prise en compte. On adoncṼ n

l = gw(k,l)[Ũ
n
k ]. La condition (3) est

donc réalisée, le seul nouveau cas étant celui oùr = n et q = m, et par la condition (e).(i) on a

w0(zφ−1(m), zφ−1(n)) = w0(zφ−1(m)⌈p, zφ−1(n)⌈p)
≥ ψ(zφ−1(m)⌈p, zφ−1(n)⌈p)
≥ ψ(zφ−1(m), zφ−1(n)).

Remarquons que les conditions (1), (2), (4), (5), (6) sont h´eréditaires. Soientk, l ∈ {1, ..., n} tels que
zφ−1(k) <lex zφ−1(l) et r ≤ p tel que∀ q ≤ r, zφ−1(k) 6Rq zφ−1(l). On veut assurer que

(Unk × V n
l ) ∩ [

⋃

q≤r

Gr(gq)] = ∅.

On aṼ n
l = g̃k,l[Ũ

n
k ], où g̃k,l est de la formehh|T (k,l)|−2...h0, avec

h :=

{

IdT si Im(h|T (k,l)|−2) ⊆ T ,
g0,0 sinon,

h0 :=

{

gw(T (k,l)(0),T (k,l)(1)) si T (k, l)(0) R T (k, l)(1),
g−1
w(T (k,l)(1),T (k,l)(0))g0,0 sinon,

hp+1 :=



















gw(T (k,l)(p+1),T (k,l)(p+2)) si T (k, l)(p + 1) R T (k, l)(p + 2) et Im(hp) ⊆ Z,
g−1
w(T (k,l)(p+2),T (k,l)(p+1))g0,0 si T (k, l)(p + 2) R T (k, l)(p + 1) et Im(hp) ⊆ Z,

gw(T (k,l)(p+1),T (k,l)(p+2))g
−1
0,0 si T (k, l)(p + 1) R T (k, l)(p + 2) et Im(hp) ⊆ T ,

g−1
w(T (k,l)(p+2),T (k,l)(p+1)) si T (k, l)(p + 2) R T (k, l)(p + 1) et Im(hp) ⊆ T.

En renumérotant, on a donc queg̃k,l = gs2r
g−1
s2r−1

...g−1
s1 gs0 . On va donc chercher à assurer que

(Ũnk × g̃k,l[Ũ
n
k ]) ∩ [

⋃

q≤r

Gr(gq)] = ∅.
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Montrons par l’absurde que c’est possible. Comme lesgm,p sont des homéomorphismes,g̃k,l est
définie et continue donc on peut trouver un ouvert-fermé non videU ⊆ Ũnk , q ≤ r et j ∈ ω tels que
pour toutx ∈ U , gq(x) = gq,j(x) et g̃k,l(x) = gq(x). En d’autres termes,g−1

q,j g̃k,l(x) = x. Comme
(Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) est une situation d’arrivée, on as2r = (q, j) ou alors il existei < 2r tel que
si = si+1. Montrons que la seconde éventualité est exclue. Deux types de cas peuvent se produire :

si = w(T (k, l)(j),T (k, l)(j + 1)) et si+1 = w(T (k, l)(j + 2),T (k, l)(j + 1))
ou

si = (0, 0) et si+1 = w(T (k, l)(j),T (k, l)(j + 1)).

La fonctionΦ étant injective,T (k, l)(j)⌈(n(T (k, l)(j),T (k, l)(j+1))+1) vaut

T (k, l)(j+2)⌈(n(T (k, l)(j+2),T (k, l)(j+1))+1)

etn(T (k, l)(j),T (k, l)(j+1))+1 = n(T (k, l)(j+2),T (k, l)(j+1))+1. Par définition den(s, t),
on aT (k, l)(j) = T (k, l)(j + 2), ce qui contredit la définition deT (k, l).

Dans l’autre type de cas, l’injectivité deΦ et la définition den(s, t) font que

T (k, l)(j) = T (k, l)(j + 1),

ce qui est également absurde.

On a doncs2r = (q, j), r = 0 et zφ−1(k) R zφ−1(l) ; w0(T (k, l)(0),T (k, l)(1))=q≤r, et
ψ(zφ−1(k), zφ−1(l)) ≤ w0(zφ−1(k), zφ−1(l)) ≤ r ; d’où zφ−1(k) Rψ(z

φ−1(k),zφ−1(l))
zφ−1(l), avec

ψ(zφ−1(k), zφ−1(l)) ≤ r,

ce qui est absurde.

En diminuantŨnk et en assurant la condition (3), on peut donc avoir la condition (4) pour le couple
(k, l). Comme ces couples sont en nombre fini, on obtient la condition (4) en un nombre fini d’étapes.

On doit maintenant assurer (5). Il existe une relation du type Ũnl = g̃k,l[Ũ
n
k ]. On montre alors

comme avant qu’on peut diminuer̃Unk de façon à assurer la disjonction deŨnk et Ũnl . De même, il
existe une relation du typẽV n

l = g̃k,l[Ṽ
n
k ]. Là encore, on peut diminuer̃V n

k de façon à assurer la
disjonction deṼ n

k et Ṽ n
l . En effet, on ãg′k,l(x) = x pour toutx d’un ouvert-fermé non vide deZ, où

g̃′k,l := g−1
(0,0)g̃k,lg(0,0). On raisonne alors comme dans le cas précédent pour avoir une contradiction.

1.2. zφ−1(n) R zφ−1(m).

Ce cas est analogue au précédent (on aVz
φ−1(m)⌈p

= gw(n,m)[Uzφ−1(n)⌈p
], on choisitŨnn dans

g−1
w(n,m)(V

n−1
m ) ∩ (

⋂

q≤pOq), et seul le cas 1.2.1 est possible sir = n).
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Cas 2.o = p.

2.1. zφ−1(m) R zφ−1(n).

Alors n(zφ−1(m)⌈p, zφ−1(n)⌈p)< o= p. On aVz
φ−1(n)⌈p

= gw(z
φ−1(m)⌈p,zφ−1(n)⌈p)

[Uz
φ−1(m)⌈p

], et

(Un−1
m × gw(z

φ−1(m)⌈p,zφ−1(n)⌈p)
[Un−1
m ]) ∩ [

⋃

m∈ω Gr(gm)] 6= ∅. Par la condition (d) d’une situation

générale, on peut trouverq ≥ ψ(zφ−1(m), zφ−1(n)) et j ∈ ω tels que

(Un−1
m × gw(z

φ−1(m)⌈p,zφ−1(n)⌈p)
[Un−1
m ]) ∩ Gr(gq,j) 6= ∅.

On poseΦ(zφ−1(m), zφ−1(n)) := (q, j), en ayant pris soin de choisirq suffisamment grand pour as-
surer l’injectivité deΦ.

L’ensemble(
⋂

q≤pOq) ∩ g
−1
(0,0)(gw(m,n)[U

n−1
m ∩ g−1

w(m,n)(gw(z
φ−1(m)⌈p,zφ−1(n)⌈p)

[Un−1
m ])]) est un

ouvert non vide ; on choisit̃Unn dans cet ouvert et on raisonne comme en 1.1.1.

2.2. zφ−1(n) R zφ−1(m).

On choisit Ũnn dansg−1
q,j (V

n−1
m ) ∩ g−1

w(z
φ−1(n)⌈p,zφ−1(m)⌈p)

(V n−1
m ) ∩ (

⋂

q≤pOq) et on raisonne

comme en 2.1, en posantΦ(zφ−1(n), zφ−1(m)) := (q, j). �

Le lemme 6 de la section 3 assurera l’existence d’une situation de départ. Le reste de cette section
est consacré à la recherche, dans chaque borélienA dont toutes les coupes sont dénombrables et
n’étant pas pot(Π0

2), d’une réunion
⋃

m∈ω Gr(gm⌈G(g)) se réduisant àA, où (Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2)
est une situation d’arrivée. Pour ce faire, il se trouve qu’un résultat intermédiaire (le théorème 3) va
être utilisé deux fois. Pour l’énoncer, il nous faut une définition supplémentaire.

Définition. On dira que(Z, T, (hn,p)(n,p)∈ω2 ,M) est unsystème réducteur si

(a)Z etT sont des espaces polonais parfaits de dimension0 non vides.

(b) hn,p est un hoḿeomorphisme de domaine (respectivement d’image) ouvert-fermé deZ (respec-
tivement deT ), de diam̀etre au plus2−∆(n,p), où ∆ : ω2 → ω est injective.

(c)M estGδ deZ × T de projection dense dansZ, etM ∩ (
⋃

(n,p)∈ω2 Gr(hn,p)) = ∅.

(d) Pour tout ouvertO deZ × T tel queΠZ [M ∩ O] soit dense dansZ, ΠZ [M ∩ O] est comaigre
dansZ.

(e) SiU etV sont ouverts-ferḿes etM ∩ (U × V ) 6= ∅, Gr(hn,p) ∩M ∩ (U×V ) est le graphe de la
restriction dehn,p à un ouvertUn,p,U,V deU et{(n, p)∈ω2/Gr(hn,p)∩M∩(U×V ) 6=∅} est infini.

Avec le lemme 2 et le théorème 3 qui suivent, nous reprenonspour l’essentiel la preuve du
théorème 2.11 de [Le2] ; seul le vocabulaire change. Le lemme 2 donne un procédé pour obtenir
des systèmes réducteurs. Le lemme 5 nous en fournira un autre.
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Lemme 2 SoientX, Y des espaces polonais,A un boŕelien deX × Y dont les coupes horizon-
tales et verticales sont dénombrables n’́etant pas pot(Π0

2). Alors il existe un système ŕeducteur
(Z, T, (hn,p)(n,p)∈ω2 ,M) et des injections continuesu : Z → X etv : T → Y tels que

(a)
⋃

(n,p)∈ω2 Gr(hn,p) ⊆ (u× v)−1(A).

(b)M ⊆ (u× v)−1(Ǎ).

Démonstration.On peut supposer, pour simplifier l’écriture, queX etY sont récursivement présen-
tés, et queA est∆1

1-réunion de graphes∆1
1 de fonctions injectives. En effet,A est réunion dénombra-

ble de graphes de fonctions boréliennes,A étant à coupes verticales dénombrables (cf [Ke]).A étant à
coupes horizontales dénombrables, ces fonctions sont countable-to-one ; on applique alors le lemme
2.4.(a) de [Le2] pour voir queA est réunion dénombrable de graphes d’injections boréliennes. Dési-
gnons parWX un ensembleΠ 1

1 ⊆ ω de codes pour les∆1
1 deX, et parCX ⊆ ω ×X un ensemble

Π
1
1 dont les sections aux points deWX décrivent les∆1

1 deX, et tel que la relation

n ∈WX et (n, x) /∈ CX

soitΠ 1
1 (cf [Lo1]). Soit égalementW ⊆WX×Y un ensembleΠ 1

1 de codes pour les∆1
1 ∩pot(Σ0

2) de
X × Y (dont l’existence est démontrée dans [Lo1]). Posons

H := ∪{(E × F ) \ A / E,F ∈ ∆
1
1 et (E × F ) \ A ∈ pot(Σ0

2)}.

On a

H(x, y) ⇔ ∃ n ∈W ∃m (m)0 ∈WX et (m)1 ∈W Y et∀ z ∀ t
[(n ∈WX×Y et (n, z, t) /∈ CX×Y ) ou
{((m)0, z) ∈ CX et ((m)1, t) ∈ CY et (z, t) /∈ A}] et
[((m)0 ∈WX et ((m)0, z) /∈ CX) ou ((m)1 ∈W Y et ((m)1, t) /∈ CY ) ou
(z, t) ∈ A ou (n, z, t) ∈ CX×Y ] et
((m)0, x) ∈ CX et ((m)1, y) ∈ CY et (x, y) /∈ A.

DoncH estΠ 1
1 . PosonsN := Ǎ ∩ Ȟ ; N estΣ 1

1 etGδ deX × Y muni de la topologie∆X × ∆Y

(∆X est la topologie engendrée par les∆
1
1 deX). En effet, commeA est pot(Σ0

2) et ∆
1
1, A est

Σ
0
2 pour la topologie∆X × ∆Y (voir [Lo1]). De même,H est réunion dénombrable deΣ0

2 pour

∆X × ∆Y . PosonsDX := {x ∈ X / x /∈ ∆
1
1}, ΩX := {x ∈ X / ωx1 = ωCK

1 }, etZ0 := ΩX ∩DX ,
T := ΩY ∩DY . On munitZ0 (respectivementT ) de la restriction de la topologieΣX (respectivement
ΣY ) de Gandy-Harrington surX (respectivementY ), de sorte queZ0 etT sont polonais parfaits de
dimension 0. En effet, les traces desΣ

1
1 surΩX sont ouverts-fermés de(ΩX ,ΣX⌈ΩX) : siB estΣ 1

1

contenu dansΩX etf est∆1
1 telle quef(x) ∈WO ⇔ x /∈ B, on a

x /∈ B ⇔ x /∈ ΩX ou (x ∈ ΩX et∃ ξ < ωCK
1 (f(x) ∈WO et |f(x)| ≤ ξ)).

L’espace(ΩX ,ΣX⌈ΩX) est donc à base dénombrable d’ouverts-fermés, donc métrisable séparable ;
on sait (cf [HKL] et [Mo]) que c’est un espace fortementα-favorable, comme ouvert (puisqueΣ 1

1 )
d’un espace fortementα-favorable. C’est donc un espace polonais (cf [Ke]), de dimension 0 par ce
qui précède.
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On poseM := (Z0 ×T )∩N , Z := ΠZ0[M ]. L’ensembleM est non vide. En effet,N rencontre
DX ×DY , sinonN serait pot(∆0

1) etA ∪H aussi, doncA = (A ∪H) ∩ Ȟ serait pot(Π0
2), ce qui

est exclus. DoncN ∩ (DX ×DY ), qui estΣ 1
1 , rencontreΩX×Y , par le théorème de base de Gandy

(cf [Lo3]). CommeΩX×Y ⊆ ΩX ×ΩY ,M 6= ∅. DoncZ etT sont non vides et on a la condition (a)
d’un système réducteur, puisqueZ estΣ 1

1 , donc ouvert-fermé deZ0. De plus,M estGδ deZ × T et
ΠZ [M ] = Z est dense dansZ.

• SiO est ouvert deZ × T , il est réunion de rectanglesΣ 1
1 , doncΠZ [M ∩ O] est ouvert deZ ; par

suite, siΠZ [M ∩ O] est dense dansZ, ΠZ [M ∩ O] est comaigre dansZ. D’où la condition (d) d’un
système réducteur.

• PosonsA =
⋃

n∈ω, disj. Gr(gn), où gn est un homéomorphisme de domaine et d’image ouverts-

fermés non vides (en fait∆1
1 ; le raffinement des topologies permet de rendre les bijections boréliennes

bicontinues). SoientU etV tels queM∩(U×V ) 6=∅, ouverts-fermés. Pour voir que

{n ∈ ω / Gr(gn) ∩M ∩ (U × V ) 6= ∅}

est infini, on peut supposer queU et V sontΣ 1
1 . Admettons avoir trouvén1, ..., nr deux à deux

distincts tels que Gr(gni
) ∩M ∩ (U × V ) 6= ∅ pour0 < i ≤ r. PosonsA′ :=

⋃

n/∈{n1,...,nr}
Gr(gn).

A′ est∆1
1, etA = A′ ∪

⋃

0<i≤r Gr(gni
). PosonsO := N ∩ (U × V ) (O = M ∩ (U × V ) car

U × V ⊆ Z × T ⊆ Z0 × T ). Supposons queA′ ∩ O
ΣX×ΣY = ∅. Alors, par double application du

théorème de séparation,A′ ∩ O
∆X×∆Y = ∅, donc on a la triple inclusion

(U × V ) \A′ ⊆ O ∪H ∪
⋃

0<i≤r

Gr(gni
) ⊆ O

∆X×∆Y ∪H ∪
⋃

0<i≤r

Gr(gni
) ⊆ Ǎ′.

Donc (U × V ) \ A′ etA′ sont deuxΣ 1
1 séparables par un pot(Σ0

2) ; ils peuvent par conséquent être
séparés par un ensembleK ∈ ∆

1
1 ∩ pot(Σ0

2) (cf [Lo1]). On aU × V ⊆ K ∪A′, donc on peut trouver
U et V, deux∆

1
1 tels queU × V ⊆ U × V ⊆ K ∪ A′. D’où (U × V) \ A′ = K ∩ (U × V) et

(U ×V) \A = K ∩ (U ×V)∩ [
⋂

0<i≤r(U ×V) \Gr(gni
)] est pot(Σ0

2). On a donc(U ×V) \A ⊆ H,

puisO ⊆ H \H = ∅, ce qui est absurde. On a donc queA′ ∩ O
ΣX×ΣY 6= ∅. OrO ⊆ DX ×DY ,

doncO
ΣX×ΣY ⊆ DX ×DY . Donc(DX ×DY ) ∩A′ ∩O

ΣX×ΣY 6= ∅ et estΣ 1
1 , donc rencontre

ΩX×Y ⊆ ΩX × ΩY ,

donc(Z0∩T )∩A′∩O
ΣX×ΣY 6= ∅. CommeU est ouvert-fermé deZ0,A′∩O

Z×T
6= ∅. L’existence

d’un ouvertUn,U,V deU tel que Gr(gn⌈Un,U,V ) = Gr(gn)∩M ∩ (U ×V ) vient du fait queM ∈ Σ
1
1 .

• Soit∆ : ω2 → ω injective. On construit des ouverts-fermésDn,p deZ tels que

- Dn :=
⋃

p∈ωDn,p soit dense dansDgn ∩ Z ∩ g−1
n (T ).

- δ(Dn,p), δ(gn[Dn,p]) ≤ 2−∆(n,p).
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Soit (xnp )p une suite dense deDgn ∩ Z ∩ g−1
n (T ). On choisit un ouvert-ferméDn,p de

Dgn ∩ Z ∩ g−1
n (T )

contenantxnp , de diamètre au plus2−∆(n,p), dont l’image pargn soit aussi de diamètre au plus

2−∆(n,p). Il est clair queDn,p convient.

• Il reste à poserhn,p := gn⌈Dn,p. On aUn,p,U,V = Un,U,V ∩Dn,p. Enfin, on a vu qu’il y a une
infinité d’entiersn tels que Gr(gn) ∩M ∩ (U × V ) 6= ∅ siM ∩ (U × V ) 6= ∅, et on a un ouvert non
videUn,U,V deD∅

n. Par densité, on trouvep tel queUn,U,V ∩Dn,p 6= ∅. Par suite, on a une infinité
de couples(n, p) tels que Gr(hn,p) ∩M ∩ (U × V ) 6= ∅. Il reste à poseru := Id : Z → X et
v := Id : T → Y . �

A partir d’un système réducteur, on n’obtient pas tout de suite une situation d’arrivée, mais seule-
ment une situation générale dans un premier temps :

Théorème 3 Soit(Z, T, (kq,p)(q,p)∈ω2 , N) un syst̀eme ŕeducteur. Alors il existeΦ : ω2 → ω2 injec-
tive et des ouverts-ferḿesDm,p ⊆ DkΦ(m,p)

tels que sigm,p := kΦ(m,p)⌈Dm,p,

(a) (Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) soit une situation ǵeńerale.

(b) Pourx dansG(g) ety dansg[x] \ g[x], (x, y) est dansN .

Si de plus(Z, T, (kq,p)(q,p)∈ω2) est une situation d’arriv́ee, on peut avoirG(g) ⊆ G(k) et
(Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) d’arriv ée.

Démonstration.Soit

ν :







ω<ω → ω

s 7→

{

0 si s = ∅,
Σi<|s| (s(i) + 1) sinon.

On choisit une distanced′ ≤ 1 complète surN . On note, pourx ∈ Z, d′x la distance complète sur
Nx définie par la formuled′x(y, t) := d′((x, y), (x, t)). Pour exprimer l’absence de points isolés dans
g[x], il est plus commode d’indexer les fonctions parω<ω × ω que parω2. Soient donce : ω → ω<ω

bijective,ψ := e× Idω etθ := e−1 × Idω. On va en fait construire une injectionφ : ω<ω × ω → ω2,
et on posera ensuiteΦ := φ ◦ ψ. On va également construire, par récurrence sur|t|, où t ∈ ω<ω,

- Des ouverts-fermésDt,p deDkφ(t,p)
.

- DesGδ densesGt deDt :=
⋃

p∈ωDt,p.

- Des ouverts à coupes verticales ouvertes-ferméesωt deZ × T .

- Des ouvertsGt deN .
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On demande à ces objets de vérifier

(1) Dt = Z
(2) Dt,p ∩Dt,q = ∅ si p 6= q

(3) ∀ x ∈ Dt⌢n ∩ Gt d(kt(x), kt⌢n(x)) ≤ 21−ν(t⌢n), oùkt est le recollement des fonctions
kφ(t,p)⌈Dt,p, pourp entier
(4) Gr(kt) ⊆ ωt ∩Gt
(5) ωt⌢n ⊆ ωt etωt⌢n ∩ ωt⌢m = ∅ si n 6= m

(6) ∀ x ∈ Z δ(ωxt ) ≤ 2−ν(t)

(7) ∀ x ∈ Z Gxt⌢n ∩N
x ⊆ Gxt ⊆ ωxt , etGt ⊆ ΠZ [Gt]

(8) ∀ x ∈ Z δ′x(G
x
t ) ≤ 2−|t|

• Admettons ceci réalisé. On poseDm,p := Dψ(m,p), G(g) :=
⋂

t∈ω<ω Gt. Les conditions (a)
et (b) d’une situation générale sont clairement réalis´ees. On aDgm,p = Dm,p = Dψ(m,p), donc
⋃

p∈ωDgm,p =
⋃

p∈ωDψ(m,p) =
⋃

p∈ωDe(m),p = De(m). L’ouvert
⋃

p∈ωDgm,p est donc dense dans
Z, par (1). De plus, la réunion est disjointe, par (2). D’où la condition (c) d’une situation générale.
On aG(g) =

⋂

t∈ω<ω Gt, doncG(g) estGδ dense deZ, et six ∈ G(g) etm ∈ ω,

x ∈ Ge(m) ⊆ De(m) =
⋃

p∈ω

Dgm,p = Dgm .

DoncG(g) ⊆
⋂

m∈ωDgm. Par (3) et la remarque qui suit, on a la condition (d) d’une situation
générale.

Notons queg[x] = {kt(x) / t ∈ ω<ω}. En effet, sit ∈ ω<ω, ∃ p ∈ ω tel que

kt(x) = kφ(t,p)(x) = kΦ(θ(t,p))(x) = gθ(t,p)(x) = ge−1(t)(x).

Inversement, sim ∈ ω, on trouvep ∈ ω tel quegm(x) = gm,p(x) = kΦ(m,p)(x) = ke(m)(x).

L’argument qui suit est semblable à celui utilisé dans la preuve du théorème d’Hurewicz dans
[SR]. On poseMk := {kt(x) / |t| ≤ k}. Alors Mk est fermé dansT , par récurrence surk : si
M ε
k := {y ∈ T / d(y,Mk) ≤ ε}, on aMk+1 =

⋂

ε>0[M
ε
k ∪ (Mk+1 \M

ε
k)], etMk+1 \M

ε
k est fini,

par (3).

Si k ∈ ω et y ∈ g[x] \ g[x], y /∈Mk. Donc il existeε > 0 tel quey /∈M ε
k . Si t ∈ ωk et (x,w)

est dansωt, d(w,Mk) ≤ d(w, kt(x)) ≤ ∆x(ω
x
t ) ≤ 2−ν(t) ≤ ε dès queν(t) ≥ k0, doncωxt ⊆ M ε

k ,
sauf pour un nombre fini det dansωk. Donc si on définitH := {t ∈ ωk / ωxt 6⊆ M ε

k}, on a la suite
d’inclusions suivante :

g[x]=Mk∪{kt(x) / |t|>k}⊆Mk∪
⋃

|w|>k

ωxw⊆Mk∪
⋃

|t|=k

ωxt ⊆M
ε
k∪

⋃

t∈H

ωxt .

D’où g[x] ⊆ M ε
k ∪

⋃

t∈H ω
x
t ⊆ M ε

k ∪
⋃

|t|=k ω
x
t . Donc on trouve une unique suiteσ dansωω telle

quey ∈
⋂

t≺σ ω
x
t . (Gxt ∩ N

x)t≺σ est une suite décroissante de fermés non vides dont les diamètres
tendent vers 0 de(Nx, d′x), par (7) et (8), donc converge versξ ∈ Nx, et {ξ} =

⋂

t≺σ G
x
t . D’où

ξ ∈
⋂

t≺σ ω
x
t = {y} et (x, y) ∈ N .
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• Montrons donc que la construction est possible. Soit(Zn) une base de la topologie deZ formée
d’ouverts-fermés non vides. CommeZ est polonais de dimension 0, il peut être vu comme un fermé
deωω ; on peut donc supposer queZ est muni d’une distance complète telle qued(Zn, Žn) > 0. On
poseω∅ := Z × T , G∅ := N . On construitφ(∅, p) etD∅,p par récurrence surp, en exigeant que
⋃

q<pD∅,q 6= Z. Admettons avoir construitφ(∅, q) etD∅,q pourq < p. On peut définir, pourq ≤ p,

n(q) := min{n ∈ ω / Zn ∩
⋃

r<q

D∅,r = ∅ et∀ r < q n > n(r)}.

CommeΠZ [N ] est dense dansZ, N ∩ (Zn(p) × T ) 6= ∅, donc par la condition (e) d’un système
réducteur, on peut trouver(m, r) ∈ ω2 \ {φ(∅, q) / q < p} tel queδ(Dkm,r

) < d(Zn(p), Žn(p)) et
Gr(km,r)∩N ∩ (Zn(p)×T ) 6= ∅. On a doncDkm,r

⊆ Zn(p), et on poseφ(∅, p) := (m, r) ; on choisit
D∅,p ⊆ Um,r,Zn(p),T tel que

⋃

q≤pD∅,q 6= Z. De sorte que la condition (1) est réalisée. Ceci termine
la construction pour|t| = 0.

• On effectue maintenant une sous-construction : on construit, par récurrence surn,

- Les ouvertsωt⌢n.

- Une suite décroissante(En) deGδ denses deDt.

- Des fonctions continuesfn : En → T .

- Des ouvertsVn deZ × T .

On demande à ces objets de vérifier

(i) Gr(fn) ⊆ ωt⌢n ∩Gt
(ii) ωt⌢n ⊆ ωt etωt⌢n ∩ ωt⌢m = ∅ si n 6= m

(iii) ∀ x ∈ En d(fn(x), kt(x)) ≤ 2−ν(t
⌢n)

(iv) ∀ x ∈ Z δ(ωxt⌢n) ≤ 2−ν(t
⌢n)

(v) Gr(kt⌈En) ⊆ Vn ⊆ (Z × T ) \ (
⋃

m≤n ωt⌢m)

• Montrons qu’une telle construction est possible. Si on a construit ces objets pourq < n, soit
x ∈ Dt. Par continuité dekt, on peut trouver un voisinage ouvertWx de x inclus dansDt et un
voisinage ouvert-ferméVx de diamètre au plus2−ν(t

⌢n) dekt(x) tels queWx ⊆ k−1
t (Vx). De sorte

que si(z, t) ∈ Wx × Vx, d(t, kt(z)) ≤ 2−ν(t
⌢n). On a, par la propriété de Lindelöf,

⋃

x∈Dt

(Wx × Vx) =
⋃

m∈ω

(Wm × Vm).

On réduit la suite(Wm) en(W ′
m), puis on poseUn :=

⋃

m∈ω(W ′
m × Vm). SoitOn un ouvert dense

deDt contenantEn−1 tel que Gr(kt)∩Vn−1 = Gr(kt⌈On). Par le théorème de Jankov-von Neumann,
on peut trouverf̃n Baire-mesurable uniformisantUn ∩ Gt sur sa projectionΠ. Π est dense dansZ.
En effet, soientU un ouvert-fermé non vide deZ et x ∈ On ∩ U . Comme(x, kt(x)) ∈ Un ∩ Gt,
on peut trouver un voisinage ouvert-ferméW dex tel queW × kt[W ] ⊆ Un ∩ (U × T ). Soit alors
(z, y) ∈ (W ×kt[W ])∩Gt. On a quez ∈ U ∩Π 6= ∅. Par la condition (d) d’un système réducteur,Π
est comaigre dansZ, donc contient unGδ denseWn deZ. Alors f̃n⌈Wn est Baire-mesurable, donc
on peut trouver unGδ denseFn deWn ∩Dt tel quef̃n⌈Fn soit continue.
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On peut poserEn := Fn ∩ En−1 et fn := f̃n⌈En. Si x ∈ En, (x, fn(x)) ∈ Un, donc
d(fn(x), kt(x)) ≤ 2−ν(t

⌢n). Les graphes defn et kt⌈En sont des fermés disjoints deEn × T ,
donc on peut trouver un ouvert-ferméθ deEn × T tel que Gr(fn) ⊆ θ ⊆ (En × T ) \ Gr(kt⌈En).

On peut trouver des ouverts disjointsT etW deZ × T tels queθ = (En × T ) ∩ T et

(En × T ) \ θ = (En × T ) ∩W,

par la propriété de réduction des ouverts. Soit(Tm) une base de la topologie deT stable par in-
tersections finies et formée d’ouverts-fermés vérifiantd(Tm, Ťm) > 0. On raisonne alors comme
précédemment : pourx dansEn, on trouve un voisinage ouvert-fermé de baseV ′

x de fn(x) de
diamètre au plus2−ν(t

⌢n) et un voisinage ouvert-ferméYx dex tels queYx ∩ En ⊆ f−1
n (V ′

x) et
Yx × V ′

x ⊆ T ∩ Vn−1 ∩ ωt. Comme avant, on applique la propriété de Lindelöf, ce qui fournit Ym et
V ′
m, et on réduit la suite(Ym) en(Y ′

m). On poseωt⌢n :=
⋃

m∈ω Y
′
m ×V ′

m etVn := Vn−1 ∩W. Les
conditions (i) à (v) sont clairement satisfaites. On a doncles conditions (5) et (6) de la construction
principale.

• On procède encore comme avant pour définirGt⌢n. Pourx dansEn, on trouve un voisinage
ouvert-fermé de baseDx defn(x) et un voisinage ouvert-ferméCx dex tels que

δ′([Cx ×Dx] ∩N) ≤ 2−|t|−1,

Cx ∩ En ⊆ f−1
n (Dx) etCx ×Dx ⊆ ωt⌢n ∩G ∩ (Dt × T ), oùG est ouvert deZ × T tel que

G ∩N = Gt.

On applique la propriété de Lindelöf, ce qui fournitCm et Dm, et on réduit la suite(Cm) en (C′
m).

On poseGt⌢n := N ∩ (
⋃

m∈ω C
′
m ×Dm) et Gt :=

⋂

n∈ω En, et les conditions (7) et (8) sont satis-
faites. On aGt⌢n ∩ ωt⌢n = N ∩ (

⋃

m∈ω C
′
m ×Dm) ∩ (

⋃

m∈ω Y
′
m × V ′

m) =
⋃

l∈ω N ∩ (Al ×Bl),
avec par définitionAl := C′

e−1
2 (l)0

∩ Y ′
e−1
2 (l)1

et Bl := De−1
2 (l)0

∩ V ′
e−1
2 (l)1

, où e2 : ω2 → ω est bi-

jective. De plus, on aAl ∩Al′ = ∅ si l 6= l′ et ΠZ [N ∩ (Al ×Bl)] est comaigre dansAl car
Gr(fn) ⊆ Gt⌢n ∩ ωt⌢n. On procède alors comme pourt = ∅ pour terminer la construction, en
travaillant dansAl ×Bl. On construit, par récurrence surp, φ(t⌢n, e2(l, p)) etDt⌢n,e2(l,p), en exi-
geant que

⋃

q<pDt⌢n,e2(l,q) 6= Al. Soit(Znk
)k la base deAl formée desZn ⊆ Al. On pose

k(q) := min{k ∈ ω / Znk
∩

⋃

r<q

Dt⌢n,e2(l,r) = ∅ et∀ r < q k > k(r)}.

On choisit(m, r) ∈ ω2 \ {φ(t⌢n, e2(l, q)) / q < p} tel queδ(Dkm,r
) < d(Znk(p)

, Žnk(p)
),

δ(Im(km,r)) < d(Bl, B̌l),

et Gr(km,r) ∩ N ∩ (Znk(p)
× Bl) 6= ∅. On poseφ(t⌢n, e2(l, p)) :=(m, r) et on choisitDt⌢n,e2(l,p)

dansUm,r,Znk(p)
,Bl

tel que
⋃

q≤pDt⌢n,e2(l,q) 6= Al. Ceci termine la construction car

Gr(km,r) ⊆ Znk(p)
×Bl ⊆ ωt⌢n,

ce qui assure l’injectivité deφ.

• Si de plus(Z, T, (kq,p)(q,p)∈ω2) est d’arrivée, quitte à remplacerG(g) parG(g) ∩ G(k), on peut
avoirG(g) ⊆ G(k). L’injectivité deΦ fait que la situation générale(Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) est en fait
d’arrivée. �
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On doit maintenant obtenir une situation d’arrivée à partir d’une situation générale :

Théorème 4 Soit(Z, T, (lr,p)(r,p)∈ω2) une situation ǵeńerale. Alors il existe une situation d’arrivée
(Z, T, (kq,p)(q,p)∈ω2) telle queG(k) ⊆ G(l) et pourx dansG(k), on aitk[x] ⊆ l[x].

Démonstration. Pour exprimer à la fois l’absence de points isolés dansk[x], la densité deDkq

dansZ et la condition (c) d’une situation d’arrivée, il est plus commode d’indexer les fonctions
par

⋃

n∈ω ω
n×ωn+1 que parω2. Soient doncψ : Im(M)→ω bijective croissante, etφ := ψ ◦M , où

M :

{

⋃

n∈ω ω
n × ωn+1 → ω

(s, t) 7→ q
t(0)+1
0 q

s(0)+1
1 ...q

t(n−1)+1
2n−2 q

s(n−1)+1
2n−1 q

t(n)+1
2n

((qn) est la suite des nombres premiers).φ est donc une bijection de
⋃

n∈ω ω
n×ωn+1 surω vérifiant

φ(s, t) < φ(s⌢p, t⌢m) et φ(s, t) < φ(s, t⌈|s|⌢[t(|s|) + 1]) pour (s, t) dans
⋃

n∈ω ω
n × ωn+1 et

(p,m) dansω2. Soient(Zn) une base de la topologie deZ, et (Or) une suite d’ouverts denses deZ
tels queG(l) =

⋂

r∈ω Or. En supposant

∀ n ∈ ω ∀ s, t ∈ ωn ∀m ∈ ω Dks⌈(|s|−1),t
\ (

⋃

i<m

Dks,t⌢i
) 6=∅

avec la conventionDk∅⌈−1,∅
:= Z, on définitr :

⋃

n≥−1 ω
n × ωn+1 → ω ∪ {−1} en posant

r(∅⌈−1, ∅) := −1,

r(s, t⌢m) := min







r ∈ ω /







Zr ∩Dks⌈(|s|−1),t
\ (

⋃

i<mDks,t⌢i
) 6=∅

et
r>max(r(s⌈(|s| − 1), t),maxi<m r(s, t⌢i))







.

On a doncr(s, t⌢(n+ 1)) > r(s, t⌢n) > r(s⌈(|s| − 1), t). On construit des fonctionsks,t⌢m, pour
(s, t,m) ∈ (

⋃

n∈ω(ωn)2) × ω, par récurrence surφ(s, t⌢m), en demandant

(1) Dks,t⌢m
⊆ Zr(s,t⌢m) ∩Dks⌈(|s|−1),t

\ (
⋃

i<mDks,t⌢i
) ∩O|s|

(2)
⋃

i<mDks,t⌢i
6= Dks⌈(|s|−1),t

etDks⌈(|s|−1),t
6= ∅

(3) δ(Dks,t⌢m
), δ(Im(ks,t⌢m)) ≤ 2−φ(s,t⌢m)

(4) ks,t⌢m est la restriction d’une des fonctionslr,p à un ouvert-fermé deDlr,p

(5) ∀ n,m ∈ ω ∀ s, t ∈ ωn ∀ x ∈ Dks,t⌢m
d(ks,t⌢m(x), ks⌈(|s|−1),t(x)) < 2−s(|s|−1)

(6) ∀ h ∈ ω \ {0} ∀ u ∈ (
⋃

p≤φ(s,t⌢m){φ
−1(p)})2h





∃ U ∈ ∆
0
1, ∅ 6=U ⊆ Z
et

∀ x ∈ U k−1
u(0)ku(1)...k

−1
u(2k−2)ku(2k−1)(x)=x



 ⇒ ∃ i<2h − 1 u(i)=u(i + 1)

(7) Il n’y a qu’un nombre fini de compositions du type de la condition (6) sans termes
consécutifs identiques ayant un domaine de définition nonvide.
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• Admettons cette construction réalisée. Soiente : ω → ω<ω et, pourn > 0, en : ωn → ω bijectives.
On posekq,p := ke(q),e−1

|e(q)|+1
(p). Les applications suivantes sont réciproques l’une de l’autre :

{

ω2 →
⋃

n∈ω ω
n × ωn+1

(q, p) 7→ (e(q), e−1
|e(q)|+1(p))

,

{⋃

n∈ω ω
n × ωn+1 → ω2

(s, t⌢m) 7→ (e−1(s), e|s|+1(t
⌢m))

.

Les conditions (a) et (b) d’une situation générale et les conditions (b) et (c) d’une situation d’arrivée
seront alors clairement réalisées, par (3), (4) et (6).

⋃

m∈ωDks,t⌢m
est dense dansDks⌈(|s|−1),t

,

sinon on peut trouverr > r(s⌈(|s|−1), t) tel queZr⊆Dks⌈(|s|−1),t
\
⋃

m∈ωDks,t⌢m
. Comme la suite

(r(s, t⌢m))m croı̂t strictement vers l’infini, on trouve un plus petitm tel quer(s, t⌢m) > r.

Sim > 0, r(s, t⌢(m−1)) ≤ r ; si r(s, t⌢(m−1)) < r, on ar(s, t⌢m) ≤ r, ce qui est absurde.
Si r = r(s, t⌢(m − 1)), Dks,t⌢(m−1)

⊆ Zr, ce qui contredit la disjonction deZr etDks,t⌢(m−1)
. Si

m = 0, on ar(s, t⌢0) > r > r(s⌈(|s| − 1), t), ce qui contredit la définition der(s, t⌢0).

Il suffit donc d’assurer (1) et (2) pour avoir la disjonction deDks,t⌢m
etDks,t⌢n

pourn 6= m,
donc deDks,t⌢m

etDks,v⌢n
pour(t,m) 6= (v, n), et la densité deDs :=

⋃

(t,m)∈ω|s|×ωDks,t⌢m
dans

⋃

t∈ω|s| Dks⌈(|s|−1),t
; on a donc la condition (c) d’une situation générale. Enfin, on pose

G(k) :=
⋂

q∈ω

Dkq

et la condition (5) entraı̂ne la condition (d) d’une situation générale car siq ∈ ω et

x ∈ G(k) =
⋂

s∈ω<ω

Ds,

x ∈ De(q) ∩De(q)⌢p pour tout entierp, donc il existet ∈ ω|e(q)|+1 etm ∈ ω tels que

x ∈ De(q)⌢p,t⌢m ⊆ De(q),t,

etd(kq(x), kl(x)) < 2−p, oùe(l) = e(q)⌢p.

• Montrons donc que cette construction est possible. Soit(r, p) ∈ ω2 telle queDlr,p
∩ Z0 6= ∅. On

choisit un ouvert-fermé non videDk
φ−1(0)

strictement inclus dansDlr,p
∩ Z0 ∩ O|φ−1

0 (0)| et on pose

kφ−1(0) := lr,p⌈Dk
φ−1(0)

. Admettons avoir construit(ks,t⌢m)φ(s,t⌢m)≤n vérifiant (1)-(7), ce qui est

fait pourn = 0. Posonsφ−1(n + 1) := (s, t⌢m). On a déjà construitDk
φ−1(q1)

, ...,Dk
φ−1(qm)

dans

Dks⌈(|s|−1),t
, de sorte queφ−1(qi) = (s, t⌢(i− 1)) pour1 ≤ i ≤ m, par construction deφ.

SoitU un ouvert-fermé non vide deDks⌈(|s|−1),t
tel queδ(U), δ(ks⌈(|s|−1),t[U ]) ≤ 2−n−1,

U ∪
⋃

i<m

Dks,t⌢i
6= Dks⌈(|s|−1),t

,

et tel queU × ks⌈(|s|−1),t[U ] soit inclus dans
{

(x, y) ∈ [Zr(s,t⌢m) ∩Dks⌈(|s|−1),t
\ (

⋃

i<m

Dks,t⌢i
)] × T / d(y, ks⌈(|s|−1),t(x)) < 2−s(|s|−1)

}

.
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Ce qui suit est à rapprocher du lemme 2.11 de [Le3]. Par (7), on note{H1, ...,Hp} l’ensemble
fini des compositions du type de la condition (6) sans termes consécutifs identiques de domaine de
définition non vide définissables à partir dekφ−1(0), ...,kφ−1(n). PourI ⊆ p, on pose

OI :=
⋂

i∈I

DHi+1 ∩
⋂

i∈p\I

ĎHi+1.

Alors (OI)I⊆p est une partition en ouverts-fermés deZ, donc on trouveI ⊆ p tel queU ∩ OI 6= ∅.
SoitO′ := {x ∈ U ∩OI / ∀ i ∈ I Hi+1(x) 6= x}. Par (6),O′ est un ouvert dense deU ∩ OI ; on
peut donc trouver un ouvert-fermé non videO′′ deO′ tel que∀ i ∈ I, O′′ ∩Hi+1[O

′′] = ∅. Soit
x ∈ O′′ ∩G(l), et (r, p) ∈ ω2 telle que(x, lr,p(x)) ∈ O′′ × ks⌈(|s|−1),t[O

′′],

lr,p(x) 6= kφ−1(j)Hm+1(x)

et aussilr,p(x) 6= kφ−1(j)(x) pour toutm < p et toutj ≤ n. On choisitDk
φ−1(n+1)

contenantx dans

l’ouvert Dlr,p
∩O′′ ∩ l−1

r,p(ks⌈(|s|−1),t[O
′′]) ∩O|φ−1

0 (n+1)| tel que pour toutm < p et pour toutj ≤ n

on ait lr,p[Dk
φ−1(n+1)

] ∩ kφ−1(j)Hm+1[Dk
φ−1(n+1)

]=∅ et lr,p[Dk
φ−1(n+1)

] ∩ kφ−1(j)[Dk
φ−1(n+1)

]=∅.

On posekφ−1(n+1) := lr,p⌈Dk
φ−1(n+1)

.

Il est clair que les conditions (1) à (5) sont réalisées. Montrons que la condition (6) est réalisée au
rangn+1, en raisonnant par l’absurde. On peut donc trouverh > 0, u ∈ (

⋃

p≤n+1{φ
−1(p)})2h et un

ouvert-fermé non videU deZ tels que pour toutx deU on aitk−1
u(0)ku(1)...k

−1
u(2h−2)ku(2h−1)(x) = x

et u(i) 6= u(i + 1) si i < 2h − 1. Par hypothèse de récurrence, on peut trouveri < 2h minimal tel
queu(i) = φ−1(n + 1). Montrons, en raisonnant par l’absurde, qu’un teli est unique. Si tel n’est
pas le cas, on peut trouverj > i+ 1 minimal tel queu(j) = φ−1(n+ 1). Il y a alors quatre cas.

Cas 1.i et j sont impairs.

Posonsy := ku(j)k
−1
u(j+1)...ku(2h−1)(x). Commeu(j) = φ−1(n + 1), y est dansks⌈(|s|−1),t[O

′′]

et on trouvez dansO′′ tel quey = ks⌈(|s|−1),t(z). On a la double égalité

x = k−1
u(0)ku(1)...k

−1
u(j−1)(y) = k−1

u(0)ku(1)...k
−1
u(j−1)ks⌈(|s|−1),t(z),

donc le domaine définition dek−1
u(i+1)ku(i+2)...k

−1
u(j−1)ks⌈(|s|−1),t est non vide. Sii+1 = j−1 et

u(j − 1) = s⌈(|s| − 1), t, z ∈ Dk
φ−1(n+1)

et

y ∈ kφ−1(n+1)[Dk
φ−1(n+1)

] ∩ ks⌈(|s|−1),t[Dk
φ−1(n+1)

] = ∅.

Si i+ 1 6= j − 1 ouu(j−1) 6=s⌈(|s| − 1), t, on peut trouverr<p tel que

Hr+1=k−1
u(i+1)ku(i+2)...k

−1
u(j−1)ks⌈(|s|−1),t,

commez ∈ O′′ ⊆ OI ,Hr+1(z) /∈ O′′, doncku(i)(Hr+1(z)) n’est pas défini, ce qui est absurde.
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Cas 2.i et j sont pairs.

Dans la composition apparaı̂tk−1
φ−1(n+1)

ku(i+1)...ku(j−1)k
−1
φ−1(n+1)

, donc la composition

kφ−1(n+1)k
−1
u(j−1)...k

−1
u(i+1)kφ−1(n+1)

a un domaine de définition non vide. Mais on voit comme avant que c’est impossible.

Cas 3.i est impair etj est pair.

Soit r < p tel queHr+1 = k−1
u(i+1)...ku(j−1). Alors k−1

u(j)...ku(2h−1)(x) ∈ O′′, donc comme avant

k−1
u(i+1)...ku(2h−1)(x) /∈ O′′, ce qui est absurde.

Cas 4.i est pair etj est impair.

Posonsy := ku(j)...ku(2h−1)(x) ; comme dans le cas 1, on trouvez dansO′′ tel que

y=ks⌈(|s|−1),t(z).

Posonsw :=k−1
u(i+2)

...ku(2h−1)(x) ; on aw=k−1
u(i+2)

...k−1
u(j−1)

ks⌈(|s|−1),t(z), et

ku(i+1)(w) = ks⌈(|s|−1),t(v),

où v ∈ O′′, puisquek−1
φ−1(n+1)

(ku(i+1)(w)) est défini. On a

v = k−1
s⌈(|s|−1),tku(i+1)...k

−1
u(j−1)ks⌈(|s|−1),t(z).

D’où u(i+ 1) = s⌈(|s| − 1), t = u(j − 1) et donci+ 2 < j − 1, ce qui est absurde (on utilise le fait
quez et v sont dansO′′).

L’entier i est donc unique et on peut trouver un ouvert-fermé non vide deDk
φ−1(n+1)

sur lequel
kφ−1(n+1) coı̈ncide avec une composition des fonctionskφ−1(0), ...,kφ−1(n) de la formekφ−1(j)Hm+1,
oùm < p. Mais ceci est contraire à la construction dekφ−1(n+1). Pour vérifier la condition (7), on
remarque que dans une composition du type de la condition (6)sans termes consécutifs identiques des
fonctionskφ−1(0), ...,kφ−1(n+1), il y a au plus une fois la fonctionkφ−1(n+1) (comme précédemment).
Une telle composition est donc nécessairement de la formeHm+1,Hm+1k

−1
φ−1(i)

kφ−1(n+1),

Hm+1k
−1
φ−1(n+1)

kφ−1(i),

Hm+1k
−1
φ−1(i)

kφ−1(n+1)Hm′+1,Hm+1k
−1
φ−1(n+1)

kφ−1(i)Hm′+1, k−1
φ−1(i)

kφ−1(n+1)Hm+1 ou

k−1
φ−1(n+1)

kφ−1(i)Hm+1,

oùm, m′<p et i ≤ n. Il n’y en a donc qu’un nombre fini. �
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Il reste à pouvoir assurer la réduction de la situation d’arrivée au borélien dont nous sommes
partis. Le lemme qui suit, couplé avec le théorème 3, va lepermettre.

Lemme 5 Soient(Z, T, (lr,p)(r,p)∈ω2) une situation ǵeńerale, et(Z, T, (kq,p)(q,p)∈ω2) une situation
d’arriv ée telles que pour toutx deG(k) ∩ G(l), k[x] ⊆ l[x]. Alors il existe un ensembleN , Gδ de
(Z × T ) \ (

⋃

r∈ω Gr(lr)), tel que(Z, T, (kq,p)(q,p)∈ω2 , N) soit un syst̀eme ŕeducteur.

Démonstration.PosonsH := G(k) ∩G(l) et

N := {(x, y) ∈ Z × T / x ∈ H et y ∈ k[x] \ l[x]}.

Alors N est clairementGδ, et on aN ∩ (
⋃

r∈ω Gr(lr)) = ∅, ainsi que les conditions (a) et (b) d’un
système réducteur.

• Soit U un ouvert-fermé non vide deZ. On choisitx ∈ H ∩ U . Comme(Z, T, (kq,p)(q,p)∈ω2)

est une situation d’arrivée,k[x] est dénombrable sans point isolé, donc on trouvey dansk[x] \ l[x],
puisquek[x] est polonais parfait et quel[x] est dénombrable. On a alors quex ∈ U ∩ΠZ [N ] puisque
(x, y) ∈ N . D’où la condition (c) d’un système réducteur.

• Soientx ∈ U ∩ ΠZ [N ∩ O], y ∈ k[x] ∩ Ox. On choisit des ouverts-fermésV et W tels que
(x, y) ∈ V ×W et V ×W ⊆ O ∩ (U × T ). On peut trouverq tel quekq(x) ∈ W et un ouvert-
fermé non videV ′ ⊆ k−1

q (W ) ∩ V ; si z ∈ V ′ ∩H, k[z] \ l[z] étant dense dansk[z], on peut trouver
y(z) tel que(z, y(z)) ∈ N ∩(V ×W ). DoncU ∩ΠZ [N ∩O] contientV ′∩H, qui est non maigre. On
a donc montré que pour tout ouvert-fermé non videU deZ, U ∩ΠZ [N ∩O] est non maigre. Comme
ΠZ [N ∩ O] est analytique, on en déduit queΠZ [N ∩ O] est comaigre dansZ. D’où la condition (d)
d’un système réducteur.

• SoientU et V des ouverts-fermés tels queN ∩ (U × V ) 6= ∅, et (x, y) ∈ N ∩ (U × V ). Comme
x ∈ G(k) et y ∈ V ∩ k[x], k[x] n’a pas de point isolé et on peut trouver une infinité deq tels que
z := kq(x) ∈ V . Comme avant, on voit quek[x] \ l[x] est dense dansk[x], doncz est limite de points
zn ∈ V ∩ k[x] \ l[x]. Donc(x, zn) est dansN ∩ (U × V ), et(x, z) est dans Gr(kq) ∩N ∩ (U × V ).
Par conséquent, l’ensemble{q ∈ ω / Gr(kq) ∩N ∩ (U × V ) 6= ∅} est infini.

PosonsUq,p,U,V := U ∩ k−1
q,p(V ). Il est clair que Gr(kq,p) ∩N ∩ (U × V ) ⊆ Gr(kq,p⌈Uq,p,U,V ).

Réciproquement, si(x, y) ∈ Gr(kq,p⌈Uq,p,U,V ), il faut voir que(x, y) ∈ N . x est limite de

(xn) ⊆ Dkq,p
∩H.

Comme avant,kq,p(xn) est limite de(ynm)m ⊆ k[xn] \ l[xn], et on peut supposer que

d(kq,p(xn), y
n
m) < 2−n−m.

Alors (xn, y
n
n) ∈ N et tend vers(x, y) ∈ N . �
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3 Existence d’exemples et synth̀ese des ŕesultats pŕećedents.

Notations.Soit (qn) la suite des nombres premiers :q0 = 2, q1 = 3, q2 = 5, ... On pose

J :











ω<ω → ω

s 7→

{

q
s(0)+1
0 ...q

s(|s|−1)+1
|s|−1 si s 6= ∅,

0 sinon.

• On définitAi := {1} ∪ {J(u⌢1) / u ∈ Πp<i Ap}, puisF := Πi∈ω Ai.

• On pose, pour(s, t) ∈
⋃

n∈ω ω
n × ωn+1,

Dfs,t
:= {α ∈ F / ∀ j ≤ |s| α(J [s⌈j⌢t⌈(j + 1)]) = 1 et∀ p < t(j) α(J [s⌈j⌢t⌈j⌢p]) 6= 1}.

On définit ensuite les fonctions

fs,t :























Dfs,t
→ F

α 7→















ω → ω

q 7→







α(q) si ∀ j ≤ |s| q 6= J [s⌈j⌢t⌈(j + 1)],

J(α⌈(q+1)) si ∃ j ≤ |s| q=J [s⌈j⌢t⌈(j + 1)].

Lemme 6 Il existe une situation de départ.

Démonstration.Soiente : ω → ω<ω bijective vérifiante−1(s) < e−1(s⌢n), et aussi

Ψ : ω2 →
⋃

n∈ω

ωn × ωn+1

et θ :
⋃

n∈ω ω
n × ωn+1 → ω2 bijectives réciproques l’une de l’autre avecΨ0(n, p) = e(n) et

θ0(s, t
⌢m) = e−1(s). On posefn,p := fΨ(n,p). On va voir que(F, (fn,p)(n,p)∈ω2) est une situation

de départ.

• Il est clair queAi est une partie finie deω, de cardinal au moins deux. De sorte queF est un
compact parfait non vide deωω, donc une copie de2ω. D’où la condition (a) d’une situation générale
et la condition (b) d’une situation de départ.

• Les ensemblesDfs,t
sont des ouverts-fermés deF , donc des compacts, etfs,t est clairement définie,

injective et continue, donc est un homéomorphisme deDfs,t
sur son image

{α∈F / ∃ u∈Πi≤J(s⌢t) Ai ∀ i≤J(s⌢t) α(i)=fs,t(u
⌢1ω)(i) etu⌢1ω ∈ Dfs,t

}.

Cette image est ouverte-fermée dansF , d’où la condition (b) d’une situation générale.

• Il est clair que lesDfs,t⌢m
, pourm ∈ ω, sont deux à deux disjoints, donc lesDfs,t

, pourt ∈ ω|s|+1,
aussi carDfs,t⌢m

⊆ Dfs⌈(|s|−1),t
. Leur réunionDfs

est dense dansF , car si t̃ ∈ Πi≤k Ai, on peut

trouvert ∈ ω|s|+1 telle quet̃⌢1ω ∈ Dfs,t
.
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En effet, on peut trouver une suite finie d’entierss̃ telle que pour toutj < |s̃| ≤ |s| + 1, on ait
t̃(J [s⌈j⌢s̃⌈(j+1)]) = 1 et pour toutp < s̃(j), t̃(J [s⌈j⌢s̃⌈j⌢p]) 6= 1 ; de plus, on peut exiger qu’elle
soit de longueur maximale avec ces propriétés, c’est-à-dire que pour touti ∈ ω, J [s⌈|s̃|⌢s̃⌢i] ≥ |t̃|
ou t̃(J [s⌈|s̃|⌢s̃⌢i]) 6= 1 ou |s̃| = |s| + 1. Si |s̃| = |s| + 1, on peut posert := s̃. Sinon, on choisit
i minimal tel queJ [s⌈|s̃|⌢s̃⌢i] ≥ |t̃| et on poset := s̃⌢i⌢0|s|−|s̃|. D’où la condition (c) d’une
situation générale.

•Six ∈ Dfs⌢n,t⌢m
, x ∈ Dfs,t

et on ad(fs⌢n,t⌢m(x), fs,t(x)) ≤ 2−J(s⌢n⌢t⌢m). Donc six est dans
Dfs⌢n

∩Dfs
, ∃(t,m) ∈ ω|s|+1×ω tel quex ∈ Dfs⌢n,t⌢m

et la suite(fs⌢n(x))n tend versfs(x), qui
n’est donc pas isolé. On a donc la condition (d) d’une situation générale, avecG(f) :=

⋂

n∈ωDfn
;

d’où la condition (a) d’une situation de départ.

• La condition (c) d’une situation de départ est clairement vérifiée. Soit donc(x, y) dans

(
⋂

n∈ω

Dfn
× F ) ∩

⋃

n∈ω

Gr(fn).

On peut trouverxk etnk tels que(x, y) soit la limite enk de(xk, fnk
(xk)) :

∀ p ∈ ω ∃ k(p) ∈ ω ∀ k ≥ k(p) xk⌈p = x⌈p etfnk
(xk)⌈p = y⌈p.

Montrons que la suite(fn) est équicontinue enx. Soit q ∈ ω. Commex est dans
⋂

n∈ωDfn
, les

coordonnées dex modifiées sont lesJ(s⌢t⌢m), oùx ∈ Dfs,t⌢m
, s, t ∈ ω<ω et |s| = |t|,m variant

dansω. Par suite, les couples(x⌈q, fn(x)⌈q) sont donc en nombre fini, àq fixé. Comme lesfn sont
continues, on a l’équicontinuité :

∀ p ∈ ω ∃ q(p) ∈ ω z⌈q(p) = x⌈q(p) ⇒ ∀ n ∈ ω fn(z)⌈p = fn(x)⌈p.

Posonsyk := fnk
(x). Alors (x, yk) ∈

⋃

n∈ω Gr(fn) et sip ∈ ω, soit k ≥ k(max[p, q(p)]). Alors
xk⌈q(p) = x⌈q(p), d’où y⌈p = fnk

(xk)⌈p = fnk
(x)⌈p = yk⌈p. Pour avoir la condition (d) d’une

situation de départ, il reste à voir quex 6= y. Ceci résulte du fait que la première coordonnée dex
égale à1 et d’ordre une puissance positive de2 est transformée de la même façon par toutes lesfnk

.

• SiN2
s rencontre l’un des graphes desfn, il n’y a pas de1 parmi les coordonnées des d’ordre une

puissance positive de2 ; par suite,N2
s rencontre le graphe def0. Si maintenantx 6= y, x⌢j R y⌢j

et (Nx ×Ny) ∩ Gr(fs) 6= ∅, il existet ≺ s telle que(Nx ×Ny) ∩ Gr(ft) 6= ∅, avecft ne changeant
que les coordonnées d’ordre inférieur à|x|. De plus, toute suiteu telle que(Nx ×Ny) ∩ Gr(fu) 6= ∅
vérifie t ≺ u, d’où e−1(t) ≤ e−1(u) etψ(x, y) = e−1(t). Comme(Nx⌢j × Ny⌢j) ∩ Gr(ft) 6= ∅,
ψ(x⌢j, y⌢j) ≤ e−1(t) = ψ(x, y). D’où la condition (e).(i) d’une situation de départ.

•Soients ett dansΠi≤k Ai etu, v desT -chaı̂nes sans répétition de termes telles queu(0) = v(0) = s
et u(|u| − 1) = v(|v| − 1) = t, avec|u| ≤ |v|. On veut montrer queu = v ; on peut supposer que
|u| ≥ 2 etu(|u| − 2) 6= v(|v| − 2).
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Posons

w(i) =

{

u(i) si i < |u|,
v(|u| + |v| − 2 − i) si |u| ≤ i < |u| + |v| − 1.

Alors |w| ≥ 3, w(0) = w(|w| − 1) = s, w(i) 6= w(i + 1) si i < |w| − 1 etw(i) 6= w(i + 2) si
i < |w| − 2. Soit c uneT -chaı̂ne de longueur minimale ayant ces propriétés, et telle quel := |c(0)|
soit minimale elle aussi.

L’argument qui suit a été vu dans la preuve du théorème 2.7 de [Le3]. La suite

(c(i)(l − 1))i<|c|

est non constante, et on trouvei1 minimal tel quec(i1)(l − 1) 6= c(i1 + 1)(l − 1) ; il y a deux cas.

Ou bienc(i1)(l − 1) < c(i1 + 1)(l − 1), auquel cas comme on a les égalités

c(i1)(l − 1)=c(0)(l − 1)=c(|c| − 1)(l − 1),

on trouvei2 > i1+1 minimal tel que l’on aitc(i1 + 1)(l − 1) 6= c(i2)(l − 1). On a quec(i1) = c(i2),
par injectivité deJ . Donc i1 = 0 et i2 = |c| − 1, par minimalité de|c|. Par minimalité encore,
|c| = 3, ce qui constitue la contradiction cherchée (on ac(i1 + 1) = c(i2 − 1) car il existe un unique
couple(s, t) tel quec(i1)⌢1ω ∈ Dfs,t

, avecJ(s⌢t) = l − 1 ; par suite, on a la suite d’égalités
c(i1 + 1)⌢1ω = fs,t(c(i1)

⌢1ω) = fs,t(c(i2)
⌢1ω) = c(i2 − 1)⌢1ω).

Ou bienc(i1)(l − 1) > c(i1 + 1)(l − 1), auquel cas on trouvei2 > i1 + 1 minimal tel que
c(i2)(l − 1) = ... = c(|c| − 1)(l − 1). On ac(i1 + 1) = c(i2 − 1), doncc(i1) = c(i2) comme avant.
D’où i1 = 0 et i2 = |c| − 1, par minimalité de|c|. Par minimalité encore,|c| = 3, ce qui constitue la
contradiction cherchée. D’où la condition (e).(ii) d’une situation de départ. �

Théorème 7 Il existe un boŕelienB de ωω × ωω, tel que pour tous espaces polonaisX et Y , et
pour tout boŕelienA deX × Y dont les coupes horizontales et verticales sont dénombrables, on a
l’ équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Π0
2).

(b) Il existeu : ωω → X et v : ωω → Y , hoḿeomorphismes sur leurs images, tels que l’on ait
B ∩ (u× v)−1(A) = B.

Démonstration. Soit (F, (fn,p)(n,p)∈ω2) la situation de départ fournie par le lemme 6. L’ensemble
G(f) =

⋂

n∈ωDfn
estGδ dense deF , donc polonais parfait de dimension0, etG(f) est localement

non compact car son complémentaire contient l’ensemble denseD des suites différentes de1 à partir
d’un certain rang. On peut donc trouver un homéomorphismeφ0 : ωω → G(f). On remarque que
si x ∈ G(f) et n ∈ ω, fn(x) /∈ D, à cause de la condition (c) d’une situation de départ. Soit donc
ψ0 : ωω → F \D un homéomorphisme. On pose

B := (φ0 × ψ0)
−1(

⋃

n∈ω

Gr[fn⌈G(f)]).
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• Si A est pot(Π0
2), alors la condition (b) n’est pas vérifiée, car sinonB serait pot(Π0

2), donc
⋃

n∈ω Gr(fn⌈G(f)) aussi. On pourrait donc trouver unGδ denseK deF tel que pour toutx de
G(f), f [x] ∩K soitGδ deK, donc polonais. Mais{x ∈ G(f) / x ∈

⋂

n∈ω f
−1
n (K)} estGδ dense

deG(f), donc on pourrait trouverx dansG(f) tel quef [x] soit polonais, ce qui contredit le fait qu’il
soit sans point isolé.

• Si A n’est pas pot(Π0
2), nous allons construire des applicationsu et v vérifiant la condition (b).

Le lemme 2 fournit un système réducteur(Z, T, (hn,p)(n,p)∈ω2 ,M) et u0 : Z → X, v0 : T → Y

injectives continues tels que
⋃

(n,p)∈ω2 Gr(hn,p)⊆(u0×v0)
−1(A) et M ⊆ (u0 × v0)

−1(Ǎ). Par le

théorème 3, on trouve une injectionΨ : ω2 → ω2 et des ouverts-fermésD′
r,p ⊆ DhΨ(r,p)

tels que si
lr,p := hΨ(r,p)⌈D

′
r,p, (Z, T, (lr,p)(r,p)∈ω2) soit une situation générale et∀ x ∈ G(l),

l[x] ⊆ {hn,p(x) / (n, p) ∈ ω2 etx ∈ Dhn,p
}

et∀ y ∈ l[x] \ l[x], (x, y) ∈M . Par le théorème 4, on trouve une situation d’arrivée

(Z, T, (kq,p)(q,p)∈ω2)

telle queG(k) ⊆ G(l) et pourx dansG(k), on aitk[x] ⊆ l[x]. Par le lemme 5, on trouve un ensemble
N ,Gδ deZ × T , tel que(Z, T, (kq,p)(q,p)∈ω2 , N) soit un système réducteur et

N ∩ (
⋃

r∈ω

Gr(lr)) = ∅.

Par le théorème 3 encore, il existe une injectionΦ : ω2 → ω2 et des ouverts-fermésDm,p ⊆ DkΦ(m,p)

tels que sigm,p := kΦ(m,p)⌈Dm,p, (Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) soit une situation d’arrivée et pourx dans

G(g) ⊆ G(k), g[x] ⊆ k[x] et pour touty deg[x] \ g[x], (x, y) ∈ N . Par le théorème 1, on trouve des
injections continuesu1 : F → G(g) et v1 : F → T telles que pour(x, y) dans

⋃

n∈ω Gr(fn) on ait
(u1(x), v1(y))∈

⋃

m∈ω Gr(gm) et∀ (x, y)∈(
⋂

n∈ωDfn
×T )∩

⋃

n∈ω Gr(fn) \ (
⋃

n∈ω Gr(fn)), on ait
l’appartenance dev1(y) àg[u1(x)] \ g[u1(x)].

On pose alorsu := u0⌈G(g) ◦ u1⌈G(f) ◦ φ0 et v := v0 ◦ v1⌈(F \ D) ◦ ψ0. Comme
u0⌈G(g) ◦ u1 et v0 ◦ v1 sont des homéomorphismes sur leurs images,u et v aussi. Si(x, y) ∈ B,
(φ0(x), ψ0(y)) ∈

⋃

n∈ω Gr(fn⌈G(f)) donc(u1[φ0(x)], v1[ψ0(y)]) ∈
⋃

m∈ω Gr(gm) et aussi

u1[φ0(x)] ∈ G(g) ⊆ G(k) ⊆ G(l).

Par suite, on a

v1[ψ0(y)] ∈ g[u1[φ0(x)]]
⊆ k[u1[φ0(x)]]
⊆ l[u1[φ0(x)]]
⊆ {hn,p(u1[φ0(x)]) / (n, p) ∈ ω2 etu1[φ0(x)] ∈ Dhn,p

}.

Donc(u(x), v(y)) ∈ A.
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Si (x, y) ∈ B \ B, (φ0(x), ψ0(y)) ∈
⋃

n∈ω Gr(fn⌈G(f)) \ (
⋃

n∈ωGr[fn⌈G(f)]), et comme
φ0(x) ∈ G(f) ⊆

⋂

n∈ωDfn
, (φ0(x), ψ0(y))∈

⋃

n∈ω Gr(fn)\(
⋃

n∈ω Gr(fn)). Par suite,v1[ψ0(y)] est
dansg[u1[φ0(x)]]\g[u1[φ0(x)]]. Commeu1[φ0(x)] est dansG(g), on a que(u1[φ0(x)], v1[ψ0(y)]) est
dansN , et donc quev1[ψ0(y)] appartient àl[u1[φ0(x)]] \ l[u1[φ0(x)]]. Donc(u1[φ0(x)], v1[ψ0(y)])
est dansM et (u(x), v(y)) /∈ A. �

En analysant cette démonstration, on obtient d’autres caractérisations des boréliens à coupes
dénombrables n’étant pas pot(Π0

2). Le corollaire qui suit est à rapprocher du théorème 2.11de [Le2].

Corollaire 8 SoientX et Y des espaces polonais, etA un boŕelien deX × Y dont les coupes
horizontales et verticales sont dénombrables. Les conditions suivantes sontéquivalentes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Π0
2).

(b) Il existe une situation ǵeńerale (Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) et i : Z → X, j : T → Y injectives

continues telles que pour toutx deG(g), on aitg[x] ∩ (i× j)−1(A)x = g[x].

(c) Il existe une situation d’arriv́ee (Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) et i : Z → X, j : T → Y injectives

continues telles que pour toutx deG(g), on aitg[x] ∩ (i× j)−1(A)x = g[x].

(d) Il existe une situation de départ(F, (fn,p)(n,p)∈ω2) etu : F→X, v : F → Y injectives continues
telles que

⋃

n∈ω

Gr(fn) ∩ (G(f) × F ) ∩ (u× v)−1(A) =
⋃

n∈ω

Gr(fn⌈G(f)).

Démonstration. Il suffit de relire la preuve du théorème 7. Pour l’équivalence de (a) et (d), on prend
u := u0⌈G(g) ◦ u1 et v := v0 ◦ v1. Pour l’équivalence de (a) avec (b) et (c), on prendi := u0 et
j := v0, de sorte quei etj correspondent simplement à un changement de topologie. Ces équivalences
viennent du fait que

⋃

m∈ω Gr(gm⌈G(g)) = {(x, y) ∈ G(g) × T / y ∈ g[x]} ∩ (i× j)−1(A). �

Corollaire 9 SoitΓ une classe de Wadge non stable par passage au complémentaire. Alors il existe
un boŕelienBΓ deωω × ωω et un ferḿeFΓ contenantBΓ, tels que pour tous espaces polonaisX et
Y , et pour tout boŕelienA deX × Y ayant ses coupes horizontales et verticales dénombrables, on a
l’ équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Γ).

(b) Il existe des fonctions continuesu : ωω → X etv : ωω → Y telles queFΓ ∩ (u× v)−1(A) = BΓ.

Démonstration.Si Γ = Π
0
2, on applique le théorème 7. SiΓ = Dξ(Σ

0
1) ou Ďξ(Σ

0
1), on applique les

théorèmes 3.5 et 3.6 de [Le3] et on utilise l’existence d’une rétraction continue deωω sur2ω. Sinon,
Γ contientΣ0

2, doncA est pot(Γ). Il suffit alors de prendreBΓ := (ωω × ωω) \ B
Π

0
2

etFΓ := BΓ,

puisqueB
Π

0
2
/∈ pot(Π0

2), par le théorème 7. �

Remarque.B
Π

0
2

étant réunion dénombrable de graphes de fonctions continues estΣ0
2 \ pot(Π0

2). Si

Γ ⊆ ∆
0
2 et Γ̌ est stable par intersection avec les fermés (c’est-à-dire siΓ = Dξ(Σ

0
1) avecξ impair

ou Γ = Ďξ(Σ
0
1) avecξ pair), on a aussiBΓ ∈ Γ̌ \ pot(Γ). En effet, on applique le théorème B à

A ∈ Γ̌ \ pot(Γ) (qui existe par le théorème 3.3 de [Le1]) pour voir queBΓ = Aξ \ Aξ ∈ Γ̌. On en
déduit queBΓ̌ = Aξ ∈ Dξ+1(Σ

0
1) si ξ est impair et queBΓ̌ ∈ Ďξ+1(Σ

0
1) si ξ est pair. On n’a pas

mieux en général (cf [Le3] pourξ = 1 : B
Π

0
1
∈ D2(Σ

0
1) \ pot(Ď2(Σ

0
1))).
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4 Une limite du résultat principal.

On peut observer un phénomène analogue à celui décrit dans la section 2.C de [Le3], c’est-à-
dire que dans le théorème 7, en supposant seulementA à coupes verticales dénombrables, on a une
incompatibilité avec l’existence des injectionsu etv.

Définition. Une suite(hs)s∈(ω\{0})<ω de fonctions partielles de2ω dans2ω est unebonne suite si

(a) Le domaineDhs
dehs est un ouvert dense de2ω.

(b) Les fonctionshs sont continues et ouvertes.

(c) Six ∈
⋂

s∈(ω\{0})<ω Dhs
et s ∈ (ω \ {0})<ω , lim

k→∞
hs⌢k(x) = hs(x).

(d) Sis, t ∈ (ω \ {0})<ω ets 6= t, {x ∈ Dhs
∩Dht

/ hs(x) 6= ht(x)} est dense dans2ω.

Exemple.SoitJ : ω<ω → ω l’injection définie dans la section 3. On pose

hs :















































2ω →2ω

x 7→







































ω →2

k 7→































x(J(s⌈i)q − J(s⌈i)
qi−1

− 1) si











k = J(s⌈i)
qi−1

q − 1

et

i=max{1≤j≤|s|/k≡−1 (J(s⌈j)
qj−1

)},

x(k) si ∀ 1 ≤ i ≤ |s| k 6≡ −1 (J(s⌈i)
qi−1

).

Alors (hs)s∈(ω\{0})<ω est une bonne suite. En effet, les conditions (a) et (b) sont clairement réalisées.

Le plus petit entiern tel quehs⌢k(x)(n) 6= hs(x)(n), s’il existe, est supérieur ou égal àJ(s⌢k)
q|s|

− 1,

qui tend vers l’infini aveck. D’où la condition (c). Soitu ∈ 2<ω ; on cherchex ∈ 2ω tel que
hs(u

⌢x) 6= ht(u
⌢x).

Ou bien on trouvem < min(|s|, |t|) tel ques(m) 6= t(m) et s⌈m = t⌈m, avec par exemple
s(m) < t(m). Posons alorskn := J(t⌈m+1)

qm
qnm+2 − 1. On a

hs(u
⌢x)(kn) = u⌢x(J(s⌈m+ 1)q

t(m)−s(m)−1
m qnm+2 −

J(s⌈m+1)
qm

− 1),

ht(u
⌢x)(kn) = u⌢x(J(t⌈m+ 1)qnm+2 −

J(t⌈m+1)
qm

− 1).

On choisitn ∈ ω tel que les numéros des coordonnées ci-dessus soient sup´erieurs à|u|. Une simpli-

fication parqs(m)
m montre que ces deux numéros sont différents. D’où l’existence dex.

Ou bien par exemples est un début strict det. Posonskn := J(t)
q|t|−1

qn|t|+1 − 1. On a

hs(u
⌢x)(kn) = u⌢x(J(s)q|s|−1q

t(|s|)+1
|s| ...q

t(|t|−2)+1
|t|−2 q

t(|t|−1)
|t|−1 qn|t|+1 −

J(s)
q|s|−1

− 1),

ht(u
⌢x)(kn) = u⌢x(J(t)qn|t|+1 −

J(t)
q|t|−1

− 1).

On conclut comme avant, avec simplification parq
s(|s|−1)
|s|−1 .
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Lemme 10 Soit(hs)s∈(ω\{0})<ω une bonne suite, etG unGδ dense de2ω inclus dans
⋂

s∈(ω\{0})<ω

Dhs
∩

⋂

s 6=t

{x ∈ Dhs
∩Dht

/ hs(x) 6= ht(x)}.

Alors
⋃

s∈(ω\{0})<ω Gr(hs⌈G) n’est pas pot(Gδ).

Démonstration.Elle est identique à celle du deuxième point de la preuve duthéorème 7. �

Lemme 11 Soit(hs)s∈(ω\{0})<ω une bonne suite. Alors il existe une bonne suite(ls)s∈(ω\{0})<ω , une
suite(Vs,t)(s,t)∈

⋃

n∈ω(ω\{0})n×(ω\{0})n+1 d’ouverts non vides de2ω et

φ :
⋃

n∈ω

(ω \ {0})n × (ω \ {0})n+1 → (ω \ {0})<ω

telles que

(a)Dls =
⋃

t∈ω|s|+1, disj. Vs,t etVs⌢m,t⌢n ⊆ Vs,t.

(b) Pour toutx deVs,t on als(x) = hφ(s,t)(x).

(c) La suiteφ(s, t) est un d́ebut strict deφ(s⌢m, t⌢n).

(d) On aDls⌢k
⊆ Dls ∩

⋂

j<kDls⌢j
et pour toutx dansDls⌢k

et touti ≤ |s|, ls⌢k(x) 6= ls⌈i(x).

(e) Pour toutx de Dls⌢k
on a d(ls⌢k(x), ls(x)) < ε(s⌢k, x), où ε(s⌢k, x) est par d́efinition

min[2−k, mini<|s|
1
4d(ls⌈i+1(x),ls⌈i(x)), minj<k

1
4d(ls⌢j(x),ls(x))].

Démonstration.On commence par poser

V∅,n := {x ∈ Dh∅ / x(n) = 1 et∀ p < n x(p) = 0}, φ(∅, n) := ∅.

Admettons avoir construitly poury débutants, et poury = s⌢j avecj < k. On va construirels⌢k.
Soit t ∈ ω|s|+1 et (xn) une suite dense de l’ensemble suivant :

Vs,t ∩Dls ∩
⋂

j<k

Dls⌢j
∩

⋂

w∈(ω\{0})<ω

Dhw
∩

⋂

u 6=v

{x ∈ Dhu
∩Dhv

/ hu(x) 6= hv(x)}.

Par hypothèse de récurrence, la fonctionε(s⌢k, .) : Dls ∩
⋂

j<kDls⌢j
→ R

∗
+ est définie et continue.

On peut donc trouver un voisinage ouvertV dex0 tel que pour toutx deV , on ait

ε(s⌢k, x) >
1

2
ε(s⌢k, x0).

Par ailleurs, la condition (c) d’une bonne suite fournitr0 ≥ k tel que

d(hφ(s,t)⌢r0(x0), hφ(s,t)(x0)) <
1

2
ε(s⌢k, x0).

Par continuité dehφ(s,t)⌢r0 ethφ(s,t), on trouve un voisinage ouvertW dex0 tel que pour toutx de
W , on aitd(hφ(s,t)⌢r0(x), hφ(s,t)(x)) <

1
2ε(s

⌢k, x0) etx soit dans l’ensemble suivant :

V ∩ Vs,t ∩Dls ∩
⋂

j<k

Dls⌢j
∩ {z ∈ Dhφ(s,t)⌢r0

/ ∀ i ≤ |s| hφ(s,t)⌢r0(z) 6= ls⌈i(z)}.
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On poseφ(s⌢k, t⌢0) := φ(s, t)⌢r0. On choisitVs⌢k,t⌢0 contenantx0 dansW tel que

Vs,t \ Vs⌢k,t⌢0 6= ∅.

Puis on recommence ceci en remplaçantx0 parxn, avecn minimal tel quexn /∈ Vs⌢k,t⌢0. Le choix
deVs⌢k,t⌢1 se fait dansVs,t \ Vs⌢k,t⌢0, avecxn ∈ Vs⌢k,t⌢1 et Vs,t \ Vs⌢k,t⌢0 ∪ Vs⌢k,t⌢1 6= ∅.
En itérant cette construction, on construitls⌢k, Vs⌢k,t⌢m et φ(s⌢k, t⌢m) vérifiant les propriétés
demandées. En effet, on aVs,t ⊆

⋃

m∈ω Vs⌢k,t⌢m, donc

⋃

t∈ω|s|+1

Vs,t ⊆
⋃

t∈ω|s|+1, m∈ω

Vs⌢k,t⌢m = Dls⌢k
.

La seule chose restant à vérifier est la condition (d) d’unebonne suite. Elle résultera immédiatement
du lemme qui suit. �

Lemme 12 Soit (ls)s∈(ω\{0})<ω une suite de fonctions partielles de2ω dans2ω vérifiant les condi-
tions (d) et (e) du lemme 11. Soients, t ∈ (ω \ {0})<ω et i < min (|s|, |t|) tel ques(i) < t(i) et
s⌈i = t⌈i. Alors pour toutx deDls ∩Dlt on a

d(ls(x), lt(x)) ≥
1

3
d(ls⌈i+1(x), ls⌈i(x)).

Démonstration.On a

d(ls⌈i+1(x), ls(x)) ≤ d(ls⌈i+1(x), ls⌈i+2(x)) + ...+ d(ls⌈|s|−1(x), ls(x))

≤ d(ls⌈i+1(x), ls⌈i+2(x))(1 + 1
4 + ...+ 1

4|s|−i−2 )

≤ 4
3d(ls⌈i+1(x), ls⌈i+2(x)) (si |s| ≥ i+ 2)

≤ 1
3d(ls⌈i+1(x), ls⌈i(x)) (même si|s| = i+ 1).

De même,d(lt⌈i+1(x), lt(x)) ≤
1
3d(lt⌈i+1(x), ls⌈i(x)), cars⌈i = t⌈i. Par ailleurs on a

d(lt⌈i+1(x), ls⌈i(x)) ≤
1
4d(ls⌈i⌢t(i)−1(x), ls⌈i(x)) ≤ ...

≤ 1
4t(i)−s(i) d(ls⌈i+1(x), ls⌈i(x))

≤ 1
4d(ls⌈i+1(x), ls⌈i(x)).

D’où
d(ls⌈i+1(x), lt⌈i+1(x)) ≥ d(ls⌈i+1(x), ls⌈i(x)) − d(lt⌈i+1(x), ls⌈i(x))

≥ 3
4d(ls⌈i+1(x), ls⌈i(x)).

On a aussid(lt⌈i+1(x), lt(x)) ≤
1
12d(ls⌈i+1(x), ls⌈i(x)). D’où

d(ls(x), lt(x)) ≥ d(ls⌈i+1(x), lt⌈i+1(x)) − d(ls⌈i+1(x), ls(x)) − d(lt⌈i+1(x), lt(x))

≥ d(ls⌈i+1(x), ls⌈i(x))(
3
4 − 1

3 − 1
12 )

≥ 1
3d(ls⌈i+1(x), ls⌈i(x)).

Ceci termine la preuve. �

Remarque.On a en fait montré que pour toutx deDls ∩Dlt , ls(x) 6= lt(x) si s 6= t.
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Lemme 13 Soit (ls)s∈(ω\{0})<ω une suite de fonctions partielles de2ω dans2ω vérifiant les condi-
tions du lemme 11. Soients ∈ (ω \ {0})<ω \ {∅}, u ∈ 2<ω etα ∈ Nu ∩

⋂

w∈(ω\{0})<ω Dlw . Alors il
existeε(s, u, α) > 0 et v(s, u, α) ∈ 2<ω tels queu ≺ v(s, u, α) ≺ α et pour toutt ∈ (ω \ {0})<ω ,
pour toutx ∈ Nv(s,u,α) ∩

⋂

w∈(ω\{0})<ω Dlw , on ait l’implication

d(ls(x), lt(x)) < ε(s, u, α) ⇒ s et t sont compatibles.

Démonstration. Posons, poury ∈ (ω \ {0})|s|, η(y, x) := d(ly(x), ls⌈|s|−1(x)). Alors la fonction
η(y, .) : Dly ∩ Dls⌈|s|−1

→ R
∗
+ est définie et continue, donc on peut trouverv(s, u, α) ∈ 2<ω telle

queu ≺ v(s, u, α) ≺ α et pour toutx ∈ Nv(s,u,α) ∩
⋂

w∈(ω\{0})<ω Dlw , on aitη(y, x) > 3
4η(y, α) et

ε(y, x) > 3
4ε(y, α), ceci poury ∈ (ω \ {0})|s| vérifiant

y = s ou (∃! i < |s| y(i) 6= s(i) et∃ i < |s| y(i) < s(i)).

NotonsY l’ensemble de ces suitesy. On poseε(s, u, α) := miny∈Y min(1
4η(y, α), ε(y, α)). Soient

t ∈ (ω \ {0})<ω et x ∈ Nv(s,u,α) ∩
⋂

w∈(ω\{0})<ω Dlw tels qued(ls(x), lt(x)) < ε(s, u, α). On
raisonne par l’absurde, ce qui fourniti < min(|s|, |t|) minimal tel ques(i) 6= t(i).

Ou biens(i)<t(i) ; par le lemme 12, on ad(ls(x), lt(x)) ≥ 1
3d(ls⌈i+1(x), ls⌈i(x)). Si |s| ≥ i+2,

on a doncd(ls(x), lt(x)) ≥ 4
3ε(s, x) > ε(s, α) ≥ ε(s, u, α). Si |s| = i+ 1, on a

d(ls(x), lt(x)) ≥
1

3
η(s, x) >

1

4
η(s, α) ≥ ε(s, u, α).

Dans tous les cas, on a une contradiction.

Ou bient(i)<s(i) ; par le lemme 12, on ad(ls(x), lt(x))≥ 1
3d(lt⌈i+1(x), lt⌈i(x)). Si |s|≥ i+2,

d(ls(x), lt(x))≥
4
3ε(s⌈i

⌢t(i)⌢s(i+1), x)>ε(s⌈i⌢t(i)⌢s(i+1), α)≥ε(s, u, α). Si |s|= i+1, on a
d(ls(x), lt(x)) ≥ 1

3η(s⌈i
⌢t(i), x) > 1

4η(s⌈i
⌢t(i), α) ≥ ε(s, u, α). Là encore, on a une contradic-

tion dans les deux cas. �

Lemme 14 Soit (ls)s∈(ω\{0})<ω la bonne suite fournie par le lemme 11, associéeà (hs)s∈(ω\{0})<ω

de l’exemple. Supposons quesi ∈ (ω \ {0})<ω , pour i ∈ 4, et queti ∈ (ω \ {0})|si|+1 vérifient les
conditions suivantes :

(a) ∅ 6= si≺ 6=si+1.

(b) ∅ 6= Dsi
⊆ Vsi,ti .

(c)Dsi+1 ⊆ Dsi
.

(d) Im(l′i+1) ⊆ Im(l′i), où l′i := lsi
⌈Dsi

.

Alors l′0 ou l′1 n’est pas injective.

Démonstration.Raisonnons par l’absurde. CommeDsi
⊆ Vsi,ti , on a, pour toutx deDsi

,

l′i(x) = lsi
(x) = hφ(si,ti)(x).
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CommeDsi+1 ⊆ Dsi
, on aDsi+1 ⊆ Vsi+1,ti+1 ∩ Vsi,ti , donc cette intersection est non vide.

CommeVs⌢m,t⌢n ⊆ Vs,t et si≺ 6=si+1, ti≺ 6=ti+1, par disjonction de(Vs,t)t∈ω|s|+1 . On a donc
φ(si, ti)≺ 6=φ(si+1, ti+1). Posons donc

ui := φ(si, ti), Dui
:= Dsi

, h′i := hui
⌈Dui

.

On a∅ 6= ui≺ 6=ui+1, ∅ 6= Dui
etDui+1 ⊆ Dui

. Les fonctionsh′i et l′i sont égales, donc

Im(h′i+1) ⊆ Im(h′i)

eth′0, h′1 sont injectives. De plus, on a, puisques2 6= s3, h′2(x) = ls2(x) 6= ls3(x) = h′3(x) pour tout
x deDu3 . Pour avoir la contradiction cherchée, il suffit donc de voir que pour toutx deDu3 , on a

h′0(h
′
1
−1

[h′2(x)]) = h′0(h
′
1
−1

[h′3(x)]).

PosonsHj := h′0 ◦ h′1
−1 ◦ h′j , pourj = 2, 3, et soitk ∈ ω.

1. Pour tout1 ≤ i ≤ |u0|, k 6≡ −1 (J(u0⌈i)
qi−1

).

On a alorsHj(x)(k) = h′1
−1[h′j(x)](k) = h′1(h

′
1
−1[h′j(x)])(k) car pour tout1 ≤ i ≤ |u1|,

k 6≡ −1 (J(u1⌈i)
qi−1

). D’oùHj(x)(k) = h′j(x)(k) = x(k) car pour tout1 ≤ i ≤ |uj |, k 6≡ −1 (
J(uj⌈i)
qi−1

).

2. Il existe1 ≤ i ≤ |u0| maximal tel quek ≡ −1 (J(u0⌈i)
qi−1

), etq tel quek = J(u0⌈i)
qi−1

q − 1.

2.1. L’entieri est maximal sous|u1| tel quek ≡ −1 (J(u1⌈i)
qi−1

).

On a alorsHj(x)(k) = h′1
−1[h′j(x)](J(u0⌈i)q −

J(u0⌈i)
qi−1

− 1)

= h′1(h
′
1
−1[h′j(x)])(k)

= h′j(x)(k)

= x(J(u0⌈i)q −
J(u0⌈i)
qi−1

− 1).

2.2. L’entierk est de la formeJ(u1⌈|u0|+1)
q|u0|

q′ − 1 (d’où q = q|u0|−1q
u1(|u0|)
|u0|

q′).

On a alorsHj(x)(k) = h′1
−1[h′j(x)](J(u0)q −

J(u0)
q|u0|−1

− 1). Si 1 ≤ l < |u1| et q′′ n’est pas

multiple deql−1q
u1(l)
l , on aJ(u0)q − J(u0)

q|u0|−1
− 1 6= J(u1⌈l)q

′′ − J(u1⌈l)
ql−1

− 1 (on simplifie par

q
u0(|u0|−1)
|u0|−1 si l > |u0|, et parqu0(l−1)

l−1 si l < |u0| ; si l = |u0|, on obtientq′′ = q = q|u0|−1q
u1(|u0|)
|u0|

q′,

ce qui est exclus). De même, on a pour toutq′′ queJ(u0)q −
J(u0)
q|u0|−1

− 1 6= J(u1)q
′′ − J(u1)

q|u1|−1
− 1.

Par ailleurs,J(u0)q −
J(u0)
q|u0|−1

− 1 = J(u1⌈|u0|)
q|u0|−1

(q|u0|−1q − 1)−1 ; comme la fonctionh′1 est injective,

la coordonnée numéroJ(u0)q −
J(u0)
q|u0|−1

− 1 est constante surDs1 , d’oùH2(x) = H3(x). �
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Théorème 15 Le th́eor̀eme 7 devient faux si on suppose seulementA à coupes verticales dénombra-
bles.

Démonstration. On raisonne par l’absurde, ce qui fournit un borélienB1. AvecA = B, on voit que
B1 a ses coupes horizontales et verticales dénombrables. Avec A = B1, on voit queB1 /∈ pot(Gδ).
Par le corollaire 8, on obtient une situation d’arrivée(Z, T, (gm,p)(m,p)∈ω2) et des injections conti-

nuesi : Z → ωω, j : T → ωω telles que pour toutx dansG(g) on aitg[x] ∩ (i× j)−1(B1)x = g[x].
Par le théorème 1, on trouve des injections continuesũ : F → G(g) et ṽ : F → T telles que pour tout
(x, y) ∈

⋃

n∈ω Gr(fn), on aitṽ(y) ∈ g[ũ(x)], et pour

(x, y) ∈ (
⋂

n∈ω

Dfn
× F )∩

⋃

n∈ω

Gr(fn) \ (
⋃

n∈ω

Gr(fn)),

on ait ṽ(y) ∈ g[ũ(x)] \ g[ũ(x)]. Soit(ls)s∈(ω\{0})<ω la bonne suite fournie par le lemme 11 appliqué
à la suite(hs)s∈(ω\{0})<ω de l’exemple. En appliquant le lemme 10 à la bonne suite(ls)s∈(ω\{0})<ω

et àG :=
⋂

s∈(ω\{0})<ω Dls , on voit queA :=
⋃

s∈(ω\{0})<ω Gr(ls⌈G) /∈ pot(Gδ). Par suite, on peut

trouver des injections continuesu : ωω → G et v : ωω → 2ω telles queB1 ∩ (u× v)−1(A) = B1.
PosonsU :=u ◦ i ◦ ũ etV :=v ◦ j ◦ ṽ ; U etV sont des homéomorphismes sur leurs images (incluses
respectivement dansG et2ω) et si(x, y) ∈

⋃

n∈ω Gr(fn), on a(U(x), V (y)) ∈ A. De plus, on a

⋃

n∈ω

Gr(fn⌈G(f)) ∩ (U⌈G(f) × V )−1(A) =
⋃

n∈ω

Gr(fn⌈G(f)).

• Nous allons montrer un résultat intermédiaire. Soient(s, t) ∈
⋃

n∈ω ω
n × ωn+1, X un ouvert

non vide deDfs,t
, et s̃, t̃ ∈ (ω \ {0})<ω \ {∅} telle que pour toutx ∈ X, U(x) ∈ Vs̃,t̃ et

(U(x), V (fs,t(x))) ∈ Gr(ls̃). Alors on peut trouver un ouvert non videY deX, des entiersm et
n, et s̃′, t̃′ ∈ (ω \ {0})<ω tels que

(a) La suitẽs est un début strict dẽs′.

(b) L’ouvertY est inclus dansDfs⌢m,t⌢n
.

(c) Pour toutx deY , U(x) ∈ Vs̃′,t̃′ et (U(x), V (fs⌢m,t⌢n(x))) ∈ Gr(ls̃′).

(d) L’ensemblels̃′ [U [Y ]] est inclus dansls̃[U [X]].

SoitO (respectivementP ) un ouvert deDls̃ (respectivement2ω) tel queU [X]=U [F ]∩O (respec-
tivementV [fs,t[X]] = V [F ] ∩ P ). Fixonsα ∈ U [X ∩G(f)], u′ ∈ 2<ω tel queα ∈ Nu′ ⊆ O, et, en
utilisant le lemme 13,

W := {(x, y) ∈ Nv(s̃,u′,α) × P / ∀ i < |s̃| y 6= ls̃⌈i(x) etd(y, ls̃(x)) < ε(s̃, u′, α)}.

Alors W est ouvert de2ω × 2ω. CommeU−1(α) ∈ G(f), fs⌢m(U−1(α)) tend versfs(U−1(α))
quandm tend vers l’infini. CommeU−1(α) ∈ X ∩ U−1(Nv(s̃,u′,α)), on peut trouver un entier
m tel que(U−1(α), fs⌢m(U−1(α))) ∈ (U × V )−1(W ). On peut trouvert′ ∈ ω|t| et n ∈ ω tels
quefs⌢m(U−1(α)) = fs⌢m,t′⌢n(U

−1(α)). CommeU−1(α) ∈ Dfs⌢m,t′⌢n
⊆ Dfs,t′

, on at′ = t

puisqueU−1(α) ∈ Dfs,t
. Posons

Q := {x ∈ X ∩ U−1(Nv(s̃,u′,α)) ∩Dfs⌢m,t⌢n
/ (U(x), V (fs⌢m,t⌢n(x))) ∈W}.
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Alors Q ⊆
⋃

w∈(ω\{0})<ω{x ∈ Q / (U(x), V (fs⌢m,t⌢n(x))) ∈ Gr(lw)}. Par le théorème de
Baire, on peut donc trouver un ouvert non videY deQ et s̃′ ∈ (ω \{0})<ω tels que pour toutx deY ,
(U(x), V (fs⌢m,t⌢n(x))) ∈ Gr(ls̃′). Par le théorème de Baire encore, on peut supposer qu’il existe
t̃′ ∈ (ω \ {0})|s̃

′|+1 telle que pour toutx deY , U(x) ∈ Vs̃′,t̃′ .

Les conditions (b) et (c) sont clairement vérifiées. Six est dansY , on a l’égalité

ls̃′(U(x)) = V (fs⌢m,t⌢n(x)).

Commex est dansQ, (U(x), V (fs⌢m,t⌢n(x))) est dansW , doncV (fs⌢m,t⌢n(x))∈V [fs,t[X]].
Donc on trouvey ∈ X tel queV (fs⌢m,t⌢n(x))= ls̃(U(y)). D’où la condition (d). De plus,
V (fs⌢m,t⌢n(x)) 6= ls̃⌈i(U(x)) si i < |s̃|, et on a égalementd(ls̃(U(x)), ls̃′(U(x))) < ε(s̃, u′, α).
Donc s̃ est un début dẽs′ puisqueU(x) ∈ Nv(s̃,u′,α) ∩G. Si s̃ = s̃′, on a successivement

V (fs⌢m,t⌢n(x)) = ls̃′(U(x)) = ls̃(U(x)) = V (fs,t(x)),

d’où l’égalitéfs⌢m,t⌢n(x) = fs,t(x), qui est absurde.

• Revenons à la preuve du théorème. On peut trouver(c, d) ∈
⋃

n∈ω ω
n × ωn+1 et un ouvert non

videR deDfc,d
tels que pour toutx deR on ait(U(x), V (fc,d(x))) /∈ Gr(l∅). Sinon

H :=
⋂

n∈ω

{x ∈ G(f) / (U(x), V (fn(x))) ∈ Gr(l∅)}

seraitGδ dense deF et on aurait
⋃

n∈ω Gr(fn⌈H) =
⋃

n∈ω Gr(fn⌈H) ∩ (U⌈H × V )−1(Gr(l∅⌈G)),
donc

⋃

n∈ω Gr(fn⌈H) serait pot(Π0
1) non pot(Π0

2), ce qui est absurde.

On a l’inclusion

R ⊆
⋃

w∈(ω\{0})<ω

{x ∈ R / (U(x), V (fc,d(x))) ∈ Gr(lw)}.

Par le théorème de Baire comme ci-dessus, on trouve un ouvert non videX de R et s̃, t̃ dans
(ω \ {0})<ω \ {∅} tels que pour toutx deX, on aitU(x) ∈ Vs̃,t̃ et (U(x), V (fc,d(x))) ∈ Gr(ls̃).
On applique le point précédent àc, d, etX, ce qui fournitY0, m0, n0, et s0, t0. On applique en-
suite le point précédent àc⌢m0, d⌢n0 et Y0, ce qui fournitY1, m1, n1, et s1, t1. On applique
ensuite le point précédent àc⌢m⌢

0 m1, d⌢n⌢0 n1 et Y1, ce qui fournitY2, m2, n2, et s2, t2. On
applique enfin le point précédent àc⌢m⌢

0 m
⌢
1 m2, d⌢n⌢0 n

⌢
1 n2 etY2, ce qui fournitY3, m3, n3, et

s3, t3. On a s̃ ≺ 6= s0 et si ≺ 6= si+1 si i ∈ 2, donc lessi sont non vides. PosonsDsi
:= U [Yi].

Avec les notations du lemme 14, on a Im(l′i+1) = lsi+1[U [Yi+1]] ⊆ lsi
[U [Yi]] = Im(l′i). Pour tout

x de Yi, on aV (fm⌢
0 ...⌢mi,0⌢n⌢

0 ...⌢ni
(x)) = lsi

(U(x)). Par suite, siy = U(x) et y′ = U(x′)
avecx, x′ ∈ Yi, l′i(y) = l′i(y

′) entraı̂ne successivement queV (fm⌢
0 ...⌢mi,0⌢n⌢

0 ...⌢ni
(x)) vaut

V (fm⌢
0 ...⌢mi,0⌢n⌢

0 ...⌢ni
(x′)), quefm⌢

0 ...⌢mi,0⌢n⌢
0 ...⌢ni

(x) = fm⌢
0 ...⌢mi,0⌢n⌢

0 ...⌢ni
(x′), puis que

x = x′ ety = y′. D’où l’injectivité del′i. Le lemme 14 peut donc s’appliquer et donne la contradiction
cherchée. �
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