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Testsa la Hurewicz dans le plan.

Dominique LECOMTE
Fund. Math.156 (1998), 131-165

Résumé. Nous donnons, pour une certaine catégorie de boréliams pfoduit de deux espaces polonais, comprenant
les boréliens a coupes dénombrables, une caracténisa type “test d’Hurewicz” de ceux ne pouvant pas étralusn
difference transfinie d'ouverts par changement des deanidgies polonaises.

1 Introduction.

Ces travaux se situent dans le cadre de la théorie deserigs ensembles. Je renvoie le lecteur
a [Ku] (resp. [Mo]) pour les notions de base de théorie dpsee classique (resp. effective). Rap-
pelons que dans le cas des espaces polonais de dimensidmé&alahie de Baire des boréliens est
construite en alternant les opérations de réunion déeralote et de passage au complémentaire, en
partant des ouverts-fermés, ce de maniere transfinie. dorsala hiérarchie suivante :

>0 =ouverts ) =F, .. X0
1) = fermés 119 = G5 ... 1Y,

On s'intéresse ici a une hiérarchie analogue a celle @leeBsauf qu’'au lieu de partir des ouverts-
fermés d’'un espace polonais de dimension 0, on part desiiggate deux boréliens, chacun d’entre
eux étant inclus dans un espace polonais. L'analogie digpies claire quand on sait qu’étant donnés
un espace polonai& et un borélienA de X, on peut trouver une topologie polonaise plus fine que
la topologie initiale sutX (topologie ayant donc les mémes boréliens), de dimerGiah qui rende

A ouvert-fermé. Pour notre probleme, le fait de travaillans les espaces de dimension 0 n’est donc
pas une restriction réelle. La définition qui suit apjiaa#ors naturelle :

Définition. SoientX etY des espaces polonais, dtun bolien deX x Y. SiT est une classe
de Baire, on dira qued estpotentiellement dans T' (ce qu’on noterad € pot(I')) s'il existe des
topologies polonaises de dimensiorvOsur X) et (surY’), plus fines que les topologies initiales,
telles queA, consicré comme partie deX, o) x (Y, 7), soit dansl".

La motivation pour I'étude de ces classes de Baire potgi¢rouve son origine dans I'étude
des relations d’équivalence boréliennes, et plus peasent dans I'eétude du pré-ordre suivant sur la
collection des relations d'équivalence boréliennginiés sur un espace polonais :

E<F <& 3fborelienneE = (f x f)"(F).

A l'aide de la notion de classe de Baire potentielle, A. Lauwvenontre dans [Lo3] que la collec-
tion des relations d'équivalencﬁg n'est pas co-finale, et il en déduit qu'il n’existe pas datieh
maximum pour<.



Pour déterminer la complexité exacte d'un borélien, straenené a montrer qu'il n'est pas d'une
classe de Baire donnée - ce qui est généralement beaphmuifficile que de montrer qu'il est d’'une
autre classe de Baire. Le théoreme d'Hurewicz, rappetiessous, donne une condition nécessaire
et suffisante pour la classe d&s (cf [SR]).

Théoreme.SoientX un espace polonais, et un boelien deX. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(@) Le boklien A n'est pasI).
(b) Il existeu : 2¥ — X injective continue telle que'(A) = {a € 2% /3 n Vm >n a(m) = 0}.

Ce théoreme a été généralisé aux autres classeside@aA. Louveau et J. Saint Raymond (cf
[Lo-SR]). On cherche & établir des résultats analogueth@réme d’Hurewicz pour les classes de
Baire potentielles. Dans la premiere partie, nous no@ésesseront a la caractérisation des ensembles
potentiellement fermés ; nous démontrons le

Theoreme.ll existe un boelien A; de2“ x 2 tel que pour tous espaces polonaisetY’, et pour tout
borélien A de X x Y qui est pofX?) et po(II3), on a I'equivalence entre les conditions suivantes :

(@) Le boklien A n'est pas paff1?).
(b) Il existe des fonctions continues 2 — X etv : 2* — Y telles qued; N (u x v)~}(A) = Aj.

Rappelons que les boréliens a coupes verticales (oudmaites) denombrables sont (6f)
(cf [Lo1]), donc vérifient I'hypotheése de ce theoréméedt a noter qu’'on ne peut pas espérer une
réduction sur tout le produit, c’est a dire qu’on ne peut @eoir(u x v) ~!(A) = A; dans la condition
(b) (cf [Lel], Cor. 4.14.(b)). Nous montrerons égalemeimpossibilite d'avoir l'injectivité des
fonctionsu etv de réduction, ce qui constitue une autre difference avéitdoreme d’Hurewicz.

Dans la seconde partie, nous étendrons ce théoremeuttedaclasses, qui s’introduisent na-
turellement a partir du theoreme d’Hurewicz. En effet,tbéoréme montre entre autres l'intérét
des réductions par des fonctions continues pour la consparale la complexité des boréliens. La
définition suivante apparait alors naturelle :

Définition. SoitT" une classe de parties d'espaces polonais de dimension O.it@uell" est une

classe de Wadge S'il existe un espace polonai, de dimension 0, et un belien A, de P, tels que

pour tout espace polonai8 de dimension 0 et pour toute partiede P, A est dand” si et seulement
s'il existe une fonction continug de P dansP, telle queA = f~1(Ay).

On peut démontrer que la hiérarchie de Wadge affine celBaite. L'utilité de considérer les
espaces de dimension 0 apparait ici : il faut assurer texie de suffisamment de fonctions con-
tinues. En effet, les seules fonctions continueRdéans2® sont les fonctions constantes ! Iy a
eu des travaux, notamment de A. Louveau et J. Saint Rayméifido@]), pour décrire la hiérarchie
de Wadge en termes d’opérations ensemblistes, comme adnisrarchie de Baire. Ceci améne a
considérer de nouveaux ensembles.



Par exemple, st est un ordinal dénombrable €4,), . une suite croissante d’'ouverts d'un
espace polonaiX’, on note

D((Ap)y<e) =qxe X /An<E z € Ay (U Ap) etn n'a pas la méme parité qye, .
0<n

On noteD¢(X?) la classe des ensembles de la forMgA4,),<¢). On peut montrer que les seules
classes de Wadge non stables par passage au complémeatd@aues danA§ = X9 N ITY sont
les D¢ (£9) et D¢(X9). On obtient alors la hiérarchie suivante :

)={0} Di(X9) =ouverts ... D,(Z
) Dy(29) =fermés ... D, (=

b=
1) e H2

On peut définir sans probléme les ensembles potentiatiefMeou I' est une classe de Wadge, en
utilisant la méme définition que précédemment. Nousdal&rons le

Théoreme.Soit£ un ordinal cEnombrable.

(1) Si¢ est pair, il existe un balien A¢ de 2¥ x 2“ tel que pour tous espaces polonaiset Y, et
pour tout boklien A de X x Y qui est potx$) et po(II3), on a I'equivalence entre les conditions
suivantes :

(a) Le boklien A n'est pas patDe (X9)).

(b) Il existe des fonctions continues 2¢ — X etv : 2 — Y telles qued; N (u x v) "1 (A4) = Ag.

(2) Si¢ est impair, il existe un ba@lien A de2¥ x 2¢ tel que pour tous espaces polonaisetY’, et
pour tout boklien A de X x Y qui est potx$) et po(I13), on a I'equivalence entre les conditions
suivantes :

(a) Le boklien A n’est pas patDe (29)).

(b) Il existe des fonctions continues 2¢ — X etv : 2¥ — Y telles qued; N (u x v) "1 (A4) = Ag.

Questions.(a) Un premier probleme ouvert est de savoir si on peut smgprl’hypothese A est
pot(X9) et po(I13)” dans ce théoréme.

(b) Un deuxieme probleme ouvert est le suivant. Comme Hausns mentionné avant, les seules
classes de Wadge non stables par passage au complémeotd@eues danAj sont Ieng(E?) et
D¢(=9). Les boréliens a coupes denombrables étar{®pt la caractérisation de ces boréliens en
termes de “tests a la Hurewicz” est donc compléte, a éption de ceux qui ne sont pas (). La
guestion est donc de savoir si la conjecture suivante eist vra

Conjecture. Il existe un boglien B de2¥ x 2¢, tel que pour tous espaces polonaisetY, et pour
tout borelien A de X x Y a coupes @nombrables, on a&quivalence entre les conditions suivantes :

(@) Le boklien A n'est pas pdffI9).
(b) Il existe des fonctions continues 2 — X etv : 2¢ — Y telles queB N (u x v)~!(A) = B.



2 Un test pour les ensembles non potentiellement feras.
(A) La construction de base.

Nous montrons un premier résultat qui n'est pas tout alfaitaractérisation des ensembles
non potentiellement fermés annoncée dans l'introdocti®a démonstration est plus importante que
I'énoncé lui-méme, et fournit une construction qui saffanée plus tard, de 3 maniéres differentes :

- Pour établir la caractérisation des ensembles non fielement fermeés.
- Pour montrer I'impossibilité de I'injectivité de ladaction.
- Pour établir la caractérisation des ensembles non pelement difféerence transfinie d’ouverts.

Pour énoncer et établir ce résultat, il nous faut du volzate :

Définition 2.1 Soient(G),) une suite de ferés etG un ferné d’'un espace topologiqu&. On dit

que(Gy,) converge vers G siG =, c, Gn \ (Unew Gn)-

necw - N

L'idée est la suivante : comment tester si une pa#tid’'un espace métrique est fermée ? Une
réeponse est quél n'est pas fermé si et seulement s'il existe une s(itg) d’éléments ded con-
vergeant vers un point hors deA. On a alors, avec la définition précédente, ¢e,}) converge
vers{z}. On ne peut pas prendre ce test pour caractériser les elesenan potentiellement fermés,
puisque le singletofz} peut étre rendu ouvert-fermé. Cependant, on peut rereague siX est un
espace polonais etune topologie polonaise plus fine skit il existe unGs dense deX sur lequel les
deux topologies coincident. L'idée est donc de rempleeesingletons par des ensembles rencontrant
tout produit de deuxXzs denses. Un exemple de tels ensembles est le graphe d’urimfocontinue
et ouverte de domaine et d'image ouverts-fermés non vidass la suite, le&:,, et G seront de tels
graphes. Les notations et définitions qui suivent pagatsslors naturelles, avec le rappel qui suit.

Notation. SoientA, B, Z etT des ensembleg,: A — B une fonction. La notatiol=(g) désignera
le graphe Gfg) degsiA x BC Z xT,et{(z,t) € ZxT / (t,z) €Gr(g)} siAx BCT x Z.
On adond=(g) C Z x T dans les deux cas.

Définition 2.2 On dit que(Z, T, g, (g,)) est unesituation générale Si
(a) Z etT sont des espaces polonais parfaits de dimeng8ion

(b) g etg,, sont des fonctions continues et ouvertes de domaine ofera#-non vide de&Z et d'image
ouverte-ferrde deT’, ou de domaine ouvert-feBmon vide d€” et d'image ouverte-ferée deZ.

(c) La suite(G(gy,)) converge verss(g).
Il est demontré le théoreme suivant dans [Le2] (cf théw 2.3) :

Théoréme 2.3 SoientX etY des espaces polonaid, un boilien potX9) et po(I13) de X x Y.
Les conditions suivantes saquivalentes :

(@) Le boglien A n’est pas pdff1y).
(b) Il existe une situation&rérale(Z, T, g, (9, )) etdes injections continues: Z — Xetv : T — Y
telles quelJ,,,, G(gn) N (u x v) " (A) = U,,e,, G(gn)-



Dans ce résultat, la situation générée 7, g, (g, )) dépend ded, méme si elle est toujours du
méme type. Dans le résultat gu'on cherche a obtenir, mrtndans l'introduction, le borélied;
est indépendant dd. On cherche donc essentiellement a obtenir un théorémerdersion de
quantificateurs, c'est-a-dire une version uniforme deptkme précédent. Aprés ce rappel, il nous
faut encore du vocabulaire.

Définition 2.4 On dit que(Z, (g,,)) est uneonne situation Si
(a) Z est un ferrd parfait non vide de,“.

(b) g, est un horaomorphisme de domaine et d'image ouverts-gseZ. De plus,a <|ay gn ()
Sia € Dy, .

(c) La suite(Gr(gy,)) converge vers la diagonald (7).

Notations. Soit Z C w*. On noteN, I'ouvert-fermé de base dg associé & € w<¥ :
Ny:={aeZ/s=<a}.

e Soit(Z, (f»)) une bonne situationyy := Idz etR la relation sutw < definie comme suit :

sRt & |s|=|t|]et(Ns x Ny) N (Gr(f@) U U Gr(fn)> # 0.

new

e Sis R t, on pose
m(s,t):==min{m ew /Fw e {I}Uw |w|=m et (N5 x Ny) NGr(fy,) # 0},

n(s,t) :=min{n € w / s[n Rt[n et m(s,t) =m(s[n,t[n)}.
eOnposes7t < sRt outRs. Ondraque € (w<v)<«\ {0} est une7-chaine si
Vi<le| =1 ¢c(i)T c(i+1).

e On définit€ comme étant la relation d’eéquivalence engendréeipar

s€&t < Jc T-chainec(0) =s et ¢(|¢] — 1) =t.

Définition 2.5 On dit que(Z, (f,,)) est uneres bonne situation Si

(@) (Z, (fn)) est une bonne situation.

(b) Sic est uneT -chdne telle quec| > 3, ¢(0) = ¢(|c| — 1), ete(i) # c(i + 1) sii < |¢| — 1, alors
il existe: < |¢| — 2 tel quec(i) = c(i + 2).

Théoreme 2.6 Soient(Z, (g,,)) une bonne situation &t (f,,)) une tes bonne situation. On sup-
pose que les classesédjuivalence de la relatiof assoceea (w*, (f,)) sont finies. Alors il existe
une fonction continue : w* — Z telle que

Jertn o (Y er) - Ut

new new new



Démonstration. On va construire

- Une suite(Us ) se,<w d’ouverts-fermés non vides dée.
- Une fonction® : {(s,t) € v x w<¥ / [s| = |t|} — {0} Uw.

On notera, sk R t, w(s,t) := ®(s[n(s,t),t[n(s,t)). On demande a ces objets de vérifier

(Z) Us’“z’ Q US
(i1) 0(Ug~;) < 2715171

lw(s,t)| = m(s,t)
(i) s Rt = { U= Gw(s,t) [Us]

e Admettons ceci réalisé. Saitdansw®”. Comme pouy > 0, 6(U,(,) < 279, (Uypq)q €St Une suite
décroissante de fermés non vides dont les diameétreenierndrs). On peut donc définit : w* — Z
par laformule{u(a)} = (e, Uafy, €tu st continue. Montrons que @i, 3) estdang J,, ., Gr(f»),
alors(u(a),u(3)) estdang J,,., Gr(g,). Soitdoncn entier tel qugc, 3) € Gr(f,) ; on peut trouver
un entier natureing tel que(Nyrp, X Ngrm,) N GI(fy) = 0. Alors sim > mg, onaa[m R 3[m et
on ales égalitésm(a[m, 5[m) = m(a[mg, 3[my) = 1. Posonsy := n(a[mg, f[mg). Sip > no,
on am(a[p, B[p) = m(alno, 3[no) etn(afp, 8[p) = n(afno, 3[ng) = ng. Posonss := a[ng et
t := B[ng. Par (iii), |2 (s,t)| = m(s,t) = m(a[mg, B[mo) = 1. Ona

g@(s,t)(u(a)) € g@(s,t)[ ﬂ Uoz]—n] - ﬂ 9o (s,t) [Uafn] = ﬂ Uﬁl—n = {u(ﬁ)}

n>ng n>ng n>ng

Dot (u(a),u()) € GHga(s,p))- Si(a, 8) € Upew CMfa)\ (Unew Gr(fn)), o = S etu(a) = u(f).
Done (u(a), u(B)) ¢ Une, GHgn)-

e Montrons donc que la construction est possible. On godel) := 0 et Uy := Z. Admettons
avoir construitls et ®(s, t) pour|s|, |t| < p vérifiant (i)-(iii), et soients € w? eti € w. Posons

d:{é’(s“i)xg(s“i)ﬁw . )
(x,y) — min{|c| =1 /¢ T-chainec(0) =z et ¢(|c| — 1) =y}

Sik € w, on poseHy, := {z € £(s7i) / d(z,s7i) = k}. Alors Hy, et le nombre dg€{;, non vides
sont finis, puisque les classes d'équivalence d®nt supposées finies. De plu$, est non vide si
Hj.1 I'est, donc on peut trouvertel queH,, ...,H, soient non vides ell;; soit vide sik > ¢. Posons

Uneg (k) % {1, omi} —
Hy = {201y - Zp) ) @ {(kljff)l = (Bickpi) +

Onadonc Inf¢) = {1,....,po,po + 1,....,00 + P1,-.s00 + .. + Pg—1 + 1, ..., po + ... +Dg}-

On va construire par récurrence sue {1,...,po + ... + pq}, et pourk € {1,...,n}, des ouverts-
fermés non V|de:§f%_ o deZ. Sizy-1(y) R 24-1(y, On notew(k, ) := w(z4-1(ks 26-11))-

¢



On demande aux ouverts-fermés de veérifier
WU € Unpmrg o
(2) 5(UZ”¢_1(M) < 9-p-1
(3) Sik,l € {1,...,n} etzy-14) R z4-1(, alors
— lw(k, )] = m(2¢-1(k), 26-1(1))

n n ]

-U = Guw(k,l) [U

jfwl(z) Zo—1(k)
n—+ C n H
4) UZ¢_1(k) C U%—l(k) sike{l,....,n}

Admettons cette construction effectuée. Il restera &pasz, 2’ € £(s7i), U, == U§°+'“+pq, et si
®(z,2') n'est pas encore défini, on pos@réz, 2’) := ®(z[p,z'[p). Ona

_ po+...+pq
U%*luc) - U%*lue) cU.

o=1(w) [P0

La condition (i) est donc réalisée pour toute suitefde¢). La condition (2) entrainera de méme
que (i) est réalisée pour toute suite 8s4). Pour (iii), il suffit de remarquer que $iR ¢, 5 ett
sont dans la mémé-classe, et (3) donne le résultat.

e Montrons donc que cette nouvelle construction est possiBien = 1, ¢~!(n) vaut (0,1) et
Z4-1(n) = s @ ; on choisit pourUZl(0 ,un ouvert-fermé non vide dé,, de diameétre au plug >,

Admettons avoir construit les suites finiﬁ%il(l), U;;jll(l), ...,U%jll( L verifiant (1)-(4),
ce qui est fait poun = 2. La suitezy-1,,) est dans 4-1,)),, donc on peut trouver urt- chainec

telle quec(0) = s7i, c(|e] — 1) = z4-1(,) €t]c| — 1 = (¢ '(n))o. Commepy = 1, (¢~ *(n))o > 1,
doncle| > 2 ete(lc] —2) € Hig-1(n)),-1 ; Par le choix dep, on peut trouvern < n tel que
C(|C| — 2) = Zg=1(m)- D’ou Z¢=1(n) T Z¢p=1(m)- Notons

_ {n(%l(nw%l(m)) S 2-1(n) R 2-1(m).
n(Z¢—1(m),Z¢—1(n)) SI Z¢=1(m) R Zp=1(n)-

Caslo<p+1.
1.1 Z(b—l(m) R Z¢>_1(n)'
La suitew(m,n) = ®(z4-1(m) [0, 24-1(»)[0) @ déja eté définie et on a
Uz sty = Gutmm) Uzt oy, )

1

De sorte que (1), (2), et (3) pokr= [ = n sont réalisées.

On choisit, dangy,,(m,n) [U;;*_l )], un ouvert-fermé non vidé/’%_ : de diametre au plug—r—!,

L

On définit ensuite Ieéf%_l(q) pourl < g < n, par récurrence sul(zy-1(q), 24-1(n)) : ON choisit
une 7-chainee de longueur minimale telle qug0) = z,-1,) ete(le] — 1) = z4-1(,). Comme
le] > 2, Uy @ éteé défini et il y a 2 cas. Soitentier compris entré etn tel quee(l) = z4-1(,).
Un tel r existe car la condition (b) de la définition d'une tres besituation entraine 'unicité d’'une
T-chaine sans termes consécutifs identiques allant duite a une autre ; cettE-chaine est donc
de longueur minimale, et la définition demontre I'existence de.



1'1'1'Z¢*1(r) R Z¢—1(q) .

On pose
21 = IwerlUz )
1.1.2.24-1(9) R 24-1(r)-
On pose
%-1@) = g;(lw)(U%—l(r))'

Montrons que ces définitions sont licites. On(a) = Zp=1(r)s oul <r <n. Silecasr = n se
produit, COMME -1,y €L 24-1() SONt dan€ (s 1), 'unicité de la7 -chaine sans termes consécutifs
identiques allant de™i az,-1(,) montre que; = m.

On en déduit que si = n, on est dans le cas 1.1.2 puisqu’on ne peut pas ayoir, R e(1)
ete(1) R z4-1(4), Ces deux suites étant differentes par minimalité deriglieur dev (si s R t,ona
ques <|ex t, par définition d’une trés bonne situation).

Dans le cas 1.1.1, onria< n et U;Z;ll( ) = u(ra) [U;Z;ll( )], doncU;;f
q T
i n—1 i n c pyn-1 & n _ P2 i
non vide de[]z¢,1(q)1 pwsqueU%ilm = U%ilm. De memeUZWl(q) est un. ouvert-fermé non \./Ide
de U;::_ll dans le cas 1.1.2, < n. Sir = n, ¢ = m et la méme conclusion vaut, par le choix de
q
ur - D’ou la condition (4). Les conditions (1) et (2) pokir= ¢ en découlent.

Fo=1(n

1o est un ouvert-fermé
q

Vérifions (3). Soient doné,! < n tels quezy-1(;) R z4-1(;), €te (resp. €) la 7-chaine ayant
servi a définirU%il(k) (resp. U;;flm). Onaé(le] — 1) = é(le] = 1) = z4-1(n)- Silc| = [¢] = 1,
k =1 = net(3) aété vérifie. Plus généralementk sk [, (3) est vérifie. Si¢c| = 1 etle] = 2, la
liaison entrezy-1(;) et z,-1(;) @ déja été prise en compte, par minimalite des longueDe méme
si|¢| = 2etle] = 1. Si|¢| et|é] sont au moins égaux a 2, par unicité deflechaine sans termes
consécutifs identiques allant d’'une suite a une autre, quec(1) = €(0) ou¢(0) = é(1). La encore,
la liaison a été prise en compte. La condition (3) est déatisée.

12 Z(b*l(n) R qu*l(m)-

Ce cas est analogue au précédent (Ulgdgl(m) oy = Juw(nm) [U%—l(n) “7], on choisitU;;_l(n) dans
g;(ln,m)(U%j(m)), et seul le cas 1.2.1 est possible sk n).
Cas2.0=p+1.
2.1. z4-1(m) R 2¢-1(n)-

Soitw € {§} Uwtelque(N;, _, = x N _, - )N0GI(fy)# 0. Onpeut supposer que

[wl = m(z5-1(m) 1> 261 mfp) = Os

etw =0, 2p-1(m)[p = 2-1(n)[p- COMMeE Ggg) = U,,c,, Gr(gn) \ (U,c., Gr(gn)), ON peut trouver
t € w minimal tel que(U?~!  x Ur—! )N Grlg) # 0, eton alt| = m(zy-1(m), Zp-1(n)) = 1.

Zp—1(m) Zo—1(m

On pose alor®(2y-1(,n; 26-1(n)) = t-



On a alors qu@,,m[Ur 1 Ng.’ (U;;jll( ))] est un ouvert-fermé non vide d&

Z4—1(m) gw(m,n)
On choisitU;;_ : dans cet ouvert-fermé et on raisonne comme en 1.1.
n

e~ L(n)[p’

(
22 Z(b_l(n) R Z¢>_l(m)'

On raisonne comme en 2.1, en choisissla%gl( : danSggl(U%jll( )) N U;Z;ll( ) et en posant
(b(z(bﬂ(n), Z¢71(m)) =1. O
(B) Lexistence de tests.

Nous donnons maintenant un exemple explicite, comme a@msues I'introduction. Nous com-
menons par un exemple dan$ x w“, que nous raffinons ensuite dans un prodiit< Z, ou Z; est
plus compligué a décrire qué’, mais est homéomorphe2d.

Notations. Soit (¢, ) la suite des nombres premiergy:= 2, ¢; = 3, g2 = 5, ... On pose

w<w

— W

N : qg<0>“...qfs<|'j‘;1>“ sis # 0,

0 sinon.

e La fonction f; est I'identité. On pose ensuite

{a€ew?’ /an)=1} = {aew’/a(n) =N(a[n"1)}
I N . a(p) sip#n,

p —

N(a[(n + 1)) sinon.

e On pose ensuite
Ay = {1},
A1 :={1}U{N(s"1) / s € i<, Ai} (n €w),
Z() = HnEw An

Alors on voit facilement par récurrence quk, est fini et a au moins deux élémentsisi> 1, de
sorte queZy, muni de la topologie induite par celle d&, est homéomorphe Z&', comme compact
métrisable parfait de dimension 0 non vide. Il est clair gue € Z; eta(n) = 1, alorsf,,(a) € Z,
de sorte qu'on peut remplacet’ par Z, dans la définition d¢,,. On note encorg,, cette nouvelle
fonction, le contexte précisant si on travaille darfsou dansZzj,.

Théoreme 2.7 (1) Le couple(w®, (f,,)) une tes bonne situation. De plus, les classesodivalence
de& sont finies.

(2) Le couple(Zy, (fn)n>0) Une tes bonne situation. De plus, pour tout entigdl, ., A, est une
classe pout€.



Démonstration. Les espaces” et Z, sont fermés parfaits non vides de.

e Que ce soit dans® ou Zy, f, est clairement un homéomorphisme de domaine et d'imagertsdv
fermés, eton & <|gy fn(c) pour touta de Dy, .

e Si o € w¥, la suite de terme général[n" 1" (a(n +1),..),a[n"N(a[n"1)" (@(n +1),..)
converge versa, o), de sorte quéGr( f,,)) converge verg\(w*). De méme siv € Z.

e Montrons maintenant que pour tout entiedl,,,, A,, est une classe podr. Il suffit de voir que
E(1?) = Il,<, A, La condition est clairement veérifiee poure= 0 : on a&(0) = {0}. Pourp = 1,
on a&(1?) = {1} = Ay car on considére la suitgf,,),~o, de sorte que la premiére coordonnée
vaut toujours 1. Soit done € £(1P*!). On a bien sl € I,<,.1 A,. Réciproquement, si
s € Ilp<pt1 An, s[p € I, A, donc par hypothése de récurrence, on peut trouveZunkaine
v telle quev(0) = 17 etv(|v| — 1) = s[p. Onadonc quév (i)~ s(p));<|v €St uneZ -chaine, et donc
ques € £(1Ps(p)). D'ou le résultat sk(p) = 1. Sinon, on peut trouverdansll, ., A, telle que
s(p) = N(t—1). Par hypothése de récurrence, on peut trouverfunehainew telle quew(0) = 17
etw(jw| — 1) = t. Comme avant(w (i)~ 1);<,| €st uneZ-chaine, done¢™—1 € E(1P*+1). Donc
tTN(t1) € £(1PTY), c'est-a-diret ™ s(p) € £(1PT1). Commet € £(1P), ¢ s(p) € £(1P " s(p)) et
s € E(1PHL).

e Montrons maintenant les classes d'équivalenc& dent finies. SoitC une&-classejt, € C et
so € C'lexicographiquement minimale. Une telle suite existe ecadé&finit, sig < |to|, so(q¢) comme
étant mif{s(q) / s € C et s[q = sp[q}. On montre par récurrence sug |sg| que

(1) E(sof(i 4+ 1)) est finie.
(1) ¥ s € E(s0[ (i + 1)) (i) € {s0()} U{N(u"s0(i)) / u € E(so[1)}.

Sii=0,&(s0(0)) = {s0(0)} sisg(0) # 1, et{se(0)} U{N(1)} sinon, d’ou le résultat. Admettons
ce résultat pout < j < |sg|, ce qui est vérifié pouj = 1. Montrons-le pourj, ce qui prouvera que
C est finie.

Soitt € E(so[(j + 1)) ; il existe uneT -chaineu telle queu(0) =t etu(|u| — 1) = so[(j + 1).
Sii < |ul — 1, commeu(i) 7 u(i+ 1), u(i)[j T u(i+1)[4, doncu(i)[j € u(i+1)[j ett[j € so[j.

Montrons (i) ; (i) s’en déduira ca¢[j € E(so[j) qui est fini par hypothese de récurrence, et car
s(j) est dans un ensemble fini. On montre que

Vst €E(so[(j+1)) () # s0() ous(j) € {so(s)} U{N(u"s0(j)) / u € E(s0[5)}-

On procede par récurrence siis, t). C'est clair pourd(s,t) = 0. Soients,t € E(so[(j + 1)) telles
qued(s,t) = k + 1. Soite une7-chaine telle que(0) = ¢, e(le| — 1) = s et|e|] = k + 2. Soit

i < |e| maximal tel que=(i)(j) = so(j). Sii > 0, par hypothése de récurrence, on a le résultat. On
peut donc supposer quelskK i < |e|, e(i)(7) # so(j).

Par conséquentz(1)(j) # so(j) ete(0)(j) = t(j) = so(j), doncsp(j) a été modifie en
N(t[77s0(4)), par minimalité desy.
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En effet, on remarque que siR y, alorsV i € w \ {0}, 271l Ry~ I. Commet|[j & so]j,

e(1) =t[57e(1)(5) € so[5™e(1)(h)

et sion posej, :=< so(j+1),...,s0(]so| —1) >, 0onae(1)"s; E spete(1) s, E solje(1)(5) sp-
Donce(1)(j) > so(7) ete(1)(j) > so(j). Pour transformer a nouvea(l)(;), on ne peut que revenir
aso(j), ce qui est exclus. Dong(1)(5) reste fixe dans la suite et vatj). L'entier s(j) a donc la
forme voulue. D’ou (i), ave¢ = so[(j + 1).

e Montrons maintenant ques”, (f,,)) une trés bonne situation. Nous voulons montrer queesi
une7 -chaine telle quéc| > 3, ¢(0) = c(|c| — 1), ete(i) # c(i + 1) sii < |¢| — 1, alors il existe
i < |c| —2tel quec(i) = c(i +2).

Soit ¢ un contre-exemple de longueur minimale, et tel §ue |¢(0)| soit minimale elle aussi.
Alors nécessairement la suite(i)(l — 1));<|¢ est non constante, et on troueminimal tel que
c(in)(l —1) # c(in +1)(I — 1) ; il y a alors deux cas.

Ou bienc(iy)(I — 1) < ¢(i1 + 1)(I — 1), auquel cas comme on a les égalités

c(in)(l = 1) =c(0)(l = D) =c(le] = 1) = 1),

on trouveiz > i; + 1 minimal tel que I'on aite(i; + 1)(I — 1) # c(i2)(I — 1). Comme avant, on
voit quec(iy)(l — 1) = c(iz)(l — 1), et en faite(iy) = c(iz). Donci; = 0 etiy = || — 1, par
minimalité de|c|. Par minimalité encord¢| = 3, ce qui constitue la contradiction cherchée (on a
c(iy + 1) = c(iy — 1) car il existe un unique entier tel quec(i;) "1 € A, avecn =1 — 1 ; par
suite,c(iy + 1)7 1% = fu(e(in)T1%) = fu(c(iz)T1¥) = c(ia — 1) 1¥).

Ou bienc(i1)(I — 1) > ¢(i; + 1)(I — 1), auquel cas on trouve > i; + 1 minimal tel que
c(ig)(l—1)=...=c(l¢| = 1)(I = 1). Onac(i; + 1) = c(iy — 1), doncce(iy) = c(iz) comme avant.
D’ou iy = 0 etiy = |¢| — 1, par minimalité dec|. Par minimalité encoré¢| = 3, ce qui constitue la
contradiction cherchée.

e |l reste a voir qué 7y, (f»)n>0) Une treés bonne situation pour achever la preuve du théar&lais
ceci se voit comme précédemment. O

Théoreme 2.8 Soit(Z, T, gy, (g9, )) une situation grérale. Alors il existe: : w* — Zetv : w¥ — T
continues telles que

Jertn e (Ut - e,

new new new

Démonstration. On utilisera des notations analogues a celles de la preuvbé&breme 2.6, et le
méme schéma de démonstration. Les nuances sont lestsgiva
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e On va noterA; (resp.By, A,) le domaine dgy, (resp. image dey, le domaine dg,).
e On va construire

- Une suite(U,) se,<« d’ouverts non vides d&, inclus dansd, ou By.
- Une suite(V;) ;¢ < d’ouverts non vides d&, inclus dans4 ou B.
- Une fonction® : {(s,t) € v x w<¥ / [s| = ||} — {0} Uw.

On demande a ces objets de vérifier

(Z) Us’“i X V:e’“i - Us X ‘/3

(i1) S(Us~i),8(Vs~y) < 27811
[w(s, t)| = m(s,t)

(@) s Rt = § Vi = Gu(s.)lUs] ST Au(s ) © Z
Us = Guw(s,t) [V;f] SI Aw(s,t) cTr

e Admettons ceci réalisé. On définit: w* — Z etv : w* — T par les formules

{U(Oé)} = ﬂ Ua[q!

qew

{v(a)} = ﬂqew Varq- Montrons que sia, 3) € Unew GI(fn) (resp. G(fp)), alors(u(c),v(3)) est

dansJ,,,, G(gn) (resp.G(gp)). Soit doncw dans{} U w tel que(a, 8) € Gr(f.) ; on peut trouver
un entier natureing tel que(Nafmg X Napmg) N Usegyuw,js|<w| C1(fs) = 0. Alors sim > my, on

aa[m R f|m eton alégalitén(a[m, 3[m) = m(a[mg, 5[mo) = |w|. Par (iii), on a

0sif = fy(a),

|®(s,t)| = m(s,t) = m(a[mo, Blmg) = |w| = {1 sidn 3= fula).

SiAg(sy C Z,0ona

a5, (W(@)) € g [ Uamnl € () 9o Uaml = (1) Vo = {v(8)}.

n>ng n>ng n>ng

SiAgsy CT,0na

g@(s,t)(v(ﬁ)) € g@(s,t)[ ﬂ V,B[n] - ﬂ 9o(s,t) [Vﬁl—n] = ﬂ Ua]'n = {U(Oé)}

n>no n>ng n2ng
Dol (u(), v(B)) € G(ga(st))-
e Montrons donc que la construction est possible. On pose

(A@,B@) Si 121@ - Z,

©(0,0) =0 et (Uy, V) := {(B(z) Ap)sidy CT.
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Par le theoreme 2.7, les classes d’équivalencé dent finies. On peut donc définif; et ¢
comme dans la preuve du theoreme 2.6. On va construir@épamence sut € {1,...,po+...+pg},
et pourk € {1,...,n}, des ouverts non vide(é;;_l(k) (resp.‘/’z’;_l(m) de Z (resp.T). On demande
aux ouverts de vérifier

n n
1) U i < Ve € Uzgmagolo X Veyma o

n n —p—1
@6z, )00z, <2
(3) Sik, l €{l,...,n} etz 1) R 24-1(;, alors
— [w(k, )] ==7n(2¢44<k)72¢*lu))
—si Aww) cZ, alorsV”

(k z)[U ]

o JON ¢—1<k>
B R LB
¢~ 1(k) -l = el Eemiee) T
e Montrons donc que cette nouvelle construction est possthie = 1, on choisit pourlJ Z(O , un
ouvert non vide dely, de diametre au plug?—, tel qued(gy [Uj(0 B <2777 L Lq(;)[U;(0 ) € Vset
Uzl(O ,, € Us, eton posé/ Z(O b = g@[UZl(O 1)] Cecisidy C Z. Si Ay C T, on choisit pout’, Z(O 5 un

ouvert non vide dely, de diametre au plua -1, tel qued(gy[V,} 1) <2771, go[VL ] C U, et

Z(0,1) Z(0,1)

V1 CV,, etonposd/

(0,1

— 1
Z( 1) g@[‘/Z(O’l)]

Admettons avoir construit Iesswtesflnilégz 1% LLunt oyt o unl

)’ Femt)’ Fol)’ T Feml)’ Fo~1(n-1)’
V- }( vérifiant (1)-(4).
Caslo<p+1.
1.1. Z=1(m) R Z=1(n) etflw(mm) cC Z.
La suitew(m,n) = ®(z4-1(m) [0, 24-1(n)[0) @ déja €té définie et on a
Vz¢—1(n)“) = Gw(m,n) [Uz¢—1(m) M,]'
1.1.1.4,C Z.
,1 _1 .
On choisit, dang/,, zo-1omyrp 190 (Guw(m,n) [U;;fl(m)]), un ouvert non Vldéf%,l(n) tel que
Un¢-1< ) [Un4>—1< )] < U%—l(n)rp % V%—Hn)(p’
6(U571( )y < 2P let egalemenzb‘(g@[U" Lo ]) <2771 On poseV;;fl( = g@[U;;il( )], de
sorte que (1), (2), et (3) podr=1=n sont réealisées.
On définit ensuite Ieéf” ) etVZ’;_l(q) pourl < g < n, par récurrence sul(z4-1(q), Z¢-1(n))-

On choisit une7 -chainee de longueur minimale telle quUE0) = z4-1(y) €te(le] — 1) = z45-1(y).

Commele| > 2, Ug(l) et VV(LI) ont été définis et il y a 4 cas. Seientier compris entré etn tel que
6(1) = qu*l(r)'
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11112410y R 24-1(g) €t Ayrg) C Z.

On pose
{ Vzr;_l(q) = gw(r,(i) [U%_l(q)],
n o— n— - n
U%—l(q) T U%—Mq) ﬂg@ (V%—l(q))'

1'1'1'2'Z¢_1(r) R Z=1(q) etflw(,n,q) CcT.

On pose
n . yn—1 —1 n
{ V%*uq) o V%*ll@ ﬁgw(vl",q)(Uzasflm)’
n PR n— - n
U%*l(q) o U%*l(q) M9 (V%*l(q))'
1.1.1.3.24-1() R 2p-1(r) €t Ay € Z.

On pose

=l ]

) CT.

n . 7n—1 -1 n
{ UZ4>—1<q> T U%—l(q) mgw(qw)(vzwlm)’
Zp=1(q)
1.1.1.4.Z¢—1(q) R Zd)—l(r) etA

w(g,r
On pose
n P n
V%*l(q) o g@[U%*l(q)]'
Montrons gue ces définitions sont licites.rSk n, on est dans le cas 1.1.1.3.

{ UZ¢*1<q) = gw(q”)[v%*l(r)]’

Dans le cas 11111, € Uy €tVI'7) = gu(rg [U/(})]. Par suite, la définition de” |
est~licite, et c’est un ouvert non vide d@;j(q). On azg-1(9) R 24-1(g), n(2¢-1(¢)s 26-1(¢)) = 0
et Ay C Z. On en déduit qué’/"~! = gy[Ur~! ], et queU?

>~ 1a) = 1(a) ¢~

Ur—-! - bien défini.
¢~ 1(a)

. est un ouvert non vide de
q

Dans le cas 1.1.1.2, la définition d@;_l( ) est licite, et c’est un ouvert dE‘;;j( - De méme,
q q
la définition deUZ"d)_1 est licite, et c’est un ouvert d(é}d;ll( . Comme dans le cas précédent, la
e 4 ~ 4 z .
non-vacuité dé/’z’;_l( : entraine celle dé/’%_l( - Celle de‘é’;_1< : résulte du fait que
q q q

n—1 _ n—1
Zp-1(y . Jw(ra) [V%—lw]

etyU” curt .
Zo=1(r) — Fp=1l(r)

Dans le cas 1.1.1.3, la définition d@;fl( : est licite, et c’est un ouvert d@%jll( ¥ donc de
q q

Usyoi (o B deAy. Par suite, la définition de’’ 1y St licite, et c’est un ouvert d‘e;’;*}( - La
q ., R — (g , ) (g
non-vacuite dé/? entraine celle d&" . Celle deU? résulte du fait que
¢~ 1(a) o~ 1(a) o~ 1(a)
n—1 _ n—1
Zg—1(p) = Gw(q,r) [Uz¢_1(q)]

etV cvrl  sir<n.
Fo=l(r) — Fp=1(r)
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Sir =n, on aU” 1( : cu, 2ym 1( T ﬂgw‘l(gw(w)[U oy ]) par le choix deU" i puisque
qg=m.D’ou V;jrl( C Gu(q, 7n)[U 1( )] tUZH(q) est non V|de
Dans le cas 1.1.1.4, onlgt,, C Ve’zl)l et U’; 11( | = Gulgr) [V(1) |. Par suite, la définition de
Uz ., &St licite, et c’est un ouvert non vide d@;_ll( - Onacommeen1.1.1.1que
q q
n—1 _ n—1
Zo=la) g@[U%—l(q)]’

et queVZ’;_l( : est un ouvert non vide d@;j( ¥ bien défini.
q q

On a donc montré que dans les 4 dé%,fl( : (resp.Vz" ) est un ouvert non vide dg?'~ 11( :
q

(resp. V”—1 ) bien défini. D’ou (4). Vérifions (3) ; sé: = l (3) est vérifie : c'est clair dans les

cas 1.1. 1 3 et 1.1.1.4, et dans les deux autres cas, on enwifitg,, ;. ;)[U] ¢—1(k)] - VZ_I(k) ; Si
n n—1 n—1 _ n
y eV, i Y € V¢ L et il existex ¢ Uzqu(k) tgl.quey = gy(x). Par suitex € U¢ L)
Z’;_lm = gplU} d)‘l(k)] Gus(k k) [U%_l(k)]. La condition (3) est donc réalisée (c’est clair dans les

casl.1.1.1etl1.1.1.4;danslecas1.1.1.2, on utilisethlﬁaiU%_ ) estinclus danéffd;_ll( - dans

1
le cas 1.1.1.3, on utilise le fait qagn est inclus dani/;;j( : Sir < n;Sir = n,on utlise le
fait quevy , est inclus dang,, ;. [U L D.

Z6=1(q)
1.1.2. 45 CT.
— — —1

On ag@[gw(m n) [U¢ 11( )H - UZ¢71(n) [p doncgw(m,n) [U;;,ll(m)] N 9 (Uz¢71(n) ]—p) est non

vide. On choisit, dans cet ouvert non vide, un ouugﬂ_l( , non vide tel que I'on ait 'inclusion
n —p—1
g@[V¢ I(n )] x Vzr;*lm) < Uzab*l(n)rp x V¢ Lnyrp’ 6(V¢> L(n )) <2 et
p— 1
ogolV2)_, D) <27

On poseU% L T 9@[V¢ . |, de sorte que (1), (2), et (3) pokir= [ = n sont réalisées.

On procede alors de maniére analogue a celle du cas 1adlehc¢ore, on trouve 4 cas.

1.1.2.0.24-1() R 24-1() €L A Z.

w(rg) S

{ Vz 6—1(q) = Gw(r,qg) [Uz¢,1<r)]’

Zp=1(q) = mlVz, )

11222¢71(r) R Z(b*l(q) etAw(nq) - T.

On pose

Zp=1(q)

On pose

» =g[V2_, |

n . 1/n—1 -1 n
{ VZ¢—1<q) - V¢—1< ) mgw(TvQ)(U%—l(r))’
Zg—1(q )

Zp—1(q)
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1.1.2.3.Z¢—1(q) R Zp=1(r) etA cZ.

w(g,r)

On pose

n . 71n—1 —1 n
Uz¢—1<q> T U%-fm N givl(qu)(‘/;¢-l<r))’
"=V g ).

Zp=l(g) ¢~ 1(a) ¢~ 1)
1.1.2.4.245-1() R 24-1() €t Ay(gy € T.
On pose
{ Un4>—1<q> gw(qlr)[v¢_1( )
2o T Vegmigg (90 (w Zm1)

La vérification des conditions (1) a (4) est alors analo@eelle du cas 1.1.1 ; pour vérifier (3) dans

le cas 1.1.2.3; = n, on utilise le fait uél}) | < gu(qr) [U%jll(q)].

1.2. Z=1(m) R Zp=1(n) etAw(mm) cT.
La suitew(m,n) = ®(z4-1(m) [0, 24-1(»)[0) @ déja eté définie et on a

Uz g1 (myrp = Ju(mn) [V%—l(nw]'

1.2.1.4,C Z.
‘o —1/,—1 -1 ;
On choisit, dansE]zd)_l(W N gy (gw(mm)(U;;fl(m))), un ouvert non V'dé]ZH(n) tel que
Ug;rl(n) g@[U%*l(n)] < Uzzb—l(n)fp X Vztb_l(n)(p’
sur_, ) <2 let egalemend(gy (U7 i ) <2771 On poseV | = gplU™ L )] de

sorte que (Q), (2), et (3) pouir=1=n sont reallsees On procéde alors de maniere analogekea
ducas 1.1.1; ontrouve les 4 mémes cas qu'en 1.1.1, et oneddgpnémes définitions. Cette fois-ci,
la difference est que si = n, on est dans le cas 1.2.1.4. La vérification des condititha (4) est

alors analogue a celle du cas 1.1.1 ; pour venfler(qpe w & cul- 11( danslecas 1.2.1.4,= n,
1
on utilise le fait quey, (4, (g0 (U . )]] - Un¢—1(q)
1.2.2. 45 CT.
1 1 . N
Ona quegw(m n)(U’; L )) Ngy (U, 21 rp) €st non vide. On procede alors comme dans le cas

n cC[yn— 1 n C —1 n—1
1.1.2;0na,dans lecas 1.2.2:4= n, U} g & U’ Ly pwsqu 'on aV C gw(q,r)(Ule(q))'
1.3. Z=1(n) R zg—1(m) etAw(n,m) c Z.

La suitew(n, m) = ®(z4-1(n) [0, 24-1(m) [0) @ d€ja €t€ définie et on a

Vasrtomip = ) Uzy o1,
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1.3.1.4,C Z.

On choisit, dand/, Ng (V=1 ), un ouvert non vidd/" comme avant. On
Zp—1(m)[p w(n M) 261 (m) o)
procéde alors de maniere analogue a celle du cas 1.1.1rowre les 4 mémes cas qu'en 1.1.1, et
on adopte les mémes définitions. Cette fois-ci, la diffie est que si = n, on est dans le cas

1.3.1.1. La vérification des conditions (1) a (4) est akmalogue a celle du cas 1. 1 1 ; pour vérifier

1 _ e - _1
queV;;i V" » dans le cas 1.3.1.1,= n, on utilise le fait qud]g; 1y © gw(r q)(szil(q)).
1.3.2.4, C T.

—1 . py
On a quey, Y- w(n m)(V’;_l( ))) N V¢_1(n) rp €st non vide. On procede alors comme dans le cas
n n n—1
1.1.2;ona, dans le cas 1.3.2:1= n, V], o - V¢ @ puisqu’on al] St S gw(rq)(V%il(q)).

1.4. Zp=1(n) R Z¢p=1(m) et Aw(n,m) cT.
La suitew(n, m) = ®(24-1(n [0, 25-1(m) [0) @ déja &té définie et on a
Uzt tmtp = i) [Vagor gy,
1.4.1.4yC Z.

On choisit, dang,,(,,m) [V;;j(m)], un ouvert non vidé]%_l(n) comme avant. On procede alors
de maniere analogue a celle du cas 1.1.1 ; on trouve lesesiéas qu’en 1.1.1, et on adopte les
mémes définitions. Cette fois-ci, la difference est que s= n, on est dans le cas 1.4.1.2. La
vérification des conditions (1) a (4) est alors analoguselée du cas 1.1.1 ; pour vérifier que la
condition (3) est vérifiee dans le cas 1.4.%.2; n, on utilise le fait qud];;_lm C Gu(rq) [V;;j(q)].
1.4.2. Ay CT.

Ona queg(,)‘l(gw(mm) [VZ’Z;}( )]) N V%—lm) rp €st non vide. On procede alors comme dans le cas

1.1.2 ; on ala condition (3) dans le cas 1.4.2.% n, puisqu'on &’ | C gy (rq) [Vznj ].
$=1(n) ’ ¢~ 1(a)

Cas2.0=p+1.
2.1. Z¢*1(m) R qu*l(n)'

Soitw € {0} U w tel que(V, X N, ) N Gr(fw) # (. On peut supposer que

Zg=1(m)[p Zg=1(n)[p
|w] = 11(24-1(m) ps -1 (n)[p)-

Par (iii), [w(zg—1(m)[ps 26-1(n)[p)| = |w| = 0 €LON @241 () [p = 2p—1(n)[p- I Y @ dEUX CaS.
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21.1.4C Z.

Le produit U;;jll(m) X V;;j(m) rencontreG/(gg), puisqueV;;j(m) = g@[U;:;ll(m)]. Comme

G(99) = Unew G(gn) \ (Unew G(gn)), ON peut trouvet € w minimal tel que
e x Ve )NGla) #0,

Zp—1(m) Zp—1(m)

et aussi on &| = m(zy-1(n), 2¢-1(n)) = 1. On pose alorD (z4-1(), 24-1(n)) :=t. lly a2 cas.
2111 A, C Z.

Onaalors,, , 95" (Gu(mn) [U%*_l N Ay(m.m)]) # 0, eton raisonne comme en 1.1.1.

L(m)

2.1.1.2. A, (mn) CT.

On a alordJ

cotimry 90 Gty (U271 ) # 0, et on raisonne comme en 1.2.1.

w(m,n Z4—1(m)
21.2.4yCT.

OnaU" ! = gyV»-! ]. Onraisonne alors comme en 2.1.1 (on se réfere a 1.1.2.6t;1
Zomim) IO 21 m)

dans le cas analogue a 1.1.2, o, @, ») [U%*_ll(m) N flw(mm)] N 9@_1(Uz¢_1<n) ip) 7 0).
2.2.24-1(n) R 24-1(m)-
On raisonne comme en 2.1 : il y a deux cas.
221.AC Z.
2.2.1.1.A0m) C Z.

On a alordJ

2ty [ gt )(V"*1 ) # ), et on raisonne comme en 1.3.1.

w(n,m)\ " Zg—1(m)
2.21.2.A,4,m CT.

On a alorsg,,(n,m) [Vl : N Aw(nﬂn)] # (), et on raisonne comme en 1.4.1.

Zo—1(m
222.4yCT.
On raisonne comme en ~2.1.2 et 2.2.1 (on se réfere a 1.3.2.8t; dans le cas analogue a 1.4.2,
on agw_l(gw(n,m) [sz:}(m) N Aw(n,m)]) N Vzd)_1(n) [p 7é @) 0

Théeoreme 2.911 existe un boelien A; de2¥ x 2 tel que pour tous espaces polondiset Y, et
pour tout boklien A de X x Y qui est potx9) et po(I1J), on a I'equivalence entre les conditions
suivantes :

(a) Le boklien A n'est pas paff1?).
(b) Il existe des fonctions continues 2 — X etv : 2* — Y telles qued; N (u x v)~1(A) = Aj.
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Démonstration. Soit® : 2 — Z; un homéomorphisme. On pose

A= (0 x @)” <UGrfn>.

n>0
e Appliquons le théoreme 238 =Y =2° A=A, Z =T = Zy, g = ldz,, gn = fnt+1, €t
u=v = ®~!. Ce théoréme s’applique car

- A; a ses coupes dénombrables, donc egBpdtet po(I1Y).

- (Zo, (fn)n>0) €st une bonne situation (par 2.7), donc une situationrgén@uisque les domaines
desf,, sont non vides.

“Unso Gr(fa) = (u x v) 71 (A1) = (u x v) "1 (A1) N U0 GI(fn)-
On a alors qued; n'est pas potentiellement fermé, ce qui montre que (b)igopl (a).

e Réciproguement, sl n'est pas potentiellement fermé, le théoreme 2.3 nousnfoune situa-
tion générale(Z, T, gy, (g,)) €t des injections continues : 7 — X eto : T — Y telles que
Unew Glgn) N (@ x 9) 71 (A) = U,e., G(gn). Le théoréme 2.8 nous fournit des fonctions continues
u i w? — Zetv :w? — T telles que

U Gr(fa) N (@ x o) (U G(gn) ) = |J Gr(fn).

new new new

Soit¥ : Zy; — w* linjection canonigue. On pose

u:=1u0 uo Wo P,
v:i=00 v o Wo P.

Alors u etwv sont clairement continues, et on a clairemantC (u x v)~!(A). Si(a, 3) € Ay \ Ay,
a = g car(Gr(f,))n>0 converge verg\(Z,), donc

(' (@(a)), o' (®(a))) € | Glgn) \ (U G(%)) C (ax7)7'(A).

new

Par conséquentu(a),v(3)) ¢ A. O

Remarques.(a) L'énoncé de ce théoréme fournit un exemple dedestans2® x 2 ; mais la preuve
nous donne aussi un test dafigx Zj, et un autre dans“ x w“. Nous donnerons une autre variante
de cet exemple, qui se préte plus a généralisation, ldgreragraphe suivant.

(b) On peut déterminer la complexité d'un test comme d&msohcé 2.9 : A; est Do(X9) non
pot(Dy(X?)). En effet, avec 'ouvertd = (2¢ x 2¢) \ A(2*), qui n'est pas potentiellement fermé
(par la proposition 2.2 de [Le1]), on voit qui estD,(X9). Mais un tel4; n’est pas pdtD,(39)).
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En effet, avecA = Ay, on voit queA; n'est pas pdl?). Donc siA; était pot Dy(X9)), on
pourrait trouver une fonction continge 2% x2% — 2% x 2% telle que I'image réciprogue pamde tout
ensemble pgE?) soit po(xY), et telle quey—1(A4;) = (2% x 2¢) \ A(2¥) (cf[Lel], Cor. 4.14.(a)).
On aurait donc, avel:= (u x v)ogetA = Do, g~ (A1) NI~ (Dg) = (2% x 2¢)\ A(2¥) (cf[Lel],

Ex. 3.6). Mais commeg—1(A;) est fermé d&“ x 2¢ et contient I'ouvert dens@® x 2¢) \ A(2v),
g 1 (A)) =29 x 2@ etl~H(Dy) = (2¢ x 2¥) \ A(2¥), ce qui contredit la preuve du théoréme 3.7 de
[Le1].

(C) Limpossibilit &€ de I'injectivit & de la reduction.

Nous montrons maintenant gu'il n’est pas possible d’auait v injectives dans le theoréme 2.9.
Cependant, il y a un cas ou on peut avoir I'injectivite dedduction : quandi = | J, .., Gr(g,,), ou
(Z, (gn)) est une situation correcte (voir la définition ci-apres).

new

Définitions 2.10 (1) On dit que(Z, (g, )) est unesituation correcte Si

(a) Z est un espace polonais parfait de dimension 0 non vide.

(b) g,, est un horaomorphisme de domaine et d'image ouverts-&sraeZ.
(c) La suite(Gr(g,,)) converge vers la diagonald (7).

(2) Ondit que(Z, (g,,)) est unesituation tres correcte Si
(@) (Z, (gn)) est une situation correcte.

(b) Pour toute suite finie d’entiensy, ..., p,, €t pour toute suite finiey, ..., ¢, d’éléments dd—1,1},
on a l'implication

JUeA)YZUADetVzeU gy 0.0y, (2) =2 = Ji<n p=pi11 ete =—11.
Par exemple, une bonne situation est une situation correcte

Lemme 2.11 Soit(Z, (g,,)) une situation correcte. Alors il existe un ouvert-fér@f, du domaine de
gn tel que sig), := g, [C}, (Z,(g},)) soit une situation &s correcte.

Démonstration. Soit (U,,) une base de la topologie dg& etV,, C U, un ouvert-fermé non vide de
diametre au plug—". On construit par récurrence une suite injectiyg d’entiers et un ouvert-fermé
non videC,, deC,, tels que

(1) Gr(g,,) € V2.
(2) Pour toute suite finigy, ..., p, d’éléments d€ qo, ..., gx } et pour toute suite finiey, ..., e, d'élé-
ments de{—1, 1}, on a I'implication

U € A(l][Z U 75 DetVvzeU g;oeo...gll)nen(z) =z = di<np; =pi+1 €t g5 = —&441.

1

(3) I’y a qu'un nombre fini de compositions d'élements{dé , ..., g;,, 9o, ...,g(;k_l} ayant un

domaine de définition non vide.

e Admettons ceci réalisé. Il restera a poséy := () sim ¢ {¢; / k € w} pour avoir le lemme.
Supposons donc la construction réalisée goark.
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Enumeérons I'ensemble fidii' des compositions d'élements §¢, , ..., g, ., gﬁm’l, s gf;k,lfl}

de domaine de définition non vide ne vérifiant pas la commtude I'implication de la condition (2) :
C = {fi,...,fm}. OnnoteraDy, le domaine, nécessairement ouvert-fermé non vide/; déosons,

pour! C m,
Or = ﬂDfi-H N ﬂ Dy,
el tem\I

Alors (Orp) e €st une partition d& en ouverts-fermés, étl C m tel queVy, N Oy # (. Posons
O = {Z eV, NOy /VZ el fH_l(Z) #* Z}

Alors O’ est ouvert dense dg, N Oy, donc par continuité il existe un ouvert-fermé non vidé
de O’ tel que pouri dansI on aitO” N f;11[0"] = 0. Choisissonsy, ¢ {qo,...,qx—1} tel que
Gr(gg,) N (0" x O") # 0, puis un ouvert-fermé non vide,, de C, N 0" N g, '(0") tel que
Cy, N 94,1Cy ] = 0.

e La condition (1) est clairement réalisée. Soig#t..., p,, une suite finie d’éléments dgo, ..., ¢« },
£0, ---, €, UNe suite finie d’éléments dg-1,1}, U un ouvert-fermé non vide dg tel que pourz
dansU on aitg,, ..., “"(z) = z, aVeCp; # p;y1 OUe; = £;41 pour touti < n. Alors il existe
i < ntel quep; = qx, par hypothese de récurrence ; montrons qu'un st unique. Si tel n'est
pas le cas, dans la composition appaggjffg;jﬂ‘ff“...g]’?f- 9ot avecp # qrsij <1 < s,
Onag, “*'...g, “"(2) € 0" C Oy. Soitr < mtel quef,,; = g;)HlEj“...g;fS ;alorsr € T car
fre1(gy, =gy, °" (2)) est défini ey, “*'..g, “"(z) € Or. Donc fry1(g), =t ..gp, " (2)) ¢ O”,
ce qui est absurde. D’ou l'unicité deOn en déduit I'existence d’'un ouvert-fermé non videfisur
lequelg;, coincide avec I'une des fonctiorfs ou avec l'identité. Mais ceci contredit le choix d&,

et deO”. D’ou la condition (2).

PosonsH := {g{lk,g;k_l, Idcék, Idg&k [Cék]}' Alors les seules compositions d’élements e
ayant un domaine définition non vide sont les élémentgldePar suite, les seules compositions
d'élements dd gy, ---, 9y, » gfm’l, s g;k’l} ayant un domaine de définition non vide sont de la forme
h, f,hf, fh,0Ufhg, ou f etg sont des compositions d’éléments de

1

/ / = / -1
{gqoa-'wqu_lagqo 7"'>qu_1 }

de domaine de définition non vide (on raisonne comme pEoénent pour voir gu’il n’y a pas plus
d’un élément d&7 dans une composition) ; elles sont donc en nombre fini. Daoctohdition (3) et
le lemme. O

Théoreme 2.12Soit(Z, (g,)) une situation correcte. Alors il existe: Z, — Z injective continue

telle que
UJ Gr(fn) N (u x u)™ (U Gr(gn)> = [JGr(fn).

n>0 new n>0

Démonstration. On utilisera des notations analogues a celles de la preuvbébreme 2.6, et le
méme schéma de démonstration. Les nuances sont leat®siv&oit g/, ) fournie par le lemme 2.11.
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e On va construire

- Une suite(Us ) s o Tncy An d’ouverts-fermés non vides de
- Une fonction® : (¢, [(Tlh<p Ar) X (Hnep An)] — {0} Uw.

On demande a ces objets de vérifier

(Z) Us~; CUs
(i1) 0(Ug~;) < 2715171

[w(s, )| = m(s,t)
Ezzz)th {Utzg'( )[U]

iv) USAnﬂUSAm—(Z)SInyém

On peut définiru : Zy — Z comme dans la preuve du théoréme 2.6y @ist injective continue.
Comme Gfg/,) C Gr(g,) C A(Z), la construction permet d’avoir le theoreme.

e Montrons donc que la construction est possible. Admettoos aonstruitUs et ®(s, ¢) pour |s|,
[t| < p veérifiant (i)-(iv), et soients € II,,, A, eti € A,. On va construire par récurrence sur
n € {1,...po + ... + pg}, et pourk € {1,...,n}, des ouverts-fermés non Vidég;q(,c) deZ. On

demande aux ouverts-fermés de veérifier

(1) Uz, 1y © Vspmagylp
@6z, )<2
(3) Sik,l € {1,...,n} €tzy-134) R z4-1(y), alors

= lw(k, )] = m(zg-1(), 25-1(1))

n 4 n
—nﬁwl(l) _ngw(’fvl)[_U%*l(k)]
(4) U L) - UZ¢>*1(k Sik e {1,...,n}
(5) U figy MU, = Osik,le{l,..,n}etk#I

On voit comme dans la preuve du theoreme 2.6 que cetteraotish est suffisante ((iv) résulte du
fait quell, <, A,, est une classe podr, comme on I'a vu en 2.7).

Pour avoir la condition (5), on utilise le fait, vu en 2.7, qu&, (f.)»>0) €st une trés bonne
situation. On commence par assurer les conditions (1)dgdnce dans la preuve du théoreme 2.6.
Soient doncs et ¢ dansll, <, A,, avecs # t; comme ce produit est ung-classe, il existe une
7 -chainec de longueur minimale telle qug0) = s etc(|c| — 1) = ¢. Soientn := |c| — 2, p; des
entiers et; dans{—1, 1} tels que pour tout dansll,~, A, f,,* (c(n — i) " a) = c(n —i+ 1)

(ces objets existent par minimalité dg Par minimalité de. encore, on @; # p;+1 OU&; = €;41
pour touti < n. Comme(Zy, (g,,)) est une situation trés correcte, on peut trouver Uy tel que
Ipo o9y, () # x ; par suite, il existe un voisinage ouvert-ferié de z, inclus dansU;, tel
queg,, “.. 9;2"5" [Ul] N U, = 0. on construit alors & nouveau des ouverts-ferigspour r dans
II,,<, A, par récurrence sut(r, s), comme dans la preuve du théoréme 2.6. On a &lprs. U,

et I'unicité de la7 -chaine allant d’'une suite a I'autre (qui résulte de ladition (b) de la définition
d’une trés bonne situation) montre qlieN U/ = (. En un nombre fini d’étapes, on obtient donc la
condition (5) en plus des autres conditions (1)-(4). O
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Lemme 2.13 SoientH, K des boéliens deZy, et B un botlien del J,,-, Gr(f,,) inclus dansi x K
et non potT1Y). Alors il existe un baglien Z de H N K, une topologier sur Z, et un boélienC,, de
Dy, N Z tels que

(a) La topologier est plus fine que la topologie initiale d&
(b) Le graphe de la restriction dg, a C,, est inclus dans3.
(c) Le couple((Z, 7), (fn[Chn)n>0) €St une situation correcte.

Démonstration. CommeB C |J,,», Gr(f»), on peut écrire qués = J,,., Gr(f.[En), OUE, est
borélien deZy. On peut supposer, pour simplifier I'écriture, ghdgest récursivement présenté et que
H, K, B, E, et f,[E, sontAl. On notera¥ (respectivement) la topologie engendrée par &5
(respectivement\l) de Z,. Posons

0= {meZo/wf:wFK},
D:={x€Zy/x¢ AL},
Z:={zeHNKNDNQ/ (z,2) e B 1.

Alors Q muni de X est polonais, dong est borélien de&Z, et Z aussi (puisqué3 estX!, une double
application du théoreme de séparation nous donneﬁq%xez = FAXA, et on utilise le fait queA
soit polonaise pour voir qu@zxz est borélien). On définit comme étant la restriction dg a
Z. CommeZ est X!, c’est un ouvert dé2 muni de Y, donc(Z,7) est polonais, de dimensidh
car traces de§11 sur ) sont ouverts-fermés de muni de Y, parfait car inclus dans I'ensemble co-
dénombrableD (je renvoie le lecteur a [Lo3] pour les preuves des propsi@le2, A et X utilisees
ici et non démontrées).

On va montrer queZ # (). Le borélienB n’est pas pdfl1{), donc B N D? non plus puisqu’'un
borélien de projection denombrable est(@df) (cf [Lel], remarque 2.1). Soit tel que D soit

Al(a). Alors D’N BN BN peAxa # 0, donc contientz, y). On peut donc trouvefr,,, y,)
dans G(f,, [E,,), oup, € w, tel que(z,,y,) converge versz, y), pourA(a) x A(a). Or le graphe
de f,[E, est fermé dang, muni deA(«) x A(«) ; on peut donc supposer que la suitg) croit
strictement vers l'infini, cafz,y) ¢ B. Par suitey = x, et commeH et K sont fermés pourl(«),

L s ————AXA . .
onaz € HN K. Onendéduit quéH N K ND)2NBNBND2 ~ # (. Mais ceX{ non vide,
quivaut(HNKND)’NBNBN DQEXE, rencontre{ (2, y') € Zy x Zp /wﬁm/’y/) = WFK} C 02,
en(2’,y’), et en raisonnant comme précédemment, on voitidue y’ € Z.

Soit (z,,) une suite dense dgZ, ), etQ, un X} non vide contenant, inclus dans la boule
ouverte de centre, et de rayor2~", au sens d€Z, 7). Alors on construit par récurrence une suite
injective d’entiers(q,,) telle queQ? NGr(f,, [E,,) # 0. On pose alor€,, := E,, NQnN f1(Qn),
etCy, := 0sim ¢ {g, / n € w}. Les ensemble§’,, sont ouverts-fermés deZ, 7), donc boréliens
de Z, muni de sa topologie initiale. Les ensembjgs$C,,] sontX} donc ouverts-fermés deZ, 7).
Les restrictions d¢,, a C,, sont clairement des homéomorphismes car tous les obfetsémant sont
YL, Leurs graphes sont dafscarC,, C E,,. Enfin, la suite(Gr(f,,[C,,))n>0 converge versi(2)
par construction de§,. O
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Lemme 2.14 Soit (h,),>0 Une suite de fonctions continues et ouvertes de domaineneage 2¢
telle queA(2*) C |J,,~ Gr(hn) eth,(a) # o pour touta d’'un ouvert dense dg”. Alors il existe
un ouvert-ferng C,, de2* tel que sih!, := h,,[C,,, on ait

(@) (2¥, 2%, Idyw, (h],)n>0) €St une situation@rérale @ ceci pes que certaing’,, peuvengétre vides).
(b) Pour toutn. > 0, on aC,, N K, [C,,] = 0.

Démonstration. Soit («;,) une suite dense d. On va construire, en plus dé§,, une suite d’entiers
strictement croissanten(n)),,. On choisitr ety dansB(a,,, 27" ![ tels quey # = ety = Py (),
oum(n) est un entier strictement supérieur a maxm(p). On choisit un voisinage ouvert-fermé

C(ny dex tel que ] ]

(Crntn) X Pn) [Cmmy]) N A(Z) = 0,

Cruiny € Blaw, 2771 N By Bl 2777 1),

On choisit un ouvert-fermé non vide, ,,,y de h,,,,)[Cy,(ny], €t puis enfin on pose

NS —1
Cinn) = Cimin) O iy (Dimn))-
Il reste & pose€,, := 0 sim ¢ {m(n) /n € w}. O

Notation. On pose, poun > 0,
2w — 2w
w — 2
ha, 0 a(k) sik £ —1(27),
k —
a2l —2" —1)sik=2"q — 1.
Lemme 2.15 Les fonctionsh,, vérifient les conditions suivantes :

- Ce sont des surjections continues et ouvertes.

- A(2¥) € Upso Gr(hn).

- Pour toutn > 0, h,(a) # « sur un ouvert dense d¥.

-0<p<n = Vae€2Y hy(hy(a)) = hy(a).

Démonstration. Les deux premiéres conditions sont clairement réadisee(h,,),~o converge uni-
formément vers Igb. Sis € w<“ etn > 0, on peut trouver un entier tel que2™q — 1 > |s| et
2ntlg —2m — 1 > |s| ; par conséquent, on trouve dans2“ tel queh,(s"a) # s a. D'ou la
troisieme condition. Il reste a voir la quatrieme :

Cas 1.k # —1 (2P).

On a alorshy(hy())(k) = h,(a)(k) = ao(k), cark # —1 (2") sinon on trouvey tel que
k=2"g—1=2P(2"Pq) — 1. Par ailleursh, () (k) = a(k).

Cas 2.k = —1(27).

On a alorshy,(hy,(a))(k) = hp(a)(2PTlqg — 2P — 1) = «(2PTlq — 2P — 1) car on a que
2PFtlg — 2P — 1 #£ —1(2") sinon on trouvey tel que2P™lq — 2P — 1 = 2"¢/ — 1, ce qui entraine que
2 — 1 =2""P¢. Par ailleursh,(a)(k) = a(2PT1g — 2P — 1). O
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Théoreme 2.161l n'est pas possible d’avoin etwv injectives dans le #oreme 2.9.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde : il existe un tést avec injectivite des fonctions de
réduction. AvecAd = (2¥ x 2¥)\ A(2¥), on voit queB; estDy(XY). Avec A = By, on voit que
By ¢ pot(I1}). Avec A = |J,., Gr(f,), on trouve des injections continueset v de 2~ dansZ
telles queB; N (ux v) (U, ~q GI(fn)) = Bi. PosonsB := (ux v)[Bi], H := u[2¥], K := v[2¥].
Alors B ¢ pot(I1Y), sinon B le serait. Le lemme 2.13 peut donc s’appliquer et nous fouamec le
théoreme 2.12, une injection continie Z, — (Z, 1) telle que

U Gr(fn) N (@ x @) (Uerfn(c*):UGr(fn).

n>0 n>0 n>0

Autrement dit, il existe une injection continué: Z, — u[2*] N v[2¥] telle que

U Gr(fa)n (' x o) = |J Gr(fn).
n>0 n>0
PosonsZ’ := u'[Zy], puis
. Zb-—>2w . Zb-—92w
u: {z —ulw(2) Y {z oW (2))
Alors U etV sont des injections continues telles que
U ) n @ xv) "L (By) = | Gr(f).
n>0 n>0

En effet, si(a, 8) € U,,~o Gr(fn) N (U x V)71 (B1)\ (U,;=o GI(fn)), @ = 8. On en déduit, puisque
(wU(a)),v(V())) & U= Gr(fn), queld (), V(3)) ¢ B, ce qui est absurde.

On en déduit que si est potX9) et po(I1Y), mais pas potentiellement fermé dex Y, on peut
trouver des injections continués: Z, — X etV : Z; — Y telles que

UGrfn (Ux V)~ = |J Grifn)

n>0 n>0

Il suffit en effet de composer les injections continues quaiemt fournies par une version injective
du théoreme 2.9 aveg et V.

Par le lemme 2.15, on peut appliquer le lemme 2.174 & 2% et a(h,),>0, ce qui fournit une
situation généralé2“, 2%, 1dae, (h;,)n>0). ON a, par application du theoreme 2.3, quie. , Gr(h;,)
n'est pas potentiellement fermé. On peut donc trouver mjestions continueé’ et V' de Z, dans
2« telles quelJ,,., Gr(f) N (U x V)" (U,>o Gr(h,)) = U,=o Gr(fs). Montrons que ceci est
impossible, ce qui constituera la contradiction cherchée

On raisonne par I'absurde. On commence par remarquet/qeeV, puisque sk € 7, alors

(2,2) € Upao 10w \ (Uyso GI(£)), donc

(U/( UGrh’ (UGrh’) A(2%).

n>0 n>0
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Posons, poun > 0 etm > 0,
AL ={a € Dy, /U(a) € Cy, etU(fu()) € hp, [Cro]}-

Alors Dy, C |J n , donc on peut trouvem tel queA., # (). On a, pour € AL,

(U(@),U(f1(a))) € Gr(hy,),

donch,(U(a)) = U(f1(a)). Par conséquent, la restriction kg aU|[AL ] est injective.

m>0

Soitag dansAl, ayant une infinité de (o existe puisqued’, est ouvert d&Z;). Notons(ny)re.
la suite des entiers tels qug € Dy, . On peut trouvep; > 0 tel que

Ul (00)) = B, (U(00)).

Alors pourk assez grand, on 4, (o) € AL . Il existe ky assez grand tel que,, > m, sinon
on trouver < m tel queU(f,, (ap)) = h..(U(ap)) pour une infinité de&k. Comme(f,, (0))kew

converge versyy, on a alors qué/(«g) = hl.(U(ap)) € C, NRL[C,] = 0, ce qui est absurde. On a

donchgl(h;nk (U(ao))) = hy,(U(aw)). CommeU () eth,, (U(ao)) = U(fn,, (o)) sont dans
0 0

U[A},], on a par injectivité qué/(ag) = h, ( (ag)) € pnk N h;nk [Cpnko] = (), ce qui est

absurde. ’ O

3 Un test pour les ensembles non potentiellement défence transfinie
d’ouverts.

Dans le paragraphe 2, nous avons vu le rdle important jauBgsbre{()} Uw. Nous généralisons
maintenant cette notion d’arbre.

Notations. Dans toute la suite, désignera un ordinal dénombrable.

e On définitW, : w<¥ — {—1} U (£ + 1) par récurrence sys|, olis € w<« : W (D) =¢ et
e—1sj \I’g(s) <0,

0 0SiVe(s) =6+1,

e un ordinal impair del(s) tel que la suit§ V¢ (s~ n)), soit cofinale
dansV,(s) et strictement croissante ®i (s) est limite non nul.

Ue(s™n)=

On définit alors des arbresTy := {s € w=* / W¢(s) # —1} etTg:={s € T / V¢(s) # 0}. Ces
arbres sont bien sr bien fondés, et la hauteurdgesp. T’) estl + & (resp.§).

° Soient(As)seTé, (Bs)seTE, Z etT des ensembles, avelg x B, C ZxToud, x B, CT x Z, et
fs:As— B, des fonctions. Onnot8,, := U,cr, |, paire G(fs) € Bi := U,er,, |5 impaire G(fs)-
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Définitions 2.17 (1) On dit que(Z, T', (fs)ser. ) €st unesituation générale si
(a) Z etT sont des espaces polonais parfaits de dimension O.

(b) Lesf, sont des fonctions continues et ouvertes de domaine ofgred-non vide de&Z et d'image
ouverte-ferrde deT’, ou de domaine ouvert-fedmon vide dd” et d'image ouverte-ferée deZ.

(c) La suite(G(fs~r))n converge vers:(fs) sis € 1.
(d)B, = B, Udisj. Bi Si € est pair, etB; = B, Udisj. Bi si ¢ estimpair.
(2) On dit que(Z, (fs)ser,) €st unebonne situation si

(a) Z est un ferrd parfait non vide de*.

(b) fs est un horaomorphisme de domaine et d'image ouverts-&srmon vides dé&, et les graphes
desf, sont dewa deux disjoints. De plugy <|ay fs(a) Sia € A;.

(c) La suite(Gr(fs—~n))n converge vers Gifs) sis € Ty, et fp = 1dz.

(d) B, = B, U B; si ¢ est pair, etB; = B, U B; si ¢ est impair. De plus|J
fermé dansZ x Z pour tout entierm.

Gr(fs) est

s€T, |s|<m

Il est demontré le théoreme suivant dans [Le2] (cf théw 2.3) :

Théoreme 2.18 Soit¢ un ordinal cenombrable.

(1) Si¢ est pair non nul, soienk etY des espaces polonais, 4tun botelien potx9) et po(TI19) de
X x Y. Les conditions suivantes sduivalentes :

(a) Le boklien A n’est pas potentiellemer®, (7).

(b) Il existe une situation@erale (Z, T, (gs)ser.) €tu : Z — X, v : T — Y injectives continues
telles queB, N (u x v) "1 (A4) = B,,.

(2) Si¢ est impair, soientX etY des espaces polonais, gtun boglien potX9) et po(I19) de
X x Y. Les conditions suivantes sdquivalentes :

(a) Le boklien A n'est pas potentiellemenﬁ?g(E?).

(b) Il existe une situation&@erale (Z, T, (gs)ser,) €tu : Z — X, v : T — Y injectives continues
telles queB; N (u x v)~}(A) = B,.

Notations. Soit (w”, (fs)ser, ) une bonne situation. On définit une relati@surw<* comme en 2 :

sRE & |s|=t| et (Nax N)n | | Gr(fw) | #0.
wETg

e Sis R t, on pose

m(s,t) :==min{m e w /Fw € T¢ |w| =m et (Ny x N;) N Gr(fu) # 0}.
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e On pose ensuite
Ay = {a € w Vit a(N(s[i)) = }

viSh 2(N(s[i) = 1et Vp < N(s)

Byi=Qa€cw’ /IzewNE)Hl N(z[(p+1))si3iSy p= N(s[i),
a(p) =
z(p) sinon.
Ay, — Bg
w —w
fs : -
o N(af(p+1))si 3 p= N(si),
p N
a(p) sinon.

¢ Enfin, on pose

A = {1} sin=0 ou n ¢ Im(N),
T {{1} U{N(s71) /s € Mjcy, A; €LY 0 < i < [N"!(n)| s(N(N~}(n)[4)) = 1} sinon,

Zy = HnEw Ap.

Alors on voit facilement par récurrence gudg est fini et a au moins deux élements.si Im(N)\{0},
de sorte queZy, muni de la topologie induite par celle d¢, est homéomorpheZ’, comme compact
métrisable parfait de dimension O non vide. Il est clair gue € Z, eta € Ag, alors fs(a) € Z,
de sorte qu’on peut remplacet’ par Z, dans la définition de/;. On note encorg; cette nouvelle
fonction, le contexte précisant si on travaille darfsou dansZzj,.

Théoreme 2.19(1) Le couple(w®, (fs)sez, ) €st une bonne situation. De plus,

(a) Les classes éqguivalence d€ sont finies.

(b) Sic est une7 -chdne telle quec| > 3, ¢(0) = ¢(|c| — 1), ete(i) # c(i + 1) sii < |¢| — 1, alors
il existe: < |¢| — 2 tel quec(i) = c(i + 2).

(2) Le couple(Zo, (fs)ser,) €st une bonne situation.

Démonstration. Les ensembled ; et B, sont des ouverts-fermés d¢, clairement. On a qug; est
définie et bijective, et qud, # 0 si A, # (). Mais A, # (), clairement. Les propriétés topologiques
de f, sont claires. S ett sont deux suites distinctes de, il y a deux cas. Ou bien par exemple
debutet et Gr(f5) N Gr(f;) = (0. Ou bien il existel < min(|s|, |t|) minimal tel ques (i) # t(¢) ; dans
ce casfs(a)(N[s[(i + 1)]) est different dex(N[s[(i + 1)]) alors quef:(a)(N]s[(i + 1)]) est égal
aa(N[s[(i + 1)]), par injectivite deN. D'ou Gr(fs) N Gr(f;) = 0 et la condition (b) d’'une bonne
situation, puisqu’on a bien sir <|oy fs(a) sia € A,. Par ailleurs, la condition (a) d’'une bonne
situation est clairement vérifiee. Comniga) € Z, sia € Zy N A, ces conditions (a) et (b) valent
également dans le cas (2).
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e Soits € T/, (o, B)
ou Br = fs’“nk(ak)

voir que 3 = 5(04).. Commeqy, € A;, o € A,. Soitp € w ; alors on trouve un rang(p)
tel que sik > k(p), fs—n,(ar)(p) = fs(ax)(p). Ce qui montre qued(p) = fs(a)(p). Dou
Unew Gr(fs/-\n) \ (Unew Gr(fs/-\n)) g Gr(fs)

Réciproquement, i = fs(«a), Vn € w (o, B) ¢ Gr(fs—~y) eta € As. Posons

€wYxwYtelsquevn € w (a,) ¢ Gr(fs—n), et(a,5) = klim (o, Bk),
Alors on peut supposer que la suite d’entiéng ), tend vers linfini, pour

ap = a[N(s"n)"1%.

On aa, € As~,, puisque le fait d'étre dand, ne dépend que de€$(s) + 1 premieéres coordonnées
et queN(s) < N(s"n). On a alors, puisquéV(s—n) tend vers linfini avecn, que fi—, (o)
tend verss. En effet, poum suffisamment grand, onf—,,(a,)(p) = fs(an)(p) = fs(a)(p). D'ou
(o, 8) € Upnen GI(fs—~n), puisque(a,,) tend versa. Ceci montre que la suitgf;)ser, verifie la
condition (c) d’'une bonne situation (dans les cas (1) et (2))

e Montrons qu@seT& 1s|<m OF(fs) est fermé dans x w* sim est entier. Soit doncw, 8) dans
w* x w* tel que(a, B) = klim (o, Br), ou By, = fs,(ou), avec|s,| < m. Alors on peut supposer
— 00

que s, est de la formes™n; uy, avec(ny), strictement croissante vers linfini. On montre alors
comme précédemment qie= f;(«). D’'ou le résultat.

Montrons maintenant qugseTE Gr(fs) est fermé dans® x w*. Soit donc(«, 5) dansw® x w*
tel que(a, B) = klingo (o, Br), ou B, = f, (cy). Par ce qui précede, on peut supposer que la suite
(|sk|) croit strictement vers l'infini. Alors il existe un entigrtel que{sx(p) / k € w} soit infini.
En effet, si tel n'était pas le cags € 7 / Ik € w s < s;} serait un sous-arbre infini d&, a
branchements finis, donc il aurait une branche infinie paertete de Konig. Mais ceci contredit la
bonne fondation d&,. On peut donc supposer qu’il existe une suitelle que|s| = p, s < s, et
(sx(p))r tende vers l'infini. On en déduit comme avant qiie= fs(«). D’ou le résultat. Bien sdr,
ceci vaut également dang x Zj.

e On a doncB, C User, Gr(fs) = B, U Bi. ll reste a voir queB; C B, pour avoir (d), dans le cas
ou ¢ est pair. Soit done < T de longueur impaire. Commeec Té, on a la conclusion en utilisant
la condition (c). On raisonne de maniére analogugest impair. On a donc montré que les couples
nous intéressant sont des bonnes situations.

Les conditions (a) et (b) de (1) se montrent comme en 2.7¢igpees ques(so(0)) = {so(0)}
vaut dans tous les cas, et que l'injectivité Menous fournite(i; + 1) = c(ie — 1). O

Théoreme 2.20Soit¢ un ordinal cenombrable pair etZ, T, (fs)seTE) une situation grérale. Alors
il existeu : w* — Z etwv : w* — T continues telles quB, N (u x v)~Y(B,) = B,.
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Démonstration. Elle est calquée sur celle du théoreme 2.8. On constastatiteg Us)sc,,<~ €t
(Vs)sew<w d’ouverts, ainsi qué a valeursT vérifiant les conditions (i), (ii), et

\w(s t)| a méme parité que et vaut au phugs, ¢)
(1ii) sRt = fwst[ ]SlAw(st)CZ
fw(s,t [W] si Aw(s,t) cT
On montre que sfa, 3) est dansB, (resp. B;), alors(u(«a), v(3)) est dansB,, (resp. B;). Soit donc

w € T¢ tel que(w, B) € Gr(f,,) ; alors|w| est paire (resp. impaire), et on peut trouver un entigr
tel que I'on ait(Nafp, X Nprm,) N UseTE, 1s|<|w| OF(fs) = 0. Par (iii),

m(s, t) = m(a[mo, 8[mo) = |w]
et |®(s,t)| ont méme parite. Commiev| est paire (resp. impaire)(s,¢)| aussi. On a alors que
(u(a), v(B)) est dans3(fo () C B, (resp.B,).

La suite de la preuve est identique a celle du theoremdeds 2 non compris, a ceci pres que
le premier alinéa de la condition (3) devient

lw(k, )| a méme parité que et vaut au phugz, -1k, 26-1())-
Cas2.0=p+1.
2.1 Z¢*1(m) R qu*l(n)'

Soitw € T tel que(V, 21 () de)_l(nw) N Gr(fw) # (. On peut supposer que

w| = m(Zg=1(m)[ps Z¢=1(n) [p)-

Par (iii), |w(z¢_1(m) [p Z¢>_1(n)[p)| et |’U)| ont méme parité dtu(z¢_1(m) [pr 26— (n) ]—p)| < |’U)| llya
deux cas.

21.1.A C
W(Zg=1 () [pZp=1(n)[p) =

Par la condition (3), on a

V. U .
Zo=l(n)[p f 4>—1<m>(p ¢—1<n)[p)[ Zaa*l(m)(p]

On en déduit quéU” X Ve i) N G(fu(z ) # (0. Comme on a

$=1(m)[p %=1 (n)[p)

= J G\ (UGﬁn>

new new

L(m)

sis € Té, on peut trouvet € w<¥ lexicographiquement minimale telle que

(Un—l X VZ¢—1(n)[p) N G(fw(z ) ?é @

Zp—1(m) oL [p o= 1(m)[p)
et aussi telle queu (241 (m)p, 2e-1(n)[p) t| SOIt de méme parité que et vaille au plus

m(2’¢—1(m), qu*l(n))'
On pose alorD(2y-1(,n); 26-1(n)) = W(Zg=1(m)[ps Zg-1(n)[p) t- Il'y @ alors 2 cas.
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2.1.1.1. Ay C Z.
211114, C Z.

On a alordJ

ety () fo ' (Fuomm U2 0 Aygnn]) # 0, eton raisonne comme en 1.1.1.

Zo=1(m)
211124, CT.

¢ n—1 A r—1 .
On a alorsf ,(m,n) [U%fl(m) N Awim,n)) N £y (U%—l(n) rp) 7 0, et on raisonne comme en 1.1.2,

2.1.1.2. Ay (mn) CT.
211214, C Z.

OnaalordV,, , N fy ' (f (ULt ) # 0, eton raisonne comme en 1.2.1.

Zo=1(m)
211224, CT.

Ona anrs!;‘z(1 r-t yn qul(U%fl(n) ;p) # 0, et on raisonne comme en 1.2.2.

M) 27 =1 (m)

212.A C
W(Zg=1 () [prZp=1(n)[p) =

Par la condition (3), on &/, On conclut alors

comme en 2.1.1.

o=lm)p fw(%—l(m)rpv%—l(n)(p)[Vzaa*(n)rp]'

22 Z(b_l(n) R Z¢>_l(m)'
On raisonne comme en 2.1 : il y a deux cas.

221.A C
W(Zg=1(n) [p 2= 1 (m)[p) =

Par la condition (3), on &, On en déduit que

s=1em)lp fw(%—l(n)(p’%—l(m)[p)[Uzab*l(n)(p]'

< VL YN G(fu )) # 0. Comme

(U%*lm) )

o= 1(n)[pZe=1(m)[p

G(st) - U G(st’“n)\ (U G(fs’“n))

new new

si s € T¢, on peut trouver’ € w=* lexicographiquement minimale telle que
1) 70,

et aussi telle QUa(2y—1(,)[p, Ze-1(m)[p) '] SOIt de méme parité que et vaille au plus

(U <V YNG(fu

Z=1(n) [P ™V 241 (m) Z9=1(n) [p?76—1(m)[p

M (2g=1(n)> 291 (m))-

On pose alor® (2y-1(,), 26-1(m)) = W(Zg=1(n)[p

s Ze-1(my[p) - Il'y @ alors 2 cas.
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2.2.1.1. Ay m) C Z.
221.11.A,C Z.

OnaalordV, , N f. . (V27! )70, etonraisonne commeen1.3.1.

Zo=1(m)
221124, CT.

onaalorsfy ! (f,, (. (V22L )NV

oy 2510 [p 7 0, €L ON TRISONNE COMMe en 1.3.2.
—t(m n

2.2.1.2.A(0m) CT.

221.21.A,C Z.

Ona alorsfw(mm) vr-t n Aw(mm)] # (), et on raisonne comme en 1.4.1.

Zo=1(m)
221224, CT.

ona alorsfgjl(fw(n,m) [vr—l N Aw(n,m)]) N V%_l(n) rp 7 0, et on raisonne comme en 1.4.2.

Zp=1(m)

2.2.A C
2.2.2 Aw(%—lm)[pv%—l(mw) =

Par la condition (3), on a/’zqu(n)rp = fw(%_l(n”p,%_l(mw)[V%fl(m)rp]. On conclut alors
comme en 2.2.1. O

Théoreme 2.21Soit¢ un ordinal cenombrable.

(1) Si¢ est pair, il existe un balien A, de 2* x 2% tel que pour tous espaces polonaiset Y, et
pour tout boklien A de X x Y qui est potx}) et po(I13), on a I'equivalence entre les conditions
suivantes :

(a) Le boklien A n’est pas patDe (X9)).
(b) Il existe des fonctions continues 2* — X etv : 2¥ — Y telles queds N (u x v) "1 (A) = Ag.
(2) Si¢ estimpair, il existe un bé@lien A de2* x 2¢ tel que pour tous espaces polonaisetY’, et

pour tout boklien A de X x Y qui est potx9) et po(I1J), on a I'equivalence entre les conditions
suivantes :

(a) Le boklien A n’est pas patDe (X9)).
(b) Il existe des fonctions continues 2* — X etv : 2¥ — Y telles queds N (u x v)~1(A) = Ag.
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Démonstration. Soit® : 2* — Z; un homéomorphisme. On montre le théoréme dans le cagstl
pair, I'autre cas étant analogue. On pose

Ag == (® x ®)"1(B,).

e Si¢ =0, B, = B,. SiA estnon vide, soifz,y) € A, etu (resp. v) I'application constante
identique ar (resp.y). Alors u etv sont continues, efly = Ay C (u x v)~!(A). Réciproquement,
Ao C (u x v)"1(A), doncA est non vide etl ¢ Dy(X?). Dans la suite, on supposera dang 0.

e Appliquons le theoreme 3.28 =Y =2% A= A¢, Z =T = Zy, etu = v = &~ 1. Ce théoréme
s’applique car

- A¢ a ses coupes dénombrables, donc egBiidtet po(I1)).
- (Zo, (fs)ser,) est une bonne situation (par 3.3), dai, Zo, (fs)ser,) €St une situation générale.
- B, = (ux v) " (Ag) = (u x v) "1 (Ae) N B,

On a alors qued¢ n'est pas pdtDs(X9)), ce qui montre que (b) implique (a) (la parité géait
que la class®, (X?) est stable par intersection avec les fermés).

e Réciproquement, st n'est pas potentiellemet?, (X9), le théoréme 3.2 nous fournit une situation
généralgZ, T, (fs)ser,) et des injections continues: Z — X etd : T — Y telles que

B,N (@ x9) ' (A) = B,.

Le théoréme 3.4 nous fournit des fonctions continuesw” — Z etv’ : w¥ — T telles que
B, N (v xv)"{(By) = By,

Soit ¥ : Zy — w” l'injection canonique. On pose

~ / ~ /
u:=uo uwo Wo &, v: =00 v o Vo .

Alors u etv sont clairement continues, et on a clairemdatC (u x v)"*(A). Si(a, ) € A¢ \ Ag,

(®(a),®(8)) € B, \ By, = B, donc(v/ o Wo ®(a),v' o Wo &(B)) € B; C By, et(u(a),v(3))
n'est pas dansl. O

Remarques.(a) L'énoncé de ce théoreme fournit un exemple dedestans2” x 2¢ ; mais la preuve
nous donne aussi un test dangx 7, et un autre dans® x w®.

(b) Le théoreme 3.5 fournit une caractérisation desrabgs non potentiellemerd, (X) pour &

pair, et non potentiellemerﬁ)g(E?) pour ¢ impair. Mais un simple passage au complémentaire nous
fournit une caractérisation des ensembles non potemtieihthE?) pour¢ pair, et non potentielle-
ment D¢ (XY) pour¢ impair
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Théoreme 2.22 Soit¢ un ordinal cenombrable.

(1) Si¢ est pair, il existe un balien A de 2¥ x 2“ tel que pour tous espaces polonaiset Y, et
pour tout boklien A de X x Y qui est potx}) et po(I13), on a I'equivalence entre les conditions
suivantes :

(a) Le boklien A n’est pas patDe (29)).
(b) Il existeu : 2 — X etv : 2¥ — Y continues telles qué, N (u x v) "1 (A) = A¢ \ Ae.

(2) Si¢ est impair, il existe un ba@lien A, de2¥ x 2¢ tel que pour tous espaces polonaisetY’, et
pour tout boklien A de X x Y qui est potx}) et po(I13), on a I'equivalence entre les conditions
suivantes :

(a) Le boklien A n’est pas patDe (X9)).
(b) Il existeu : 2 — X etv : 2¥ — Y continues telles qué, N (u x v) "1 (A) = A¢ \ Ae.

En fait, on ad; \ A¢ = (@ x ®)~1(B;) si & est pair ; si estimpair, on ¢ = (® x ®)~1(B;)
etAe \ Ag = (2 x @) 1(B,).
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