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Uniformisations partielles et catesa la Hurewicz dans le plan.

Dominique LECOMTE
Trans. Amer. Math. So847, 11 (1995), 4433-4460

Résumre. On donne des caractérisations des boréliens potentiefied’'une classe de Wadge donnée, parmi les boréliens a
coupes verticales denombrables d’'un produit de deux esgaaonais. Pour ce faire, on utilise des résultats dyumifsa-
tion partielle.

Cet article fait suite a I'etude des classes de Wadge tielies commencée dans [Lel]. On
démontre entre autres les résultats annoncés dans [le2gnvoie le lecteur a [Ku] pour ce qui est
des notions de base en topologie, et a [W] pour ce qui coadesclasses de Wadge. On utilisera les
notations et notions standard de la théorie descriptigeedsembles, ainsi que des notions de théorie
descriptive effective, qui peuvent étre trouvées dang][NMRappelons les définitions de base :

Définitions. (a) SoitI" une classe de parties d’espaces polonais de dimension Oit@Qued” est une
classe de Wadge de boréliens s'il existe un espace polonaig de dimension 0, et un belien A
de P, tels que pour tout espace polondisde dimension 0O et pour toute partiede P, A est dand’
si et seulement s'il existe une fonction contirfuge P dansP, telle queA = f~1(Ay).

(b) SoientX etY des espaces polonais, 4tun boilien deX x Y. SiI" est une classe de Wadge,
on dira queA estpotentiellement dans T (ce qu'on noterad € pot(I")) s'il existe des topologies
polonaises de dimension 8,(sur X) etr (surY’), plus fines que les topologies initiales, telles que
A, considcré comme partie dé€X, o) x (Y, 1), soit dansl.

La motivation pour I'étude de ces classes de Wadge poliestigouve son origine dans I'étude
des relations d'équivalence boréliennes (ou plus géement des structures boréliennes a plusieurs
variables). Par exemple, dans [HKL], on étudie le pre@qui suit. SiF’ (resp.E’) est une relation
d’équivalence borélienne sur I'espace polongisresp.X’), on pose

E < E' & [il existe f borélienne deX dansX’ telle querEy < f(z)E'f(y)].

En d’autres termes, I'applicatiohdéfinit par passage au quotient une injectionXg&” dansX’/E’,

ce de maniére borélienne. La relatiBh< E’ peut s'écrire :E = (f x f)~'(E"), avecf borélienne ;

or si E’ est de classe de Wadfjgou méme de classe de Wadge potentiE)gil est facile de vérifier
queFE est de classe de Wadge potenti¢li@alors queE n’est pas de clasdéen général). La classe de
Wadge potentielle est donc un invariant naturel du pr&eord Bien que cet invariant soit en général
grossier, il fournit des informations sgr; par exemple, dans [Lo1], A. Louveau montre que la classe
des relations d’équivalencﬁg n'est pas co-finale dans les relations d’eéquivalencelieon@es pour

le pré-ordre<, en utilisant la notion de classe de Wadge potentielle.



Il en déduit une démonstration simple de la non-existehaee relation d’équivalence borélienne
maximum pour<. Ce résultat avait par ailleurs été démontré anteement par H. Friedman et L.
Stanley, en utilisant les travaux de H. Friedman sur la diatigation borélienne.

L'un des principaux résultats concernant les classes dégg@vde boréliens est I'existence de
“tests d’Hurewicz”, dont le principe est : un borélien 'ess d'une classe de Wadge donnée si et
seulement s'il est au moins aussi compliqué gu’un exenyple h’étant pas de cette classe. Hurewicz
a démontré I'existence du test pour la claGge Le résultat précis est le

Théeoreme 2.10Soit X un espace polonais, et un boklien deX. Alors A n'est pasGs si et
seulement s'il exist& denombrable sans point igotel queE \ F ~ w” etE = AN E.

Apres les travaux de nombreux auteurs, parmi lesquelsSkeRl (voir [S]), ainsi que A. Louveau
et J. Saint Raymond, I'existence de tests a été établietpates les classes de Wadge ; dans [Lo-SR],
il est démontré :

Théoreme. Si ¢ est un ordinal @nombrable non nul, il existe un compdgt de dimension 0 et un
vrai 22 de P, Ag, tels que sid est un boélien de I'espace polonai&’, on ait : A n’est pasl‘[? de
X si et seulement s'il existg: P: — X injective continue telle que; = f~1(A).

L'ensembleA, est dit “test d’Hurewicz”. Un des objectifs de cet articlé @&tudier la possibilite
d’obtenir des résultats similaires, pour les classes dégé/aotentielles. Dans [Lel], il est demontré
un lemme qui suggere l'intérét qu’on pourrait avoirtadger les problemes d’uniformisation partielle,
en vue de caractériser les ensembles potentiellemenéserne test usuel pour savoir si un ensemble
A est fermé est de prendre une suite convergente de pointstide regarder si la limite est dads
Un tel test ne peut pas convenir pour caractériser les dsiesmotentiellement fermés, puisqu’un sin-
gleton peut étre rendu ouvert-fermé tout en gardant gesdgies polonaises. Cependant, on remar-
gue que lorsqu’on raffine la topologie d’'un espace poloraig,en gardant une topologie polonaise,
les deux topologies coincident sur Gfy dense pour la topologie initiale. D’ou I'idée de remplace
les points par des graphes de fonctions continues et osyeidgets qui rencontrent tout produit de
deuxG; denses si les domaines et images des fonctions sont asesz “gr

Lemme. SoientX etY des espaces polonaig?,,) (resp.(D,,)) des suites d’ouverts non vides de

(resp.Y), fn : C,, — D, continues et ouverted? := |J Gr(f,), et A un bolien deX x Y
new\{0}
contenantB; si B\ A contient Gk f;), alors A est non-poffy).

La question est de savoir s'il y a une réciproque. Nous allir que c’est en partie le cas :
cette réciproque a lieu, modulo un changement de topapgiel est a la fois pat=9) et po(I13), a
ceci pres qu’on ne peut pas imposer le sens dans lequellsetdes graphes. Ceci signifie que les
fonctions partielles peuvent étre définies sur une pdei& et arriver dang’, ou &tre définies sur
une partie d&” et arriver dansX. Le résultat précis est un cas particulier du théorére &i f,, est
une fonction partielle d& dansY ou deY dansX, on notera,, la partie deX x Y égale au graphe
de f,, si f, vadeX dansY, et égale §(z,y) € X xY /= = f,(y)} sinon.



Théoréme *. SoientX etY des espaces polonais, dtun botlien potX9) N pot(I1}) de X x Y.
A est non-pofT1?) si et seulement s'il existe des espaces polozagt 7' parfaits de dimension 0,
des ouverts-fers non videsA,, et B, ('un dans Z et l'autre dansT), des surjections continues
ouvertesf, : A, — Bp, et des injections continuesetv tels quelJ, ¢, ;o Gn S (u x v)"H(A),

Go C (ux v)"'(A), etGo = Uneu (0} G \ (Unew oy Gn)-

Le théoréme 2.3 étend ce résultat a la caractérisatas boréliens potentiellement difference
transfinie d’ouverts, toujours parmi les boréliens(@) N pot(II3). On ne se raméne donc pas a
un exemple type, comme dans le théoréme de A. Louveau aint. aymond, mais a une situation
type. Pour démontrer le théoréme 2.3, I'outil essemstlle

Theoreme 1.13SoientX etY des espaces polonais parfaits de dimensioA Qn Gy |.p.o. non vide
de X x Y. Alors il existe des ensembles presque-ouverts non ¥dets7, I'un contenu dansX et
'autre dansY’, et une surjection continue ouverte flesur G dont le graphe est contenu dadsou
dans{(y,z) €Y x X / (x,y) € A} selon le cas.

Pour le comprendre voici les

Définitions 1.2(a) Un G5 d’'un espace topologique est gitesque-ouvert (ou p.o.) s'il est contenu
dans l'interieur de son aderence (ce qui revierdt dire qu'il est dense dans un ouvert).

(b) SiX etY sont des espaces topologiques, une pattide X x Y sera ditelocalement a projec-
tions ouvertes (ou l.p.o.) si pour tout ouvel’ de X x Y, les projections del N U sont ouvertes.

Les ensembles |.p.o. se rencontrent par exemple dans &isitisuivante : A est X1 dans
un produit de deux espaces polonais récursivement géssei on munit ces deux espaces de leur
topologie de Gandy-Harrington (celle engendrée pakiBs A devient |.p.o. dans le nouveau produit.
C’est essentiellement dans cette situation qu’on utdigette notion, au cours de la section 2.

On étudie donc dans un premier temps, et plus largementé&pessaire pour la seule étude des
classes de Wadge potentielles, les problemes d’unifatiois partielle, sur des ensembles “gros” au
sens de la catégorie, en essayant d’obtenir I'image denletit;m “grosse” également. On obtient
essentiellement des résultats pourdgs Il est a noter que malgré des hypothéses symétrigaes, |
conclusion du théoreme 1.13 ne I'est pas.

Dans [Q], il est démontré, sous I'hypothese du contitexistence d'une bijectio® de|0, 1] sur
lui méme échangeant ensembles maigres et ensembles deerded_ebesgue nulle. En étudiant un
exemple ou on trouve un graphe dans un sens et pas dans,/'daftrs le theoreme 1.13, on montre
gu’une telle applicatiod® ne peut pas avoir de propriété de mesurabilité proje¢torollaire 1.8).

Une autre facon de formuler le theoreme * est (voir [Ld&])

Théoreme. Soient X et Y des espaces polonais] un boielien de X x Y a coupes verticales
denombrables. Alorsd est non-pofl1?) si et seulement s'il existe des espaces poloaist T
parfaits de dimension 0 non vides, des fonctions continugts), des ouverts densésl,,) de Z, des
applications continues ouvertefs de A,, dansT, tels que pour tout dans(,,c,, An, (fn(2))n>0
converge simplement vefs(z), Gr(go) C (u x v)"1(A) etU,,~o Gr(gn) C (u x v)~L(A).



En d’'autres termes, en chaque point@gjdenseﬂnew A,,, on retrouve sur la fibre le test usuel
pour les fermés. On a un phénoméne analogue podr Jes

Théoreme 2.11SoientX etY des espaces polonaig, un boi€lien deX x Y a coupes verticales
denombrables. Alorsd est non-pofII9) si et seulement s'il existe des espaces polouaist T
parfaits de dimension 0 non-vides, des injections consinuet v, des ouverts dens¢sl,,) de Z, des
applications continues et ouvertgs de A,, dansT’, tels que pour tout dans(, ., A,, 'ensemble
E, = {f.(2) / n € w} soit sans pointis@, £, \ E, ~ w*, etE, = (u x v)"}(A), N E,.

1 Uniformisation partielle des Gj.

Les problemes d’'uniformisation partielle ont déja étudiés dans [GM], ou au lieu de considérer
la catégorie, il est question d’ensembles de mesure 1 swwuchdes facteurs. Les résultats qu’on
obtient sont également a rapprocher de résultats obteauG. Debs et J. Saint Raymond, ou il est
guestion de fonctions totales et injectives, avec des hyses de compacité sur chacun des facteurs
(cf [D-SRY]). Plus précisément, il est demontré dans [[&drésultat suivant :

Theoreme 1.1 Soient X et Y des espaces polonais, (resp. i) une mesure de probabiitsur

X (resp. Y), et A un botlien deX x Y ayant ses coupes horizontales (resp. verticales) non
dénombrableg-presque partout (resp\-presque partout). Alors il existe un tien F' de X (resp.

G deY) tels queA(F) = u(G) = 1, et un isomorphisme bélien deF sur G dont le graphe est
contenu dansi.

On peut se demander si on a un résultat analogue en remplagegsemble de mesure 0" par
“ensemble maigre”. On va voir que non. Pour ce faire on mamtreemme que nous réutiliserons.

Définitions 1.2 (a) Un G5 d’'un espace topologique est gitesque-ouvert (ou p.o.) s'il est contenu
dans l'interieur de sn adéarence (ce qui revierdt dire gu'il est dense dans un ouvert).

(b) SiX etY sont des espaces topologiques, une pattide X x Y sera ditelocalement a projec-
tions ouvertes (ou l.p.0.) si pour tout ouvel’ de X x Y, les projections del N U sont ouvertes.

Lemme 1.3 Il existe un espac& polonais parfait de dimension 0, et un fé&m l.p.o. & coupes
parfaites non vides d&?, tels que siF’ et G sont presque-ouverts non vides davst f : F — G
surjective continue ouverte, Gf) £ A.

Démonstration. SoientX = w*, ¢ un homéomorphisme d& sur I'ensembleP,, des suites de 0 et
de 1 ayant une infinité de 1, étun homéomorphisme d& sur I'ensemblelCp(2¢) des compacts
parfaits non vides de” ; ¢ existe car cet ensemble ne contient pas les compacts finderese et est
Gs dekC(2¢) \ {0} : en effet, si on désigne pa¥ (n, 2*) le n'®M€ouvert-fermé de base @&, on a

Vm e w [(KNN(m,2%)=0)ou(3(p,q) €w? N(p,2°)N N(q,2%) = et
K est parfaite
N(p,2¥) UN(q,2¥)CN(m,2¥) etN(p,2°) N K # D etN(q,2*) N K # 0)].



PosonsA = (¢ x 1) "1(A’), 0u A" := {(z,K) € Px, x Kp(2¥) / x € K}. Il suffit de montrer
les propriétés poud’. Il est fermé :

r¢ Kedncw IU e BI2Y Nn,2°)NU =0 et z € N(n,2¥) et K C U.
Il est clairement & coupes parfaites non vides, et il est.|.par siN, := {« € 2¥/s < a} et
Wove...v, = {K € Kp(2°)/K CUetVi<nV,NK # 0}
est I'ouvert-fermé de base dep(2¥), on a
I [A"'N (Ns x Wog...v,)] =0 ou NgNU N Py, et

o [A"' N (Ng x Wovg,..vi)] =0 ou Wy, vie.n, N Kp(27).

Raisonnons par I'absurde : il exisfe F' — G surjective continue ouverte dont le graphe est contenu
dansA’, et des ouverts non vidéset ) tels queF’ (resp.G) soit Gs dense dé{ (resp.)).

-----

L'ouvert V étant non vide contient un ouvert-fermé de b&gey;, . v,, avecU, V, ..., V,
ouverts-fermés tels que 188N V; soient non vides. De sorte qu’on peut supposer, quitte @sseein-
dre a son image réciproque, que= Wy v, v,-

Soit(S;)<n+3 Une partition dé€/ en ouverts-fermés telle quej < n+3,Vi <n, S;NV; # 0.
Posons, si € P(n + 3) \ {0},

O[::{KEWUyO Vn/[Z{j<TL+3/KﬂSj7&®}}'

-----

Alors (Oy) est une partition en ouverts-fermés non videsidey,.....v,, donc(f~1(Oy)) est une
partition en ouverts-fermés non vides Be par propriété de réduction, on trouve une suite d’'otsver
non vides dé/ deux a deux disjointg,W;), telle quef ~1(O;) = F N Wj.

Alors sij < n+3, Wy € Sy, sinon on trouver dansF' N Wi\ S, etz € f(x) € Oyyy, donc
f(x) C S}, une contradiction.

Maintenant sif C n + 3 est de cardinal 2, il existe< n tel queV; N J;c; S; C W;. En effet,
par ce qui précede, gic 1, S; Wr sinonW N Wy # (). Donc si pour tout < n il existej dans
Itel queV; N S; € Wr, 'ensemble{K € O; / K C W} est ouvert non vide d€, donc rencontre
GenK = f(x) etz € FnWj, doncK N W; est non vide, une contradiction.

En particulier, sil < j < n + 2, il existei; < n tel queV;; N (SoUS;) C Wiy Soientj # 5’
tels quei; = ij ; alorsVZ-j NSy C W{O,j} N W{OJI}, ce qui contredit la disjonction dW{O,j} et
Wio,13-

Théoreme 1.4 SoientX := K(2¥) \ {0}, Y :=2¥, etA:= {(K,z) e X xY /x € K} ; alors A
est un fernd & coupes horizontales noredombrablesa coupes verticales noredombrables sur un
ensemble co-maigre d€, mais siF' (resp. G) est un bogelien co-maigre deX (resp.Y), il n'existe
aucun isomorphisme bélien deF' sur G dont le graphe soit contenu dars

5



Démonstration. Comme on I'a vu dans la preuve du lemme précédérast fermé dan( x Y, et
'ensemble des compacts parfaits non videggstlense deX .

L'ensemble des compacts nhon denombrables est donc coertEgsX, et les coupes verticales
de A sont donc non dénombrables, sauf sur un maigre.

Raisonnons par I'absurde : il existe des ensembles GG, ainsi qu’un isomorphisme borélief
comme dans I'énoncé.

Alors il existe unGs denseF” (resp.G’) de X (resp.Y) tels queF”’ C Kp(2¥)NF,G' C GNPxy,
et quef : I’ — G’ soit un homéomorphisme.

En effet, on remarque que&iest un ouvert dense dé, alors{K € X / K C U} estun ouvert
dense deX ; par suite, siM est maigre relativement@, on a I'inclusion

M) CHx[(X x M)NAl={KeX/KnNM+#0}.
Donc f~!(M) est maigre relativement &, et aussi relativement & qui est co-maigre dank.

Soit G; un Gs dense d&’, contenu dang: N P, sur lequelf—! est continue ; ce qui précéde
montre quef ~!(G1) est co-maigre dank.

Si (U,) est une base de la topologie @e, f~1(U,,) est borélien deX, donc égal a un ouveit,
modulo un maigrelZ,, ; choisissons pouF”’ un Gs dense deX contenu dans

Kp(2)nF 0 16\ (| Ma).
new
Il reste a pose€&’ := f"F".
En effet, onaf "Y{(U, NG") = F'n f~1U,) = F'nV,; G = (f~H)"YF') N Gy estGs.
Et si G’ n'était pas dense dans, on trouverait un ouvert non vid€ de Y disjoint deG’ ; mais

{K € X / K C U} serait un ouvert non vide, et rencontrerait ddricen un pointX qui veérifierait
f(K)e K CU etaussif(K) € G', ce qui est la contradiction cherchée.

Mais ceci contredit la preuve du lemme 1.3. O

En analysant les raisons de ce résultat négatif, noussaifaintenant montrer que I'application
transformant ensembles de mesure 0 en ensembles maigrpam@e proprietés de mesurabilité
projective, sous hypothése de détermination des jeyrifs.

Pour demontrer le théoreme 1.1, les auteurs montreatdenke suivant :

Lemme 1.5 SoientX un espace polonaig; une mesure de probabgitsur X, et A un boelien de
X x X ayant ses coupes horizontales n@mdmbrableg:-presque partout. Alors il existe Ui, de
X, F, etune application ba@liennef : F — X tels que G(f) C A et

p({y € X / f~1({y}) est non énombrablé) = 1.



Corollaire 1.6 SoientB := [0, 1], A la mesure de Lebesgue sBr A un bog€lien deB x B tel que
A{y € B/ AY est non @nombrablé) = 1 ; alors il existe des baliens disjoints d&3, By et By,
tels queA({y € B / B; N AY est non @nombrablé) = 1.

Démonstration. Soient ' et f fournis par le lemme 1.5, &, une copie de“ contenue dans
f~1({y}), si ce borélien est non denombrablezSi G, \ {min G, maxG,}, les ouvertso, z[NG,
et]z, 1] N G, sont non vides, donc non dénombrables ; posons donc

E(y,r) & x € Fetf(z)=uyet[0,z[nf*({y}), ]z, 1] N f~'({y}) sont non denombrables.

Alors E est analytique danB x B, donc par le théoreme de von Neumann on trouve une applicat
g : B — B Baire-mesurable telle que £ ({y}) est non dénombrablg(y) € F, f(g(y)) = v, et
[0, g(y)[INfF Ly}, lg(y), 1] N F~1({y}) sont non denombrables.

Soit alorsG un borélien de&3 tel queA(G) = 1, la restriction dgy &G soit borélienne, et contenu
dans{y € B / f~*({y}) est non denombrabje Il reste a poser

By:={xecF/f(zx)eGete <g(f(z))}, Bi:={x e F/ f(x) e Getx > g(f(z))}.

En effet, siy € G, [0, g(y)[Nf~*({y}) € Bon AY, doncBy N AY est non denombrable, de méme
que By N AY. O

Lemme 1.7 ll existe unGs de B x B, A, ou B := [0, 1], tel que{y € B / AY est non &nombrablé
soit co-maigre, alors que pour tout coufl8, B1) de bogliens disjoints de3,
{y € B/ B; N AY est non é@&nombrablé

ne sont pas tous deux co-maigres.

Démonstration. [0, 1] \ Q@ est homéomorphe &, qui est co-dénombrable dans I'espace pafait
Il suffit donc de trouverd dans2* x 2¢, ayant les proprietés du lemme. D’autre p&it2«) \ {0}
est un espace compact métrisable parfait de dimensiondhatide, donc est homéomorph&4; il
suffit donc de trouverl dans2¥ x K(2¢) \ {0}. Reprenons I'exemple de 1.4 :

A={(z,K) €2 x K(2“)\ {0} /z € K}.

Raisonnons par I'absurde By et By existent. Par la preuve de 1.4, ces deux ensembles sont
nécessairement non maigres ; on trouve donc des ouvejténtiset non vides d&v, U, et Uy,
tels queBy AUy et BoAU; soient maigres.

Comme on 'a vu dans la preuve du theéoreme 14, € K£(2¥) \ {0} / K N (BoAUy) = 0}
est co-maigre, ainsi quek’ € K(2¢) \ {0} / Bo N K est non dénombrabje donc que I'ensemble
{K € K(2¥)\ {0} / K N Uy # 0} ; ce dernier rencontre donc 'ouvert non vide

{K e K(2°)\ {0} / K C U},

ce qui contredit la disjonction dé, etU; . O
Il résulte immédiatement du théoreme 19.6 de [O] ques dihypothese du continu, il existe

une bijection idempotent® de B := [0, 1] sur lui-mé&me telle qué’ est maigre si et seulement si
A(@®~L(E)) = 0. Ce qui précede entraine le



Corollaire 1.8 Une telle fonction® n’est pas boglienne. De plus, sous hypése de dtermination
des jeuxAl, . 5, ® n'est padl}, ., -mesurable.

Démonstration. Le premier point résulte aussitot du corollaire 1.6 etetarhe 1.7. S étaitIl}, , ;-
mesurable, et sil est leGs du lemme 1.7, 'ensembld’ := (I x ®)~!(A) seraitIl},  ,, ainsi que
E:={(y,K) € BxK(B)\ {0} / K est parfait etk C A’} ; par la détermination des jeux} ,
E serait uniformisable par un graphe parﬂ;nﬂ, et la fonction correspondante se prolongerait en
une fonctionf totale A}, , ;-mesurable. Par la détermination des jeN, . 5, f seraitA-mesurable,
donc il existerait un borélied de B tel que\(G) = 1, la restriction def a G soit borélienne, et

(y, f(y)) € Esiy € G.

PosonsA” := {(z,y) e Bx B /y € Getx € f(y)}; alorsA” serait un borélien contenu dans
A’, et le corollaire 1.6 fournirait des boréliens disjoirits et B;. Les ensembles

{y € B/ B;nN (I x ®)[A”)Y est non denombrabje

seraient donc co-maigres, ainsi guee B / B; N AY est non dénombrabje ce qui contredirait le
lemme 1.7. O

Dans [Ma], la question suivante est posée : étant donnkouélien A de [0, 1] x [0,1] dont
toutes les coupes sont non maigres, existe-t-il un isonrghborélien déo, 1] sur lui-méme dont
le graphe soit contenu dams? La réponse est non, comme le montre le theoreme 3 de [DEBRa
cependant le résultat suivant :

Théoreme 1.9 SoientX etY des espaces polonais parfaits non vidés: X x Y ayant la propréte
de Baire et ses coupes non maigres (sauf sur des ensembigieshaiAlors il existe un ensemble
K, U Gg, F (resp. GG), co-maigre dansX (resp. Y), et un isomorphisme de dearie classe dé'
sur G dont le graphe est contenu dads

Lemme 1.10 Soient(C,,), (D,,) des suites d’ouverts-fegs non vides de*, A dansw® x w* tel
que AA(U, e, Cn % Dy,) soit maigre ; alors il existe des suit¢&") et (K,}) de copies d&“, des
suites(GY) et (GL) de G5 dew* verifiant

(i) (K x GR) U (G x Kp) € A

(iii) G7, (resp.G,) est dense danB,, \ (U, ., Dy U U, e, Kp) (resp.C \ (Uy<p Cg U U,pew Kp))

Démonstration. On construit d’abord la suitek?) et une suite H) de G5 dew* vérifiant

Ky x Hp AN [Ca\ (| K9) x Du\ (| Do)l

q<n q<n

Hy, étant dense dan;, := D, \ (U,,, Dy)-

Admettons la construction effectuée pau« n. SoitC;, := Cp, \ (U,<,, KQ); ANCy, x D, est
co-maigre dang’, x D!, d’ol I'existence dek’ et H.
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De mé&me, on construit des suitds,) et (H}!) vérifiant des propriétés analogues :

Hy x K} CAN[C,\ (| Cy) x D\ (| KD,

q<n q<n

etH, estdense darG, \(U,., C,)- llreste aposetr, := H)\(U,c., Kp), G, = Hi\(U,c, Kp)-
Ceci termine la preuve. O

Démonstration du theoreme 1.9.L'ensembleA ayant la propriété de Baire, il est reunion disjointe
d'un G4 et d’'un ensemble maigre, qui a ses coupes maigres, saufsandembles maigres ; on peut
donc supposer qué estGs a coupes non maigres d¢' x w*, X etY étant parfaits non vides.

On trouve alors des suitds’,,) et (D,,) vérifiant les conditions du lemme 1.10, qui peut donc
s'appliquer. Posong := {n € w / G5 # 0}, Fy := U,e; K2 Go = U,/ G- Sin € w,
D\ (Uyen Dg U U, e, Kp), doncGy, sont denses dan,, \ (U, ., Dy) ; par conséquenty, est
dense dankJ, ., D,,. D'autre part,Gy € AY-PU(Gs)[(U,e, D), doncGy estGs. CommeA est
a coupes non maigrelg,, ., D, est dense dans, doncGy estG; dense dan¥’.

Sin € I, GY est polonais non denombrable, donc il existe un isomonpdide premiére classe
fn de K2 surGY. Alors
. FO - G(]
90 @ = fo(z) si 2 € KY

est bien définie (par (i), injective (par (iii)) donc bijive, de premiére classe par compacitéidg
etg, ' est aussi de premiere classe 64 = Go N [Dy, \ (Ug<n Dg)]- Enfin, le graphe dgo est
contenu danst par (i).

De méme, on trouve un isomorphisme de premiere classki K, maigre de&¥” Fy := . ; K}
sur leGs dense deX, Gy := {J,.,; G ouJ = {n € w /G, # 0}. Alors F := F, U Gy,
G = F1 UG, et
F -G

go(z) si z € Fy
Tr

g (z) stz € Gy
répondent au probléme. O

Venons-en a I'étude de la réciproque du lemme de l'inintidn ; dans ce lemme, il est ques-
tion de fonctions continues et ouvertes, donc non négessant injectives. Le contre-exemple du
théoréme 1.4 n’est donc pas un obstacle a la réeciprdgedait, I'application définie par

[ {K e K(2¥)\ {0} / K est parfai} — Py
¢ { K — max(K)

est surjective continue et ouverte et son graphe est codamg
{(K,z) e K(2¥)\ {0} x 2 /x € K}.

Cependanty n’est injective sur aucutys dense. Plus généralement, on a la
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Proposition 1.11 SoientX un espace polonaig; un espaceé&parg, f : X — Y continue et ouverte.
Si f n’est pas injectivef n’est injective sur aucu’s dense deX.

Démonstration. PosonsE := {(z,2') € X2 / x # 2’ et f(z) = f(2')}. Alors E estGj, et l.p.o.,
car siU etV sont ouverts danX, II[EN (U x V)| =Un{z € X / f(x) € f[V \ {z}]}, comme
on le vérifie immédiatement. Si(zg) € f[V \ {zo}], soitz; € V' \ {zo} tel quef(zo) = f(x1).
On trouve des ouverts disjoint®; de X tels quex; € W;, Wy C V. Siz € f~1(f[W1]) n Wy (qui
est un ouvert contenang), f(z) = f(y),ouy € Wy C V, etx # ycarWyNW; = . Si E est
non vide, on applique le lemme 4.4 de [Lel] pour voir duieencontre tout carré&’s dense ; d’ou le
résultat. O

Le lemme 1.3 montre qu’on ne peut pas avoir I'image “grossefénéral, dans une uniformi-
sation du type von Neumann, méme pour un fermé l.p.o. nde d@iun produit d’espaces polonais
parfaits de dimension 0. Cependant, l'uniformisation sdi@e a lieu dans au moins un sens (on l'a
vu avant 1.11 dans le cas particulier). Le theoreme 1.18ujtiest le résultat essentiel de ce chapitre.
Il est & noter que malgré des hypothéses complétemaemittsgues, la conclusion ne I'est pas (cf le
lemme 1.3).

Lemme 1.12 SoientX etY des espaces polonaid, un G; I.p.o. non vide deX x Y de projections
X etY, et F (resp. G) un G5 dense deX (resp. Y'). Alors les projections del N (F' x G) sont
co-maigres.

Démonstration. Sillx[A N (F' x G)] n'est pas co-maigre, sdif un ouvert non vide tel que
M :=TIx[AN(F xG)|NU

soit maigre ;AN (U x Y') estG; |.p.o. non vide dé/ x Y, donc par le lemme 4.4 de [Lel] rencontre
(UNF\ M) x G enun point(z,y) qui vérifiex € M \ M. O

Theoreme 1.13SoientX etY des espaces polonais parfaits de dimensioA On G I.p.o. non vide
de X x Y. Alors il existe des ensembles presque-ouverts non ¥idets7, I'un contenu dansX et
'autre dansY’, et une surjection continue ouverte Hesur G dont le graphe est contenu dadsou
dans{(y,z) €Y x X / (x,y) € A} selon le cas.

Démonstration.

Premier cas.Dans tout rectangle ouvert non vidé x V tel que les projections dd N (U x V)
soient denses dars et V, on trouve un sous-rectangl€ x V/ deU x V ayant ces propriétés et tel
que pour toute partie ra® deV’, IIx[A N (U’ x R)] n'est pas dense dais.

Soient(O,,) une suite d'ouverts d& x Y telle queA = N
propriété précédente appliquée aux projectionglde

Oy, etUy etV fournis par la

new
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On construit alors des suites d’ouverts non Viflgs) ;< et (Vs)sec<w Verifiant

(1) Upew Us—n est dense darig,
(79) Us x Vs CO‘ —1Sis#0

(iii) 6(Us), 6(Vs) < |s|"Lsis #10)
(iv) Us~p N USAm =0sin#m
(
(
(

v) Usg~p CUs, Vi~ C Vg
vi) Les projections del N (Us x V) sont denses darig; etV
vii) Si R estrare dan¥;, I1x[A N (Us x R)] n'est pas dense daig

Admettons la construction effectuée posir< p. PartitionnondIx[A N (Us x V5)] (éventuellement
privé d’un point) en une infinité d’ouverts-fermés nodes, disong~Z,,), et soit

Ty, =Ty [AN (Z, x V5)]

(c’est un ouvert non vide d&,). Soit H,, 'ensemble des parties d8{[Z,, \ {0} x =0[Z, \ {0}
telles que s{U, V) et(U’, V') sont distincts dan®, U etU’ soient disjoints et/ x V' C O\, 6(U),
S(V) < (|s|+1)"Y U C Z,,V CT,, les projections del N (U x V) soient denses daris etV
et pour toute partie rarB deV, IIx[A N (U x R)] ne soit pas dense dab’s

Alors H,, n'est pas vide, puisqu’il contient le vide, et est ordone&aton inductive par I'inclu-
sion, donc par le lemme de Zorn a un élément maximal Alors si P, := {(Up, Vin) / m € I},
Fouvert u := J,,c;. Un €st dense dang,, sinon soitU un ouvert non vide d¢,, disjoint deu, et
(z,y) dansA N (U x T,,) ; on trouve des ouverts-fermég’ et V", de diametre au plugs| + 1)1
tels que(z,y) € U” x V" C O N (U x Ty,). On applique alors la propriété du premier cas aux
projections ded N (U” x V") pour obtenir la contradiction cherchée avec la maxirealé?.

On obtient maintenant 168, ~,, en renumérotant la suite des ouvditgpour lesquels on trouve
V etntels que(U,V) € P,, etVs~, estleV correspondant. La construction est donc possible.

Soit I := (e, Uscwn Us 5 alors I estGs dense ddJj, donc presque-ouvert. Siest dans
F’, on définitf(z) de la maniere habituelle, et la fonctighest continue et uniformise partiellement
A. De plus, si un ouvert non vide d€ avait une image maigre, il contiendrait un ouvert non vide
d’'image rare par le théoreme de Baire et la continuité.ddais ceci est exclus a cause de la condition
(vii), puisquef[F' N U] C V.

Soit (U,,) une base de la topologie d€, (V;,) une suite d’ouverts d¥&, et M,, une suite deF,
maigres de” tels quef [F' N U,]AV,, C M,,. PosonsF' = F’ \ (U,.c,, f/~'(M,)) ; F estG; dense
de U, commeF"’ par ce qui précede. Il est maintenant clair qu’on peutipose

Second casll existe un rectangle ouvert non vid§ x Vj tel que les projections dé N (U, x V)
soient denses daii§ et} tel que pour tout sous-rectandlé x V' deUy, x Vj ayant ces propriétes,
on trouve une partie rarg de V"’ telle quellx[A N (U’ x R)] soit dense dang’.
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Soientng € w, e > 0, etU’ et V' des ouverts ayant ces propriétés ; on montre qu'il existe d
suites d’ouverts non vided/,,) et (V},) telles que

i) Unew Un €St dense dars’, (J
1) Up x Vy, C Oy,

( V,, est dense darig’
(

Ezm) 0(Un), (V) <e

(

(

new

i) Vo NV =0sin#m
v) U, CU, V,CV’
vi) Les projections del N (U,, x V,,) sont denses dari$, etV

Soit (x,,) une suite dense déx[A N (U’ x V’)] (donc de U’). On va commencer par construire des
suites d’ouverts-fermés non videg,,) et (7,,) vérifiant AN (Z, x T,,) # 0,

Zpy % Ty, € Ony N[(U' N B(2n,27) x V' \ (| T, UR)]
p<n
de diametre au plus
Admettons avoir trouvéZz, ), et(7},),<, ayant ces propriétés. Comnfikest rare et non vide,
U;Kn T, Cx V'\ R, etles projet;tic,ms ddn[U x (V'\ (UP<’} Tp))]/sont co-maigres darig’ et
V'\ (U<, Tp)- Parle lemme précédent, cellesdg := AN [U" x (V'\ (U,-, Tp U R))] le sont

également ; la projection su¥ rencontre dond(z,,,2~") enz, ; soity, tel que(z,,y,) € A,, et
Zn, Ty, des ouverts-fermés de diameétre au plisls que I'on ait

(2n:Yn) € Zn X T € Oy N [(U' N By, 27™) x V/\ (| T, UR)]

p<n

La construction est donc possible.
SiU,eo, Oy [AN (Z, x T,,)] est dense danig’, on définitV,, := IIy[A N (Z, x T,)] ainsi que
U, :=x[AN(Z, x V4,)],

et les conditions sont vérifiees, par densité de la $ujfpdansU’. Sinon, la construction précédente
montre que les autres conditions sont réalisées. On pose

Y =Ty [AN (U x V] | Ty [AN (Z, x Ty)).

new

Si(z,y) € An(U" xY’), soit Z, , x Ty, un rectangle ouvert de diamétre au piul que 'on
ait les inclusiongz,y) € Z, y x Ty C Zpy x Ty € Oy N (U’ x Y') et tel que les projections
deAn (Z,,y x T,) soientZ, , eth vy onaY' =U,, Tuy = Unew Ton .- REduisons la suite
(Ty,, 4) €N(T}), et posonsZ), := IIx[AN(Z,, .y, % T},)]. Alors en ne gardant que 183 non vides,
les Z] correspondants, et l€5, etT,,, on a ce qu’on veut.
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On recopie alors quasiment la construction du theore@e&[Lel] : soitpg dew dans{}} et,
sin > 0, ¢, une bijection dev surw™. On construit une suitflU),c.,<~ d’ouverts non vides d&,
et une suiteV;) ;< d’ouverts non vides d& vérifiant
Vi~, est dense darig,

new

(i) Unew Us—n est dense daris;, |J
(Z) Us x Vg CO|5‘ 1S|S7é@

(iii) 6(Us), 6(Vs) < |s|Lsis # 0
(1v) Vemy NV~ =0 sin£m

(v (UkEw U<Z5n(lC ) n Uq+p<n[U¢q \ (UZEw U¢q(P)A )] =0
(vi) Les projections del N (U x V) sont denses dari$ etV

Admettons avoir construit les suit(es’s)|s‘§n et (Us)|s|<ns (Us,, (p)~k)p<mkcws (Vo (p)~k)p<m kew
verifiant (i)-(vi).

On construit, si ce n'est déja faitt/s,, (;m)~ k) kew €1 (Vy, (m)~ k) rew €N appliquant ce qui précede
\ae’;‘ = (n + 1)71’ V/ = V¢n(m)’ U/ = U¢n(m) \Uq+p<n[U¢q(P) \ (Ulew U¢q(p)ﬁl)]'

Les conditions demandées sont vérifiees, la densit@mgsctions ded N (U’ x V') dansU’ et
V', donc dand/, ..,y €tVy, (m), N€ posant pas de probléme a cause du lemme précédedéfidin
alors F' et G comme dans le théoréme 5.2 de [Lel] ; ce sont@gslenses dé&/, et Uy, donc des
presque-ouverts non vides. On conclut alors comme dangdedime 5.2 de [Lel]. O

Sous les hypothéses du théoreme 1.13, il est faux eargegueA est uniformisable sur un
Gs dense de sa projection par une application continue ousarteon image (bien qué soit uni-
formisable par une application continue). En effet, on griexemple du lemme 1.3, ce qui fournit
Ap € Ny x w* ; si A; estle graphe d'un homéomorphismeudé\ Ng) surw®, AgU A; est ferme
l.p.o. dew” x w®, de projections,. Raisonnons par I'absurde : il existe Giy dense dew® et une
applicationf continue suG et ouverte suif [G], qui uniformiseA partiellement. Alorsf[G N N(g]
estGy rare, par construction déy.

Mais commef[G \ N(g)] estGs dense des”, f[G] aussi, dongf[G N N(g)] est ouvert non vide et
rare def [G], ce qui est absurde. Cependant, 'uniformisation a lietisst le graphe d’une surjection
continue ouverte d¥ dansX :

Proposition 1.14 SoientX etY des espacesétrisables &parables de dimension B, étant complet,
etf : Y — X une surjection continue ouverte ; alors il existe un Bomorphisme de X sur son
image tel quef o g = ldx.

Démonstration. On construit des suites d’ouverts-ferm@s ) ;¢ <« et (Vs)sew<w Verifiant
(4) Un@, Us~n =Us

(i) Us = f[Vi]

(ii1) ( ) O(Va) <|s|"'sis#0

(

(

i) Us~p NUs~p = Vs~y N Vs~ =0Sin #m
v ‘/s’“ngv
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On posely := X, Vj := Y ; sion aU; et V;, on partitionnelU; en une suit€U,,) d’ouverts-
fermés de diameétre au plgs| + 1)~ ; on partitionne ensuite I'ouvert-fermé& N f~(U,,) en une
suite (V/),, d’ouverts-fermés de diametre au pl{js| + 1)~!. La suite double d’ouvert§f[V,"])
est ensuite réduite efiV;), et on renumérote led’, 'ouvert-fermé correspondant daisétant
Ve ).

Cette construction étant faite, elle définit de la manigabituelle une application continue
g: X —Y.

De plus, sia est tel quer € ),,c, Uarn, 0N af(9(2)) € Npew [Vaml = Npew Uamn = {z}, d'ot
le fait que f o g = Idx et I'injectivité deg. Enfin, par la condition (i), on g[Us] = g[X] N Vs, donc
g est ouverte sur son image. O

Bien sir, ce résultat est faux si on enleve la conditiodideension sutX.

Corollaire 1.15 SoientX etY des espaces polonais parfaits de dimensiodl @n G 1.p.0. non
vide deX x Y. Alors A est uniformisable sur un presgue-ouvert non videXdpar une application
continue et ouverte sur son image.

Démonstration. On applique le theoreme 1.13 : on a le résultat tout de switalors on applique la
proposition précédente. O

A cause du lemme 1.3, I'image de I'application fournie pacemllaire est en général rare.

2 Applications aux classes de Wadge potentielles.

On va maintenant appliquer les résultats d’uniformisatimix classes de Wadge potentielles :
on obtient pour commencer des caractérisations des etepuditentiellement difference d’ouverts
parmi les ensembles potentiellement et ITIJ (donc par exemple parmi les boréliens a coupes
dénombrables).

Lemme 2.1 Soit X un espace polonaigcursivement fiiseng. Alors il existe ur;s denseX; de X
sur lequel la topologie d& caincide avec la topologiel engendée par lesAl.

Démonstration. Il est prouvé dans [Ke] que si estAl, il existe unAi ouvertU et un Al a coupes
fermées rare$’ dew x X tels queAAU C UPEw F,. Cette propriété s'écrit de maniefg' ; on
peut donc associer, a tout entiecodant unA}, un entier(f(n))o codant un ouvertAl, et un entier
(f(n))1 codant unAl a coupes fermées rares dex X, en gardant l'inclusion ci-dessus, et ce par
une fonction/I;!-récursive partiellef. Désignons palVX un ensembldl} C w de codes pour les
Al de X et parCX C w x X un ensembld]}! dont les sections aux points &8~ décrivent lesA}
de X (cf [Lo2)]).
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Onposer € G & VnV¥p né¢ WXou((f(n)), p, v) ¢ C**X. Alors G répond au probléme,
carG est reunion denombrable de fermés rares, eicsideA € Al,onaANG = C()Ji(n)) NG, qui
est ouvert dané.

Dans la suite, sff; est une fonction partielle d& dansY ou deY dansX, on noteraGG(f) la
partie deX x Y égale au graphe dg& si fs va deX dansY, eta G(fs)* := {(z,y) / x = fs(y)}
sinon.

Lemme 2.2 SoientX un espace polonais parfaiecursivement g@seng, G un universel pour legl}
de X, o ety desIl{ -opérateurs monotones suif, et®¢ les operateurs surX définis pard®(A) = A,
etdt(A) = P(U,y<e @7(A)) si € est impair,®¢(A) = V(U <¢ ®7(A)) si & > 0 est pair. Alors si
R(a, B,7) & a € WO etx € ®l4(Gp), la relation R estIT}.

Démonstration. Ce lemme est déemontré dans [Lol]i= ¢ = ®. La démonstration ici est
analogue. Précisons-en les differences.

On sait qu'il existe une fonctior\!-récursiveg : w* x w — w* telle que sic € WO, g(a,n)
est dandV O et code I'odre<,, restreint aux prédécesseursrdpour <. On définit par récurrence
une fonctionAl-récursives : w* — w telle que sic € WO, on ait I'égalité

() = 0 si |«| est pair,
YT 1si|al estimpair.

On définit alors un'7;-opérateur monoton# par
(n=0etaec WOetVp (0,9(a,p),5,2) € P)ou

(n=1letaeWOetdq/q<,qetVp(0,g9(a,p),[,z) € Pet
(n, o, B,2) € W(P) & { [(e(e) =0etz e p({y € X /Tq P(1,9(a,q), 8,y)})) ou
(e(e) =letz e p({y € X /3¢ P(1,9(a,q),5,9)}))]) ou

P(n,a, 3,x)
On montre alors comme dans [Lol] que

(0,0, B,2) € U&(Py) & a € WO et]a| <&, et

(1,a, B, ) € UE(Py) & a € WO et]a| < € eta € dlol(Gp), ou
(n=0etae WOetVq q£,q)ou

Po(n, 0, p,7) & { (n=1leta e WOetVq q £, qetG(f,x)).

Comme l'opérateud et P, sont/1{, on a donc qua>(P,) estll}, et aussi quél, «, 3, ) est dans
T®(Py) ssi @ € WO etz € dl°1(Gy)). On a donc le résultat, puique = ¥>°(F);. O

Soit¢ un ordinal denombrable non nul. On défifiit w<¢ — {—1} U (¢ + 1), par récurrence sur
|s|, comme suit ;f () = £ et

e —1sif(s)<0

o@Sif(S) =6+1,

e un ordinal impair def (s) tel que la suitd f(s~n)),, soit co-finale dans
f(s) et strictement croissante f{s) est limite non nul.

On définit alors des arbresly := {s € w=¥ / f(s) # —1} etT{ := {s € T¢ / f(s) # 0}.

f(s™n) =
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Théoreme 2.3 SoientX etY des espaces polonaig, un boélien potx$) N pot(I13) de X x Y, et
¢ un ordinal cenombrable.

(a) Si¢ est pair non nul,A est non-potDe(XY)) si et seulement s'il existe des espaces polonais
parfaits Z etT de dimension 0, des ouverts-fé@smon videsi; et B, ('un dansZ et I'autre dansT’,
pour s dansT;), des surjections continues ouvertgsde A, sur B,, et des injections continueset

By € (ux v)"M(A), B; € (ux v)"'(A), etG(fs) = Upew G \ (Unew, G(fs—n)) Sis € TL.
(b) Si¢ est impair, A est non-po(tbg(Z?)) si et seulement s'il existe des espaces polozaet T

parfaits de dimension 0, des ouverts-fésmon videsi; et B, (I'un dansZ et I'autre dansT’, pour
s dansTy), des surjections continues ouvertgsde A, sur B,, et des injections continues et v

tels que siBy, = U,er, / | paire G(fs) €1 Bi = User, / |5 impaireG(fs), on ait B; = B, U B;,
Bi g (’LL X fu)il(A)’ BP g (U, X U)il(/l)’ etG(fS) = UnEw G(fs"\n) \ (UnEw G(fs’”n)) Si s € Tgl

Démonstration. Montrons (a), la preuve de (b) étant analogue. Supposomsi@st pofDe (X9)),
en raisonnant par I'absurde ; aloBs, = B, N (u x v)~1(A), I'est aussi, cette classe étant stable
par intersection avec les fermés, et on trouvedndenseF (resp. G) de Z (resp. T) tels que
B, N (F x G) soit D¢(£Y9) dansF x G. On trouve donc une suite croissante d’ouvertsde G,

disons(Uy ),<¢, telle queB, N (F' x G) = U, ¢, impairUn \ (Us<y Us)-

Montrons que siy < &, s € T et f(s) = n, alorsG(fs) N (F x G) C U, sin < &, et
G(fs) N (F x G) C “(Ug<, Up) sin = €. On aura la contradiction cherchée avee 0 ety = ¢.

On procede par récurrence surRemarquons que siest dangly, |s| est paire si et seulement si
f(s) est pair. Siy = 0, |s| est paire, don&(fs) N (F x G) C B, N (F x G) C Up.

Admettons le résultat podr < 1. Sin est le successeur de par hypothése de récurrence on a
G(fs~m) N (F x G) C Uy pour toutm ; d’ol, si on pose&’ := (J, ., G(fs~n),
CsN(FxG)C Up

etC,nFxa) ¢

C U,. Mais comme dans la preuve du lemme 3.5 de [Lel], on a
CNEFEXG) " =Tin(Fxq),
d’ou l'inclusion cherchée sj = &.
Sin < £ et|s| est paire f(s) est pair et est impair. On a les inclusions successives

GfdNFxG CBNFxGC |  UNJUy) CUpsr.
e<&,e iImpair <e
Si |s| estimpaire,f(s) estimpair et) est pair. Mais sk € Tg’ est de longueur impaire, on a
G(f)N(FxG) S (Fx@\By=FxO\(Jvv J v\,
e<¢ e<&,e pair y<e

ceci parce qué&(fs) N B, = (. On a donc le résultat en appliquant I'nypothese de reaae.
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Sin est un ordinal limite( f(s™n)),, est co-finale dang(s), donc par hypothese de récurrence,
on aG(fs~n) N (F x G) C Ups~n)- Sy < f(s), on trouven(by) tel que f(s~n) > 6 si
n(6p) < n. DONCG(fs—n) N (F x G) C Uy, dés quen(hy) < n. Or
— —————F'XG FxG_
G(f)N(F x G)C(FxG)NC\Cs=(F x G)NCs ~ \C:C | Fx ONG(fe~n)  C Uy,

n(fo)<n

DoncG(fs) N (F x G) € “(Up<, Us). Sin < &, commels| est paire, on a l'inclusion

GUonFExG < |J v\ U.

e<&,e Impair v<e
doncG(fs) N (F x G) C U,.

Inversement, soifl dans pot=9) N pot(I13) \ pot(D¢(XY)) dansX x Y, avecX etY polonais.
Nécessairemenk et Y sont non dénombrables, donc boréliennement isomorphes disons par
@ ety. Remarquons qu’on peut supposéret Y parfaits. Soit alorg’ tel que¢ < w?, tel queX et
Y soient récursivement efrprésentés, tel que et soientAl (), et tel queA et A soient réunion
d’une Al(3)-suite deG; pour le produitd. x AY (ou A?. est la topologie engendrée par la$(/3)
de X). Posong)}, := {z € X /wl*P) <0V DS = {z e X Ja ¢ AVB)}, Zo =05 N DY,
Ty == Q) N Dy

Ces espaceg et T, si on les munit des restrictions des topologies de Gandyitdgon E)B(
(resp.Z)’é), sont polonais parfaits de dimension 0. En effétet T, sont X} (3) comme intersection
de deuxX{(3) (cf [Mo]). Ceci prouve qu'ils n'ont pas de point isolé. Deup| siE est X} (53)
contenu dan§)%, E est ouvert-fermé dar@’, pour la restriction deZ’s : on a, sif estAl(f) telle
quez ¢ E < f(z) e WO,

reMW\EsIE<ul (fz)eWOet|f(z) <€) etz e Q.

On en déduit qué)f( est a base denombrable d'ouverts-fermés, donc migleis@parable ; comme
il est ouvert d’'un espace fortememtfavorable, il est lui-méme fortementfavorable, donc polonais
(cf [Lol] pour plus de détails).

On définit? o = {(z,y) € X x Y / w{P"PWO) < 01 - alors on sait qu&?. ., rencontre
tout ensembleZ’!(3) non vide deX x Y (cf [Lo1]).

On définit ensuite par récurrence

AN ﬂ9<n Fy sin est pair,

FTZ =

ANy, Fy sinestimpair,

radhérence étant prise au sens de la topolatflex A% ..
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Montrons que leg, sont X} (3) pourn < &. On définit deslI} (3)-opérateurs monotones sur
X x Y par les formules 1p(P) = P U Int(P U A) ety(P) = P U Int(P U A), ol l'intérieur est
pris au sens de la topologiég( X A@. Il est manifeste que, avec les notations du lemme 2.2, on a

F,, = ®"(A) sin est denombrable, par recurrence transfinie. Il suffitsadt@ppliquer ce lemme 2.2.

Montrons que sC et D sont co-dénombrables, aloFs N (C x D) # (. Pour ce faire, posons

A’ := AN (C x D). Parlaremarque 2.1 de [Lel)! est non-patD¢ (7). Soit~ tel ques, C et D
soientAl(y), et posons

AN Ny, Fy sin est pair,

FJ =

ANy, Fy sinestimpalir,
I'adhérence étant prise au sens de la topolatjjex AJ.. Alors il est clair que siy < ¢,

F) C F,n(C x D),
ce par récurrence transfinie. Il suffit donc de voir q@eest non vide. En raisonnant par I'absurde, on
va montrer que s, = £/, alorsA’ = Uy <e.n impairUn \ (Us<y, Us). Sin estimpair et successeur
de 6y, U, \ (U_e<n Ug) = Fy \ FJ_ = Fg \AnF) < A’ Si maintenant: est dansd’, = est
dansU; donc il existe un plus petit < & tel quex soit dansU,. Sin est pair et successeur de
6o, = est dang,, \ (Ug, Us) = Fé{) \ F] = FJ \AnF, C A Siy est limite,z est dans

AN Ny Fy \ (Upey Us) = A’ NNy Fy 0 (Mg Fy) € A'. Dol le résultat.

On en déduit qud N (Di X Dé) est unX{ (B) non vide, donc qu'il rencontre I'ensemble

Q7 C 0% <0 etqueF: N (Z, x Tp) est non vide. On remarque alors que dans la définition des
XxY X Y 3

F,, pourn < &, on peut tout aussi bien prendre I'adhérence au serﬁﬁde 25 car les ensZemeIes
sous 'adhérence sorf] (). On a donc qué: N (Zo x To) = AN (Zo x To) N, ¢ Fy oo
L'ensembleA N (Zy x Tp) N ﬂn<§ F, est donc réunion d€'s |.p.o. deZ, x T, et le théoréeme 1.13
peut s’appliquer a l'un de cés; qui est non vide ; ce qui fournit des presque-ouverts norsviget
by, ainsi queyy : ay — by surjective continue ouverte.

On construit alors, pour dansT, des suitega,) et (b,) de presque-ouverts (I'un daig, I'autre
dansTp), une suiteg;) de surjections continues ouvertesadesurb,, des suites dens¢s? ),, deas
vérifiant :

(Zo X To) N MNpew Frs—ny N A si|s| est paire((Zy x Tp) N Asi f(s) = 0),

(i) G(gs) C V

(Zo x To) NMNpew Frs—n) N A si|s| estimpaire,

(i) Glgs~n) QUG(gs~n)?) C Bl(a}, gs(ay)), 27 "isiel 7m0 ] sis € 7.

Admettons avoir constru; pour|s| < p, et soients de longueump, et (x%),, une suite dense de,.

Alors sip est pair et entier,G(gs) € Frs~n) N (Zo x Tp), qui est égal a

(ZO X To) N ﬂ Ff(s’\n’“m) \A

mew
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Dol G(gs) € (Zo x To) V[ Vinew Fr(s—n~m) \ A. On peut alors appliquer le theoréeme 1.13 &
I'un des ensemble§’s et X} (3) non vides dont l'intersection

ﬂ Fi(s~n—~m) \ AN B[(a5, gs(a5)), 27 Zeslel (7O +1)]

mew

(ou alors lintersection ), ,c., Fy(s—n—m) \ A N B[(gs(3), z5), 27 Zislsl (57 n@OF]) est la réunion,
dans le produitZy x Ty, ce qui fournit le graphe recherché. De mémg sst impair.

On choisit alorsy tel queZ, et} soient réecursivement enprésentés, et tel que pour tout T
et pour toutp € w, U,c,, G(9s—n), G(9s) €tUse,<» G(gs) sOientAl(«). On prend des notations
analogues aux précédentes. S (resp. No) un G5 denseX! (o) de Z, (resp. Tp), fourni par le
lemme 2.1, sur lequel la topologie @& (resp.7p) coincide avec la topologigdy (resp. A7, ). On
définit maintenant les objets recherchés :

Z = Myn Qg N DY, T := Ny N Qg N D,

G(gs) N (Z xT)si f(s) =
G(fs) =
Glg) N sis e 1.

As et B sont les projections dé€( fs), etu (resp.v) est I'application identique d& dansX (resp.T’
dansY’). Veérifions que ces objets conviennent. Montrons GU¢;) = G(gs) N (Z x T') sis € T¢.

La relation est vraie par définition ${s) = 0. Admettons-la pouyf(s) < n < £ ; soits € T tel
que f(s) =n > 0. On a bien str qué&i(f;) C G(gs) N (Z x T). Mais on a
ZXT

G(fs) = Glgs) N | G(fsmn)*T = N Gls~n)n(ZxT)

new new

par hypothése de récurrence. Montrons donc@lg) N (Z xT') € ., G(gs—n) N (Z x T)ZXT

e 7xT, , , .
On aG(gs) € Upew G(9s~n) ™" car siO est ouvert-fermé et contielit, gs(z)), on trouve une

suite strictement croissante,), telle que(xgq)q converge verg. Par continuité dey,, la suite
image converge verg,(z), et on trouveq tel que B[(x5, , gs(x3, ), 2 7l 7D C O, et
G(gs—n,) € O (OUG(gs—n,) € O). On a queny, est co-maigre dans,. En effet,Z, est polonais
parfait de dimension 0 et non vide, donc on peut choisiritisgohisme avee® de fagon a préserver
les ensembles co-maigres ; il suffit alors de consulter [B&]] est démontré que¢. est co-maigre
dansw®. DoncZ (resp.T’) est co-maigre dang, (resp.Tp) et

ZQXTO
G(gs) N (Zx T) C | J Glgs—n) N (Z x T) N(Z xT).

new

. ZxT o
Or ce dernier ensemble &g, G(gs—~n) N (Z x T) * carsurZ (resp.T), les topologies initiales

et Ag (resp. A%,) coincident, et car on a ub () sous I'adhérence, donc les adhérences pour
Ag x A%, etXg x Xp sontles mémes.
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CommeQ2y N DF , muni de la restriction de la topologie de Gandy-Harringtest polonais
parfait de dimension @7 I'est aussi puisqu’il en est un ouvert. De méme pduies seules choses
non évidentes a veérifier sont qué&(f,) n'est pas vide, l'inclusiorC; \ Cs C G(fs), et aussi que

B, = B, U B..

L'ensembleG( f;) est non vide puisqu'il est égalGl(gs) N (Z x T') et queZ (resp.T) est co-
maigre dansZ, (resp.1p).

Soit(z, y) dansCy” "\ Cs, (2, yn)) dansC convergeant verge, y), etp,, tel que(z,, y,) Soit
dansG(fs~p,). CommeG(fs—p,) estfermé dang x T, on peut supposer la suitg,,) strictement

croissante. La distance de,,, y,) aG(gs), dansZ, x Ty, est au plug@>i<lsl (5" Pa(+1) "ot comme
. . —Zo X1t
la convergence a lieu aussi dafis x Tp, on a(z,y) € G(gs) — .

Mais on a I'egalitéi (g,) ° " "° N (Z x T) = Glgs) N (Z x T) (Z x T) carZ etT sont

co-maigres, d'olzx,y) € G(fs)ZXT, comme précédemment. Comme le graph¢g dest fermé, on
abien(z,y) € G(fs)-

Zo ><TQ
N

Montrons par récurrence sprque G(f) U U|s‘<pﬁs€T§, C est fermé. C’est clair poys = 0.
Admettons donc que c’est vrai popr On a les égalités

G(fyu | Co=6G(fy) u|JCsuJCs =G(fp)uJCsU | G(fy).

|s|<p+1 |s|<p s€wP ls|<p sewptl

Soit ((zm, ym)) € G(fp) U Ujsj<ps1 Cs cOnvergeant vergr, y). Alors par hypothese de récurren-
ce, on peut supposer que pour chaqud existe (s, n,,) tel que (z.,,ym) Soit dansG(fs—n,, ).
Les ensemble&:( f,~,,) étant fermés, on peut supposer que la sthtg, (s;,nm (i) + 1)), tend
vers linfini. La distance déz,,, y,) aG(gs,, ), dansZy x Tp, est au plu@—>i<r (smnm(@)+1) donc
comme la convergence a lieu aussi daigsx Tj, on a

ZoxTo
@y eGU |J Glgsn) N(ZxT).

(s,n)Ew<Pxw

Mais en raisonnant comme précédemment, on voit que

(e eGUu U G =Gy U .

SEWSP sEWSP
par hypothese de récurrence. Ddncy) € G(fy) U U, <r+1 Cs, qui est donc fermé.

OnaqueG(fy) U UseTé C, est fermé. En effet, $i(z,,,tm)) C G(fp) U UseTé C, converge vers

(z,t), par ce qui precéde on peut supposer que pour chaquexiste s/, tel que(zy,, t,,) soit dans
G(fs ), etque la suitg|s;,|),, tend vers I'infini. Alors on trouve tel que I'ensemble des,, (p) soit
infini.
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En effet, si tel n'est pas le cags € T / 3m s < s),} est un sous-arbre infini d&, a
branchements finis, donc a une branche par le lemme de Kiirdgs;ceci contredit la bonne fondation
deT;. On peut donc supposer qu'il exispetel que la suite(s], [p) soit constante, disons & et
tel que la suites), (p))., tende vers l'infini. Alors par I'inégalité triangulairea que la distance de
(zm,tm) & G(gs), dansZy x Ty, est au plug—s~(), donc comme la convergence a lieu aussi dans

Zy X Ty, on a(z,t) € G(gS)ZOXTO N (Z x T). Mais comme avant, on en déduit qet) est dans

G(fs) g G(f@) U UseTé Cs-

On a donc queB, C G(fy)U USeTé Cs. Si|s| est paire, on montre qu&; C B,, ce qui montrera
queB, = G(fy) U User; Cs = By U Bi. Orona

Cs: U G(fs’\n) - Umg U Cs’\ngB_p-

new new new

Ceci termine la preuve. O

Par [Lo-SR], on a, pouf < w; impair, I'existence d'un compadt’ et d'un vraiDg(E?) de K¢,
disonsB, tel que siA est borélien d’'un espace polondts A n'est pasbg(E?) de P si et seulement
s’il existe f : K¢ — P injective continue telle qug¢—(A) = Be¢. On aici un analogue : sl est
borélien d'un produit d’espaces polonai est non—pc(tﬁg(E(l])) si et seulement s'il exist® dans
De(Z9)[B \ pot(D¢(X9)) et des injections continuesetwv tels queB = B N (u x v)~(A). Bien
sUr, B dépend ici de4, mais est toujours du méme typB = D((U y(5)<,, G(fs))n<e))-

On va maintenant donner des versions du théoreme 2.3 éa@s louA est a coupes verticales
dénombrables, et dans le caséos 1.

Lemme 2.4 (a) SoientX etY des espaces polonaig, (resp. B) un botlien deX (resp. Y), et
f + A — B countable-to-one b@&lienne. Alors il existe une partition dé en ensembles beliens,
disons(A;, )rew, telle que les restrictions dga A,, soient injectives.

(b) SoientX etY des espaces polonaig, (resp. B) un presque-ouvert non vide dé (resp. Y),
etg : B — A surjective continue ouverte countable-to-one. Alors istexun presque-ouvert non
vide A’ (resp. B’) de X (resp.Y), contenu dansi (resp. B), tel que la restriction dgy a B’ soit un
honeomorphisme d&’ sur A'.

Démonstration. (a) Par le théoréme de Lusin, 'ensemble BF := {(y,z) / (z,y) € Gr(f)} est
la reunion dénombrable des graphes de fonctions barid® partielles, disong,, définies sur des
boréliens. Puisque leur graphe est contenu dafg)Grles f,, sont injectives, donc leurs imagé$
sont boréliennes. Il reste a pos¢y, := C, \ U, -, Cp-

(b) Soit(B,,) une partition borélienne d8 donnée par le (a). Comnig est non maigre relativement
aY, l'un des B,, est non maigre. Ce dernier ayant la propriété de Baireris’€omme réunion
disjointe d’'unGs non maigreG deY et d’'une partie maigré/. SoitU un ouvert non vide d& tel
que GAU soit maigre, et posonB” := U N G. Cet ensemble est ufis dense deB N U, qui est
ouvert deB, doncg[B"] est un analytique co-maigre de I'ouvefB N U] de A.
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Soient donqU,,) une base de la topologie d¥’, V,, des ouverts dg[B N U] tels quey[U,,|]AV,,
soit un maigreM,, dansg[B N U], et A’ un G5 dense dg/[B N U] contenu dang[B"] \ |J,,c., Mn.
Alors on peut poseB’ := B" N g~1(A’), comme on le vérifie facilement. O

Théoreme 2.5 SoientX etY des espaces polonaid,un boi€liena coupes verticalesahombrables
deX x Y, et un ordinal cgnombrable non nul.

(@) Si¢ est pair, A est non-patDe(X9)) si et seulement s'il existe des espaces polonais parfaits
etT de dimension 0, des ouverts-fé@rsnon videsA; et B, ('un dans Z et l'autre dansT’, pour s
dansTg, et dans cet ordre k| est paire), des surjections continues ouverfgde A, sur B, et des
injections continues etv tels que sy := (J,,c,, G(fs~n), On ait

G(fs) ST\ ( U Ch),

teT, / parité(|¢)=parite(s|)

etsiB := LJSeT5 / || paireG(fs)1 B = (u x U)_l(A)'

(b) Si¢ est impair, A est non—po(tbg(E?)) si et seulement s'il existe des espaces poloaet T
parfaits de dimension 0, des ouverts-fésmon videsi; et B, (I'un dansZ et I'autre dansT’, pour
s dansTg, et dans cet ordre $k| est impaire), des surjections continues ouveytede A, sur B;, et
des injections continuesetv tels que sCs := (J,,c,, G(fs—n), ON ait

G(f,) ST\ ( U ),

teT; / parité(|¢)=parite(s|)
etsiB :=U,cr, / |5 impaireG(fs), OnaitB = (u x v)1(A).

Démonstration. Elle est identique a la preuve du théoreme 2.3, a ces gu’on remplace la condi-
tion (ii) par Gr(gs~n) (0U Gi(gs~n)*) C Bl(w5,, gs(@5)), 27 Zeslsl O] s 5 € T et f(s) # 1,
et AN (Zy x Tp) = Upew, GM(gs—n) Si f(s) = 1. Si A est laA{(3)-réeunion de(h,), on prend pour
la suite(Gr(gs—n))n 1a suite des traces de @r,) sur Zy x Ty qui sont non vides (ceci gi(s) = 1).

Si f(s) > 0 est pair, on raisonne comme dans la preuve de 2.3 pour ciasfrua ceci pres que Si
le graphe n'est pas contenu dangx Ty mais dangly x Zy, on applique le lemme 2.4 pour avoir le
graphe dans le sens souhaité. O

Théoreme 2.6 SoientX etY des espaces polonaid,un boeliena coupes verticalesashombrables
deX x Y. Alors A est non-pof1{) si et seulement s'il existe des espaces polodasT parfaits de
dimension 0, une suite d'ouverts-fa&m(A,,) (resp. B,,)) de Z (resp.T), des surjections continues
ouvertesf, de A, sur B,, et des fonctions continueset v tels que siB = J,,.,Gr(f,), on ait
0+ Gr(fy) C B\ BetB = (uxv)"1(A).

Démonstration. Elle est identique a celle du théoreme 2.58IC Zy. Dans le cas ouy C Tj, on
montre comme dans 2.5 que lI'ensemble
g x5

L= G(gp) N [(Mo N Q% N D ) x (NoNQp N DT )] NAN(Zy x Tp)

est non vide.
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On définit alorsAy comme étant la projection dé surTy, By := Z := T := Ay ; fo est
I'application identique. Soienth,,),~o comme dans la preuve de 25, le domaine dé:,,, Dy la
projection del sur Zy, etgo : Ag — Dy la restriction deyy & Ag. On définitA,, := g5 ' (h;*(Ao)),
B, := Ag N h,[E, N Dyl, et f,, comme étant la restriction de, o g9 a A, sin > 0. Enfin, on
poseu := gg, v(y) = y Siy € Ag. Vérifions que ces objets conviennent. aS€ Ay, (z,z) ¢ B
sinon(go(z),z) € AN Gr(gy)*. SiU est un ouvert del, contenant, go[U] x U est un ouvert de
(Mo N QG N DY) x (NoNQF, N DY) contenantgo(x), z), donc rencontred en un point(z, y) ;
z = gy(t), out € U, et(t,y) € U2N B # (. DoncA(Ag) = Gr(fo) C B\ B.

Enfin, (z,y) € B< 3n y=hy(go(x)) < 3In (90(z),y) € Gr(h,) < (g0(z),y) € A. O

SoitCy la classe des fonctions de la forre y) — (u(z),v(y)) ou (z,y) — (u(y),v(z)), ou les
fonctionsu etv sont boréliennes.

Théoréme 2.7 SoientX etY des espaces polonaid, un boilien potX9) N pot(I1}) de X x Y.

(@) A est non-pafT1?) si et seulement s'il existe des espaces polofaist T’ parfaits de dimension
0, une suite d'ouverts-ferds (A4,,) (resp. B,,)) de Z’ (resp.T”), des surjections continues ouvertes
fn de A, sur B, et une fonction continug¢ de Cj, tels que siB = |, ., Gr(f), on ait

0 # Gr(fo) =B\ B

n>0

etB=f"1A)NB.

(b) A est non-pafT1}) si et seulement s'il existe des espaces polofais T' parfaits de dimension 0
non vides, une suite d'ouverts den$é&s ) de Z, des applications continues ouverigsde E,, dans
T, et une fonction continug de Cy tels que(g,),~o converge uniforrament vergyy sur(,,c., En,

Gr(go) € g~ (A) etlU,~, Gr(gn) C g~ (A).

Démonstration. (a) Dans le cas ouy C Zy, la preuve est identique a celle du théoréme 2.3 jusqu’a
la construction deg; comprise. Soienly := {n / a¢,) C Zo}, I1 := {n [ ag) € To},

—ZoXTop
Jo = U Gr(g(n)) )

nely

J1 = Uner, Gr(g(n))*ZOXTO. Alors Gr(gy) C Jo U J1, donc on trouve et un ouvert-fermé@/ x V
de Zy x Tj tels queld # Gr(gy) N (U x V) C J;. Supposons par exemple giie= 0. Soit gy la
restriction degy U N gy ' (V), et B’ := U,,c;, Gr(g() ; on @ donc Gligo) < B on conclut
de maniéere analogue a celle de 2.3 : on introdyibn montre que I'ensemble

XS x X%
) To

K:=Cr(go)N(ZxT)NB'N[(ZNU) x (TNV)]

est non vide, ce qui implique qug est infini ; on indexe alor®’ parw. On définitA, et By (resp.
A, et B,) comme étant les projections de (resp. Gfg(,)) N [(Z NU) x (T'NV)]), et on pose
fo:=go[ Ao, fn = gm)[AnSin >0,2":= ZNU, T := TNV, etf estlapplication identique.
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Si maintenant = 1, on montre comme dans 2.6 qu’on peut trouver deux fonctionirmuesu
etv, un espace polonaig’ parfait de dimension 0, et des applications continues etmew définies
sur et d'images des ouverts-fermésAey,, tels que sid’ := (J,,., Gr(yy,), on ait

A(Z') € (v x u) ™ (Grlo)),

Gr(pg) C Gr(gg) N (U x V), A C (v xu)~1(A), etA(Z") C A’\ A'. Soit(t,) une suite dense de
Z'. Alors on construit des rectangles ouverts-ferigsde Z'? de diamétre au plug™" et une suite
strictement croissanten,,) telle que I'on ait(¢,,, t,,) € Wi,

0 # Gr(¢m,) N W, € (| Grom,))-

p<n

Il est maintenant clair qu’on peut posép := By := 1" := 7/, fo :=1d4, ; sin > 0, 4, et B, sont
les projections de Gp,,,,) N W,, et f,, est la restriction de,,,, a A, ; enfin,

f(z,y) = (v(y),u(z)).

Le cas olny C T se traite de fagcon analogue.

(b) Supposons qué est potI1?), en raisonnant par I'absurde. Alors si on p@se= Nhew Ens
Unew Gr(gn) N (G x T') est borélien a coupes fermées, donc on trouvégidensed C G tel que
Unew Gr(gn) N (H x T) soit fermé dang? x T'. Par ailleurs,

N |J Grign) N (H xT) = | J Gr(gn) N (H x T)

new n>0

est potI1Y), donc on trouve uks densek C T tel que les coupes d& := | J,,., Gr(gn) N (H x K)
soient fermées dans. Alors H N(",,., 9 ' (K) est unG;s dense deZ, et siz est dans c€s, go(z)

est dansz, \ E., au sens dé, ce qui est la contradiction cherchée.
Inversement, soier’, T, A,,, By, fn, f, fournis par le (a). Posons,si> 0,
H,:={PCAYAND} /YU, V)EP? U£AV=UNV=0) eBp>0 UCA, etVzcU d(fy@), f,@) <2~}

Alors H,, est non vide, puisqu'il contierft, et il est ordonné de maniéere inductive par l'inclusion,
donc il admet un élement maxima), := {Uy, / m € I,,}. Posonst,, := UJ,,,¢; Uy, ; Ey, estdense
dans Ay, par maximalite deP,. On pose alorsZ := Ay, T =T, g := f[(Z x T), Ey := Ay,

go = fo, €tsin > 0, gp(x) := fp,,(x) siz € U]}, ou bien shp,, est minimal tel qué/;;, C A4, et
Vel d(fo(z), fp.(z)) < 27" Ces objets répondent clairement au probléme. O

Lemme 2.8 SoientX etY des espaces polonaid, un boiélien a coupes verticales&@hombrables
de X x Y, etk un entier naturel non nul. Alors 4 # Di(E0)F, Dor(29), et Doy 1(29) (T4 est la
plus petite classe de Wadgjeelle queA € pot(T'), pour 'inclusion - cf [Lel] ;T'* est le successeur
del).
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Démonstration. Elle repose sur le fait que & est borélien a coupes verticales dénombrables et est
pot(X?), B est en fait patA?) (puisque sa projection est denombrable).

Il suffit de montrer quéd 4 # Doy (9), la preuve de la troisieme assertion étant analogue let cel
de la premiere se déduisant des deux autres.

Supposons qud = Uy, UUg U (Uy \ Uy) U ... U (Usg—2 \ Uzr—3) ; on a alors aussi
A= “Uzk-1\Uo) U[(U2\Up) \ (U1 \ Up)] U ... U [(Uag—2 \ Uo) \ (Uak—3 \ Up)].
Donc si on pos&y,_; = X x Y etV, :==Upi1 \UpSip <2k —1,0na
A=WV \V)U..U(Vag_1\ Vag—2).
Ceci termine la preuve. O

Corollaire 2.9 SoientX etY des espaces polonaid,un boiliena coupes verticalesashombrables
de X x Y, etk un entier naturel non nul. Alors on a I&gjuivalences suivantes :

(@) A est non-patAY) < A est non-pat=?) < la projection ded surY est non @nombrable.
(b) A est non-patDy;_1(27)) < A est non-potDyy (£9)) < A est non-potDyy,_ 1 (E9)1).
(c) A est non-patDyy, 4 1(2?)) < A est non-patDsy, (27)) < A est non-potDox (X9) 7).

Ce résultat, couplé avec le théoreme 2.5, donne destéasations des ensembles potentielle-
ment differences finies d'ouverts parmi les borélien®apes verticales dénombrables. Les classes
{0}, AY, Doyi2(X9), et Do,y 1 (29) sont les seules de la fornigy, avecA borélien a coupes verti-
cales dénombrables potentiellement differences firlmsvdrts, comme on le voit avec les résultats
précédents et les ensembles suivants :

Agpio = {(,3) € 2¥ x 2% / le nombre d’entiers ow et ;3 different est impair< 2n + 1},
Agpt1 = {(, ) € 2¥ x 2¢ / le nombre d’entiers ow et ;3 different est pair< 2n}.
Veérifions-le pourds,, 2, par exemple. Il est clairemeily,, 2 (XY), puisque si on pose
Uy = {(a,8) €29 x 2 ) Ts €™ P i £ j = s(i) # s(j) etV i < |s| a(s(i)) # B(s(0))},

Atz = Upconia, p impair Up \ Up—1 ; pour voir qu'il est non-patDz,+2(XY)), il suffit par le
corollaire 2.9 de voir qu'il est non-pbs,,1(X%)). On va pour ce faire appliquer le théoréme
2.5. On posefy(a) = «, etsilt] < 2n, fi~m(a)(p) = fi(a)(p) & p # m. Posons également
dm(a)(p) = a(p) & p # m. Alors ¢, est un homéomorphisme, et comnfie.,, = ¢, o fi,
on a par récurrence que l¢ssont des homéomorphismes 2té sur lui-méme. Par récurrence sur
|t| < 2n + 1, on voit que le nombre detels quea(p) # fi(a)(p) @ méme parité quig| et est< |¢|.
On en déduit quejsewgzn+1 /sl paireCs C Agpio. Enfin, sia # G enng < ny < ... < ngy,, avec

p < n, etsionposey = «a, a1 = ¢p,(ag) Sil < 2p, agpy1 = f, ets = (ny, ..., ngy), ON Vverifie
que sig < 2p+ 1, ag = fyre() ; d'ot (o, B) € Cypap.-
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Dans [SR], il est demontré le résultat suivant, d(i adwticz :

Théoreme 2.10Soit X un espace polonais, et un bolien deX. Alors A est nonfI) si et seule-
ment s'il existe”Z denombrable sans point isotel queE \ E ~ w” etE = AN E.

Théoreme 2.11SoientX etY des espaces polonaid, un boilien deX x Y a coupes verticales
denombrables. Alorsd est non-pofI19) si et seulement s'il existe des espaces polouaist T
parfaits de dimension 0 non vides, des injections continuetv, une suite(A,,) d’'ouverts denses
de Z, une suite( f,,) d'applications continues et ouvertes dg dansT, tels que pour tout: dans
MNnew An, 'ensembleE, := {f,(z) / n € w} soit sans point is@, E, \ E, ~ w*, et aussi
E, = (uxv) Y (A),NE,.

Démonstration. Supposons qué soit po{I1}), en raisonnant par I'absurde. Alors il existe Gp
densek deT tel que les coupes verticales @& x K) N (u x v)~!(A) soientGs dansk, donc dans

T. Par ailleurs(,,c, An NNnew fr - (K) estG; dense deZ, puisque les fonctiong, sont continues

et ouvertes. Donc on trouvedans ceGy, et E,. est polonais, puisque c’est une coupe verticale de
(Z x K)N (u x v)~}(A) intersectée avef,. De plusE, est denombrable, non vide et sans point
isolé, ce qui est contradictoire.

Inversement, on peut supposer, pour simplifier I'écritguee X etY sont récursivement présen-
tés, et qued estAl-réunion de graphed}. Désignons palV’X un ensembldl! C w de codes pour
les Al de X, et parC* C w x X un ensembldl;' dont les sections aux points #8~X décrivent
les Al de X, et tel que la relatiom{ € W et (n,z) ¢ CX) soit II} (cf [Lol]). Soit également
W C WX*Y un ensemblel! de codes pour leg\l N pot(X9) de X x Y (dont I'existence est
démontrée dans [Lo2]). Posons

H:=U{(ExF)\A/E,FcAl et (ExF)\AEcpotx9)}.
Ona

H(r,y) & IneWIm : (m)ocWx¥et(m) c WY etV z Vit
[(n e WXXY et(n,z,t) ¢ C**Y)ou
{((m)o,2) € CX et((m)1,t) € CY et(z,t) ¢ A} et
[((m)o € WX et((m)o,z) ¢ C¥)ou((m); € WY et((m)1,t) ¢ C¥)ou
(2,t) € Aou(n,z,t) € CXXY]
et((m)o, ) € CX et((m)1,y) € CY et(x,y) ¢ A.

Donc H estIl}. PosonsN := AN H ; N estX] etGs de X x Y muni de la topologiedx x Ay

(cf [Lo2]). PosonsDy = {z € X [z ¢ Al}, Qx == {z € X / w? = wCK} etZ, := Qx n Dy,

T := Qy N Dy. On munitZ, (resp. T) de la restriction de la topologie de Gandy-Harrington sur
X (resp.Y), de sorte queZy et T sont polonais parfaits de dimension 0. On montre maintelaant
propriété qui sera la clef de la construction a venir :

Si U (resp. V) est X} et inclus dansZ, (resp. T), et siN N (U x V) # 0, alors 'ensemble
ANN AU x V)" est un souss; non vide del/ x V.
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En effet,U (resp.V) est ouvert-fermé d&, (resp.T’), doncN N (U x V)ZOXT CUxV; A,

Zy, T, N, U, etV sontX}, doncAN NN (U x V)ZOXT aussi, 'adhérence d'ul; pour le produit

des topologies de Gandy-Harrington restailt par double application du théoréeme de séparation.

PosonsD := N N (U x V). Supposons qué N O "> — (). Alors, par double application du

L , . —AxxA L .
théoreme de séparatiod,N O XXy — (), donc on a la triple inclusion

—AXxAy

(UxV)\ACOUH CO UH C A.

Donc (U x V) \ A et A sont deuxX! séparables par un g&9) ; ils peuvent par conséquent &tre
séparés par un ensemhté € Al N pot(XY) (cf [Lo2]). Onal x V C K U A, donc on peut
trouver/ etV, deux Al tels quelU x V C U x V C KU A. Onadonci/ x V)\A C H, puis

O C H\ H = 0, ce qui est absurde. On a donc gden O™ +£ §. OrO C Dx x Dy,
# () et estX], donc rencontre

—Tx XXy =Ex XYy

doncO C Dx x Dy. Donc(Dx x Dy)Nn AN O
Qxxy € Qx x Ny, dOﬂC(ZO X T) ﬂAmaﬂxxEY 7& 0.

Soitd; (resp.ds) une distance< 1/2 qui rendeZ, (resp.7’) complet, etd la distance su¢ x T
définie pard((z, y), (z,t)) := di(z, z) + da(y, t). Soitd’ une distance< 1 surN N (Zy x T'), qui le
rende complet (c’est u@is de Zy x T', donc un espace polonais). On vérifie sans peine que si @ pos
d.(y,t) :=d'((x,y), (z,t)), alors(N, NT, d.,) est métrique complet. On pose s@st une suite finie
d’entiers non nulsy(s) := ;| s(i) (v(0) = 0).

On construit, par récurrence s, des ouverts non vides d&), A, desGs densegj, de A,
des applications continues et ouverggs A, — T', des ouverts a coupes verticales ouvertes-fermées
deZy x T, ws, et des ouverts d& N (Zy x T'), G, tels que
(a) Gr(gs) € ANwgN G,
(b)) ws—n C ws, Ws—~p NwWs—~m =0 sin#£m
(V€ Zy Goy NN, CGECu?
(d) AsAAs~, estmaigre e¥ € A,—~, NG, do(gs(), gs—n(z)) < 2877671
(e)VaeZy do(w?) < 2-v(s)
(f/)Vae Zy 8,(G7) <27bl

On posewy := Zy x T, Gy := (Zp x T) N N. L'ensembleG est non vide. En effetlV rencontre
Dx x Dy, sinon N serait potA?) et A U H aussi, doncd = (A U H) N H serait poTI)), ce
qui est exclus. Don&V N (Dx x Dy), qui estX], rencontreQx .y C Qx x Qy etGy # (. Par
la propriété-clef,A N Gy " est un souss! non vide dewy, doncA Nwy N Gy " est réeunion
de graphesZ] dont I'un, disons Gfyy), est non vide. Il reste & appelel; le domaine deyy pour
terminer la construction au premier cran. Admettons doo@ @onstruitAs, gs, ws, Gs pour|s| < p
etg pour|s| < p vérifiant (a)-(f), et soits de longueup.
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On commence par construire, par réecurrencenslgsws—,, une suite décroissan{é,,) de Gs
denses del,, des applications continués, : £, — T, et des ouvert¥,, de Zy x T tels que

(1) Gr(hy) C ws—~n NGy
(2) ws~n C ws €tws~p Nws—~m =0 Sin£m
(B)Vz ek, d2(h() ())< v(s7n)
(4)V.%'€Zo (52( ) v(s™n)

(5) Gr(gs [ E )QVnQ (U1gmgnws“m)

Admettons avoir construit ces objets pduk m < n, ce qui est fait pour. = 0. Soitz un élément
deA,. Commey, est continue em, on trouve un voisinage ouvdit, dex contenu dangl, tel que si
2 € Uy, do(gs(x), gs(2)) < € := 2776~ (v+1)=1 De telle fagon que iz, t) € U, x B(gs(z), <), on
ady(t, gs(2)) < 277" D) Posongdd, i1 = Vi, NU,ea, Us x Blgs(x), €), et soitO,, un ouvert
dense ded; contenant,, tel que Gtgs)NV,, = Gr(gs|O,,). Soitk, 41 une fonction Baire-mesurable
uniformisanti4,, 1 N ws N G Sur sa projectiol qui est un ouvert de, et soitF,,.; un G5 dense
dell sur lequel la restriction de,, ; est continue. Alor®,, \ F,,.1 est maigre ca®,, N1II est ouvert
dense d&),, ; en effet, siU est ouvert non vide d@,, etz € U, (z,gs(z)) € (U X T) Nws NUp1.
Donc, comme Qys) C G_SZOXT, on trouve(z,t) dansGs; N (U x T) Nws NUp+1, €tz € U N 1L
De tout ceci résulte quél; \ F,1 est maigre, dond, 1 := F,+1 N E, estGs dense deA; et
hp+1 = kng1[En41 €stcontinue. Skt € E, 41, (2, hpt1(x)) € Upy1, donc

dy(hn41(x), gs(2)) < 270 0D,

DansE, 11 X T, Gr(h,+1) et Grgs[ E,+1) sont deux fermés disjoints, donc séparables par un euvert
ferméd. Par la propriété de réduction des ouverts, on trouve @asuverts disjoints d&, x T, 7 et
Wtelsqued =7 N (Epy1 X T), et(Epp1 X T)\ 0 =WnN (Epp1 x T). Comme Gthy41) C 7,

on trouve pour chaque dansE,, 1 un rectangle ouvert-fermg, x W, tel que

(, hpt1(2)) € Ve x Wy CT Nws NV,

So(Wy) < 270 (D) et By NV, € byt (Wa). OnalU,ep,,, Ve X We = Upew Vo X W,
par Lindeldf. Réduisons la suitd,) en (V) ; on peut alors posed,— 41y := U,e, V, x W), et
Va1 := V,, N W, comme on le vérifie facilement.

Revenons a la construction principale ; on a déja aggrét (e). Sz € E,,, on peut trouver un
ouvert-fermé deV, U, := (V, x W,) N N, de diametre au plug!*/-1 pourd’, vérifiant

V. NE, Ch,*(W,),
et siZ, estouvert de&Zy x T tel queG; = Z;, N N, on ait
(X, hp(2)) € Ve X Wy Cws~n N Zs N (Ag X T).
On adonc que Ghy,) € U,cp, Us = Upe, Um, Par Lindeldf. On réduit la suiteV,,,) en(V;,), et

0N poseGs—n = Umeo (Vi X W) NN, etles conditions (c) et (f) sont réalisées, puisgie.,, est
vide ou I'un desw,, N N,, donc est ouvert-fermé d¥,. De plus, on &s~, 2 Gr(hy,).
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A l'aide d’une nouvelle numérotation, on peut écrivg~,, = U, (Ly x Mp) NN, L, et M,

étant deux”}. PosonsE, , := AN NN (L, x Mp)ZOXT N ws~n ; By p est réeunion de graphes
XL. On peut donc trouver une suite de graphgs contenus dan, ,, dont les domaines sont
deux a deux disjoints, et tels que la réunion de ces dorsadisonsO,, ,, forme un ouvert tel que
Uy<p On,q SOIt dense danig), ., 11 E, ,, (une telle construction est possible avec le lemme de Zorn,
par exemple). On fait ceci par récurrence gude sorte qued;—~,, = Upau O €st un ouvert
dense dd J ., I £, ,. On appelleg;~, le recollement des fonctions définies sur @s,, et la
condition (a) est satisfaite, ainsi que la seconde partia dendition (d), si on pos€; := (),,~; En,

par (4). Reste a voir qud ,AA,~,, est maigre pour clore la construction. Quitte & remplater,,
par A; N As~,, il suffit de voir queA; \ As~,, est maigre. Posons, := II% (L, x M,) N N et

I, := % E,,. Ona

As \-ASAn C As \ (UpEw Hjln) U Upeu) Hjln \ As—n
C A, \ En, U E, \ (UpEw H;)) U UpEw H;) \ As—~n
C As \ En UUpe Tp \ I, U U e, 1T, \ As—p.

II suffit donc de voir qudl, N IT;, est ouvert dense d&, ; mais ceci est une conséquence facile de la
propriété clef.

On définit maintenant les objets recherchég := Ay, u et v sont les injections canoniques.

Soity : w — (w\ {0})=¥ x w bijective, et(U%,),, une suite d'ouverts denses dg telle que
Gs = Ninew Us,- On posed,, := Ay N U;ff((z)) et fn == guo(n)[An. Louvert A, est dense dans

Z par la premiere partie de (d), £, est sans point isolé par la seconde partie de (d) (on alitega
ﬂnew Ap = ﬂse(w\{o})@ Qs)

La fin de la preuve est semblable a la preuve du théoremareiticz dans [SR]. Posons, si
T € pew Anr My == {gs(z) / [s| < k}. Alors M, est fermé dand’, par récurrence sur K : si
M :={yeT /da(y, My) <e},onaMyi = (\solMj U (Myyq \ My)], et My \ M, estfini,
par (d).

Sikewety € B, \ E,, y ¢ My, donc il existes > 0 tel quey ¢ M;. Sis € (w\ {0})F et
(2,) € wy, da(t, My) < da(t,gs(z)) < Sa(w?) < 27 < e dés quev(s) > ko, doncw? C M,
sauf pour un nombre fini de dans(w \ {0})*. Donc siH := {s € (w\ {0})* / w? Z ME}, on
akb, = MpU{gs(z) / |s| > k} © M UUpspwi © MpUUjgpws © M UUgepws et
Ey € MiUUyepw? € MU Ujsj= w5 Donc on trouve une unique suitedans(w \ {0})“ telle
quey € (),,,ws. La suite decroissante de fermés non vides dont les diaméendent vers 0 de
(N.NT,dy), (GENN;)s<0, cONverge ver§ € N,NT, et{¢} = ,, Gi. D'ou¢ € ., wi = {y}
et(z,y) € N C A. Posons

. {(w\{ow — T

o = ms<aG_§
La fonction » est bien définie, & valeurs dang, C E,. Sio € (w\ {0})¥, h(c) € ,2, w? et
w® N E, # () ; par conséquent; est a valeurs dang,. On a vu queE, \ E, C h"(w \ {0})~.
Par (b),h est injective, et par (e), est continue. Commg”’N, = w? N (E, \ E,), h est bien un
homéomorphisme dev \ {0})* surk, \ E,. O
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Avec ce résultat et le théoreme 2.3, on a, pour chaquselds Wadgé& non auto-duale, un test
pour dire si un borélien & coupes dénombrables e$t'pden effet, un tel borélien est gdt, )).
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