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Uniformisations partielles et critèresà la Hurewicz dans le plan.

Dominique LECOMTE

Trans. Amer. Math. Soc.347, 11 (1995), 4433-4460

Résuḿe. On donne des caractérisations des boréliens potentiellement d’une classe de Wadge donnée, parmi les boréliens à

coupes verticales dénombrables d’un produit de deux espaces polonais. Pour ce faire, on utilise des résultats d’uniformisa-

tion partielle.

Cet article fait suite à l’étude des classes de Wadge potentielles commencée dans [Le1]. On
démontre entre autres les résultats annoncés dans [Le2]. Je renvoie le lecteur à [Ku] pour ce qui est
des notions de base en topologie, et à [W] pour ce qui concerne les classes de Wadge. On utilisera les
notations et notions standard de la théorie descriptive des ensembles, ainsi que des notions de théorie
descriptive effective, qui peuvent être trouvées dans [Mo]. Rappelons les définitions de base :

Définitions. (a) SoitΓ une classe de parties d’espaces polonais de dimension 0. On dit queΓ est une
classe de Wadge de boréliens s’il existe un espace polonaisP0 de dimension 0, et un borélienA0

deP0 tels que pour tout espace polonaisP de dimension 0 et pour toute partieA deP ,A est dansΓ
si et seulement s’il existe une fonction continuef deP dansP0 telle queA = f−1(A0).

(b) SoientX et Y des espaces polonais, etA un boŕelien deX × Y . SiΓ est une classe de Wadge,
on dira queA estpotentiellement dans Γ (ce qu’on noteraA ∈ pot(Γ)) s’il existe des topologies
polonaises de dimension 0,σ (surX) et τ (surY ), plus fines que les topologies initiales, telles que
A, consid́eré comme partie de(X,σ) × (Y, τ), soit dansΓ.

La motivation pour l’étude de ces classes de Wadge potentielles trouve son origine dans l’étude
des relations d’équivalence boréliennes (ou plus généralement des structures boréliennes à plusieurs
variables). Par exemple, dans [HKL], on étudie le pré-ordre qui suit. SiE (resp.E′) est une relation
d’équivalence borélienne sur l’espace polonaisX (resp.X ′), on pose

E ≤ E′ ⇔ [il existe f borélienne deX dansX ′ telle quexEy ⇔ f(x)E′f(y)].

En d’autres termes, l’applicationf définit par passage au quotient une injection deX/E dansX ′/E′,
ce de manière borélienne. La relationE ≤ E′ peut s’écrire :E = (f ×f)−1(E′), avecf borélienne ;
or siE′ est de classe de WadgeΓ (ou même de classe de Wadge potentielleΓ), il est facile de vérifier
queE est de classe de Wadge potentielleΓ (alors queE n’est pas de classeΓ en général). La classe de
Wadge potentielle est donc un invariant naturel du pré-ordre≤. Bien que cet invariant soit en général
grossier, il fournit des informations sur≤ ; par exemple, dans [Lo1], A. Louveau montre que la classe
des relations d’équivalenceΣ0

ξ n’est pas co-finale dans les relations d’équivalence boréliennes pour
le pré-ordre≤, en utilisant la notion de classe de Wadge potentielle.
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Il en déduit une démonstration simple de la non-existenced’une relation d’équivalence borélienne
maximum pour≤. Ce résultat avait par ailleurs été démontré antérieurement par H. Friedman et L.
Stanley, en utilisant les travaux de H. Friedman sur la diagonalisation borélienne.

L’un des principaux résultats concernant les classes de Wadge de boréliens est l’existence de
“tests d’Hurewicz”, dont le principe est : un borélien n’est pas d’une classe de Wadge donnée si et
seulement s’il est au moins aussi compliqué qu’un exemple type n’étant pas de cette classe. Hurewicz
a démontré l’existence du test pour la classeGδ. Le résultat précis est le

Théorème 2.10SoitX un espace polonais, etA un boŕelien deX. Alors A n’est pasGδ si et
seulement s’il existeE dénombrable sans point isolé tel queE \ E ≈ ωω etE = A ∩ E.

Après les travaux de nombreux auteurs, parmi lesquels J. R.Steel (voir [S]), ainsi que A. Louveau
et J. Saint Raymond, l’existence de tests a été établie pour toutes les classes de Wadge ; dans [Lo-SR],
il est démontré :

Théorème.Si ξ est un ordinal d́enombrable non nul, il existe un compactPξ de dimension 0 et un
vrai Σ0

ξ dePξ, Aξ, tels que siA est un boŕelien de l’espace polonaisX, on ait : A n’est pasΠ0
ξ de

X si et seulement s’il existef : Pξ → X injective continue telle queAξ = f−1(A).

L’ensembleAξ est dit “test d’Hurewicz”. Un des objectifs de cet article est d’étudier la possibilité
d’obtenir des résultats similaires, pour les classes de Wadge potentielles. Dans [Le1], il est démontré
un lemme qui suggère l’intérêt qu’on pourrait avoir à étudier les problèmes d’uniformisation partielle,
en vue de caractériser les ensembles potentiellement fermés. Le test usuel pour savoir si un ensemble
A est fermé est de prendre une suite convergente de points deA et de regarder si la limite est dansA.
Un tel test ne peut pas convenir pour caractériser les ensembles potentiellement fermés, puisqu’un sin-
gleton peut être rendu ouvert-fermé tout en gardant des topologies polonaises. Cependant, on remar-
que que lorsqu’on raffine la topologie d’un espace polonais,tout en gardant une topologie polonaise,
les deux topologies coı̈ncident sur unGδ dense pour la topologie initiale. D’où l’idée de remplacer
les points par des graphes de fonctions continues et ouvertes, objets qui rencontrent tout produit de
deuxGδ denses si les domaines et images des fonctions sont assez “gros”.

Lemme.SoientX etY des espaces polonais,(Cn) (resp.(Dn)) des suites d’ouverts non vides deX
(resp. Y ), fn : Cn → Dn continues et ouvertes,B :=

⋃

n∈ω\{0}

Gr(fn), etA un boŕelien deX × Y

contenantB; si B \ A contient Gr(f0), alorsA est non-pot(Π0
1).

La question est de savoir s’il y a une réciproque. Nous allons voir que c’est en partie le cas :
cette réciproque a lieu, modulo un changement de topologies, siA est à la fois pot(Σ0

3) et pot(Π0
3), à

ceci près qu’on ne peut pas imposer le sens dans lequel se trouvent les graphes. Ceci signifie que les
fonctions partielles peuvent être définies sur une partiedeX et arriver dansY , ou être définies sur
une partie deY et arriver dansX. Le résultat précis est un cas particulier du théorème 2.3 ; sifn est
une fonction partielle deX dansY ou deY dansX, on noteraGn la partie deX×Y égale au graphe
defn si fn va deX dansY , et égale à{(x, y) ∈ X × Y / x = fn(y)} sinon.
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Théorème *. SoientX etY des espaces polonais, etA un boŕelien pot(Σ0
3) ∩ pot(Π0

3) deX × Y .
A est non-pot(Π0

1) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ et T parfaits de dimension 0,
des ouverts-ferḿes non videsAn et Bn (l’un dansZ et l’autre dansT ), des surjections continues
ouvertesfn : An → Bn, et des injections continuesu et v tels que

⋃

n∈ω\{0}Gn ⊆ (u × v)−1(A),

G0 ⊆ (u× v)−1(Ǎ), etG0 =
⋃

n∈ω\{0}Gn \ (
⋃

n∈ω\{0}Gn).

Le théorème 2.3 étend ce résultat à la caractérisation des boréliens potentiellement différence
transfinie d’ouverts, toujours parmi les boréliens pot(Σ0

3) ∩ pot(Π0
3). On ne se ramène donc pas à

un exemple type, comme dans le théorème de A. Louveau et J. Saint Raymond, mais à une situation
type. Pour démontrer le théorème 2.3, l’outil essentielest le

Théorème 1.13SoientX etY des espaces polonais parfaits de dimension 0,A unGδ l.p.o. non vide
deX × Y . Alors il existe des ensembles presque-ouverts non videsF etG, l’un contenu dansX et
l’autre dansY , et une surjection continue ouverte deF surG dont le graphe est contenu dansA ou
dans{(y, x) ∈ Y ×X / (x, y) ∈ A} selon le cas.

Pour le comprendre voici les

Définitions 1.2(a) UnGδ d’un espace topologique est ditpresque-ouvert (ou p.o.) s’il est contenu
dans l’int́erieur de son adh́erence (ce qui revient̀a dire qu’il est dense dans un ouvert).

(b) SiX etY sont des espaces topologiques, une partieA deX × Y sera ditelocalement à projec-
tions ouvertes (ou l.p.o.) si pour tout ouvertU deX × Y , les projections deA ∩ U sont ouvertes.

Les ensembles l.p.o. se rencontrent par exemple dans la situation suivante :A est Σ 1
1 dans

un produit de deux espaces polonais récursivement présentés. Si on munit ces deux espaces de leur
topologie de Gandy-Harrington (celle engendrée par lesΣ

1
1 ),A devient l.p.o. dans le nouveau produit.

C’est essentiellement dans cette situation qu’on utilisera cette notion, au cours de la section 2.

On étudie donc dans un premier temps, et plus largement que nécessaire pour la seule étude des
classes de Wadge potentielles, les problèmes d’uniformisation partielle, sur des ensembles “gros” au
sens de la catégorie, en essayant d’obtenir l’image de la fonction “grosse” également. On obtient
essentiellement des résultats pour lesGδ. Il est à noter que malgré des hypothèses symétriques, la
conclusion du théorème 1.13 ne l’est pas.

Dans [O], il est démontré, sous l’hypothèse du continu, l’existence d’une bijectionΦ de[0, 1] sur
lui même échangeant ensembles maigres et ensembles de mesure de Lebesgue nulle. En étudiant un
exemple où on trouve un graphe dans un sens et pas dans l’autre, dans le théorème 1.13, on montre
qu’une telle applicationΦ ne peut pas avoir de propriété de mesurabilité projective (corollaire 1.8).

Une autre façon de formuler le théorème * est (voir [Le2])le

Théorème. SoientX et Y des espaces polonais,A un boŕelien deX × Y à coupes verticales
dénombrables. AlorsA est non-pot(Π0

1) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ et T
parfaits de dimension 0 non vides, des fonctions continuesu et v, des ouverts denses(An) deZ, des
applications continues ouvertesfn deAn dansT , tels que pour toutx dans

⋂

n∈ω An, (fn(x))n>0

converge simplement versf0(x), Gr(g0) ⊆ (u× v)−1(Ǎ) et
⋃

n>0 Gr(gn) ⊆ (u× v)−1(A).
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En d’autres termes, en chaque point duGδ dense
⋂

n∈ω An, on retrouve sur la fibre le test usuel
pour les fermés. On a un phénomène analogue pour lesGδ :

Théorème 2.11SoientX et Y des espaces polonais,A un boŕelien deX × Y à coupes verticales
dénombrables. AlorsA est non-pot(Π0

2) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ et T
parfaits de dimension 0 non-vides, des injections continuesu etv, des ouverts denses(An) deZ, des
applications continues et ouvertesfn deAn dansT , tels que pour toutx dans

⋂

n∈ω An, l’ensemble
Ex := {fn(x) / n ∈ ω} soit sans point isolé,Ex \Ex ≈ ωω, etEx = (u× v)−1(A)x ∩ Ex.

1 Uniformisation partielle desGδ.

Les problèmes d’uniformisation partielle ont déjà ét´e étudiés dans [GM], où au lieu de considérer
la catégorie, il est question d’ensembles de mesure 1 sur chacun des facteurs. Les résultats qu’on
obtient sont également à rapprocher de résultats obtenus par G. Debs et J. Saint Raymond, où il est
question de fonctions totales et injectives, avec des hypothèses de compacité sur chacun des facteurs
(cf [D-SR]). Plus précisément, il est démontré dans [GM] le résultat suivant :

Théorème 1.1SoientX et Y des espaces polonais,λ (resp. µ) une mesure de probabilité sur
X (resp. Y ), et A un boŕelien deX × Y ayant ses coupes horizontales (resp. verticales) non
dénombrablesµ-presque partout (resp.λ-presque partout). Alors il existe un borélienF deX (resp.
G deY ) tels queλ(F ) = µ(G) = 1, et un isomorphisme borélien deF surG dont le graphe est
contenu dansA.

On peut se demander si on a un résultat analogue en remplaçant “ensemble de mesure 0” par
“ensemble maigre”. On va voir que non. Pour ce faire on montreun lemme que nous réutiliserons.

Définitions 1.2 (a) UnGδ d’un espace topologique est ditpresque-ouvert (ou p.o.) s’il est contenu
dans l’int́erieur de sn adh́erence (ce qui revient̀a dire qu’il est dense dans un ouvert).

(b) SiX etY sont des espaces topologiques, une partieA deX × Y sera ditelocalement à projec-
tions ouvertes (ou l.p.o.) si pour tout ouvertU deX × Y , les projections deA ∩ U sont ouvertes.

Lemme 1.3 Il existe un espaceX polonais parfait de dimension 0, et un fermé A l.p.o. à coupes
parfaites non vides deX2, tels que siF etG sont presque-ouverts non vides dansX et f : F → G
surjective continue ouverte, Gr(f) 6⊆ A.

Démonstration.SoientX = ωω, φ un homéomorphisme deX sur l’ensembleP∞ des suites de 0 et
de 1 ayant une infinité de 1, etψ un homéomorphisme deX sur l’ensembleKP (2ω) des compacts
parfaits non vides de2ω ; ψ existe car cet ensemble ne contient pas les compacts finis, est dense et est
Gδ deK(2ω) \ {∅} : en effet, si on désigne parN(n, 2ω) le nièmeouvert-fermé de base de2ω, on a

K est parfait⇔







∀m ∈ ω [(K ∩N(m, 2ω) = ∅) ou (∃ (p, q) ∈ ω2 N(p, 2ω) ∩N(q, 2ω) = ∅ et

N(p, 2ω) ∪N(q, 2ω)⊆N(m, 2ω) etN(p, 2ω) ∩K 6= ∅ etN(q, 2ω) ∩K 6= ∅)].
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PosonsA := (φ× ψ)−1(A′), oùA′ := {(x,K) ∈ P∞ × KP (2ω) / x ∈ K}. Il suffit de montrer
les propriétés pourA′. Il est fermé :

x /∈ K ⇔ ∃ n ∈ ω ∃ U ∈ Σ
0
1⌈2

ω N(n, 2ω) ∩ U = ∅ et x ∈ N(n, 2ω) et K ⊆ U.

Il est clairement à coupes parfaites non vides, et il est l.p.o., car siNs := {α ∈ 2ω/s ≺ α} et

WU,V0,...,Vn := {K ∈ KP (2ω)/K ⊆ U et∀i ≤ n Vi ∩K 6= ∅}

est l’ouvert-fermé de base deKP (2ω), on a

Π1[A
′ ∩ (Ns ×WU,V0,...,Vn)] = ∅ ou Ns ∩ U ∩ P∞, et

Π2[A
′ ∩ (Ns ×WU,V0,...,Vn)] = ∅ ou WU,V0,...,Vn,Ns ∩ KP (2ω).

Raisonnons par l’absurde : il existef : F → G surjective continue ouverte dont le graphe est contenu
dansA′, et des ouverts non videsU etV tels queF (resp.G) soitGδ dense deU (resp.V).

L’ouvert V étant non vide contient un ouvert-fermé de baseWU,V0,...,Vn, avecU , V0, ..., Vn
ouverts-fermés tels que lesU ∩Vi soient non vides. De sorte qu’on peut supposer, quitte à se restrein-
dre à son image réciproque, queV = WU,V0,...,Vn.

Soit (Sj)j<n+3 une partition deU en ouverts-fermés telle que∀ j < n+ 3, ∀ i ≤ n, Sj ∩Vi 6= ∅.
Posons, siI ∈ P(n + 3) \ {∅},

OI := {K ∈WU,V0,...,Vn / I = {j < n+ 3 / K ∩ Sj 6= ∅}}.

Alors (OI) est une partition en ouverts-fermés non vides deWU,V0,...,Vn, donc (f−1(OI)) est une
partition en ouverts-fermés non vides deF ; par propriété de réduction, on trouve une suite d’ouverts
non vides deU deux à deux disjoints,(WI), telle quef−1(OI) = F ∩WI .

Alors si j < n+ 3,W{j} ⊆ Sj, sinon on trouvex dansF ∩W{j} \Sj, etx ∈ f(x) ∈ O{j}, donc
f(x) ⊆ Sj, une contradiction.

Maintenant siI ⊆ n + 3 est de cardinal 2, il existei ≤ n tel queVi ∩
⋃

j∈I Sj ⊆ WI . En effet,

par ce qui précède, sij ∈ I, Sj 6⊆WI sinonW{j} ∩WI 6= ∅. Donc si pour touti ≤ n il existej dans

I tel queVi ∩ Sj 6⊆ WI , l’ensemble{K ∈ OI / K ⊆ W̌I} est ouvert non vide deG, donc rencontre
G enK = f(x) etx ∈ F ∩WI , doncK ∩WI est non vide, une contradiction.

En particulier, si1 ≤ j ≤ n+ 2, il existeij ≤ n tel queVij ∩ (S0 ∪ Sj) ⊆W{0,j}. Soientj 6= j′

tels queij = ij′ ; alorsVij ∩ S0 ⊆ W{0,j} ∩W{0,j′}, ce qui contredit la disjonction deW{0,j} et
W{0,j′}. �

Théorème 1.4SoientX := K(2ω) \ {∅}, Y := 2ω, etA := {(K,x) ∈ X × Y / x ∈ K} ; alors A
est un ferḿe à coupes horizontales non dénombrables,̀a coupes verticales non dénombrables sur un
ensemble co-maigre deX, mais siF (resp.G) est un boŕelien co-maigre deX (resp.Y ), il n’existe
aucun isomorphisme borélien deF surG dont le graphe soit contenu dansA.
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Démonstration. Comme on l’a vu dans la preuve du lemme précédent,A est fermé dansX × Y , et
l’ensemble des compacts parfaits non vides estGδ dense deX.

L’ensemble des compacts non dénombrables est donc co-maigre dansX, et les coupes verticales
deA sont donc non dénombrables, sauf sur un maigre.

Raisonnons par l’absurde : il existe des ensemblesF etG, ainsi qu’un isomorphisme borélienf
comme dans l’énoncé.

Alors il existe unGδ denseF ′ (resp.G′) deX (resp.Y ) tels queF ′ ⊆ KP (2ω)∩F ,G′ ⊆ G∩P∞,
et quef : F ′ → G′ soit un homéomorphisme.

En effet, on remarque que siU est un ouvert dense deY , alors{K ∈ X / K ⊆ U} est un ouvert
dense deX ; par suite, siM est maigre relativement àG, on a l’inclusion

f−1(M) ⊆ ΠX [(X ×M) ∩A] = {K ∈ X / K ∩M 6= ∅}.

Doncf−1(M) est maigre relativement àX, et aussi relativement àF qui est co-maigre dansX.

SoitG1 unGδ dense deY , contenu dansG ∩ P∞, sur lequelf−1 est continue ; ce qui précède
montre quef−1(G1) est co-maigre dansX.

Si (Un) est une base de la topologie deG1, f−1(Un) est borélien deX, donc égal à un ouvertVn
modulo un maigreMn ; choisissons pourF ′ unGδ dense deX contenu dans

KP (2ω) ∩ F ∩ f−1(G1) \ (
⋃

n∈ω

Mn).

Il reste à poserG′ := f ′′F ′.

En effet, on af−1(Un ∩ G′) = F ′ ∩ f−1(Un) = F ′ ∩ Vn ; G′ = (f−1)−1(F ′) ∩ G1 estGδ .
Et si G′ n’était pas dense dansY , on trouverait un ouvert non videU de Y disjoint deG′ ; mais
{K ∈ X / K ⊆ U} serait un ouvert non vide, et rencontrerait doncF ′ en un pointK qui vérifierait
f(K) ∈ K ⊆ U et aussif(K) ∈ G′, ce qui est la contradiction cherchée.

Mais ceci contredit la preuve du lemme 1.3. �

En analysant les raisons de ce résultat négatif, nous allons maintenant montrer que l’application
transformant ensembles de mesure 0 en ensembles maigres n’apas de propriétés de mesurabilité
projective, sous hypothèse de détermination des jeux projectifs.

Pour démontrer le théorème 1.1, les auteurs montrent le lemme suivant :

Lemme 1.5 SoientX un espace polonais,µ une mesure de probabilité surX, etA un boŕelien de
X ×X ayant ses coupes horizontales non dénombrablesµ-presque partout. Alors il existe unKσ de
X, F , et une application boŕeliennef : F → X tels que Gr(f) ⊆ A et

µ({y ∈ X / f−1({y}) est non d́enombrable}) = 1.
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Corollaire 1.6 SoientB := [0, 1], λ la mesure de Lebesgue surB, A un boŕelien deB × B tel que
λ({y ∈ B / Ay est non d́enombrable}) = 1 ; alors il existe des boŕeliens disjoints deB, B0 etB1,
tels queλ({y ∈ B / Bi ∩A

y est non d́enombrable}) = 1.

Démonstration. SoientF et f fournis par le lemme 1.5, etGy une copie de2ω contenue dans
f−1({y}), si ce borélien est non dénombrable. Six ∈ Gy \{minGy, maxGy}, les ouverts[0, x[∩Gy
et ]x, 1] ∩Gy sont non vides, donc non dénombrables ; posons donc

E(y, x) ⇔ x ∈ F etf(x) = y et [0, x[∩f−1({y}), ]x, 1] ∩ f−1({y}) sont non dénombrables.

AlorsE est analytique dansB×B, donc par le théorème de von Neumann on trouve une application
g : B → B Baire-mesurable telle que sif−1({y}) est non dénombrable,g(y) ∈ F , f(g(y)) = y, et
[0, g(y)[∩f−1({y}), ]g(y), 1] ∩ f−1({y}) sont non dénombrables.

Soit alorsG un borélien deB tel queλ(G) = 1, la restriction deg àG soit borélienne, et contenu
dans{y ∈ B / f−1({y}) est non dénombrable}. Il reste à poser

B0 := {x ∈ F / f(x) ∈ G etx < g(f(x))}, B1 := {x ∈ F / f(x) ∈ G etx > g(f(x))}.

En effet, siy ∈ G, [0, g(y)[∩f−1({y}) ⊆ B0∩A
y, doncB0∩A

y est non dénombrable, de même
queB1 ∩A

y. �

Lemme 1.7 Il existe unGδ deB×B,A, oùB := [0, 1], tel que{y ∈ B / Ay est non d́enombrable}
soit co-maigre, alors que pour tout couple(B0, B1) de boŕeliens disjoints deB,

{y ∈ B / Bi ∩A
y est non d́enombrable}

ne sont pas tous deux co-maigres.

Démonstration. [0, 1] \Q est homéomorphe àP∞, qui est co-dénombrable dans l’espace parfait2ω.
Il suffit donc de trouverA dans2ω × 2ω, ayant les propriétés du lemme. D’autre part,K(2ω) \ {∅}
est un espace compact métrisable parfait de dimension 0 et non vide, donc est homéomorphe à2ω ; il
suffit donc de trouverA dans2ω ×K(2ω) \ {∅}. Reprenons l’exemple de 1.4 :

A = {(x,K) ∈ 2ω ×K(2ω) \ {∅} / x ∈ K}.

Raisonnons par l’absurde :B0 et B1 existent. Par la preuve de 1.4, ces deux ensembles sont
nécessairement non maigres ; on trouve donc des ouverts disjoints et non vides de2ω, U0 et U1,
tels queB0∆U0 et B̌0∆U1 soient maigres.

Comme on l’a vu dans la preuve du théorème 1.4,{K ∈ K(2ω) \ {∅} / K ∩ (B0∆U0) = ∅}
est co-maigre, ainsi que{K ∈ K(2ω) \ {∅} / B0 ∩ K est non dénombrable}, donc que l’ensemble
{K ∈ K(2ω) \ {∅} / K ∩ U0 6= ∅} ; ce dernier rencontre donc l’ouvert non vide

{K ∈ K(2ω) \ {∅} / K ⊆ U1},

ce qui contredit la disjonction deU0 etU1. �

Il résulte immédiatement du théorème 19.6 de [O] que sous l’hypothèse du continu, il existe
une bijection idempotenteΦ deB := [0, 1] sur lui-même telle queE est maigre si et seulement si
λ(Φ−1(E)) = 0. Ce qui précède entraı̂ne le
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Corollaire 1.8 Une telle fonctionΦ n’est pas boŕelienne. De plus, sous hypothèse de d́etermination
des jeux∆1

2n+3, Φ n’est pasΠ1
2n+1-mesurable.

Démonstration.Le premier point résulte aussitôt du corollaire 1.6 et du lemme 1.7. SiΦ étaitΠ1
2n+1-

mesurable, et siA est leGδ du lemme 1.7, l’ensembleA′ := (I × Φ)−1(A) seraitΠ1
2n+1, ainsi que

E := {(y,K) ∈ B × K(B) \ {∅} / K est parfait etK ⊆ A′y} ; par la détermination des jeux∆1
2n,

E serait uniformisable par un graphe partielΠ
1
2n+1, et la fonction correspondante se prolongerait en

une fonctionf totale∆
1
2n+3-mesurable. Par la détermination des jeux∆

1
2n+3, f seraitλ-mesurable,

donc il existerait un borélienG deB tel queλ(G) = 1, la restriction def àG soit borélienne, et
(y, f(y)) ∈ E si y ∈ G.

PosonsA′′ := {(x, y) ∈ B ×B / y ∈ G etx ∈ f(y)} ; alorsA′′ serait un borélien contenu dans
A′, et le corollaire 1.6 fournirait des boréliens disjointsB0 etB1. Les ensembles

{y ∈ B / Bi ∩ (I × Φ)[A′′]y est non dénombrable}

seraient donc co-maigres, ainsi que{y ∈ B / Bi ∩ A
y est non dénombrable}, ce qui contredirait le

lemme 1.7. �

Dans [Ma], la question suivante est posée : étant donné unborélienA de [0, 1] × [0, 1] dont
toutes les coupes sont non maigres, existe-t-il un isomorphisme borélien de[0, 1] sur lui-même dont
le graphe soit contenu dansA ? La réponse est non, comme le montre le théorème 3 de [D-SR]. On a
cependant le résultat suivant :

Théorème 1.9SoientX etY des espaces polonais parfaits non vides,A ⊆ X×Y ayant la propríet́e
de Baire et ses coupes non maigres (sauf sur des ensembles maigres). Alors il existe un ensemble
Kσ ∪ Gδ, F (resp.G), co-maigre dansX (resp. Y ), et un isomorphisme de deuxième classe deF
surG dont le graphe est contenu dansA.

Lemme 1.10 Soient(Cn), (Dn) des suites d’ouverts-ferḿes non vides deωω, A dansωω × ωω tel
queA∆(

⋃

n∈ω Cn × Dn) soit maigre ; alors il existe des suites(K0
n) et (K1

n) de copies de2ω, des
suites(G0

n) et (G1
n) deGδ deωω vérifiant

(i) (K0
n ×G0

n) ∪ (G1
n ×K1

n) ⊆ A

(ii) K0
n ⊆ Cn \ (

⋃

q<nK
0
q ), K

1
n ⊆ Dn \ (

⋃

q<nK
1
q )

(iii) G0
n (resp.G1

n) est dense dansDn \ (
⋃

q<nDq ∪
⋃

p∈ωK
1
p) (resp.Cn \ (

⋃

q<nCq ∪
⋃

p∈ωK
0
p))

Démonstration.On construit d’abord la suite(K0
n) et une suite(H0

n) deGδ deωω vérifiant

K0
n ×H0

n ⊆ A ∩ [Cn \ (
⋃

q<n

K0
q ) ×Dn \ (

⋃

q<n

Dq)],

H0
n étant dense dansD′

n := Dn \ (
⋃

q<nDq).

Admettons la construction effectuée pourq < n. SoitC ′
n := Cn \ (

⋃

q<nK
0
q ) ; A∩C ′

n×D′
n est

co-maigre dansC ′
n ×D′

n, d’où l’existence deK0
n etH0

n.
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De même, on construit des suites(K1
n) et (H1

n) vérifiant des propriétés analogues :

H1
n ×K1

n ⊆ A ∩ [Cn \ (
⋃

q<n

Cq) ×Dn \ (
⋃

q<n

K1
q )],

etH1
n est dense dansCn\(

⋃

q<nCq). Il reste à poserG0
n := H0

n\(
⋃

p∈ωK
1
p),G

1
n := H1

n\(
⋃

p∈ωK
0
p).

Ceci termine la preuve. �

Démonstration du théorème 1.9.L’ensembleA ayant la propriété de Baire, il est réunion disjointe
d’unGδ et d’un ensemble maigre, qui a ses coupes maigres, sauf sur des ensembles maigres ; on peut
donc supposer queA estGδ à coupes non maigres deωω × ωω,X etY étant parfaits non vides.

On trouve alors des suites(Cn) et (Dn) vérifiant les conditions du lemme 1.10, qui peut donc
s’appliquer. PosonsI := {n ∈ ω / G0

n 6= ∅}, F0 :=
⋃

n∈I K
0
n, G0 :=

⋃

n∈I G
0
n. Si n ∈ ω,

Dn \ (
⋃

q<nDq ∪
⋃

p∈ωK
1
p), doncG0

n, sont denses dansDn \ (
⋃

q<nDq) ; par conséquent,G0 est
dense dans

⋃

n∈ωDn. D’autre part,G0 ∈ ∆
0
1-PU(Gδ)⌈(

⋃

n∈ωDn), doncG0 estGδ. CommeA est
à coupes non maigres,

⋃

n∈ωDn est dense dansY , doncG0 estGδ dense dansY .

Si n ∈ I, G0
n est polonais non dénombrable, donc il existe un isomorphisme de première classe

fn deK0
n surG0

n. Alors

g0 :

{

F0 → G0

x 7→ fn(x) si x ∈ K0
n

est bien définie (par (ii)), injective (par (iii)) donc bijective, de première classe par compacité deK0
n,

et g−1
0 est aussi de première classe carG0

n = G0 ∩ [Dn \ (
⋃

q<nDq)]. Enfin, le graphe deg0 est
contenu dansA par (i).

De même, on trouve un isomorphisme de première classeg1, duKσ maigre deY F1 :=
⋃

n∈J K
1
n

sur leGδ dense deX, G1 :=
⋃

n∈J G
1
n, où J := {n ∈ ω / G1

n 6= ∅}. Alors F := F0 ∪ G1,
G := F1 ∪G0, et

f :















F → G

x 7→







g0(x) si x ∈ F0

g−1
1 (x) si x ∈ G1

répondent au problème. �

Venons-en à l’étude de la réciproque du lemme de l’introduction ; dans ce lemme, il est ques-
tion de fonctions continues et ouvertes, donc non nécessairement injectives. Le contre-exemple du
théorème 1.4 n’est donc pas un obstacle à la réciproque.De fait, l’application définie par

φ :

{

{K ∈ K(2ω) \ {∅} / K est parfait} → P∞

K 7→ max(K)

est surjective continue et ouverte et son graphe est contenudans

{(K,x) ∈ K(2ω) \ {∅} × 2ω / x ∈ K}.

Cependant,φ n’est injective sur aucunGδ dense. Plus généralement, on a la
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Proposition 1.11 SoientX un espace polonais,Y un espace śepaŕe,f : X → Y continue et ouverte.
Si f n’est pas injective,f n’est injective sur aucunGδ dense deX.

Démonstration. PosonsE := {(x, x′) ∈ X2 / x 6= x′ et f(x) = f(x′)}. AlorsE estGδ, et l.p.o.,
car siU etV sont ouverts dansX, Π[E ∩ (U × V )] = U ∩ {x ∈ X / f(x) ∈ f [V \ {x}]}, comme
on le vérifie immédiatement. Sif(x0) ∈ f [V \ {x0}], soitx1 ∈ V \ {x0} tel quef(x0) = f(x1).
On trouve des ouverts disjointsWi deX tels quexi ∈ Wi, W1 ⊆ V . Six ∈ f−1(f [W1]) ∩W0 (qui
est un ouvert contenantx0), f(x) = f(y), où y ∈ W1 ⊆ V , etx 6= y carW0 ∩W1 = ∅. SiE est
non vide, on applique le lemme 4.4 de [Le1] pour voir queE rencontre tout carréGδ dense ; d’où le
résultat. �

Le lemme 1.3 montre qu’on ne peut pas avoir l’image “grosse” en général, dans une uniformi-
sation du type von Neumann, même pour un fermé l.p.o. non vide d’un produit d’espaces polonais
parfaits de dimension 0. Cependant, l’uniformisation souhaitée a lieu dans au moins un sens (on l’a
vu avant 1.11 dans le cas particulier). Le théorème 1.13 qui suit est le résultat essentiel de ce chapitre.
Il est à noter que malgré des hypothèses complètement symétriques, la conclusion ne l’est pas (cf le
lemme 1.3).

Lemme 1.12 SoientX etY des espaces polonais,A unGδ l.p.o. non vide deX × Y de projections
X et Y , etF (resp. G) unGδ dense deX (resp. Y ). Alors les projections deA ∩ (F × G) sont
co-maigres.

Démonstration.Si ΠX [A ∩ (F ×G)] n’est pas co-maigre, soitU un ouvert non vide tel que

M := ΠX [A ∩ (F ×G)] ∩ U

soit maigre ;A∩ (U ×Y ) estGδ l.p.o. non vide deU ×Y , donc par le lemme 4.4 de [Le1] rencontre
(U ∩ F \M) ×G en un point(x, y) qui vérifiex ∈M \M . �

Théorème 1.13SoientX etY des espaces polonais parfaits de dimension 0,A unGδ l.p.o. non vide
deX × Y . Alors il existe des ensembles presque-ouverts non videsF etG, l’un contenu dansX et
l’autre dansY , et une surjection continue ouverte deF surG dont le graphe est contenu dansA ou
dans{(y, x) ∈ Y ×X / (x, y) ∈ A} selon le cas.

Démonstration.

Premier cas.Dans tout rectangle ouvert non videU × V tel que les projections deA ∩ (U × V )
soient denses dansU etV , on trouve un sous-rectangleU ′ × V ′ deU × V ayant ces propriétés et tel
que pour toute partie rareR deV ′, ΠX [A ∩ (U ′ ×R)] n’est pas dense dansU ′.

Soient(On) une suite d’ouverts deX × Y telle queA =
⋂

n∈ω On, etU∅ et V∅ fournis par la
propriété précédente appliquée aux projections deA.
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On construit alors des suites d’ouverts non vides(Us)s∈ω<ω et (Vs)s∈ω<ω vérifiant

(i)
⋃

n∈ω Us⌢n est dense dansUs
(ii) Us × Vs ⊆ O|s|−1 si s 6= ∅
(iii) δ(Us), δ(Vs) < |s|−1 si s 6= ∅
(iv) Us⌢n ∩ Us⌢m = ∅ si n 6= m

(v) Us⌢n ⊆ Us, Vs⌢n ⊆ Vs
(vi) Les projections deA ∩ (Us × Vs) sont denses dansUs etVs
(vii) SiR est rare dansVs,ΠX [A ∩ (Us ×R)] n’est pas dense dansUs

Admettons la construction effectuée pour|s| ≤ p. PartitionnonsΠX [A∩ (Us × Vs)] (éventuellement
privé d’un point) en une infinité d’ouverts-fermés non vides, disons(Zn), et soit

Tn := ΠY [A ∩ (Zn × Vs)]

(c’est un ouvert non vide deVs). SoitHn l’ensemble des parties deΣ0
1⌈Zn \ {∅} × Σ

0
1⌈Zn \ {∅}

telles que si(U, V ) et (U ′, V ′) sont distincts dansP , U etU ′ soient disjoints etU × V ⊆ O|s|, δ(U),
δ(V ) < (|s| + 1)−1, U ⊆ Zn, V ⊆ Tn, les projections deA ∩ (U × V ) soient denses dansU etV ,
et pour toute partie rareR deV , ΠX [A ∩ (U ×R)] ne soit pas dense dansU .

AlorsHn n’est pas vide, puisqu’il contient le vide, et est ordonné de façon inductive par l’inclu-
sion, donc par le lemme de Zorn a un élément maximalPn. Alors siPn := {(Um, Vm) / m ∈ In},
l’ouvert u :=

⋃

m∈In
Um est dense dansZn, sinon soitU un ouvert non vide deZn disjoint deu, et

(x, y) dansA ∩ (U × Tn) ; on trouve des ouverts-fermésU ′′ etV ′′, de diamètre au plus(|s| + 1)−1,
tels que(x, y) ∈ U ′′ × V ′′ ⊆ O|s| ∩ (U × Tn). On applique alors la propriété du premier cas aux
projections deA ∩ (U ′′ × V ′′) pour obtenir la contradiction cherchée avec la maximalit´e deP .

On obtient maintenant lesUs⌢n en renumérotant la suite des ouvertsU pour lesquels on trouve
V etn tels que(U, V ) ∈ Pn, etVs⌢n est leV correspondant. La construction est donc possible.

Soit F ′ :=
⋂

n∈ω

⋃

s∈ωn Us ; alorsF ′ estGδ dense deU∅, donc presque-ouvert. Six est dans
F ′, on définitf(x) de la manière habituelle, et la fonctionf est continue et uniformise partiellement
A. De plus, si un ouvert non vide deF ′ avait une image maigre, il contiendrait un ouvert non vide
d’image rare par le théorème de Baire et la continuité def . Mais ceci est exclus à cause de la condition
(vii), puisquef [F ′ ∩ Us] ⊆ Vs.

Soit (Un) une base de la topologie deF ′, (Vn) une suite d’ouverts deY , etMn une suite deFσ
maigres deY tels quef [F ′ ∩ Un]∆Vn ⊆ Mn. PosonsF = F ′ \ (

⋃

n∈ω f
−1(Mn)) ; F estGδ dense

deU∅ commeF ′ par ce qui précède. Il est maintenant clair qu’on peut poser

G := (
⋃

n∈ω

Vn) \ (
⋃

n∈ω

Mn).

Second cas.Il existe un rectangle ouvert non videU∅ × V∅ tel que les projections deA ∩ (U∅ × V∅)
soient denses dansU∅ etV∅, tel que pour tout sous-rectangleU ′×V ′ deU∅×V∅ ayant ces propriétés,
on trouve une partie rareR deV ′ telle queΠX [A ∩ (U ′ ×R)] soit dense dansU ′.
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Soientn0 ∈ ω, ε > 0, etU ′ et V ′ des ouverts ayant ces propriétés ; on montre qu’il existe des
suites d’ouverts non vides(Un) et (Vn) telles que

(i)
⋃

n∈ω Un est dense dansU ′,
⋃

n∈ω Vn est dense dansV ′

(ii) Un × Vn ⊆ On0

(iii) δ(Un), δ(Vn) < ε
(iv) Vn ∩ Vm = ∅ si n 6= m

(v) Un ⊆ U ′, Vn ⊆ V ′

(vi) Les projections deA ∩ (Un × Vn) sont denses dansUn etVn

Soit (xn) une suite dense deΠX [A ∩ (U ′ × V ′)] (donc de U’). On va commencer par construire des
suites d’ouverts-fermés non vides(Zn) et (Tn) vérifiantA ∩ (Zn × Tn) 6= ∅,

Zn × Tn ⊆ On0
∩ [(U ′ ∩ B(xn, 2

−n)) × V ′ \ (
⋃

p<n

Tp ∪R)],

de diamètre au plusε.

Admettons avoir trouvé(Zp)p<n et (Tp)p<n ayant ces propriétés. CommeR est rare et non vide,
⋃

p<n Tp ⊂ 6= V ′ \ R, et les projections deA ∩ [U ′ × (V ′ \ (
⋃

p<n Tp))] sont co-maigres dansU ′ et
V ′ \ (

⋃

p<n Tp). Par le lemme précédent, celles deAn := A ∩ [U ′ × (V ′ \ (
⋃

p<n Tp ∪ R))] le sont
également ; la projection surX rencontre doncB(xn, 2

−n) enzn ; soit yn tel que(zn, yn) ∈ An, et
Zn, Tn des ouverts-fermés de diamètre au plusε tels que l’on ait

(zn, yn) ∈ Zn × Tn ⊆ On0
∩ [(U ′ ∩ B(xn, 2

−n)) × V ′ \ (
⋃

p<n

Tp ∪R)].

La construction est donc possible.

Si
⋃

n∈ω ΠY [A ∩ (Zn × Tn)] est dense dansV ′, on définitVn := ΠY [A ∩ (Zn × Tn)] ainsi que

Un := ΠX [A ∩ (Zn × Vn)],

et les conditions sont vérifiées, par densité de la suite(zn) dansU ′. Sinon, la construction précédente
montre que les autres conditions sont réalisées. On pose

Y ′ := ΠY [A ∩ (U ′ × V ′)] \
⋃

n∈ω

ΠY [A ∩ (Zn × Tn)].

Si (x, y) ∈ A ∩ (U ′ × Y ′), soitZx,y × Tx,y un rectangle ouvert de diamètre au plusε tel que l’on
ait les inclusions(x, y) ∈ Zx,y × Tx,y ⊆ Zx,y × Tx,y ⊆ On0

∩ (U ′ × Y ′) et tel que les projections
deA ∩ (Zx,y × Tx,y) soientZx,y etTx,y. On aY ′ =

⋃

x,y Tx,y =
⋃

n∈ω Txn,yn . Réduisons la suite
(Txn,yn) en(T ′

n), et posonsZ ′
n := ΠX [A∩ (Zxn,yn ×T

′
n)]. Alors en ne gardant que lesT ′

n non vides,
lesZ ′

n correspondants, et lesZn etTn, on a ce qu’on veut.
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On recopie alors quasiment la construction du théorème 5.2 de [Le1] : soitφ0 deω dans{∅} et,
si n > 0, φn une bijection deω surωn. On construit une suite(Us)s∈ω<ω d’ouverts non vides deX,
et une suite(Vs)s∈ω<ω d’ouverts non vides deY vérifiant

(i)
⋃

n∈ω Us⌢n est dense dansUs,
⋃

n∈ω Vs⌢n est dense dansVs
(ii) Us × Vs ⊆ O|s|−1 si s 6= ∅
(iii) δ(Us), δ(Vs) < |s|−1 si s 6= ∅
(iv) Vs⌢n ∩ Vs⌢m = ∅ si n 6= m
(v) (

⋃

k∈ω Uφn(k)) ∩
⋃

q+p<n[Uφq(p) \ (
⋃

l∈ω Uφq(p)⌢l)] = ∅

(vi) Les projections deA ∩ (Us × Vs) sont denses dansUs etVs

Admettons avoir construit les suites(Us)|s|≤n et (Us)|s|≤n, (Uφn(p)⌢k)p<m,k∈ω, (Vφn(p)⌢k)p<m,k∈ω
vérifiant (i)-(vi).

On construit, si ce n’est déjà fait,(Uφn(m)⌢k)k∈ω et(Vφn(m)⌢k)k∈ω en appliquant ce qui précède

à ε = (n+ 1)−1, V ′ := Vφn(m), U
′ := Uφn(m) \

⋃

q+p<n[Uφq(p) \ (
⋃

l∈ω Uφq(p)⌢l)].

Les conditions demandées sont vérifiées, la densité desprojections deA ∩ (U ′ × V ′) dansU ′ et
V ′, donc dansUφn(m) etVφn(m), ne posant pas de problème à cause du lemme précédent. Ondéfinit
alorsF etG comme dans le théorème 5.2 de [Le1] ; ce sont desGδ denses deV∅ et U∅, donc des
presque-ouverts non vides. On conclut alors comme dans le théorème 5.2 de [Le1]. �

Sous les hypothèses du théorème 1.13, il est faux en gén´eral queA est uniformisable sur un
Gδ dense de sa projection par une application continue ouvertesur son image (bien queA soit uni-
formisable par une application continue). En effet, on prend l’exemple du lemme 1.3, ce qui fournit
A0 ⊆ N(0) ×ωω ; siA1 est le graphe d’un homéomorphisme deωω \N(0) surωω,A0 ∪A1 est fermé
l.p.o. deωω×ωω, de projectionsωω. Raisonnons par l’absurde : il existe unGδ denseG deωω et une
applicationf continue surG et ouverte surf [G], qui uniformiseA partiellement. Alorsf [G ∩N(0)]
estGδ rare, par construction deA0.

Mais commef [G\N(0)] estGδ dense deωω, f [G] aussi, doncf [G∩N(0)] est ouvert non vide et
rare def [G], ce qui est absurde. Cependant, l’uniformisation a lieu siA est le graphe d’une surjection
continue ouverte deY dansX :

Proposition 1.14 SoientX etY des espaces ḿetrisables śeparables de dimension 0,Y étant complet,
et f : Y → X une surjection continue ouverte ; alors il existe un homéomorphismeg deX sur son
image tel quef ◦ g = IdX .

Démonstration.On construit des suites d’ouverts-fermés(Us)s∈ω<ω et (Vs)s∈ω<ω vérifiant

(i)
⋃

n∈ω Us⌢n = Us
(ii) Us = f [Vs]
(iii) δ(Us), δ(Vs) < |s|−1 si s 6= ∅
(iv) Us⌢n ∩ Us⌢m = Vs⌢n ∩ Vs⌢m = ∅ si n 6= m
(v) Vs⌢n ⊆ Vs
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On poseU∅ := X, V∅ := Y ; si on aUs et Vs, on partitionneUs en une suite(Un) d’ouverts-
fermés de diamètre au plus(|s| + 1)−1 ; on partitionne ensuite l’ouvert-ferméVs ∩ f−1(Un) en une
suite (V n

m)m d’ouverts-fermés de diamètre au plus(|s| + 1)−1. La suite double d’ouverts(f [V n
m])

est ensuite réduite en(W n
m), et on renumérote lesW n

m, l’ouvert-fermé correspondant dansY étant
V n
m ∩ f−1(W n

m).

Cette construction étant faite, elle définit de la manière habituelle une application continue

g : X → Y.

De plus, siα est tel quex ∈
⋂

n∈ω Uα⌈n, on af(g(x)) ∈
⋂

n∈ω f [Vα⌈n] =
⋂

n∈ω Uα⌈n = {x}, d’où
le fait quef ◦ g = IdX et l’injectivité deg. Enfin, par la condition (ii), on ag[Us] = g[X] ∩ Vs, donc
g est ouverte sur son image. �

Bien sûr, ce résultat est faux si on enlève la condition dedimension surX.

Corollaire 1.15 SoientX et Y des espaces polonais parfaits de dimension 0,A unGδ l.p.o. non
vide deX × Y . AlorsA est uniformisable sur un presque-ouvert non vide deX par une application
continue et ouverte sur son image.

Démonstration. On applique le théorème 1.13 : on a le résultat tout de suite ou alors on applique la
proposition précédente. �

A cause du lemme 1.3, l’image de l’application fournie par cecorollaire est en général rare.

2 Applications aux classes de Wadge potentielles.

On va maintenant appliquer les résultats d’uniformisation aux classes de Wadge potentielles :
on obtient pour commencer des caractérisations des ensembles potentiellement différence d’ouverts
parmi les ensembles potentiellementΣ

0
3 et Π

0
3 (donc par exemple parmi les boréliens à coupes

dénombrables).

Lemme 2.1 SoitX un espace polonais récursivement présent́e. Alors il existe unGδ denseΣ 1
1 deX

sur lequel la topologie deX cöıncide avec la topologie∆ engendŕee par les∆1
1.

Démonstration. Il est prouvé dans [Ke] que siA est∆1
1, il existe un∆

1
1 ouvertU et un∆

1
1 à coupes

fermées raresF deω × X tels queA∆U ⊆
⋃

p∈ω Fp. Cette propriété s’écrit de manièreΠ 1
1 ; on

peut donc associer, à tout entiern codant un∆1
1, un entier(f(n))0 codant un ouvert∆1

1, et un entier
(f(n))1 codant un∆1

1 à coupes fermées rares deω × X, en gardant l’inclusion ci-dessus, et ce par
une fonctionΠ 1

1 -récursive partiellef . Désignons parWX un ensembleΠ 1
1 ⊆ ω de codes pour les

∆
1
1 deX et parCX ⊆ ω ×X un ensembleΠ 1

1 dont les sections aux points deWX décrivent les∆1
1

deX (cf [Lo2]).
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On posex ∈ G⇔ ∀ n ∀ p n /∈WX ou ((f(n))1, p, x) /∈ C
ω×X . AlorsG répond au problème,

carǦ est réunion dénombrable de fermés rares, et sin codeA ∈ ∆
1
1, on aA∩G = CX(f(n))0

∩G, qui
est ouvert dansG. �

Dans la suite, sifs est une fonction partielle deX dansY ou deY dansX, on noteraG(fs) la
partie deX × Y égale au graphe defs si fs va deX dansY , et à Gr(fs)∗ := {(x, y) / x = fs(y)}
sinon.

Lemme 2.2 SoientX un espace polonais parfait récursivement présent́e,G un universel pour lesΠ 1
1

deX,ϕ etψ desΠ 1
1 -opérateurs monotones surX, etΦξ les oṕerateurs surX définis parΦ0(A) = A,

et Φξ(A) = ϕ(
⋃

η<ξ Φη(A)) si ξ est impair,Φξ(A) = ψ(
⋃

η<ξ Φη(A)) si ξ > 0 est pair. Alors si

R(α, β, x) ⇔ α ∈WO etx ∈ Φ|α|(Gβ), la relationR estΠ 1
1 .

Démonstration. Ce lemme est démontré dans [Lo1] siϕ = ψ = Φ. La démonstration ici est
analogue. Précisons-en les différences.

On sait qu’il existe une fonction∆1
1-récursiveg : ωω × ω → ωω telle que siα ∈ WO, g(α, n)

est dansWO et code l’odre≤α restreint aux prédécesseurs den pour≤α. On définit par récurrence
une fonction∆1

1-récursiveε : ωω → ω telle que siα ∈WO, on ait l’égalité

ε(α) =

{

0 si |α| est pair,
1 si |α| est impair.

On définit alors unΠ 1
1 -opérateur monotoneΨ par

(n, α, β, x) ∈ Ψ(P ) ⇔























(n = 0 etα ∈WO et∀ p (0, g(α, p), β, x) ∈ P ) ou
(n = 1 etα ∈WO et∃ q / q ≤α q et∀ p (0, g(α, p), β, x) ∈ P et
[(ε(α) = 0 etx ∈ ψ({y ∈ X / ∃ q P (1, g(α, q), β, y)})) ou
(ε(α) = 1 etx ∈ ϕ({y ∈ X / ∃ q P (1, g(α, q), β, y)}))]) ou
P (n, α, β, x)

On montre alors comme dans [Lo1] que

(0, α, β, x) ∈ Ψξ(P0) ⇔ α ∈WO et |α| ≤ ξ, et
(1, α, β, x) ∈ Ψξ(P0) ⇔ α ∈WO et |α| ≤ ξ etx ∈ Φ|α|(Gβ), où

P0(n, α, β, x) ⇔

{

(n = 0 etα ∈WO et∀ q q 6≤α q) ou
(n = 1 etα ∈WO et∀ q q 6≤α q etG(β, x)).

Comme l’opérateurΨ etP0 sontΠ 1
1 , on a donc queΨ∞(P0) estΠ 1

1 , et aussi que(1, α, β, x) est dans
Ψ∞(P0) ssi (α ∈WO etx ∈ Φ|α|(Gβ)). On a donc le résultat, puiqueR = Ψ∞(P0)1. �

Soitξ un ordinal dénombrable non nul. On définitf : ω<ω → {−1}∪ (ξ+ 1), par récurrence sur
|s|, comme suit :f(∅) = ξ et

f(s⌢n) =















• − 1 si f(s) ≤ 0,
• θ si f(s) = θ + 1,
• un ordinal impair def(s) tel que la suite(f(s⌢n))n soit co-finale dans
f(s) et strictement croissante sif(s) est limite non nul.

On définit alors des arbres :Tξ := {s ∈ ω<ω / f(s) 6= −1} etT ′
ξ := {s ∈ Tξ / f(s) 6= 0}.
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Théorème 2.3SoientX etY des espaces polonais,A un boŕelien pot(Σ0
3) ∩ pot(Π0

3) deX × Y , et
ξ un ordinal d́enombrable.

(a) Si ξ est pair non nul,A est non-pot(Dξ(Σ
0
1)) si et seulement s’il existe des espaces polonais

parfaitsZ etT de dimension 0, des ouverts-fermés non videsAs etBs (l’un dansZ et l’autre dansT ,
pour s dansTξ), des surjections continues ouvertesfs deAs surBs, et des injections continuesu et
v tels que siBp :=

⋃

s∈Tξ / |s| paireG(fs) etBi :=
⋃

s∈Tξ / |s| impaireG(fs), on aitBp = Bp ∪Bi,

Bp ⊆ (u× v)−1(A), Bi ⊆ (u× v)−1(Ǎ), etG(fs) =
⋃

n∈ω G(fs⌢n) \ (
⋃

n∈ωG(fs⌢n)) si s ∈ T ′
ξ.

(b) Si ξ est impair,A est non-pot(Ďξ(Σ
0
1)) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ et T

parfaits de dimension 0, des ouverts-fermés non videsAs etBs (l’un dansZ et l’autre dansT , pour
s dansTξ), des surjections continues ouvertesfs deAs sur Bs, et des injections continuesu et v
tels que siBp :=

⋃

s∈Tξ / |s| paireG(fs) etBi :=
⋃

s∈Tξ / |s| impaireG(fs), on aitBi = Bp ∪ Bi,

Bi ⊆ (u× v)−1(A), Bp ⊆ (u× v)−1(Ǎ), etG(fs) =
⋃

n∈ω G(fs⌢n) \ (
⋃

n∈ωG(fs⌢n)) si s ∈ T ′
ξ.

Démonstration. Montrons (a), la preuve de (b) étant analogue. Supposons queA est pot(Dξ(Σ
0
1)),

en raisonnant par l’absurde ; alorsBp = Bp ∩ (u × v)−1(A), l’est aussi, cette classe étant stable
par intersection avec les fermés, et on trouve unGδ denseF (resp. G) deZ (resp. T ) tels que
Bp ∩ (F × G) soitDξ(Σ

0
1) dansF × G. On trouve donc une suite croissante d’ouverts deF × G,

disons(Uη)η<ξ , telle queBp ∩ (F ×G) =
⋃

η<ξ,η impairUη \ (
⋃

θ<η Uθ).

Montrons que siη ≤ ξ, s ∈ Tξ et f(s) = η, alorsG(fs) ∩ (F × G) ⊆ Ǔη si η < ξ, et
G(fs) ∩ (F ×G) ⊆ c(

⋃

θ<η Uθ) si η = ξ. On aura la contradiction cherchée avecs = ∅ etη = ξ.

On procède par récurrence surη. Remarquons que sis est dansTξ, |s| est paire si et seulement si
f(s) est pair. Siη = 0, |s| est paire, doncG(fs) ∩ (F ×G) ⊆ Bp ∩ (F ×G) ⊆ Ǔ0.

Admettons le résultat pourθ < η. Si η est le successeur deθ, par hypothèse de récurrence on a
G(fs⌢m) ∩ (F ×G) ⊆ Ǔθ pour toutm ; d’où, si on poseCs :=

⋃

n∈ω G(fs⌢n),

Cs ∩ (F ×G) ⊆ Ǔθ

etCs ∩ (F ×G)
F×G

⊆ Ǔθ. Mais comme dans la preuve du lemme 3.5 de [Le1], on a

Cs ∩ (F ×G)
F×G

= Cs ∩ (F ×G),

d’où l’inclusion cherchée siη = ξ.

Si η < ξ et |s| est paire,f(s) est pair etθ est impair. On a les inclusions successives

G(fs) ∩ (F ×G) ⊆ Bp ∩ (F ×G) ⊆
⋃

ε<ξ,ε impair

Uε \ (
⋃

γ<ε

Uγ) ⊆ Ǔθ+1.

Si |s| est impaire,f(s) est impair etθ est pair. Mais sis ∈ T ′
ξ est de longueur impaire, on a

G(fs) ∩ (F ×G) ⊆ (F ×G) \Bp = (F ×G) \ (
⋃

ε<ξ

Uε) ∪
⋃

ε<ξ,ε pair

Uε \ (
⋃

γ<ε

Uγ),

ceci parce queG(fs) ∩Bp = ∅. On a donc le résultat en appliquant l’hypothèse de récurrence.
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Si η est un ordinal limite,(f(s⌢n))n est co-finale dansf(s), donc par hypothèse de récurrence,
on aG(fs⌢n) ∩ (F × G) ⊆ Ǔf(s⌢n). Si θ0 < f(s), on trouven(θ0) tel quef(s⌢n) > θ0 si
n(θ0) ≤ n. DoncG(fs⌢n) ∩ (F ×G) ⊆ Ǔθ0 dès quen(θ0) ≤ n. Or

G(fs)∩(F ×G)⊆(F ×G)∩Cs \Cs=(F ×G)∩Cs
F×G

\Cs⊆
⋃

n(θ0)≤n

(F ×G)∩G(fs⌢n)
F×G

⊆ Ǔθ0.

DoncG(fs) ∩ (F ×G) ⊆ c(
⋃

θ<η Uθ). Si η < ξ, comme|s| est paire, on a l’inclusion

G(fs) ∩ (F ×G) ⊆
⋃

ε<ξ,ε impair

Uε \ (
⋃

γ<ε

Uγ),

doncG(fs) ∩ (F ×G) ⊆ Ǔη.

Inversement, soitA dans pot(Σ0
3) ∩ pot(Π0

3) \ pot(Dξ(Σ
0
1)) dansX × Y , avecX etY polonais.

NécessairementX et Y sont non dénombrables, donc boréliennement isomorphes `a ωω, disons par
ϕ etψ. Remarquons qu’on peut supposerX etY parfaits. Soit alorsβ tel queξ < ωβ1 , tel queX et
Y soient récursivement enβ-présentés, tel queϕ etψ soient∆1

1(β), et tel queA et Ǎ soient réunion
d’une∆

1
1(β)-suite deGδ pour le produit∆β

X ×∆
β
Y (où∆

β
X est la topologie engendrée par les∆

1
1(β)

deX). PosonsΩβ
X := {x ∈ X / ω

(ϕ(x),β)
1 ≤ ωβ1 },Dβ

X := {x ∈ X / x /∈ ∆
1
1(β)}, Z0 := Ωβ

X ∩Dβ
X ,

T0 := Ωβ
Y ∩Dβ

Y .

Ces espacesZ0 et T0, si on les munit des restrictions des topologies de Gandy-Harrington Σ
β
X

(resp.Σβ
X), sont polonais parfaits de dimension 0. En effet,Z0 etT0 sontΣ 1

1 (β) comme intersection
de deuxΣ 1

1 (β) (cf [Mo]). Ceci prouve qu’ils n’ont pas de point isolé. De plus, siE estΣ 1
1 (β)

contenu dansΩβ
X , E est ouvert-fermé dansΩβ

X pour la restriction deΣβ
X : on a, sif est∆1

1(β) telle
quex /∈ E ⇔ f(x) ∈WO,

x ∈ Ωβ
X \ E ⇔ ∃ ξ < ωβ1 (f(x) ∈WO et |f(x)| ≤ ξ) etx ∈ Ωβ

X .

On en déduit queΩβ
X est à base dénombrable d’ouverts-fermés, donc métrisable séparable ; comme

il est ouvert d’un espace fortementα-favorable, il est lui-même fortementα-favorable, donc polonais
(cf [Lo1] pour plus de détails).

On définitΩβ
X×Y := {(x, y) ∈ X×Y / ω

(ϕ(x),ψ(y),β)
1 ≤ ωβ1 } ; alors on sait queΩβ

X×Y rencontre
tout ensembleΣ 1

1 (β) non vide deX × Y (cf [Lo1]).

On définit ensuite par récurrence

Fη :=











A ∩
⋂

θ<η Fθ si η est pair,

Ǎ ∩
⋂

θ<η Fθ si η est impair,

l’adhérence étant prise au sens de la topologie∆
β
X × ∆

β
Y .
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Montrons que lesFη sontΣ 1
1 (β) pourη ≤ ξ. On définit desΠ 1

1 (β)-opérateurs monotones sur
X × Y par les formules :ϕ(P ) = P ∪ Int(P ∪ A) etψ(P ) = P ∪ Int(P ∪ Ǎ), où l’intérieur est
pris au sens de la topologie∆β

X × ∆
β
Y . Il est manifeste que, avec les notations du lemme 2.2, on a

F̌η = Φη(Ǎ) si η est dénombrable, par récurrence transfinie. Il suffit alors d’appliquer ce lemme 2.2.

Montrons que siC etD sont co-dénombrables, alorsFξ ∩ (C ×D) 6= ∅. Pour ce faire, posons
A′ := A∩ (C ×D). Par la remarque 2.1 de [Le1],A′ est non-pot(Dξ(Σ

0
1)). Soitγ tel queβ, C etD

soient∆1
1(γ), et posons

F γη :=











A′ ∩
⋂

θ<η F
γ
θ si η est pair,

Ǎ ∩
⋂

θ<η F
γ
θ si η est impair,

l’adhérence étant prise au sens de la topologie∆
γ
X × ∆

γ
Y . Alors il est clair que siη ≤ ξ,

F γη ⊆ Fη ∩ (C ×D),

ce par récurrence transfinie. Il suffit donc de voir queF γξ est non vide. En raisonnant par l’absurde, on

va montrer que siUη = F̌ γη , alorsA′ =
⋃

η<ξ,η impairUη \ (
⋃

θ<η Uθ). Si η est impair et successeur

de θ0, Uη \ (
⋃

θ<η Uθ) = F γθ0 \ F γη = F γθ0 \ Ǎ ∩ F γθ0 ⊆ A′. Si maintenantx est dansA′, x est
dansUξ donc il existe un plus petitη ≤ ξ tel quex soit dansUη. Si η est pair et successeur de

θ0, x est dansUη \ (
⋃

θ<η Uθ) = F γθ0 \ F γη = F γθ0 \ A′ ∩ F γθ0 ⊆ Ǎ′. Si η est limite,x est dans
ˇ

A′ ∩
⋂

θ<η F
γ
θ \ (

⋃

θ<η Uθ) =
ˇ

A′ ∩
⋂

θ<η F
γ
θ ∩ (

⋂

θ<η F
γ
θ ) ⊆ Ǎ′. D’où le résultat.

On en déduit queFξ ∩ (Dβ
X × Dβ

Y ) est unΣ
1
1 (β) non vide, donc qu’il rencontre l’ensemble

Ωβ
X×Y ⊆ Ωβ

X ×Ωβ
Y , et queFξ ∩ (Z0×T0) est non vide. On remarque alors que dans la définition des

Fη , pourη ≤ ξ, on peut tout aussi bien prendre l’adhérence au sens deΣ
β
X × Σ

β
Y car les ensembles

sous l’adhérence sontΣ 1
1 (β). On a donc queFξ ∩ (Z0 × T0) = A ∩ (Z0 × T0) ∩

⋂

η<ξ Fη
Z0×T0

.
L’ensembleA ∩ (Z0 × T0) ∩

⋂

η<ξ Fη est donc réunion deGδ l.p.o. deZ0 × T0, et le théorème 1.13
peut s’appliquer à l’un de cesGδ qui est non vide ; ce qui fournit des presque-ouverts non videsa∅ et
b∅, ainsi queg∅ : a∅ → b∅ surjective continue ouverte.

On construit alors, pours dansTξ, des suites(as) et(bs) de presque-ouverts (l’un dansZ0, l’autre
dansT0), une suite(gs) de surjections continues ouvertes deas surbs, des suites denses(xsn)n deas
vérifiant :

(i) G(gs) ⊆







(Z0 × T0) ∩
⋂

n∈ω Ff(s⌢n) ∩A si |s| est paire((Z0 × T0) ∩A si f(s) = 0),

(Z0 × T0) ∩
⋂

n∈ω Ff(s⌢n) ∩ Ǎ si |s| est impaire,

(ii) G(gs⌢n) (ouG(gs⌢n)
∗) ⊆ B[(xsn, gs(x

s
n)), 2

−Σi≤|s| (s⌢n(i)+1)] si s ∈ T ′
ξ.

Admettons avoir construitgs pour |s| ≤ p, et soients de longueurp, et (xsn)n une suite dense deas.
Alors sip est pair etn entier,G(gs) ⊆ Ff(s⌢n) ∩ (Z0 × T0), qui est égal à

(Z0 × T0) ∩
⋂

m∈ω

Ff(s⌢n⌢m) \ A.
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D’où G(gs) ⊆ (Z0 × T0) ∩
⋂

m∈ω Ff(s⌢n⌢m) \A. On peut alors appliquer le théorème 1.13 à
l’un des ensemblesGδ etΣ 1

1 (β) non vides dont l’intersection
⋂

m∈ω

Ff(s⌢n⌢m) \ A ∩ B[(xsn, gs(x
s
n)), 2

−Σi≤|s| (s⌢n(i)+1)]

(ou alors l’intersection
⋂

m∈ω Ff(s⌢n⌢m) \ A ∩ B[(gs(x
s
n), x

s
n), 2

−Σi≤|s| (s⌢n(i)+1)]) est la réunion,
dans le produitZ0 × T0, ce qui fournit le graphe recherché. De même sip est impair.

On choisit alorsα tel queZ0 etT0 soient récursivement enα-présentés, et tel que pour touts ∈ Tξ
et pour toutp ∈ ω,

⋃

n∈ωG(gs⌢n), G(gs) et
⋃

s∈ω≤p G(gs) soient∆1
1(α). On prend des notations

analogues aux précédentes. SoitM0 (resp.N0) unGδ denseΣ 1
1 (α) deZ0 (resp.T0), fourni par le

lemme 2.1, sur lequel la topologie deZ0 (resp.T0) coı̈ncide avec la topologie∆α
Z0

(resp.∆α
T0

). On
définit maintenant les objets recherchés :

Z := M0 ∩ Ωα
Z0

∩ Dα
Z0

, T := N0 ∩ Ωα
T0

∩ Dα
T0

,

G(fs) :=











G(gs) ∩ (Z × T ) si f(s) = 0,

G(gs) ∩ Cs
Z×T

si s ∈ T ′
ξ.

As etBs sont les projections deG(fs), etu (resp.v) est l’application identique deZ dansX (resp.T
dansY ). Vérifions que ces objets conviennent. Montrons queG(fs) = G(gs) ∩ (Z × T ) si s ∈ Tξ.

La relation est vraie par définition sif(s) = 0. Admettons-la pourf(s) < η ≤ ξ ; soit s ∈ Tξ tel
quef(s) = η > 0. On a bien sûr queG(fs) ⊆ G(gs) ∩ (Z × T ). Mais on a

G(fs) = G(gs) ∩
⋃

n∈ω

G(fs⌢n)
Z×T = G(gs) ∩

⋃

n∈ω

G(gs⌢n) ∩ (Z × T )
Z×T

,

par hypothèse de récurrence. Montrons donc queG(gs)∩(Z×T ) ⊆
⋃

n∈ωG(gs⌢n) ∩ (Z × T )
Z×T

.

On aG(gs) ⊆
⋃

n∈ωG(gs⌢n)
Z0×T0

car siO est ouvert-fermé et contient(x, gs(x)), on trouve une
suite strictement croissante(nq)q telle que(xsnq

)q converge versx. Par continuité degs, la suite

image converge versgs(x), et on trouveq tel queB[(xsnq
, gs(x

s
nq

)), 2−Σi≤|s| (s⌢nq(i)+1)] ⊆ O, et
G(gs⌢nq) ⊆ O (ouG(gs⌢nq) ⊆ O∗). On a queΩα

Z0
est co-maigre dansZ0. En effet,Z0 est polonais

parfait de dimension 0 et non vide, donc on peut choisir l’isomorphisme avecωω de façon à préserver
les ensembles co-maigres ; il suffit alors de consulter [Ke],où il est démontré queΩα

ωω est co-maigre
dansωω. DoncZ (resp.T ) est co-maigre dansZ0 (resp.T0) et

G(gs) ∩ (Z × T ) ⊆
⋃

n∈ω

G(gs⌢n) ∩ (Z × T )
Z0×T0

∩ (Z × T ).

Or ce dernier ensemble est
⋃

n∈ωG(gs⌢n) ∩ (Z × T )
Z×T

, car surZ (resp.T ), les topologies initiales
et ∆

α
Z0

(resp. ∆
α
T0

) coı̈ncident, et car on a unΣ 1
1 (α) sous l’adhérence, donc les adhérences pour

∆
α
Z0

×∆
α
T0

etΣα
Z0

×Σ
α
T0

sont les mêmes.
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CommeΩα
Z0

∩ Dα
Z0

, muni de la restriction de la topologie de Gandy-Harrington, est polonais
parfait de dimension 0,Z l’est aussi puisqu’il en est un ouvert. De même pourT . Les seules choses
non évidentes à vérifier sont queG(fs) n’est pas vide, l’inclusionCs \ Cs ⊆ G(fs), et aussi que
Bp = Bp ∪Bi.

L’ensembleG(fs) est non vide puisqu’il est égal àG(gs) ∩ (Z × T ) et queZ (resp.T ) est co-
maigre dansZ0 (resp.T0).

Soit(x, y) dansCs
Z×T

\Cs, ((xn, yn)) dansCs convergeant vers(x, y), etpn tel que(xn, yn) soit
dansG(fs⌢pn). CommeG(fs⌢pn) est fermé dansZ × T , on peut supposer la suite(pn) strictement
croissante. La distance de(xn, yn) àG(gs), dansZ0 × T0, est au plus2−Σi≤|s| (s⌢pn(i)+1), et comme

la convergence a lieu aussi dansZ0 × T0, on a(x, y) ∈ G(gs)
Z0×T0

.

Mais on a l’égalitéG(gs)
Z0×T0

∩ (Z × T ) = G(gs) ∩ (Z × T )
Z0×T0

∩ (Z × T ) carZ etT sont

co-maigres, d’où(x, y) ∈ G(fs)
Z×T

, comme précédemment. Comme le graphe defs est fermé, on
a bien(x, y) ∈ G(fs).

Montrons par récurrence surp queG(f∅) ∪
⋃

|s|<p,s∈T ′
ξ
Cs est fermé. C’est clair pourp = 0.

Admettons donc que c’est vrai pourp. On a les égalités

G(f∅) ∪
⋃

|s|<p+1

Cs = G(f∅) ∪
⋃

|s|<p

Cs ∪
⋃

s∈ωp

Cs = G(f∅) ∪
⋃

|s|<p

Cs ∪
⋃

s∈ωp+1

G(fs).

Soit ((xm, ym)) ⊆ G(f∅) ∪
⋃

|s|<p+1Cs convergeant vers(x, y). Alors par hypothèse de récurren-
ce, on peut supposer que pour chaquem il existe (sm, nm) tel que(xm, ym) soit dansG(fs⌢

mnm).
Les ensemblesG(fs⌢n) étant fermés, on peut supposer que la suite(Σi≤p (s⌢mnm(i) + 1))m tend
vers l’infini. La distance de(xm, ym) àG(gsm), dansZ0 × T0, est au plus2−Σi≤p (s⌢

mnm(i)+1), donc
comme la convergence a lieu aussi dansZ0 × T0, on a

(x, y) ∈ G(g∅) ∪
⋃

(s,n)∈ω<p×ω

G(gs⌢n)
Z0×T0

∩ (Z × T ).

Mais en raisonnant comme précédemment, on voit que

(x, y) ∈ G(f∅) ∪
⋃

s∈ω<p

Cs
Z×T

= G(f∅) ∪
⋃

s∈ω<p

Cs,

par hypothèse de récurrence. Donc(x, y) ∈ G(f∅) ∪
⋃

s∈ω<p+1 Cs, qui est donc fermé.

On a queG(f∅)∪
⋃

s∈T ′
ξ
Cs est fermé. En effet, si((zm, tm)) ⊆ G(f∅)∪

⋃

s∈T ′
ξ
Cs converge vers

(z, t), par ce qui précède on peut supposer que pour chaquem il existes′m tel que(zm, tm) soit dans
G(fs′m), et que la suite(|s′m|)m tend vers l’infini. Alors on trouvep tel que l’ensemble dess′m(p) soit
infini.
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En effet, si tel n’est pas le cas,{s ∈ Tξ / ∃ m s ≺ s′m} est un sous-arbre infini deTξ, à
branchements finis, donc a une branche par le lemme de König ;mais ceci contredit la bonne fondation
deTξ. On peut donc supposer qu’il existep tel que la suite(s′m⌈p)m soit constante, disons às, et
tel que la suite(s′m(p))m tende vers l’infini. Alors par l’inégalité triangulaire on a que la distance de
(zm, tm) àG(gs), dansZ0 × T0, est au plus2−s

′
m(p), donc comme la convergence a lieu aussi dans

Z0 × T0, on a(z, t) ∈ G(gs)
Z0×T0

∩ (Z × T ). Mais comme avant, on en déduit que(z, t) est dans
G(fs) ⊆ G(f∅) ∪

⋃

s∈T ′
ξ
Cs.

On a donc queBp ⊆ G(f∅)∪
⋃

s∈T ′
ξ
Cs. Si |s| est paire, on montre queCs ⊆ Bp, ce qui montrera

queBp = G(f∅) ∪
⋃

s∈T ′
ξ
Cs = Bp ∪Bi. Or on a

Cs =
⋃

n∈ω

G(fs⌢n) ⊆
⋃

n∈ω

Cs⌢n ⊆
⋃

n∈ω

Cs⌢n ⊆ Bp.

Ceci termine la preuve. �

Par [Lo-SR], on a, pourξ < ω1 impair, l’existence d’un compactKξ et d’un vraiDξ(Σ
0
1) deKξ,

disonsBξ, tel que siA est borélien d’un espace polonaisP ,A n’est pasĎξ(Σ
0
1) deP si et seulement

s’il existe f : Kξ → P injective continue telle quef−1(A) = Bξ. On a ici un analogue : siA est
borélien d’un produit d’espaces polonais,A est non-pot(Ďξ(Σ

0
1)) si et seulement s’il existeB dans

Dξ(Σ
0
1)⌈B \ pot(Ďξ(Σ

0
1)) et des injections continuesu et v tels queB = B ∩ (u × v)−1(A). Bien

sûr,B dépend ici deA, mais est toujours du même type(B = D((
⋃

f(s)≤η G(fs))η<ξ)).

On va maintenant donner des versions du théorème 2.3 dans le cas oùA est à coupes verticales
dénombrables, et dans le cas oùξ = 1.

Lemme 2.4 (a) SoientX et Y des espaces polonais,A (resp. B) un boŕelien deX (resp. Y ), et
f : A → B countable-to-one borélienne. Alors il existe une partition deA en ensembles boréliens,
disons(An)n∈ω, telle que les restrictions def àAn soient injectives.

(b) SoientX et Y des espaces polonais,A (resp. B) un presque-ouvert non vide deX (resp. Y ),
et g : B → A surjective continue ouverte countable-to-one. Alors il existe un presque-ouvert non
videA′ (resp.B′) deX (resp.Y ), contenu dansA (resp.B), tel que la restriction deg àB′ soit un
hoḿeomorphisme deB′ surA′.

Démonstration. (a) Par le théorème de Lusin, l’ensemble Gr(f)∗ := {(y, x) / (x, y) ∈ Gr(f)} est
la réunion dénombrable des graphes de fonctions boréliennes partielles, disonsfn, définies sur des
boréliens. Puisque leur graphe est contenu dans Gr(f)∗, lesfn sont injectives, donc leurs imagesCn
sont boréliennes. Il reste à poserAn := Cn \

⋃

p<nCp.

(b) Soit(Bn) une partition borélienne deB donnée par le (a). CommeB est non maigre relativement
à Y , l’un desBn est non maigre. Ce dernier ayant la propriété de Baire s’écrit comme réunion
disjointe d’unGδ non maigreG deY et d’une partie maigreM . SoitU un ouvert non vide deY tel
queG∆U soit maigre, et posonsB′′ := U ∩ G. Cet ensemble est unGδ dense deB ∩ U , qui est
ouvert deB, doncg[B′′] est un analytique co-maigre de l’ouvertg[B ∩ U ] deA.
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Soient donc(Un) une base de la topologie deB′′, Vn des ouverts deg[B ∩U ] tels queg[Un]∆Vn
soit un maigreMn dansg[B ∩ U ], etA′ unGδ dense deg[B ∩ U ] contenu dansg[B′′] \

⋃

n∈ωMn.
Alors on peut poserB′ := B′′ ∩ g−1(A′), comme on le vérifie facilement. �

Théorème 2.5SoientX etY des espaces polonais,A un boŕelienà coupes verticales dénombrables
deX × Y , etξ un ordinal d́enombrable non nul.

(a) Si ξ est pair,A est non-pot(Dξ(Σ
0
1)) si et seulement s’il existe des espaces polonais parfaitsZ

et T de dimension 0, des ouverts-fermés non videsAs etBs (l’un dansZ et l’autre dansT , pour s
dansTξ, et dans cet ordre si|s| est paire), des surjections continues ouvertesfs deAs surBs, et des
injections continuesu etv tels que siCs :=

⋃

n∈ω G(fs⌢n), on ait

G(fs) ⊆ Cs \ (
⋃

t∈T ′
ξ
/ parité(|t|)=parité(|s|)

Ct),

et siB :=
⋃

s∈Tξ / |s| paireG(fs), B = (u× v)−1(A).

(b) Si ξ est impair,A est non-pot(Ďξ(Σ
0
1)) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ et T

parfaits de dimension 0, des ouverts-fermés non videsAs etBs (l’un dansZ et l’autre dansT , pour
s dansTξ, et dans cet ordre si|s| est impaire), des surjections continues ouvertesfs deAs surBs, et
des injections continuesu etv tels que siCs :=

⋃

n∈ω G(fs⌢n), on ait

G(fs) ⊆ Cs \ (
⋃

t∈T ′
ξ
/ parité(|t|)=parité(|s|)

Ct),

et siB :=
⋃

s∈Tξ / |s| impaireG(fs), on aitB = (u× v)−1(A).

Démonstration.Elle est identique à la preuve du théorème 2.3, à ceci pr`es qu’on remplace la condi-
tion (ii) par Gr(gs⌢n) (ou Gr(gs⌢n)

∗) ⊆ B[(xsn, gs(x
s
n)), 2

−Σi≤|s| (s⌢n(i)+1)] si s ∈ T ′
ξ et f(s) 6= 1,

etA ∩ (Z0 × T0) =
⋃

n∈ω Gr(gs⌢n) si f(s) = 1. SiA est la∆
1
1(β)-réunion de(hn), on prend pour

la suite(Gr(gs⌢n))n la suite des traces de Gr(hn) surZ0 × T0 qui sont non vides (ceci sif(s) = 1).
Si f(s) > 0 est pair, on raisonne comme dans la preuve de 2.3 pour construire gs, à ceci près que si
le graphe n’est pas contenu dansZ0 × T0 mais dansT0 × Z0, on applique le lemme 2.4 pour avoir le
graphe dans le sens souhaité. �

Théorème 2.6SoientX etY des espaces polonais,A un boŕelienà coupes verticales dénombrables
deX×Y . AlorsA est non-pot(Π0

1) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ etT parfaits de
dimension 0, une suite d’ouverts-fermés (An) (resp. (Bn)) deZ (resp.T ), des surjections continues
ouvertesfn deAn surBn, et des fonctions continuesu et v tels que siB =

⋃

n>0 Gr(fn), on ait
∅ 6= Gr(f0) ⊆ B \B etB = (u× v)−1(A).

Démonstration. Elle est identique à celle du théorème 2.5 sia∅ ⊆ Z0. Dans le cas oùa∅ ⊆ T0, on
montre comme dans 2.5 que l’ensemble

L := G(g∅) ∩ [(M0 ∩ Ωα
Z0

∩Dα
Z0

) × (N0 ∩ Ωα
T0

∩Dα
T0

)] ∩A ∩ (Z0 × T0)
Σα

Z0
×Σα

T0

est non vide.
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On définit alorsA0 comme étant la projection deL sur T0, B0 := Z := T := A0 ; f0 est
l’application identique. Soient(hn)n>0 comme dans la preuve de 2.5,En le domaine dehn, D0 la
projection deL surZ0, etg0 : A0 → D0 la restriction deg∅ àA0. On définitAn := g−1

0 (h−1
n (A0)),

Bn := A0 ∩ hn[En ∩ D0], et fn comme étant la restriction dehn ◦ g0 àAn, si n > 0. Enfin, on
poseu := g0, v(y) = y si y ∈ A0. Vérifions que ces objets conviennent. Six ∈ A0, (x, x) /∈ B
sinon(g0(x), x) ∈ A ∩ Gr(g∅)

∗. SiU est un ouvert deA0 contenantx, g0[U ] × U est un ouvert de
(M0 ∩ Ωα

Z0
∩Dα

Z0
) × (N0 ∩ Ωα

T0
∩Dα

T0
) contenant(g0(x), x), donc rencontreA en un point(z, y) ;

z = g∅(t), oùt ∈ U , et(t, y) ∈ U2 ∩B 6= ∅. Donc∆(A0) = Gr(f0) ⊆ B \B.

Enfin,(x, y) ∈ B ⇔ ∃ n y = hn(g0(x)) ⇔ ∃ n (g0(x), y) ∈ Gr(hn) ⇔ (g0(x), y) ∈ A. �

SoitC0 la classe des fonctions de la forme(x, y) 7→ (u(x), v(y)) ou (x, y) 7→(u(y), v(x)), où les
fonctionsu et v sont boréliennes.

Théorème 2.7SoientX etY des espaces polonais,A un boŕelien pot(Σ0
3) ∩ pot(Π0

3) deX × Y .

(a)A est non-pot(Π0
1) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ ′ etT ′ parfaits de dimension

0, une suite d’ouverts-ferḿes (An) (resp. (Bn)) deZ ′ (resp.T ′), des surjections continues ouvertes
fn deAn surBn, et une fonction continuef deC0 tels que siB =

⋃

n>0 Gr(fn), on ait

∅ 6= Gr(f0) = B \B

etB = f−1(A) ∩B.

(b)A est non-pot(Π0
1) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ etT parfaits de dimension 0

non vides, une suite d’ouverts denses(En) deZ, des applications continues ouvertesgn deEn dans
T , et une fonction continueg deC0 tels que(gn)n>0 converge uniforḿement versg0 sur

⋂

n∈ω En,
Gr(g0) ⊆ g−1(Ǎ) et

⋃

n>0 Gr(gn) ⊆ g−1(A).

Démonstration. (a) Dans le cas oùa∅ ⊆ Z0, la preuve est identique à celle du théorème 2.3 jusqu’à
la construction desgs comprise. SoientI0 := {n / a(n) ⊆ Z0}, I1 := {n / a(n) ⊆ T0},

J0 :=
⋃

n∈I0

Gr(g(n))
Z0×T0

,

J1 :=
⋃

n∈I1
Gr(g(n))∗

Z0×T0

. Alors Gr(g∅) ⊆ J0 ∪ J1, donc on trouvei et un ouvert-ferméU × V
deZ0 × T0 tels que∅ 6= Gr(g∅) ∩ (U × V ) ⊆ Ji. Supposons par exemple quei = 0. Soit g0 la

restriction deg∅ àU ∩ g−1
0 (V ), etB′ :=

⋃

n∈I0
Gr(g(n)) ; on a donc Gr(g0) ⊆ B′Z0×T0 . On conclut

de manière analogue à celle de 2.3 : on introduitα, on montre que l’ensemble

K := Gr(g0) ∩ (Z × T ) ∩B′ ∩ [(Z ∩ U) × (T ∩ V )]
Σ

α
Z0

×Σ
α
T0

est non vide, ce qui implique queI0 est infini ; on indexe alorsB′ parω. On définitA0 etB0 (resp.
An etBn) comme étant les projections deK (resp. Gr(g(n)) ∩ [(Z ∩ U) × (T ∩ V )]), et on pose
f0 := g0⌈A0, fn := g(n)⌈An si n > 0, Z ′ := Z ∩ U , T ′ := T ∩ V , etf est l’application identique.
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Si maintenanti = 1, on montre comme dans 2.6 qu’on peut trouver deux fonctions continuesu
et v, un espace polonaisZ ′ parfait de dimension 0, et des applications continues et ouvertes définies
sur et d’images des ouverts-fermés deZ ′, ϕn, tels que siA′ :=

⋃

n>0 Gr(ϕn), on ait

∆(Z ′) ⊆ (v × u)−1(Gr(ϕ0)),

Gr(ϕ0) ⊆ Gr(g∅)∩ (U × V ),A′∗ ⊆ (v× u)−1(A), et∆(Z ′) ⊆ A′ \A′. Soit(tn) une suite dense de
Z ′. Alors on construit des rectangles ouverts-fermésWn deZ ′2 de diamètre au plus2−n et une suite
strictement croissante(mn) telle que l’on ait(tn, tn) ∈Wn,

∅ 6= Gr(ϕmn) ∩Wn ⊆ c(
⋃

p<n

Gr(ϕmp)).

Il est maintenant clair qu’on peut poserA0 := B0 := T ′ := Z ′, f0 := IdA0
; si n > 0, An etBn sont

les projections de Gr(ϕmn) ∩Wn, etfn est la restriction deϕmn àAn ; enfin,

f(x, y) := (v(y), u(x)).

Le cas oùa∅ ⊆ T0 se traite de façon analogue.

(b) Supposons queA est pot(Π0
1), en raisonnant par l’absurde. Alors si on poseG :=

⋂

n∈ω En,
⋃

n∈ω Gr(gn) ∩ (G × T ) est borélien à coupes fermées, donc on trouve unGδ denseH ⊆ G tel que
⋃

n∈ω Gr(gn) ∩ (H × T ) soit fermé dansH × T . Par ailleurs,

g−1(A) ∩
⋃

n∈ω

Gr(gn) ∩ (H × T ) =
⋃

n>0

Gr(gn) ∩ (H × T )

est pot(Π0
1), donc on trouve unGδ denseK ⊆ T tel que les coupes deE :=

⋃

n>0 Gr(gn)∩(H×K)
soient fermées dansK. AlorsH ∩

⋂

n∈ω g
−1
n (K) est unGδ dense deZ, et six est dans ceGδ, g0(x)

est dansEx \Ex, au sens deK, ce qui est la contradiction cherchée.

Inversement, soientZ ′, T ′,An, Bn, fn, f , fournis par le (a). Posons, sin > 0,

Hn:={P⊆∆
0
1⌈A0\{∅}/∀(U, V)∈P 2 (U 6=V⇒U∩V=∅) et∃p>0 (U⊆Ap et∀x∈U d(f0(x), fp(x))<2−n)}.

Alors Hn est non vide, puisqu’il contient∅, et il est ordonné de manière inductive par l’inclusion,
donc il admet un élément maximalPn := {Unm / m ∈ In}. PosonsEn :=

⋃

m∈In
Unm ; En est dense

dansA0, par maximalité dePn. On pose alorsZ := A0, T := T ′, g := f⌈(Z × T ), E0 := A0,
g0 := f0, et sin > 0, gn(x) := fpm(x) si x ∈ Unm, où bien sûrpm est minimal tel queUnm ⊆ Apm et
∀ x ∈ Unm d(f0(x), fpm(x)) < 2−n. Ces objets répondent clairement au problème. �

Lemme 2.8 SoientX et Y des espaces polonais,A un boŕelien à coupes verticales dénombrables
deX ×Y , etk un entier naturel non nul. AlorsΓA 6= Dk(Σ

0
1)

+, Ď2k(Σ
0
1), etD2k−1(Σ

0
1) (ΓA est la

plus petite classe de WadgeΓ telle queA ∈ pot(Γ), pour l’inclusion - cf [Le1] ;Γ+ est le successeur
deΓ).
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Démonstration. Elle repose sur le fait que siB est borélien à coupes verticales dénombrables et est
pot(Σ0

1), B est en fait pot(∆0
1) (puisque sa projection est dénombrable).

Il suffit de montrer queΓA 6= Ď2k(Σ
0
1), la preuve de la troisième assertion étant analogue et celle

de la première se déduisant des deux autres.

Supposons queA = Ǔ2k−1 ∪ U0 ∪ (U2 \ U1) ∪ ... ∪ (U2k−2 \ U2k−3) ; on a alors aussi

A = c(U2k−1 \ U0) ∪ [(U2 \ U0) \ (U1 \ U0)] ∪ ... ∪ [(U2k−2 \ U0) \ (U2k−3 \ U0)].

Donc si on poseV2k−1 := X × Y etVp := Up+1 \ U0 si p < 2k − 1, on a

A = (V1 \ V0) ∪ ... ∪ (V2k−1 \ V2k−2).

Ceci termine la preuve. �

Corollaire 2.9 SoientX etY des espaces polonais,A un boŕelienà coupes verticales dénombrables
deX × Y , etk un entier naturel non nul. Alors on a leséquivalences suivantes :

(a)A est non-pot(∆0
1) ⇔ A est non-pot(Σ0

1) ⇔ la projection deA surY est non d́enombrable.

(b)A est non-pot(Ď2k−1(Σ
0
1)) ⇔ A est non-pot(Ď2k(Σ

0
1)) ⇔ A est non-pot(D2k−1(Σ

0
1)

+).

(c)A est non-pot(D2k+1(Σ
0
1)) ⇔ A est non-pot(D2k(Σ

0
1)) ⇔ A est non-pot(D2k(Σ

0
1)

+).

Ce résultat, couplé avec le théorème 2.5, donne des caractérisations des ensembles potentielle-
ment différences finies d’ouverts parmi les boréliens à coupes verticales dénombrables. Les classes
{∅}, ∆0

1,D2n+2(Σ
0
1), etĎ2n+1(Σ

0
1) sont les seules de la formeΓA, avecA borélien à coupes verti-

cales dénombrables potentiellement différences finies d’ouverts, comme on le voit avec les résultats
précédents et les ensembles suivants :

A2n+2 := {(α, β) ∈ 2ω × 2ω / le nombre d’entiers oùα etβ diffèrent est impair≤ 2n+ 1},

A2n+1 := {(α, β) ∈ 2ω × 2ω / le nombre d’entiers oùα etβ diffèrent est pair≤ 2n}.

Vérifions-le pourA2n+2, par exemple. Il est clairementD2n+2(Σ
0
1), puisque si on pose

Up := {(α, β) ∈ 2ω × 2ω / ∃ s ∈ ω2n+2−p i 6= j ⇒ s(i) 6= s(j) et∀ i < |s| α(s(i)) 6= β(s(i))},

A2n+2 =
⋃

p<2n+2, p impairUp \ Up−1 ; pour voir qu’il est non-pot(Ď2n+2(Σ
0
1)), il suffit par le

corollaire 2.9 de voir qu’il est non-pot(Ď2n+1(Σ
0
1)). On va pour ce faire appliquer le théorème

2.5. On posef∅(α) = α, et si |t| ≤ 2n, ft⌢m(α)(p) = ft(α)(p) ⇔ p 6= m. Posons également
φm(α)(p) = α(p) ⇔ p 6= m. Alors φm est un homéomorphisme, et commeft⌢m = φm ◦ ft,
on a par récurrence que lesft sont des homéomorphismes de2ω sur lui-même. Par récurrence sur
|t| ≤ 2n+ 1, on voit que le nombre dep tels queα(p) 6= ft(α)(p) a même parité que|t| et est≤ |t|.
On en déduit que

⋃

s∈ω≤2n+1 / |s| paireCs ⊆ A2n+2. Enfin, siα 6= β enn0 < n1 < ... < n2p, avec
p ≤ n, et si on poseα0 = α, αl+1 = φnl

(αl) si l ≤ 2p, α2p+1 = β, et s = (n0, ..., n2p), on vérifie
que siq ≤ 2p+ 1, αq = fs⌈q(α) ; d’où (α, β) ∈ Cs⌈2p.
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Dans [SR], il est démontré le résultat suivant, dû à Hurewicz :

Théorème 2.10SoitX un espace polonais, etA un boŕelien deX. AlorsA est non-Π0
2 si et seule-

ment s’il existeE dénombrable sans point isolé tel queE \ E ≈ ωω etE = A ∩ E.

Théorème 2.11SoientX et Y des espaces polonais,A un boŕelien deX × Y à coupes verticales
dénombrables. AlorsA est non-pot(Π0

2) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ et T
parfaits de dimension 0 non vides, des injections continuesu et v, une suite(An) d’ouverts denses
deZ, une suite(fn) d’applications continues et ouvertes deAn dansT , tels que pour toutx dans
⋂

n∈ω An, l’ensembleEx := {fn(x) / n ∈ ω} soit sans point isolé, Ex \ Ex ≈ ωω, et aussi
Ex = (u× v)−1(A)x ∩ Ex.

Démonstration. Supposons queA soit pot(Π0
2), en raisonnant par l’absurde. Alors il existe unGδ

denseK deT tel que les coupes verticales de(Z ×K)∩ (u× v)−1(A) soientGδ dansK, donc dans
T . Par ailleurs,

⋂

n∈ω An∩
⋂

n∈ω f
−1
n (K) estGδ dense deZ, puisque les fonctionsfn sont continues

et ouvertes. Donc on trouvex dans ceGδ , etEx est polonais, puisque c’est une coupe verticale de
(Z ×K) ∩ (u × v)−1(A) intersectée avecEx. De plusEx est dénombrable, non vide et sans point
isolé, ce qui est contradictoire.

Inversement, on peut supposer, pour simplifier l’écriture, queX etY sont récursivement présen-
tés, et queA est∆1

1-réunion de graphes∆1
1. Désignons parWX un ensembleΠ 1

1 ⊆ ω de codes pour
les∆1

1 deX, et parCX ⊆ ω × X un ensembleΠ 1
1 dont les sections aux points deWX décrivent

les ∆
1
1 deX, et tel que la relation (n ∈ WX et (n, x) /∈ CX) soit Π 1

1 (cf [Lo1]). Soit également
W ⊆ WX×Y un ensembleΠ 1

1 de codes pour les∆1
1 ∩ pot(Σ0

2) deX × Y (dont l’existence est
démontrée dans [Lo2]). Posons

H := ∪ { (E × F ) \A / E,F ∈ ∆
1
1 et (E × F ) \ A ∈ pot(Σ0

2) }.

On a

H(x, y) ⇔ ∃ n ∈W ∃m : (m)0 ∈WX et (m)1 ∈W Y et∀ z ∀ t
[(n ∈WX×Y et (n, z, t) /∈ CX×Y ) ou
{((m)0, z) ∈ CX et ((m)1, t) ∈ CY et (z, t) /∈ A}] et
[((m)0 ∈WX et ((m)0, z) /∈ C

X) ou ((m)1 ∈W Y et ((m)1, t) /∈ CY ) ou
(z, t) ∈ A ou (n, z, t) ∈ CX×Y ]
et ((m)0, x) ∈ CX et ((m)1, y) ∈ CY et (x, y) /∈ A.

DoncH estΠ 1
1 . PosonsN := Ǎ ∩ Ȟ ; N estΣ 1

1 etGδ deX × Y muni de la topologie∆X × ∆Y

(cf [Lo2]). PosonsDX := {x ∈ X / x /∈ ∆
1
1}, ΩX := {x ∈ X / ωx1 = ωCK

1 }, etZ0 := ΩX ∩DX ,
T := ΩY ∩ DY . On munitZ0 (resp. T ) de la restriction de la topologie de Gandy-Harrington sur
X (resp.Y ), de sorte queZ0 et T sont polonais parfaits de dimension 0. On montre maintenantla
propriété qui sera la clef de la construction à venir :

Si U (resp. V ) estΣ 1
1 et inclus dansZ0 (resp. T ), et siN ∩ (U × V ) 6= ∅, alors l’ensemble

A ∩N ∩ (U × V )
Z0×T

est un sous-Σ 1
1 non vide deU × V .
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En effet,U (resp.V ) est ouvert-fermé deZ0 (resp.T ), doncN ∩ (U × V )
Z0×T

⊆ U × V ; A,

Z0, T ,N , U , etV sontΣ 1
1 , doncA ∩N ∩ (U × V )

Z0×T
aussi, l’adhérence d’unΣ 1

1 pour le produit
des topologies de Gandy-Harrington restantΣ

1
1 , par double application du théorème de séparation.

PosonsO := N ∩ (U × V ). Supposons queA ∩ O
ΣX×ΣY = ∅. Alors, par double application du

théorème de séparation,A ∩O
∆X×∆Y = ∅, donc on a la triple inclusion

(U × V ) \ A ⊆ O ∪H ⊆ O
∆X×∆Y ∪H ⊆ Ǎ.

Donc (U × V ) \ A etA sont deuxΣ 1
1 séparables par un pot(Σ0

2) ; ils peuvent par conséquent être
séparés par un ensembleK ∈ ∆

1
1 ∩ pot(Σ0

2) (cf [Lo2]). On aU × V ⊆ K ∪ A, donc on peut
trouverU et V, deux∆

1
1 tels queU × V ⊆ U × V ⊆ K ∪ A. On a donc(U × V)\A ⊆ H, puis

O ⊆ H \ H = ∅, ce qui est absurde. On a donc queA ∩ O
ΣX×ΣY 6= ∅. Or O ⊆ DX × DY ,

doncO
ΣX×ΣY ⊆ DX × DY . Donc (DX × DY ) ∩ A ∩ O

ΣX×ΣY 6= ∅ et estΣ 1
1 , donc rencontre

ΩX×Y ⊆ ΩX × ΩY , donc(Z0 × T ) ∩A ∩O
ΣX×ΣY 6= ∅.

Soitd1 (resp.d2) une distance≤ 1/2 qui rendeZ0 (resp.T ) complet, etd la distance surZ × T
définie pard((x, y), (z, t)) := d1(x, z) + d2(y, t). Soitd′ une distance≤ 1 surN ∩ (Z0 × T ), qui le
rende complet (c’est unGδ deZ0×T , donc un espace polonais). On vérifie sans peine que si on pose
d′x(y, t) := d′((x, y), (x, t)), alors(Nx∩T, d

′
x) est métrique complet. On pose, sis est une suite finie

d’entiers non nuls,ν(s) := Σi<|s| s(i) (ν(∅) = 0).

On construit, par récurrence sur|s|, des ouverts non vides deZ0, As, desGδ densesGs deAs,
des applications continues et ouvertesgs : As → T , des ouverts à coupes verticales ouvertes-fermées
deZ0 × T , ωs, et des ouverts deN ∩ (Z0 × T ),Gs, tels que

(a) Gr(gs) ⊆ A ∩ ωs ∩Gs
Z0×T

(b) ωs⌢n ⊆ ωs, ωs⌢n ∩ ωs⌢m = ∅ si n 6= m

(c) ∀ x ∈ Z0 Gxs⌢n
T
∩Nx ⊆ Gxs ⊆ ωxs

(d) As∆As⌢n est maigre et∀ x ∈ As⌢n ∩ Gs d2(gs(x), gs⌢n(x)) ≤ 21−ν(s⌢n)

(e) ∀ x ∈ Z0 δ2(ω
x
s ) ≤ 2−ν(s)

(f) ∀ x ∈ Z0 δ′x(G
x
s ) ≤ 2−|s|

On poseω∅ := Z0 × T , G∅ := (Z0 × T ) ∩ N . L’ensembleG∅ est non vide. En effet,N rencontre
DX × DY , sinonN serait pot(∆0

1) et A ∪ H aussi, doncA = (A ∪ H) ∩ Ȟ serait pot(Π0
2), ce

qui est exclus. DoncN ∩ (DX × DY ), qui estΣ 1
1 , rencontreΩX×Y ⊆ ΩX × ΩY etG∅ 6= ∅. Par

la propriété-clef,A ∩ G∅
Z0×T est un sous-Σ 1

1 non vide deω∅, doncA ∩ ω∅ ∩ G∅
Z0×T est réunion

de graphesΣ 1
1 dont l’un, disons Gr(g∅), est non vide. Il reste à appelerA∅ le domaine deg∅ pour

terminer la construction au premier cran. Admettons donc avoir construitAs, gs, ωs,Gs pour|s| ≤ p
etGs pour |s| < p vérifiant (a)-(f), et soits de longueurp.
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On commence par construire, par récurrence surn, lesωs⌢n, une suite décroissante(En) deGδ
denses deAs, des applications continueshn : En → T , et des ouvertsVn deZ0 × T tels que

(1) Gr(hn) ⊆ ωs⌢n ∩Gs
(2) ωs⌢n ⊆ ωs etωs⌢n ∩ ωs⌢m = ∅ si n 6= m

(3) ∀ x ∈ En d2(hn(x), gs(x)) < 2−ν(s
⌢n)

(4) ∀ x ∈ Z0 δ2(ω
x
s⌢n) < 2−ν(s

⌢n)

(5) Gr(gs⌈En) ⊆ Vn ⊆ c(
⋃

1≤m≤n ωs⌢m)

Admettons avoir construit ces objets pour1 ≤ m ≤ n, ce qui est fait pourn = 0. Soitx un élément
deAs. Commegs est continue enx, on trouve un voisinage ouvertUx dex contenu dansAs tel que si
z ∈ Ux, d2(gs(x), gs(z)) < ε := 2−ν(s

⌢(n+1))−1. De telle façon que si(z, t) ∈ Ux×B(gs(x), ε), on
ad2(t, gs(z)) < 2−ν(s

⌢(n+1)). PosonsUn+1 := Vn ∩
⋃

x∈As
Ux × B(gs(x), ε), et soitOn un ouvert

dense deAs contenantEn tel que Gr(gs)∩Vn = Gr(gs⌈On). Soitkn+1 une fonction Baire-mesurable
uniformisantUn+1 ∩ ωs ∩Gs sur sa projectionΠ qui est un ouvert deZ0, et soitFn+1 unGδ dense
deΠ sur lequel la restriction dekn+1 est continue. AlorsOn \Fn+1 est maigre carOn ∩Π est ouvert
dense deOn ; en effet, siU est ouvert non vide deOn etx ∈ U , (x, gs(x)) ∈ (U × T ) ∩ ωs ∩ Un+1.

Donc, comme Gr(gs) ⊆ Gs
Z0×T , on trouve(z, t) dansGs ∩ (U × T ) ∩ ωs ∩ Un+1, et z ∈ U ∩ Π.

De tout ceci résulte queAs \ Fn+1 est maigre, doncEn+1 := Fn+1 ∩ En estGδ dense deAs et
hn+1 := kn+1⌈En+1 est continue. Six ∈ En+1, (x, hn+1(x)) ∈ Un+1, donc

d2(hn+1(x), gs(x)) < 2−ν(s
⌢(n+1)).

DansEn+1×T , Gr(hn+1) et Gr(gs⌈En+1) sont deux fermés disjoints, donc séparables par un ouvert-
ferméθ. Par la propriété de réduction des ouverts, on trouve donc 2 ouverts disjoints deZ0 ×T , T et
W tels queθ = T ∩ (En+1 × T ), et (En+1 × T ) \ θ = W ∩ (En+1 × T ). Comme Gr(hn+1) ⊆ T ,
on trouve pour chaquex dansEn+1 un rectangle ouvert-ferméVx ×Wx tel que

(x, hn+1(x)) ∈ Vx ×Wx ⊆ T ∩ ωs ∩ Vn,

δ2(Wx) < 2−ν(s
⌢(n+1)), etEn+1 ∩ Vx ⊆ h−1

n+1(Wx). On a
⋃

x∈En+1
Vx ×Wx =

⋃

p∈ω Vp ×Wp,
par Lindelöf. Réduisons la suite(Vp) en (V ′

p) ; on peut alors poserωs⌢(n+1) :=
⋃

p∈ω V
′
p ×Wp et

Vn+1 := Vn ∩W, comme on le vérifie facilement.

Revenons à la construction principale ; on a déjà assuré(b) et (e). Six ∈ En, on peut trouver un
ouvert-fermé deN , Ux := (Vx ×Wx) ∩N , de diamètre au plus2−|s|−1 pourd′, vérifiant

Vx ∩ En ⊆ h−1
n (Wx),

et siZs est ouvert deZ0 × T tel queGs = Zs ∩N , on ait

(x, hn(x)) ∈ Vx ×Wx ⊆ ωs⌢n ∩ Zs ∩ (As × T ).

On a donc que Gr(hn) ⊆
⋃

x∈En
Ux =

⋃

m∈ω Um, par Lindelöf. On réduit la suite(Vm) en(V ′
m), et

on poseGs⌢n :=
⋃

m∈ω(V ′
m×Wm)∩N , et les conditions (c) et (f) sont réalisées, puisqueGxs⌢n est

vide ou l’un desWm ∩Nx, donc est ouvert-fermé deNx. De plus, on aGs⌢n ⊇ Gr(hn).
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A l’aide d’une nouvelle numérotation, on peut écrireGs⌢n =
⋃

p∈ω(Lp ×Mp) ∩ N , Lp etMp

étant deuxΣ 1
1 . PosonsEn,p := A ∩ N ∩ (Lp ×Mp)

Z0×T
∩ ωs⌢n ; En,p est réunion de graphes

Σ
1
1 . On peut donc trouver une suite de graphesΣ

1
1 , contenus dansEn,p, dont les domaines sont

deux à deux disjoints, et tels que la réunion de ces domaines, disonsOn,p forme un ouvert tel que
⋃

q≤pOn,q soit dense dans
⋃

q≤p Π′′
XEn,p (une telle construction est possible avec le lemme de Zorn,

par exemple). On fait ceci par récurrence surp, de sorte queAs⌢n :=
⋃

p∈ω On,p est un ouvert
dense de

⋃

p∈ω Π′′
XEn,p. On appellegs⌢n le recollement des fonctions définies sur lesOn,p, et la

condition (a) est satisfaite, ainsi que la seconde partie dela condition (d), si on poseGs :=
⋂

n≥1En,
par (4). Reste à voir queAs∆As⌢n est maigre pour clore la construction. Quitte à remplacerAs⌢n

parAs ∩ As⌢n, il suffit de voir queAs \ As⌢n est maigre. PosonsΠp := Π′′
X(Lp ×Mp) ∩ N et

Π′
p := Π′′

XEn,p. On a

As \ As⌢n ⊆ As \ (
⋃

p∈ω Π′
p) ∪

⋃

p∈ω Π′
p \ As⌢n

⊆ As \En ∪En \ (
⋃

p∈ω Π′
p) ∪

⋃

p∈ω Π′
p \ As⌢n

⊆ As \En ∪
⋃

p∈ω Πp \ Π′
p ∪

⋃

p∈ω Π′
p \ As⌢n.

Il suffit donc de voir queΠp ∩Π′
p est ouvert dense deΠp ; mais ceci est une conséquence facile de la

propriété clef.

On définit maintenant les objets recherchés :Z := A∅, u et v sont les injections canoniques.
Soit ϕ : ω → (ω \ {0})<ω × ω bijective, et(U sm)m une suite d’ouverts denses deAs telle que

Gs =
⋂

m∈ω U
s
m. On poseAn := A∅ ∩ U

ϕ0(n)
ϕ1(n) et fn := gϕ0(n)⌈An. L’ouvert An est dense dans

Z par la première partie de (d), etEx est sans point isolé par la seconde partie de (d) (on a l’égalité
⋂

n∈ω An =
⋂

s∈(ω\{0})<ω Gs).

La fin de la preuve est semblable à la preuve du théorème d’Hurewicz dans [SR]. Posons, si
x ∈

⋂

n∈ω An, Mk := {gs(x) / |s| ≤ k}. Alors Mk est fermé dansT , par récurrence sur k : si
M ε
k := {y ∈ T / d2(y,Mk) ≤ ε}, on aMk+1 =

⋂

ε>0[M
ε
k ∪ (Mk+1 \M

ε
k)], etMk+1 \M

ε
k est fini,

par (d).

Si k ∈ ω et y ∈ Ex \ Ex, y /∈ Mk, donc il existeε > 0 tel quey /∈ M ε
k . Si s ∈ (ω \ {0})k et

(x, t) ∈ ωs, d2(t,Mk) ≤ d2(t, gs(x)) ≤ δ2(ω
x
s ) ≤ 2−ν(s) ≤ ε dès queν(s) ≥ k0, doncωxs ⊆ M ε

k ,
sauf pour un nombre fini des dans(ω \ {0})k. Donc siH := {s ∈ (ω \ {0})k / ωxs 6⊆ M ε

k}, on
a Ex = Mk ∪ {gs(x) / |s| > k} ⊆ Mk ∪

⋃

|t|>k ω
x
t ⊆ Mk ∪

⋃

|s|=k ω
x
s ⊆ M ε

k ∪
⋃

s∈H ω
x
s et

Ex ⊆ M ε
k ∪

⋃

s∈H ω
x
s ⊆ M ε

k ∪
⋃

|s|=k ω
x
s . Donc on trouve une unique suiteσ dans(ω \ {0})ω telle

quey ∈
⋂

s≺σ ω
x
s . La suite décroissante de fermés non vides dont les diamètres tendent vers 0 de

(Nx∩T, d
′
x), (Gxs∩Nx)s≺σ, converge versξ ∈ Nx∩T , et{ξ} =

⋂

s≺σG
x
s . D’où ξ ∈

⋂

s≺σ ω
x
s = {y}

et (x, y) ∈ N ⊆ Ǎ. Posons

h :

{

(ω \ {0})ω → T

σ 7→
⋂

s≺σG
x
s

La fonctionh est bien définie, à valeurs dansNx ⊆ Ěx. Si σ ∈ (ω \ {0})ω , h(σ) ∈
⋂

s≺σ ω
x
s et

ωxs ∩ Ex 6= ∅ ; par conséquent,h est à valeurs dansEx. On a vu queEx \ Ex ⊆ h′′(ω \ {0})ω .
Par (b),h est injective, et par (e),h est continue. Commeh′′Ns = ωxs ∩ (Ex \ Ex), h est bien un
homéomorphisme de(ω \ {0})ω surEx \ Ex. �
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Avec ce résultat et le théorème 2.3, on a, pour chaque classe de WadgeΓ non auto-duale, un test
pour dire si un borélien à coupes dénombrables est pot(Γ) (en effet, un tel borélien est pot(Fσ)).
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