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Classes de Wadge potentielles etdlemes d’uniformisation
partielle.

Dominique LECOMTE

Fund. Math.143 (1993), 231-258

Résurre. On cherche a donner une construction aussi simple quebt®sgin borélien donné d’un produit de deux espace
polonais. D’ou l'introduction de la notion de classe de \g&agotentielle. On étudie notamment ce que signifie “ne pas
etre potentiellement fermé&”, en montrant des résuttats/pe Hurewicz. Ceci nous ameéne naturellement a desdhes
d’'uniformisation partielle, sur des parties “grosses”saus du cardinal ou de la catégorie.

O Introduction.

La notion de classe de Wadge permet de mesurer la comptepitdogique d'un borélien d’'un
espace polonais de dimension 0. On peut se demander si ldec@i@@’un borélien donné ne
diminue pas en raffinant la topologie polonaise de I'espambiant. Comme on le verra au tout
début, la réponse est positive : tout borélien peutré&tnelu ouvert.

Mais la question analogue se pose avec des topologies prodtamment lors de I'étude des
relations d’équivalence boréliennes ; d’ou l'introtioa de la notion de classe de Wadge potentielle
(on détaillera ce lien dans le chapitre 1). Apres avoieatfié quelques rappels et établi quelques pro-
priétés de base, on donne une nouvelle démonstrationpdamier résultat d’'uniformisation partielle,
déja prouvé par Przymusinski : une condition nécessat suffisante pour qu’un borélien contienne
un graphe de fonction borélienne & image non denombréisuite, on verra qu’'a chaque niveau de
complexité on peut trouver un borélien dont la compkexi¢ diminue pas.

Suite a quoi on cherchera a savoir si certains résultatis your les classes de Wadge peuvent
étre adaptés aux classes de Wadge potentielles. En ftecoe, il s’agit d’'une part de voir si cette
notion correspond a une réduction, comme dans le cas agesesl de Wadge classiques, et on verra
que non. D’autre part, on cherchera ensuite a savoir si ohgienir des résultats de type Hurewicz,
c’est-a-dire : ne pas étre d’'une classe donnée, c’esg&tmoins aussi compliqué que des exemples
de référence n'étant pas de cette classe.

On obtiendra des résultats partiels pour les potentiglignfiermés, et pour les petites classes
de Wadge (notamment, on caractérisera les borélienstmitement fermés parmi les boréliens a
coupes dénombrables, a l'aide d’ensembles localemprdjéctions ouvertes).

Ce qui nous ameénera a de nouveaux résultats d'unifotimisapour des ensembles a coupes
maigres et des/s denses, dont le but est d’obtenir d’autres caractérisaitipie celles évoquées ci-
dessus.



1 Notations et rappels.

On utilisera les notations standard de la théorie desegiptes ensembles, qui peuvent étre
trouvées dans [Mo]. Par exemple, on notéra29) la classe des differences de deux ouverts.

I désignera une famille d’ensembles,I&tX les parties deX qui sont dand’. Par exemple,
Al[2v désignera I'ensemble des boréliens2de

Dans un espace polonais récursivement préseéhtiesignera la topologie engendrée parigs
(c’est la topologie de Gandy-Harrington), la topologie engendrée par lefg, ce qu’on pourra noter
aussi< Al = (cette topologie est polonaise : cf [Lo4]).

Si X est un tel espace, on poQg:={z € X /wi = wFK}. Rappelons (cf [Mo]) qué&x est
X1, etunX-ouvert dense (cf [Lol]). Les traces d&$ surQy sontAY[(Qx, X [Qx) ; en effet, si
AestX! contenu dan§)y et f estAl telle quef(z) € WO < = ¢ A, ona

rd¢ Aoz QyoulzeQyetde <wCK (fz) e WO et|f()] < €).

Lespace(Qx, X [2x) est donc a base déenombrable d’ouverts-fermés, domisaidie séparable ; on
sait (cf [Lol]) que c’est un espace fortemenfavorable, donc c’est un espace polonais, de dimension
0 par ce qui précede.

Si X etY sont des espaces topologiquBs; (resp.Ily) désignera la projection d€ x Y surX
(resp.Y). Le symboley(C') désignera le diameétre dépour une distance qui rende complet I'espace
polonais ambiant.

Par ailleurs, je renvoie le lecteur a [Ku] et [Mo] pour ce @oincerne les notions de base en
topologie, en théorie descriptive et en théorie effestiot a [W] et [Lo2] pour les résultats sur les
classes de Wadge, qui seront rappelés en cas de besoinel®apput de méme certains de ces
résultats.

Soit P, (resp.P) un espace polonais de dimension 04gt(resp. A) un borélien de (resp.P).
On dira queA est dans lalasse de Wadge engendrée par Ay (Notée(Ay)) s'il existe une fonction
continuef de P dansP, telle queA = f~1(Ay).

SiT est une famille d’'ensembles, on notéra= {A / A € T'}. Par exempleX{ = ITY. On dira
quel est auto-duale §f =T

SoitT" une famille de boréliens d’espaces polonais de dimensiatable par image réciproque
continue. On montre quE est une classe de Wadge non auto-duale si et seulemErdadsnet un
universel. Ainsi les classes de Baire additives et muttitives sont des classes de Wadge non auto-
duales, par exemple.



On ordonne les classes de Wadge par l'inclusion ; ce quiepgeeenontre que cet ordre n'est
pas total : deux classes de Wadge non auto-duales dualesdaibautre sont incomparables. On a
cependant le théoréme de WadgeF skt sont des classes de Wadge, albys_ I's ouT's C T'y.

Cet ordre est également bien fondé. On sait aussi gu'wsselde Wadge non auto-duale a pour
successeur une classe de Wadge auto-duale, et qu’'une adadésige auto-duale a pour successeurs
deux classes de Wadge non auto-duales duales 'une deel'autr

On montre également quelsiest non auto-dual&” contient un vrail’, c’est-a-dire un élément
del’\ T.

Si F est fermé dans I'espace polondtsde dimension 0, dire qud est dand'[ F' équivaut a
affirmer I'existence d&3 dansl'[ P tel queA = BN F.

Enfin, si¢ est un ordinal dénombrable non nul, on nﬂ%—PU(F) la classe suivante :

{UJ 4nn U, / (U,) Al-partition, A, € T}.

new

On montre que g est une classe de Wadde= AV-PU(T), et que si de pluk # {0} etT" # {0}, il
existe un plus grand ordinal denombrabliel quel’ = Ag—PU(F), appeléniveau del” (on convient

que{0} et{0} sont de niveau 0).

Rappel 1.1 (a) [Ku] Si X est un espace polonais @B,,) une suite de b@liens deX, il existe une
topologie polonaise suk, plus fine que la topologie initiale, rendant I&5, ouverts.

(b) [Lo3] Si (X,0) etY sont des espaces polonaistun botlien deX x Y ayant ses coupes
verticalesX?, il existe une topologie polonais€ sur X, plus fine quer, telle queB soit 22 dans
(X,0') x Y.

Lemme 1.2 Soit(X, o) un espace polonais ; alors il existe une topologie polondiselimension 0
sur X plus fine quer.

Démonstration. Soit (U?) une base de la topologie dg := . A l'aide du rappel 1.1.(a), on trouve
une topologier; rendant fermés le&?. Soit (U!) une base de;. On construit comme ceci par
récurrence une suite croissarte,) de topologies polonaises sif telle que si(Uf)ne. €st une
base der,, U}, est fermé dé X, 0,1). PosonsS,, := {U}, j < n, p € w}; alorso,, =< S, -,
et(,cw Sn = So, donco’ :=< J,,c, Sn > répond au probleme(X,s’) est homéomorphe a la
diagonale dél,,c., (X, 0,), qui est fermée dans,,c., (X, 0,). O

Proposition 1.3 Si X est un espace polonais €B,,) une suite de bdliens deX, il existe une
topologie polonaise de dimension 0 sXir plus fine que la topologie initiale, rendant 1&5, ouverts.

Démonstration. On applique le rappel 1.1.(a) et le lemme 1.2. O

Définition 1.4 SoientX etY des espaces polonais, 4tun bolien deX x Y. SiT" est une classe
de Wadge de bétiens, on dira quel estpotentiellement dans I (ce qu’on noterad € pot(T")) s'il
existe des topologies polonaises de dimensien(8ur X) et (surY), plus fines que les topologies
initiales, telles qued, consiceré comme partie déX, o) x (Y, ), soit dans".



Dans I'étude des relations d’équivalence borélienpas.exemple dans [HKL], on étudie le pré-
ordre qui suit. SiE (resp. E’) est une relation d’équivalence borélienne sur I'esgamenais X
(resp.X’), on pose

E<E' & [3f : X — X' borélienne telle queEy < f(z)E'f(y)].

La derniere relation peut s’écrireE = (f x f)~'(E’) ; or si E' est dand” (ou méme siE’ est
pot(T)) etE = (f x f)~Y(E'), E est potT') : si (U,) et(V;,) sont des bases des topologies associées
a E’, on peut rendre leg~1(U,,) et lesf~1(V;,) ouverts, par la proposition 1.3, ce qui fournit une
topologies; on a alorst € I'[ (X, 0) x (X, o). Ceci motive 'introduction de la notion de classe de
Wadge potentielle.

Remarques 1.5(a) SiA est un boéliena coupes verticalesg d’un produit de deux espaces polon-
ais, alors A est pot%?).

En effet, on applique le rappel 1.1.(b) et le lemme 1.2.

(b) [Lo4] Si T est une classe de Wadge Btest Al(a) dansw® x w*, alors B est pofl') si et
seulement sB, considré comme partie de* x w“ muni de la topologieA?, est dang".

Rappelons enfin deux résultats sur les ensembles maigres.

Proposition 1.6 [Lol] Si X est un espace polonais parfait non vide4Atn sous-ensemble maigre
de X x X, on trouve une copi®’ de2¥ dansX telle que six ety sont distincts dan®, (z,y) n'est
pas dansA.

Corollaire 1.7 Si X etY sont des espaces polonais parfaits non vide$ eh sous-ensemble maigre
de X x Y, on trouve une copi® (resp.Q) de2* dansX (resp.Y) telles que(P x Q) N A = (.

Démonstration. On peut supposer quE, Y = w“ ; en effet, si(U,,) est une base de la topologie de
X, X" := X\ [U,eo(Un \ Uyn)] estGs dense deX, donc polonais parfait, et est de dimension 0. Soit
(x) une suite dense d&’ ; alors X" := X'\ {z,,/n € w} estGs dense deX’, donc polonais de
dimension 0, et est localement non compact, donc homédra@p“. De méme avet’.

On appligue alors la proposition 1.6.28 = Y = w“ ; ceci fournit une injection continug
de 2¥ dansw* dont I'image est leP de la proposition 1.6 ; on peut alors poder:= ¢ N et

Q = ¢”N(1). O
2 Ensembles potentiellement ouverts.

Remarque 2.1 Soit A un boglien d’'un produit de deux espaces polonaisASi une de ses projec-
tions cenombrable, donc en particulier gi est denombrable A est pofA?).

En effet, si par exemplél’;, A est denombrable, on rend les coupes verticales! drivertes-
fermées, par la proposition 1.3, de sorte que pot(X?) N pot(T1?), par la remarque 1.5.(a). Ceci
fournit des topologies eto’ sur X, etr et7’ surY’, de bases respectives,(), (U},), (V.), (V,1).



On remarque ensuite que 7, 1) est polonais ej.’ est polonaise suZ et plus fine queu,
I'application identique, dé€Z, ii/) dans(Z, ), est bijective continue ; son inverse est donc borélienne,
et par conséquent, les boréliens(de ) et (Z, i’) coincident.

On applique alors la proposition 1.3%, (U,,) et (U}), qui sont des boréliens d€, d’'une part,
etay, (V,) et (V;)) d’autre part, pour avoir le résultat. O

Ceci montre en particulier que la notion de classe de Wadgenfielle n'a d’intérét que si les
espaces polonais ambiants sont non dénombrables.

Proposition 2.2 Soit A un botelien d’un produit de deux espaces polonais. Aldrest pofX!) si et
seulement sH est reunion é&nombrable de rectangles t&iens.

Démonstration. Si A est potx?), on utilise la remarque de la preuve précédente. Invesagnon
applique la proposition 1.3. O

Il résulte de ceci que tous les boréliens d'un produit ne/pat étre rendus ouverts en conservant
une topologie produit de topologies polonaises ; par exentpldiagonale\ (2¢) de2* x 2¥ n’est
pas réunion déenombrable de rectangles, dd(®) n'est pas pdi?).

On donne maintenant une nouvelle preuve du premier themduniformisation partielle an-
noncé ; assez curieusement, la discussion s’articuleiad®la notion d’ensembles potentiellement
ouverts. Ce théoreme sera en outre appliqué au chapitidd@ons que ce théoreme a déja été
démontré dans [P].

Théoreme 2.3 SoitA un botlien d’'un produit de deux espaces polonais. Aldrsontient un graphe
de fonction injective continueéfinie sur une copie d&¥ si et seulement sil n'est pas eunion
dénombrable de rectangles @iens dont I'un desaés est un singleton.

Démonstration. Si A contient un graphe comme dans I'énoncé, raisonnons giasutde :
A= An x B,
new

avecA, ou B, singleton ; siGr(f) C A, Gr(f) s'écrit{J,,[Gr(f[A,) N (X x By,)] ; comme
Gr(f) est non dénombrable, I'un des ensemidles /[ A,,) N (X x B,,) est non dénombrable, ce qui
contredit I'injectivité def.

Montrons la réciproque.
Premier cas. A est potx?).

Par la proposition 2.24 = J,,.., An X By, avecA, et B, boréliens, donc on peut trouvertel
gue A, et B,, soient non dénombrables, donc boréliennement isomsypligons pap. A, contient
une copie de“, qui contient unGs denseG sur lequely est continue (& étant non dénombrable
contient une copie d&”, d'ou le résultat.



Second casA est non-pat=?).

PosonsE := {z € X/A(z) est dénombrable Si E est co-denombrabl€,F x Y) N A est
borélien a coupes denombrables, donc est reuniomaléradle de graphes boréliens (par le theoreme
de Lusin : cf [Mo]). De plus, par la remarque 2(F x Y) N A est pofAY), donc(E x Y) N A n'est
pas potx?), et I'un des graphes n'est pas (Bf) (qui est stable par réunion dénombrable par la
proposition 2.2). Par suite, la fonction correspondanté @mage non dénombrable, par la remarque
2.1. Onva alors trouver un parfait du domaine de la fonctioriegjuel elle est injective, et on conclut
comme au premier cas.

Si E n’est pas co-dénombrable, comme il est co-analytidiiepntient une copie dg” ; il suffit
donc de voir que sX = 2“ et A est a coupes verticales non dénombrahlesontient un graphe
comme dans I'énoncé. Posons donc

F:={yeY / A(y) est maigre dang”}.

Si F' est co-déenombrabl¢2« x F')N A est borélien a coupes non denombrables (donc non vidiesg,
est uniformisable par une fonction Baire-mesurable d&8or2* (par le théoréeme de von Neumann).
Cette fonctionf est continue sur ut's denseG de 2, et f”G est non dénombrable : sinon comme
G =UgepraGN F({B}), 'un desG n f~1({3}) serait non maigre et contenu dat§s), ce qui
contredirait le fait ques est dangF’. On conclut alors comme avant.

Si F n'est pas co-dénombrable, comme il est boréligmrontient une copie dg” ; il suffit donc
de voir que siX = Y = 2“ et A est borélien a coupes non maigrdscontient un graphe comme
dans I'énonceé.

Mais par le théoreme de Kuratowski-Ulam,est non maigre, donc on peut trouveet ¢ dans
2<“ telles que(Ng x N;) \ A soit maigre. On trouve alors, par le corollaire 1.7, deuxesp et Q
de2“ telles queP x Q@ C (Ns x N;) N A, et sip est un homéomorphisme desur@, Gr(y) répond
a la question. O

3 Classe de Wadge potentielle d’un barlien.

On cherche maintenant & diminuer au maximum la complekitd borélien donné d’un produit
d’'espaces polonais.

Proposition et définition 3.1 SoitA un boielien d’'un produit d’espaces polonais. Alors il existe une
unigue classe de Wadge de bliens, laclasse de Wadge potentielle de A, no€eT 4, telle que

(i) A € pot(T'y4),
(i) Si T est une classe de Wadge strictement contenueldanalors A ¢ pot(T").

Démonstration. Montrons I'existence d’'une telle classe, en raisonnant’pbsurde : sil’y est la
classe de Wadgg\) engendrée padl, A est potl'y) et on trouvel’; C I'y telle queA soit po(I'y).
Par récurrence, on construit comme dégi; C I',, telles queA soit po(T',,1.1). Mais ceci contredit
la bonne fondation de I'ordre de Wadge.



Montrons l'unicité d’une telle classe : Bi; ety vérifient (i), (ii) etT'y # 'y, T'y & T's (Sinon
I'y cx I'y et A n'est pas pat’'y)), doncI'y C TI'y, et de mémd’; C TI'y, doncT’; = I's est non
auto-duale.

L'ensembleA est dans pdl’;) N pot(I'z), donc comme dans la preuve de la remarque 2.1, on
trouve des topologies et 7 telles qued € (T'y NIy)[(X,0) x (Y, 7). Mais la classe de Waddé
engendrée pad, considéré comme partie &, o) x (Y, 7), vérifie

AepotT)etl CTyNTy C Ty,
une contradiction. n

Toute classe de Wadge potentielle est donc une classe dee\Wadgeut se demander s'il y a une
réciprogue. L'exemple de la diagonale 2temontre que c’est vrai pour la classe des fermés, et on va
Voir que c’est vrai en général. On peut méme préciseéseltat, en trouvant un p@t) “maximal” ;
mais pour ce faire on introduit une classe de fonctions queesandidat naturel pour le probleme de
la réduction évoqué dans l'introduction, comme le metgrlemme suivant.

Soit doncC) la classe des fonctions telles que I'image réciproque gat(®?) soit po(x).

Lemme 3.2 SoientX, Y, X', Y/, des espaces polonaid, (resp. B) un boilien deX x Y (resp.
X' xY');si f,deX x Y dansX’ x Y/, est dan<’j et reduit A a B, alorsI'4 est contenue dans
I'p.

Démonstration. B € pot(I'p), ce qui fournito et 7 telles queB € T'g[(X’,0) x (Y, 7). Soient
(U,) et (V,) des bases de et7. Commef est dans’y, par la proposition 2.2 on trouve des boréliens
Un? etV P tels quef =1 (U, x V) = Upew Um” x VP, Par la proposition 1.3, on obtient des
topologieso’ et 7’ rendant led/,,” et lesV,,* ouverts, de sorte qug, de (X,0’) x (Y, 7') dans
(X',0) x (Y’',7) est continue. Doncl € I'g[(X,0’) x (Y,7') et A € pot(I'), d’ou le résultat :
sinonl'p C T'4, etA € pot(T'4) N pot(T'4) ; donc comme dans la preuve de la proposition 3.1, et par
abus de langage} € pot(T4 NT'4) etl'y =T 4 ;d'ou 'y C T 4, ce qui contreditd € pot(I's).0]

Théoreme 3.3SiT" est une classe de Wadge, il exiftelansI'[w“ x w* tel que
O Tp=T
(i) Aestpotl') « 3 f € Cyinjective telle qued = f~1(B).

Démonstration.
Premier cas.I" est non auto-duale.
SoitU un universel pouf'[w®, U C w* x w¥. Posonga);(n) := «(2n + i), oui = 0, 1,

~v(k) si n =2k,

<v,B>(n):=
B(k) si n=2k+1,

etB(a, ) < U((a)o, < (@)1, 5 >).



Alors B est aussi universel podit{w® : (.); est continue, donc ' est dand[w*, (.);(C)
aussi, et il exister dansw* tel que(.); ' (C) = U, ; < o, 0¥ > est donc un code poudr.

B est dand”, donc comme a la fin de la preuve du lemme précédéntC I'. Raisonnons par
I'absurde pour montrer (i)I'p C. I', doncl'p C I'; B est potT'p), ce qui fournit des topologies
etr telles queB € T'g[(w¥,0) X (w¥,7),etonaB € I'[(w¥,0) x (w¥, 7).

L'application identique, d¢w*, o) dansw®, est bijective continue, donc d'inverse borélienne ;
son inverse est donc continue sur@p denseG dew” ; surG, o et la topologie usuelle coincident.
G étant non dénombrable contient une copigle 2, et commel’ # I, on peut trouverD dans
(\T)[L; D =ENL,ouE € T'[w*. B étant universel, soit: dansw* tel que B, = E. Tout
commeB,, E estdand'[(w*, o), doncENG est dand'[G car surG, les topologies sont identiques.
Donc D est dand’[ L, une contradiction qui montre qlie=I'p.

Pour (i), siA = f~1(B), A est pofI') a cause du lemme précédent. Inversement,est pofl'),
on trouves’ et7’ telles qued € T'[(X,0’) x (Y,7'). On trouve alors des fermé@ et H dew”, et
des homéomorphismesy; de (X, o’) surF, ety, de(Y,7') surH. (¢ x )" A € T'[(F x H), donc
estlatrace suF' x H deR € I'|w® x w”. < .,. > est un homéomorphisme, donc il existelans
w¥ tel que< .,. >” R = U,, ce qui s'écritR(v, ) < U(a,< 7,08 >) & B(< a,y >,0). La
fonction f := g o (¢ x ¢) o Id répond & la question, si on pose

FxH —wxwY,

(v, 0) = (<>, D),

puisque par la proposition 2.2 les fonctions de la foime v, avecu etv boréliennes, sont dards,.
Second casI’ est auto-duale.

On sait qu’alors: ou bien il existe une suite strictemenissantg(T",,), cofinale dan§’, de classes
de Wadge non auto-duales telle que

T'={|J 4. NU, / (U,) AY-partition, A, € T},

new

ou bienI" est le successeur d'une classe non auto-difaielle que
I'={(ANN)U(B\N)/NcAY, AcT’/, Bel'}.

Dans la premiere éventualité, coming est non auto-duale, on trouvg, dansl’, [w* x w* tel que
'y, =T, etsiB, estdand’, [w* x w®, il existea,, dansw® tel queB,, (v, 5) & An(< an,y >,05)
(ceci par le premier cas).

Soit
w” = Ny,
wn :

a —na,

etB = J _ (tn x Id)" A,.

new



La fonction),, €tant un homéomorphisme,
(¢n X Id)”An el’, [N(n) x w” C F(N(n) X w"
etB € AY-PUT) =T,doncl'z CT.

Si l'inclusion est stricte, il existe tel quel's C. I', = Ty, ; 0or A, = (¢, x Id)~'(B), et
I'4, C I'p par le lemme précédent, d'ou contradiction. Dahg=TI".

Si A est potl'), on trouves’, 7/, F, H, ¢, v, R comme au premier cas. On sait qu’on peut
trouver uneA{-partition (U,,) dew® x w* et B,, dansl',, [w* x w* tels queR = |J, ., U, N B,. La
fonction f :=h o (¢ x ) o Id convient, si on pose

new

Fx H — wY xwY,

(7,8) = (Yn(< an,y >),0) si (v,8) € Un,

puisque siC' et D sont des boréliens deg”, on a

hHC x D)= | J Unn ({or € w* / ¥n(< an, 0 >) € C} x D) € pot(X9).

new

Dans la seconde éventualité, on trouyedansl” [w® xw*, etA; dansl’ [w* xw* tels quel' 4, = T,
'y, =17 ;etsiC (resp. D) est dand” (resp.T”) [w® x w*, on trouveoy (resp. «;) dansw® tels
queC(y,B) & Ao(< ao,v >,8), D(7,B) & Ai(< ar,v >, ).

Si o est un homéomorphisme de’ surw® \ N, et siB := (o x Id)" Ay U (v x 1d)" Ao,
Bestdand'[w¥ x w¥,doncl'p CT.

Commel est le successeur d&, si l'inclusion est stricte, on &3 C IV oul'z C I". Soit
par exempld's C I"; A; € pot(I’) = pot(T'4,), et commel” est non auto-dualed; n’est pas
pot(I'") carl" 4, = I'. Donc A, n'est pas pdfl's) ; or A; = (¢o x Id)~*(B), doncl'y, C T'g, une
contradiction. La derniere partie est analogue a celle geemiere éventualité. O

On cherche maintenant a adapter les résultats sur leeslds Wadge. $i (resp.D) est borélien
deX (resp.Y),ona

(C) C (D) < ilexiste f continue, deX dansY’, telle queC' = (D).

Une question analogue se pose pour les classes de Wadgggheten peut-on trouver une classe de
fonctionscC telle que siB est borélien d&Z x T', on ait

'y CI'p < ilexiste f dansC, deX x Y dansZ x T, telle qued = f~1(B).

Comme on va le voir, la réponse est négative ; la classeequbkit le candidat “raisonnablel}y a
cause du lemme précédent, ne fonctionne pas, et & umpeiitu (avecd € 1Y et B € Dy(X0)).



On notera< p le pré-ordre associe@ :
A<p B & ilexiste f dansCy telle qued = f~(B).

L'inégalité A <p B entraine donc l'inclusiod’4 C I'g, par le lemme 3.2. On montre maintenant
un lemme bien plus fort que nécessaire pour introduire méreeexemple évoqué ci-dessus, mais qui
permettra de mieux comprendre ce qu’on cherche a faireldammragraphes suivants.

Deéfinition 3.4 Si X est un espace topologique, on dira qie G de X, estpresque-ouvert si G
est contenu dans l'iérieur de son adérence.

Lemme 3.5 Soient(C,,) (resp. (D,,)) des suites de presque-ouverts non videsXdéesp. Y),
fn: C, — D, continues et ouverte®} := Unau\{o} Gr(fy), et A un boklien deX x Y contenant

B; si B\ A contientGr(f), alors A est non-pofTTy).

Démonstration. Sinon, soitF’ (resp. G) un G5 dense deX (resp. Y) sur lequel les topologies
(initiales et fournies par le fait qué soit po(T1?)) coincident (on montre leur existence comme dans
la preuve du théoreme 3.3) ; odan (F x G) € II{[F x G.

Montrons queGr(f,) C Gr(f,) N (F x G). SoitU (resp.V) un ouvert deX (resp.Y’) tels que
(U xV)NGr(f,) # 0. Alors D,, NV NG estunGs dense deD,, NV, doncf,, 1 (V NG) est unGs
dense d¢f,, 1 (V). DoncFnf, L(V), puisFnf, 1 (VNG), sont desss denses d¢,, ' (V) ; ce dernier
rencontre don€/Nf,,; (V) enau moindx} ; onaalorgz, f,(z)) € (UxV)N(FxG)NGr(f,) # 0.

Gr(fo) est non vide, donc par ce qui précéde on troiyey) dans(F x G) N Gr(fy), eton a
(z,y) € (F x G) N B\ A il suffit donc de voir qu§F x G)NB C (F x G)N BN (F x G). On
applique alors le fait qué'r(f,) C Gr(f,) N (F x G) pour avoir la contradiction cherchée. O

Exemple 3.6 Soit Dy := {(a,3) € 2* x 2* /I p € w a(p) # B(p)}. Alors Dy est non-potl?).
En effet, on applique le lemme précédemta=Y = C,, = D,, = 2, fo(a) = «,
fal@)(p) =alp) ©p#n-1
sin > 0,etA=B.

Theoreme 3.7l n'existe pas de classe de fonctiodstelle que l'inclusion del’4 dansT'z soit
équivalentex I'existence def dansC telle qued = f~(B).

Démonstration. Raisonnons par l'absurde ; & est po(E?) et f dansC, commeIl's C E?,
I's-1(5) C XY, doncf~*(B) est potx?). Donc siC existe,C est une sous-classe dg.

Comme on I'a vu avant le lemme 3.Pp(v) = ITY, et par 3.6,D est non-pat=y), donc

m C ['p, etla@ey € I'p . 1l suffit donc de voir queA(2¥) £p D, pour avoir la contradiction
cherchée.
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Raisonnons par I'absurde : il exisfedansCy telle queA(2¥) = f~1(Dy). Alors f”(A(2¢)) est
non dénombrable, sinon par la remarque 2/0A(2¢)) serait potx?), et par suite

A29) = S (A(2))
aussi, ce qui est exclus.

On peut donc trouver une copie de 2 dansA(2*) sur laquellef est injective ;f” P est donc
un borélien non dénombrable, et ses coupes sont dénblabrasi par exemple une de ses coupes
verticalesC' est non denombrable, sdif” P)(ap), {ap} x C est un rectangle borélien, donc est
pot(=9) ; f~1({an} x O) est alors aussi paE?), non denombrable cding} x C C (2% x 2¢),
et contenu dan&(2“), ce qui est contradictoire.

f"P n'est donc pas réunion dénombrable de rectangles bogtliont 'un des cbdtés soit un
singleton, sinon les cotés seraient denombrables colesmmupes, eP aussi. Par le théoréme 2.3,
il existe un homéomorphisme de 2¢ sur un compact, et une injection continug définie surL,
dont le graphe est contenu dafisP.

Alors siB := Dy N (L x ¢"L), B est borélien a coupes dénombrablesZde ¢”L, donc est
maigre relativement & x ¢” L. DoncE := (¢ x (g o))~ (B) est maigre relativement2’ x 2,
et par la proposition 1.6, il existe/ homéomorphe & tel que si« et 3 sont distincts dans/, alors
(a, B) n'est pas dang.

Soit R := ¢""M x (go)"M ; alorsR C Dy, sinon soit(a, 3) dansR N Dy ; a = 1(0) et
B = g((€)), ol b, e sont dansV/, etf # e, sinon(a, 3) € Gr(g) C f"P C Dy. Donc(b,¢) ¢ E
et(a, ) ¢ B, une contradiction.

De plus,Gr(g[¢" M) C RN f"P,doncR N f”P est non denombrable, ¢t (R) est potx?)
commeR, est contenu dani(2*), et est non dénombrable, ce qui est exclus. O
4 Resultats de type “Hurewicz”.

Dans [Lo-SR], il est démontré le résultat suivant :

Théoreme 4.1 Si¢ est un ordinal @nombrable non nul, il existe un compadet de dimension 0 et
un vrai 22 de P, Ag, tels que sid est un boélien de I'espace polonai&’, on ait: A ¢ Hg [X siet
seulement s'il exist¢ : P. — X injective continue telle qud; = f~1(A).

En fait P = 2*, sauf si{ = 1, auquel cas’; est constitué d’'une suite convergente infinie et de
sa limite. Ceci implique, aveB = f” P, que A n’est pasl'Ig si et seulement s'il existe un fernig
de X tel queA N B soit un vraix! de B. L'ensembleA; est dit “test d’Hurewicz".

Dans la suite, on cherchera a établir un analogue a sedtats dans le cas ai= 1. Ony
parviendra partiellement.
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Dans cet esprit, voici la

Définition 4.2 SiT est une classe, on dira qug (T") est \erifiée si, pour toutd dansI’, A n’est pas
pot(T1?) si et seulement s'il existB € pot(T1?) etC € pot(X?) tels queBNC = BN A ¢ pot(I1Y).

En apparence, cette propriete n'explique pas ce quefigigm est non-poffl?)”. Mais elle
ramene le probléme au cas diest pof D2 (X?)), et on va voir que sous I'hypothésd st pot £, )",
on sait caractériser quantiest non-pofI1?). Mais il nous faut la

Définition 4.3 SiX etY sont des espaces topologiques, une pattie X x Y sera ditelocalement
a projections ouvertes (ou 1.p.o.) si pour tout ouvert’ de X x Y, les projections ded N U sont
ouvertes.

Les ensembles I.p.o. se rencontrent par exemple dans &iaitisuivante : A est X! dans
un produit de deux espaces polonais récursivement gésseBi on munit ces deux espaces de leur
topologie de Gandy-Harrington (celle engendrée pakiBs A devient |.p.o. dans le nouveau produit.
C’est essentiellement dans cette situation qu’on utdisette notion.

Lemme 4.4 SoientX etY des espaces polonaig, et G desGs denses d&X etY, et A un Gy l.p.o.
non vide deX x Y ;alors AN (F x G) est non vide.

Démonstration. Soient /,,) et (V,,) des suites d'ouverts denses,detY’, telles quef’ = .., Un,
G = Nyew Voo €t(F,) une suite de fermés d& x Y telle queA = (), F,. On construit par
récurrence sur des suites d’ouverts non vide8,() et (7},) de X etY veérifiant

() 6(0n), B(T,) <27
(11) Op x T, € (U, x V) \ F,,
(i11) AN (Op, x T,) #£ 0

(“}) On+1 C Op, Th1 €T,

Admettons avoir construit ces objets,() et (7},) sont des suites décroissantes de fermés non vides
dont les diametres tendent vers 0, donc leurs intersectont{x} et {y} ; mais

(2,9) € On x T, € Fy 0 (U % V),
donc(z,y) € AN(F x G) # 0.

Admettons avoir construitO, )<, et(7},),<, Vérifiant les conditions demandées ; alors par (iii),
1% (AN (Op—1 x Tp,—1)) est un ouvert non vide d&, donc rencontré/,, : 'ensemble

AN [(On—l N Un) X Tn—l]

est non vide, donc sa projection sdrest un ouvert non vide dg, donc rencontréd/,. L'ensemble
AN[(Op-1NU,) x (T,,—1 NV,)] est non vide, donc contielit,,, y,,) ; il reste & choisir deux ouverts
O,, etT,, de diamétre au plugd~" vérifiant la double inclusion suivante :

(Tn,Yn) € On x T, € On X Ty C [(Op—1 NUp) X (Tn—1 N V)] \ Fyy

Ceci termine la demonstration. O
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On remarquera que ce résultat est faux si on ne suppose pas est unGs. Désignons par
P, 'ensemble des suites de 0 et de 1 comportant une infinitemiees égaux a 1. Si maintenant
A désigne(2¥ x 2¥) \ (Pyx x P), A estunK, qui vérifie les autres conditions du lemme et ne
rencontre pa®,, X Ps !

Théoreme 4.5 (a) Soit A un po(F,) d'un produit d’espaces polonaiX x Y ; alors A est non-
pot(T1?) si et seulement s'il existe des espaces poloa&t T de dimension 0, une suitd,) de
fermesdeZ x T, f : Z — X etg: T' — Y injectives continues tels queGi:= J,,,, F», On ait

(i) C\C#0

(i) C = (fxg)"1(A)

(13i) C'\ C et F,, sont |.p.o.
(b) SoitA un po(X9) N pot(TI9) d’un produit d’espaces polonai¥ x Y ; alors A est non-potTl?)
si et seulement s'il existe des espaces poloagt T de dimension 00 € AY[Z x T, f : Z — X
etg : T — Y injectives continues tels que

(i) C\C#10
(i) C=(f xg)~"(A)
(z97) C'\ C etC sont l.p.o.

Démonstration. (a) Raisonnons par I'absurde :4iest pofI1?), C aussi et on trouve deSs denses
FetGdeZetTtelsqueC N (F x G) e IIY[F x G.

On applique le lemme précédenzaT, F, G, etC\ C, etona[(F x G)NC]\ C # (. Il suffit
alors de voir qué(F x G)NC|\ C = [(F x G) N C N (F x G)] \ C pour avoir la contradiction
cherchée ; et il suffit de voir que, C F,, N (F x G).

SiU etV sont des ouverts d& et T tels queF,, N (U x V') soit non vide, on applique le lemme
précédentd, V, FNU,GNV,etF, N (U x V) pour voir queF,, N [(FNU) x (GNV)] est lui
aussi non vide.

Inversement, on peut supposer glieet Y sont des fermés de“, et pour simplifier I'ecriture
quils sont Al, ainsi que la suite,,) de fermés pourA? dont A est la réunion (on applique la
remarque 1.5.(b)).

A2

CommeA C X, par une double appllcatlon du théoreme de separatlmmmqueA Syl ;
par suite, puisquel est polonalseA \ A estunX! non vide, ainsi quéA \A) N Quexpe ; et
puisqUEN v x e C 020, (A \ A) N Q2. est lui aussi non vide ; posons

Z = (X N wa, Z[X N wa),
T:=(YNQuu, X[YNQw), F, :=G,N(ZxT), et prenons pouf etg les applications identiques.
__y2 - y2
Alors (AE \A)NQZ, = AN (Z x T)E N(ZxT)\(AN(Z xT)), donc ces objets conviennent.

En effet,C \ C et F,, sontX}! et un ouvert d&Z x T est réunion de rectanglés! (les projections des
traces de ces rectangles seront dakiy.
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(b) Si A est non-pafT1!), on raisonne comme dans (a), & ceci prés qu'on pbse AN (Z x T).

La réciproque est analogue a celle de (a), a ceci prepouiemontrer I'égalité entre
(FxG)NC|\C

et[(F x G)NC N (F x G)]\ C, il suffit de voir queC C C' N (F x G) ; siU etV sont des ouverts
de Z etT tels queC N (U x V') soit non vide, on applique le lemme 4.4V, FNU,GNV, et
CnUxV). O

On introduit maintenant une propriété, qui est du typedwicz au sens de l'introduction ; a
ceci pres que pour comparer la complexité, on n'a pasdigction sur tout I'espace de départ, mais
seulement sur un fermé.

Définition 4.6 SiT" est une classe, on dira qu,(T") est \erifiee si pour toutd dansT'[X x Y,
A est non-pofT1?) si et seulement s'il existe des espaces polosaet T de dimension 0D dans
Dy(EN[Z x T, f: Z— X etg: T — Y injectives continues tels que

(i) D\D#0

(i) DN (f xg)"'(A) =D

(iii) D etD \ D sont l.p.o.
Proposition 4.7 P, (T") équivauta P, (T).

Démonstration. Supposons?; (T') ; si A € T\ pot(I1Y), soientB et C fournis parP;(T), o et
rendantB fermé. Alors comme dans la preuve du théoreme 4.5.(byauve 7, T, et D comme
indiqué et des injections continudg de Z dans(X, o), etG, deT dans(Y, ), tels que I'on ait
légalitt D = (F x G)~1(A) N (F x G)~1(B) (ceci parce queB N C est potDy(XY))). Dol
DN (F x G)~"1(A) = D, etil ne reste qu'a revenir aux topologies initiales pdoteair f et g.

Inversement, s € pot(I1?), D aussi, ce qui est exclus, comme dans la preuve du théoreme
4.5.(b).

Supposons maintenait (T) ; pot(TI)) étant stable par intersection finig,est non-pofT1?) si
B et existent.

Inversement, si est non-pot1y), soientZ, T, D, f, etg fournis parP(I') ; D = U ND,oulU
estouvert d&Z x T',doncB := (f x g)"D etC := (f x ¢g)"U répondent au probleme, par injectivité
defetg:onaBNA=(fxg)"D=CnB. O

Cette proposition permet de comprendre pourquoi, indireent, la propriét®; permet de mieux
connaitre les boréliens non potentiellement fermés.ét@blit maintenant cette propriété pour cer-
taines familles de boréliens.

Proposition 4.8 La propriéte P; est \erifiee par chacune des classes suivantes :
(i) Les ensembles potentiellemen§ et potentiellemenkly.

(ii) Les boliensa coupes verticales coedombrables.

(iii) Les relations déquivalence baliennes.
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Avant de démontrer cette proposition, on donne la dé&fimitiuivante :

Définition 4.9 SiT" est une classe, on dira qug;(T") est \erifiee si pour toutd dansT’, A n’est
pas potX?) si et seulement s'il existB € pot(I1Y) tel queA N B € pot(I1Y), et tel que pour tout
C epot(x)onaitAnB #CNB.

Il est clair, en raison des formulds\ A = B\ (AN B)etBNA = B\ (B\ A) queP;(I)
equivaut aPs(I") siT" est auto-duale ; mais cette derniere est plus maniabledgluest question de
reunions denombrables.

Démonstration.On a demontré le “si” dans le cas général ; on montre danediproque dans chacun
des trois cas.

(i) On montre la chose plus précise suivante I" gst un contre-exemple minimal (pour I'ordre de
Wadge) aP;(pot(I')), I' est non auto-duale et est de niveau au moins deux.

SiT est auto-duale, traitons le premier cas de l'alternatixagj@ée dans la preuve du théoréme
3.3 (lautre cas étant plus simple) : on trouve une partitio,,) de X x Y en potAY) et 4,, dans
pot(IT'y), oul', Cx I',avecANU, = A, NU, ; A = U, e, An N Uy, donc il existen tel que
A, NU, ne soit pas pgx?). PuisqueA,, N U, est pofT’,,), par minimalité del’, il existe doncB’
dans potI1?) tel queA,, NU,,N B’ soit po(T1?) et pour toutC dans potx?), A,NU,NB’ # B'NC.

Il reste a poseB := B’ N U,.

SiT" est non auto-duale et de niveau au plus Drest de niveau un cdr contient les fermés,
donc estde laform& D, (A,TI'y) :A= EUF,00E = U, ey Aen N Ven N “(Upee pew Vo) €t

F =40 “(Uecpnew Ven), Aen tant potA), (Ve n)new etant une suite de paE?) deux a deux
disjoints, etA, étant potT',), oul', # I', C A.

Premier cas.F est non-paf>?).

Soient(V , )pew Une partition dé ,, en ensembles peAY),

VTEP = V&n,p n [U0<£,q€w A(%q NVyeN C(Up<0,r€w Vpﬂ")]f et

Dghp = [Ag’n N ‘/gﬂlap N C(U9<§,q6w ‘/97‘1)] U Vrip-
Alors E = ¢ yn pew Dﬁ,p, donc on trouve minimal tel qu'il existen etp tels queDﬁ,p ne soit

pas pot=}). CommeV,S, = Ve .y N Upecrgrew Dl Vit €St potEY) par la minimalite de ; o

A — { T'yuTly,
Unewrn’

ou (I",,) est une suite strictement croissante de classes de Wadd@esda# 1, donc sauf si
QD “Ty= {@} etA=TyU f‘(]",

il existeT” .. T telle queD5, , soit po(T”).
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Mais si on a (1).D%, = GU VS, oG := D5, \ Vi§, est potII)) ; alors si on posé’ := V5,
B’ est pofI1?), D, N B' = G aussi, et sC est potX?) etC N B' = B' N D5,

DS,=(CNBYUVs,=CUV},
est potX?) ; par conséquenB’ vérifie les conclusions de la propriég avecA := sz,p.

Dans l'autre cas, par minimalité dg on trouve aussi u’ vérifiant ces conclusions. Il reste a
poserB := B' N Ve, puisqueA N B = B' N Dj, .

Second casE est potxY).

Dans ce ca$” est non-patx?), et sauf si on a (1), on troud& C_ I' de niveau au moins deux
telle queF soit po(I'"), donc telle qued soit po(I”), et I'hypothese de minimalité s’applique. Sion
a (1), F est potI1?), ce qu'on a traité au premier cas.

Si maintenantd est pof=9) N pot(TIY), il existe un ordinal denombrablg > 1 tel que A soit
pot(D, (XY)), par le theoreme de Hausdorff. Cominest de niveau au moins deux,

D,(9) c4 AJCT.

Par ce qui précede, il exisfeé dans pofT1?) tel queB \ A soit po{T1{) et pour tout dans pot=?),
B\ A+# BnH.AlorsC := AU B répond a la question.

(i) Soit A un borélien a coupes verticales co-dénombrables ; ortrmpius que la propriét®; :

(2) Il existe des copie® et de2v, et un hondomorphisme de P dans( tels que

Gr(g) = (P x Q) \ A.

Comme dans la démonstration du theoreme2.3; |J,,., G7(f»), ol les fonctions,, sont borélien-
nes et définies sur des borélieBg et on trouve un homéomorphismg de 2¢ sur R C By, avec
fo[ R injective continue. Posons

E(a,B) « ilexisten > 0tel quedo(a) € By, et fo(¢o(8)) = fu(go()).

Alors E est borélien a coupes verticales dénombrableg“de 2¢, donc est maigre relativement a
2¢ x 2¢ et par la proposition 1.6 il existe dad$ une copiel de2“ telle que six et 5 sont distincts
dansL, («, 3) n'est pas dan&’.

Si o et 3 sont distincts dangj L, alors pour tout: > 0, 3 ¢ B, ou fo(o) # fn(0). |l reste &
poserP := ¢ L, Q := (foo ¢o)"L, ¢ := fo[ P.

Lensemble(P x Q) \ Gr(¢) est non-pofI1}), sinonGr(¢) serait pot>?) ainsi que
A(29) = (Id x ¢)"H(Gr(9))-

Les ensemble® := P x Q etC := Gr(¢) répondent donc au probleme.

16



(iii) Par le theoréme de Harrington, Kechris, et LouveeiIKL]), on trouve une injection continue
f de2v dansX telle queEy = (f x f)~'(A) (E, étant 'ensemble des suites infinies de 0 et de 1
égales a partir d’'un certain rang).

Il suffit donc de regarder le cas ol = Ey. Posons, siv € 2¢, go(a)(p) = 1 — a(p), et
gn(a)(p) = a(p) & p > (n—1) sin > 0; la suite(gy,) est une suite d’homéomorphismes, et
converge simplement vers Posons égalemerit = (J, ., Gr(gn), C = Gr(go) ; par ce qui
précedeB est borélien a coupes compactes, donc esTPpt; C est ouvert, et on a la double égalité
BNA=CnNB = U, Grgn). Ce derier ensemble est nondat), a cause du lemme 3.5
applique aX =Y =C, = D,, = 2¥,(g,), etA = B. O

On donne maintenant un résultat qui est une condition anffispour obtenir la conclusion du (2)
de la preuve précédente, mais sans borne sur la classe dige\Watentielle ded (par la remarque
1.5.(a), un borélien a coupes verticales co-dénomesadst paf1))).

Ce résultat se rattache aussi au théoréme 2.3, qui ingptige si4 est non-patx?), A contient
un graphe de fonction injective continue définie sur uneiecole 2¢ (la réciprogue étant fausse :
prendred = 2% x 2¥ 1'). Cependant, la réciproque est vraie si la tracedd®ur un rectangle parfait
est un tel graphe, comme on I'a vu dans la preuve du (ii) dedpqsition 4.8.

Théoreme 4.10SoientX etY des espaces polonais 4tun boliena coupes horizontales maigres
de X x Y tel quell’; A soit non maigre ; alors il existe une copfe (resp. Q) de2“ dansX (resp.
Y’), et un hor@omorphisme de P sur @ tels queGr(¢) = (P x Q) N A.

Rappelons un lemme démontré dans dans [Ke] :

Lemme 4.11 Si X etY sont des espaces polonais4atest boEliena coupes horizontales maigres de
X x Y, A est contenu dans unéunion énombrable de bé&liensa coupes feripes rares de{ x Y.

Lemme 4.12 SoientG et Y des espaces polonaig, une fonction continue “meager-to-one” d&
dansY, O un ouverta coupes horizontales denses@ex Y, ¢ > 0, et pouri = 0, 1, M; (resp. N;)
des ouverts non vides dg (resp. Y) tels queM; C f~1(V;). Alors il existe des ouverts non vides
M/ (deG) et N/ (deY) tels que

(2) 6(M! x N}) <e
(3) NyNN|{ =10
(4) M} x N{_, CO
(5) M! C f~L(N))

Démonstration. f est “‘meager-to-one”, donc on peut trouyedansf”’ M;, yo # y1, et des ouverts
O; deY avecy; € O; CO; C N; etOgN Oy = 0.

PosonsR := (Mo N f~1(0p)) x T [(My x O1) N Gr(f)] ; remarquons qué&, est non vide.
En effet, sizg est un antécédent dg dansM,, (zo,y1) est dansk,. On trouve alorgz,y) dans
RoN O : en effet, Ry \ O est fermé deR, a coupes rares relativement\, N f~1(Op) (qui est
ouvert deGG), donc est fermé rare d&y. SoientL; et N| des ouverts de diameétre au phutels que
(m,y) € Ly x N{ - L_1 X N{ - [(MO N fﬁl(OQ)) X Ol] NnOoO.
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Alors posonsR; = (M N f~1(N])) x I§.[(L1 x Og) NGr(f)] ; 1a encore,R; est non vide : en
effet, siz; est un antécédent dedans)M, (z1, f(z)) est dansR;. On trouve(z’,y') dansR; N O,
comme avant, et aussi des ouve¥s, N/, de diametre au plus tels que I'on ait

(,y') € M{ x Nj C M x Ny C [(M1n f~H(N7)) x Og] N O.
Il reste & posens)) := Ly N f~1(N}). O

Démonstration du theoreme 4.10Soit N un ouvert non vide d& sur lequel 'analytiquél’; A est
co-maigre. On peut alors appliquer le lemme 4.19,&", et AN (N x Y'), ce qui fournit une suite
croissantg F,,) de boréliens a coupes fermées raresVde Y, dont la réunion contiend N (N x Y').
Par le rappel 1.1.(b) on trouve une topologie polonaiserr Y affinant la topologie initiale de sorte
queF,, soit fermé deV x (Y, 7).

Par le theoreme de Jankov-von Neumann, on trouve unddontBaire-mesurable uniformisant
AN (N xY)surNNII% A ; soit alorsG un G5 dense deV, contenu dansV N IT% A, sur lequelf
est continue @ existe carN N 1T’ A est co-maigre dany’).

On construit des ouverts non Vid@s, ) ;co<w deG et (Wy)geo<w de (Y, 7) vérifiant, si
Us := Vi x W,

(i) Usi C U

(i) 6(Us) < |s|"Lsis #0)

(113) Ws~o N Ws~1 =10

(iv) Vs#te 2V, x W, C F,
(v) Vs C fH (W)

Si on a construit ces objets, posons

{(Zﬂa,ya)} = ﬂ Ua[n = ﬂ f]—n'

new new

Alors {(z4,ya) / @ € 2¥} est une copie de“ qui le graphe d’une injection partielle (ceci résulte
de (iii) et (v), qui assure la disjonction d& - et V;~; si s est dan®<“). Les projections de ce
graphe définissent les copigset Q de 2 annoncées. Par (v} est la restriction dgf a P, qui
est contenu dang, donc¢ est un homéomorphisme desur@. L'inclusion du graphe de dans
(P x Q)N A est alors claire. Inversement, (Si,, y3) est dangP x Q) \ Gr(¢), a # [ donc par
(iv) on trouven > 0 tel quea(n # ([n ; par conséquerttr,, y3) n'est pas dansg,, sin < m + 1
et(zq4,yp) N'est pas dansl.

Montrons donc que la construction est possible. On p@se= G et W) := Y. Admettons avoir
construitU, pours dans2=" vérifiant les conditions (i)-(v).

On va appliquer plusieurs fois le lemme 4.12f &t & des ouverts d€ et (Y, 7), ce qui est licite
puisquef est “meager-to-one” su¥, donc surG qui est co-maigre dany’.
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On commence & appliquer ce lemme 4.12a(n+1)"1, 0 = (G x Y) \ F,, My = My =V,
et Ny = N1 = Wy, de sorte qu’on a assuré (i)-(iii) et (v), ainsi que (iv) ptes couples de la forme
(s™i,s(1 — 1)), avecs dans2” eti dans 2 (on obtient aindi,—~g, Vi~1, Ws~0, Ws~1). Si jamais,
pour u etwv distincts dang™*!, (f/u X VT/U) N F,, est non vide, on diminue a 'aide du lemme 4.12
appliqué aVM, = V,, My, = V,, Ny = W, N1 = W,, V., et W, de maniére a éviteF,, tout en
conservant (v). On réalise ainsi (iv) au bout d’'un nombredechangements éventuels (majoré par
(2n+1)2)_ N

Par le (i) de la proposition 4.8, on/3 (pot(X9) N pot(T19)), donc on a fortioriP; (pot( Do (X9))).
On va donner une nouvelle preuve de ceci mais sous une forenedigp plus forte, du type du
théoreme rappelé au début du paragraphe.

Comme il résulte de la preuve du (ii) de la proposition 4i.8) st a coupes dénombrables et est
non-potX?), on trouve des injections continueset « telles queA (2¥) = (¢ x )~1(D), donc en
particulierA(2¥) <p A. Mais dans la preuve du theoréme 3.7, on a vufy(®’) £p Dy, et par 3.6,
Dy est non-pat=y) ; mais pour montrer quA (2*) £p Dy, on a utilisé le fait queD, est a coupes
co-dénombrables. Or il se trouve que les(pBt) non-potX¢) a coupes co-dénombrables n’existent
pas : sinon soit une topologie sut” rendant les coupes d’'un tdl fermées ;H’{/(/l) serait ouvert
de (Y,7) eton auraily. (A) = U,cx A(@) = U, e, A(zn) carll}.(A) est un espace de Lindelof ;
commeA(z,,) est denombrabld]?. (A) le serait aussi et par la remarque 241serait potAY). On
peut donc se demander si on n'a pas la une caractérisagotvehis” potTI?), a savoir : siB est
pot(I19), B est non-patxy) si et seulement sk (2+) <p B. On va voir que c’est bien le cas. On

noteLg := {(a, ) € 2¥ x 2¥ / a <jax B}

Théoreme 4.13Si A est potDo(X9)) dans un produit de deux espaces polonais, les conditions
suivantes sortquivalentes :

(i) A est non-pat=?).
(i) Il existe des fonctions injectives continugs de 2¢ dans X, et ), de 2* dansY, telles que

A(2¥) = (¢ x )~ (A) ou Lo = (¢ x 1)~ (A).

Démonstration. Montrons que (ii) implique (i). On a vu au chapitre 2 gi¢2) est non-patx?),
donc siA(2¢) = (¢ x ¥)~1(A), A est non-pat=y). Il suffit donc de voir quelg est non-pat=?),
et il suffit de montrer qué\(2+) <p L,. Posons donc :

f(oz,ﬁ):{ ( aﬁ) sia > 43,

[0
(6, ) sinon.
Alors A(2¥) = f~1(Ly), et f est dan<g’y :

fla,)eCxD < (a>petacCetfeD)ou(a<pfetac DetfeC)
< (aeCnDetgeCnND)ou(a>petaecCetfeD)ou
(o< fetae DetpeC)

Montrons maintenant que (i) implique (ii)4 est potD2(X?)), donc par la proposition 2.2 on a
A = (Upew Cn x D)\ V, avecC,, D, boréliensV dans pot>?), et la réunion disjointe.
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En effet, on peut supposer cette réunion des rectanglgsntés: siE = (J,,c,, An X By, et si
I C n,posons Ch1 == An N[ Nier[Ai \ (Ujg( (m\D) Aj)l, Dn1 = By \ (U Bi)- Alors on vérifie
facilement que = U, ;c,, Cn,1 X Dy, 1, Cette réunion étant disjointe.

On trouve alors: tel que(C,, x D,,) \ V ne soit pas pd&?) ; or (C,, x D,,) \ V est potIl}),
donc si on admet le résultat podrdans pofI1?), on a le théoréme, par disjonction de la réunion (en
effet, ¢ (resp.v) est a valeurs darG,, (resp.D,,)).

Quitte a affiner les topologies, on peut supposer 4uest fermé, puisque la continuité deet ¢
avec des topologies plus fines entrainera la continuité kestopologies initiales.

On construit par récurrence slgt, ous € 2<%, des ouverts-fermés non vidés C X, W, C Y
tels que sU; := V; x W,

(i) Us~i CUs

(i) 6(Us) < |s|~tsis #0)

(ZZZ) ~0 N Vi~ = We~ogNWe—~1 =10
(1v) U NA¢ pOt(ZO)

(U /\0 X W ~1 C A

Posond/y := X x Y, et admettons avoir construit/y ), .,<. vérifiant (i)-(v). Recouvrond’; et W
par des ouverts-fermés de diamétre au plsis+ 1)1, soient(V;,) et (W,). Ona

ANU, = | An (Vo x W),

n,pew

donc I'un desA x (V;, x W,) est non-po=?). Posons/ := V,,, W := W, ;onal := V xW C Uy,
ANU ¢ pot(x9), et6(U) < (]s] + 1)1

PosonC := U {B /B € U etANn B € pot(x0)}, A’ := (ANU)\ C. CommeC est de
Lindelof, AN C est potx?).

Montrons qu'il existg(z, 2’, y, ') dansV2 x W2 tels que(z, y) et(z’, y') soient danst’ et (2’, y)
ne soit pas dand. Sitel n'est pas le cag]’i A’ x 115, A’ C U N A, donc commé/, W, et A sont
fermésIIx” A’ x IIy” A’ C U N A, d’'ou I'égalité

ANU = [ A x TIEATU AN (V\TTRA) x W) UAN(V x (W \ TIZA7))].

Le premier terme du membre de droite est un rectangle karédionc est p¢E!) ; le deuxieme est
contenu dan§’, et vautAn C N [(V \ IT% A’) x W], donc est paB?), ainsi que le troisieme. Donc
ANU est potx?), ce qui est exclus.

CommeU \ A est ouvert, soien¥, T' des ouverts tels que’,y) € Z x T C U \ A ; on peut
poserVi~g = Z, Vs~ =V \Z, Ws~g :=WN\T, Ws~1 :=T.

Verifions (iv) : (2/,y) estdand/;~o N A = (Z x W) N A, doncU,~o N A n'est pas pd?).
De méme pout/;~; N A, avec(z,y).
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Soit ®, de2¥ dansX x Y, définie par {®(a)} = (e, Uafn ; @lOrs®”2¢ = Gr(f), ou f est
une injection continue définie sur la cofil§, Gr(f) de2*. De plusGr(f) C A car par (iv), il existe
(v, B5) dansU,p, N A, et la suite((vy, 87 ) )new CONVerge vers(a), donc®(a) est dansA qui
est fermé. Enfin, siv <|gy 3, ((ILx o ®)(a), (IIy o ®)(5)) n'est pas dansl, par (v). Posons donc
E = (llx o ®) x (Ily o ®))~1(A);ona

() A(2*) C B
(b) @ <jex 8= (0, B) ¢ E

Montrons que® contient une copi¢ de2* telle queENZ2 = {(a, B) € 2°x2¥/(B,a) € Lo}NZ?
OUA(2¥) N Z2.

Premier cas.Pour toute suite d2<“, N2\ E n’est pas antisymétrique.
On construit alors par récurrence $sirune suite(V;) de A{(2¢) non vides vérifiant
(1) Vs~ C Vi
(2) 6(Vs) <|s|™'sis #0
(3) (Vom0 x Vem1) U (Vs~1 X Vi) C B

Ceci ne pose aucun probleme puisduiest fermé dang” x 2 et queV,2\ E n’est pas antisymétrique.
La formule {g(a)} := (,c,, Varn définit une injection continug, qui est un homéomorphisme de
2 sur son imageZ, qui par (a) verifiel N 22 = A(2¥) N Z2.

Second casll existe s dans2< telle queN? \ E soit antisymétrique.
Alors par (a) et (b)Z := N, véerifie EN Z2? = {(a, B) € 2° x 2¥/(B,a) € Lo} N Z2.
Soit alorsf un homéomorphisme décroissant2fesur 7 ; les fonctions composées
¢p:=Illxodof

ety := Iy o ® o f répondent au probleme. O

Corollaire 4.14 (a) Sous les hypoéises du thoreme 4.13, on a
A ¢ pol(E9) & A2Y) <p Al

(b) On ne peut pas trouvet, tel que siA est bokélien d’'un produit de deux espaces polonais, on ait
(c) SoitA un botlien d’un produit de deux espaces polonais. Aldrs pot(A?) si et seulement si
A <p A(2¥).

Démonstration. (a) SiA est non-patx?), par le theoreme 4.13\(2¥) <p AouLy <p A, etona
vu dans la preuve qua(2¥) <p Lg, doncA(2*) <, A. Laréciproque résulte du chapitre 2.
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(b) Avec A := A(2¥), on voit que sid, existait, Ay serait potI1?). Avec A := Ay, on voit que
Ay serait po@l‘[o) non- po(EO). Par (a), on aurait donA(2¥) <, Ag. Avec A := Dy, on aurait
Ay <p Dy, doncA(2¥) <p Dy, ce qui est exclus par la preuve du théoreme 3.7.

(c) Si A est potAY), et si
_ § (09,09) si(z,y) € A,
flay) = { (0%, 1¢) sinon,

f estdang’y et réduitA aA(2¥) ; A(2¥) £p A carA(2) n'est pas pa=?).

Réciprogquementd <p A(2¢), donc A est potII?) ; si A était non-pot?), par (a) on aurait
A(2¥) <p A, ce qui est exclus. O

Le contre-exempleDy prouve que I'hypothéseA € pot(Do(X9))” du théoréme 4.13 et du
corollaire 4.14.(a) est optimale du point de vue classe deégé/a

On ne peut pas se ramener a un seul exemple typigue dareolenhé 4.13, avec des réductions
rectangulaires : si

C <r D & ilexiste f, g boréliennes telles qué = (f x g)~ (D),

alorsA(2¥) L Lp, comme on le vérifie immédiatement.

5 Uniformisation partielle des Gs.

On va montrer dans ce paragraphe des théoremes d’'undation partielle des/s, dont le but
est d’essayer de trouver une réciproque au lemme 3.5. @esctihes sont a rapprocher d’'une part
de résultats dans [GM] et [Ma], ou au lieu de considéraral@gorie, il est question d’ensembles de
mesure 1 sur chacun des facteurs ; et d'autre part de risstédtas. Debs et J. Saint Raymond, ou il est
guestion de fonctions totales et injectives, avec des hyses de compacité sur chacun des facteurs
(cf [D-SRY)).

Lemme 5.1 SoientX’ un ouvert-fernd non vide des, Y un espace polonaig;” un ouvert non vide
deY, e > 0, etO un ouvert dense d&’ x Y’ dont la projection estX’ ; il existe des suite$Uy,)
(d’ouverts-ferrgés non vides de“) et (V}) (d’ouverts non vides d¥) telles que

(1) Ugew Uk (resp. Uye,, Vi) est dense dang” (resp.Y”)
(2) Uk X Vk - O

(3) 6(Uk), (Vi) <e

4)U,NU;=0sip#q

Démonstration. Soit (W;,,) une partition deX’ en ouverts-fermés, avexW,,,) < ¢ etW,, # 0
(c’est possible caX’ est homéomorphew&”). Soit (7;,,) une base de la topologie d&. Par densité
deO, on trouve(zy,, ym,) dans(W,, x T,,) N O, et un ouvert-fermé,,, de X', un ouverty,, deY”’
tels ques(Y;,) < &, €t(Tm, Ym) € Xm X Yo C (Wi x Tp) N O. SilY, e, Xm €st dense dang’,

on a construit, en prenabf, := X, etV}, := Y}, les ouverts cherchés ; en effet, ils vérifient bien les
conditions(1)-(4).
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Sinon, siz est dansX” \ |, ¢, Xm, On trouve un ouvert-ferm&, de X', y, dansO(x), et un

ouvertR, deY tels que I'on aith(Z,), d(R,) < ¢, et également I'inclusion

(#,Yz) € Zz x By CON[(X"\ | Xm) x V7).

mew

On aX/ \ Ume = UZ$ = Unew Z$n = UnEw [an \ (Up<n )] pL’lISqueX/ \ Umew X eSt

un espace de Llndel()f. Posoffs = Z,, \ (Up<n Zz,) ; s'il'y @ une infinité deZ,, non vides, on
note(Z,) la suite formée de ces ouverts-fermés (on trouve dgnel queZ;, = an).

Sinon, on partltlonne uanO non vide en une suite d'ouverts-fermés non videsKdeet on note
(Z,,) la suite formée deg,, non vides (pourn # n) et de la partition déinO ;onaencoreZ;, C an,
avec éventuellement;,, = ny,.

Il reste a poser iy, = Ry, puisUsy := Xy, Usgr1 := Zg, Vor := Yk, Vopa1 := Ry. O

Théoreme 5.2 SoientX, Y des espaces polonais non vidés,étant parfait, A un G5 dense de
X x Y. Alors il existe de€7s densed” (dansX) et G (dansY’) et une surjection continue ouverfe
de F' sur G dont le graphe est contenu dads(avec de plug” homéomorphe w®).

Démonstration. On peut supposer & coupes verticales co-maigresA est maigre, donc a ses
coupes verticales maigres, sauf sur un ensemble maigreréime de Kuratowski-Ulam)4 a donc
ses coupes verticales co-maigres sutigrdenseH de X, qui commeX est polonais parfait.

On peut supposer également gie= w* (de sorte que sk’ estGs dense deX, F' est homéomor-
phe aw®) : en effet, on procede comme dans la preuve du corollarte 1.

Soit (0,) une suite d'ouverts denses dex Y telle queA =, ., On, ¢o dew dans{(} et, si
n > 0, ¢, une bijection dev surw™. On construit une suitéls )¢, <~ d’ouverts-fermés non vides
de X, et une suitéV; )<~ d’ouverts non vides d& vérifiant

(7) Un6w Us—y, (resp. Un6w s—n) €st dense danig, (resp.V)
ZZ) Us x Vg CO(H 1) Sls#(l)

(
(13i) 6(Us), o(VX )<]s] lsis#£0
(iv) Us~p NUg~, =0 Sin#m
(v

) (Ukew V¢n k)) N Um+p<n[v¢m \ Ulew V¢m(13) l)] 0

On posely := w®, Vp := Y ; admettons avoir construfUs ) s<n €t (Vs)|s<ns (Ug, (p)~k)p<m kew:
(Vi (p) ) pm ke VETITiaNt ()-(v).

On construit, si ce n'est déja fait/,, ;m)~«)kewr Vs, (m)~k)kew €N appliquant le lemme précédent
ac:=(n+1)"1 X =Uy, (m)

Y=V \ U Wauw) \ (U Vau-0),
qgt+p<n lew

O :=0,N(X'xY’);les conditions demandées sont vérifiées, la densiosant pas de probleme
car 'adhérence ci-dessus est rare.
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PosonsF' := (), c,(Uscwn Us)s G = Nhew(Usewn Vs): F €t G sont clairement de&'s denses
deX etY.

Si z est dansF’, on trouve pour tout: une unique suite,, dew” telle quexz € U, et aussi
Sn < Sp41 ; alors(Vs, ) définit f () dansG, et f est clairement continue cgdf (F N Us) C G N V.
Montrons l'inclusion inverse, ce qui achévera la preuve.

Soit doncy dansG NV, etp tel ques = ¢4 (p) ; alors il existe un entien(|s|) tel quey soit
dansVi~(js))» Sinony ¢ G car par (v), on aurait alorg ¢ | J,.c,, Vo iapspia(k) 3 ON construit comme
ceci par recurrence dansN; tel que{y} = (,,c,, Vafn s mais alorqU,,) définitz danst' N U; tel
quef(xz) =y. O

On ne peut pas supprimer complétement une des hypothéisespérer mieux avec ces hy-
potheses, dans le sens suivant :

- Si on ne suppose pas parfait, prendreX = w ety = 2¢,

- Si on ne suppose pas queestGy, prendreX =Y = 2¥ et A = (2% x 2¥) \ (P X Pno).
- Si on ne suppose pasdense, prendr& =Y =2“ et A = {(0¥,0¥)}.

- On ne peut pas avojf totale ou surjective suy : prendreX =Y = 2 et A = P2.

- Enfin, on ne peut pas avajrinjective : prendreX = 2¥ etY = w.

Lemme 5.3 Soients > 0, U etV des ouverts non vides d¢’, etO un ouvert dense d€ x V ; on
trouve alors des suitelsZ,,) et (T,,) d’ouverts-fernés non vides de* vérifiant

(1) 0(Zn), 0(Tn) <e

(11) Zp xT, CO

(14i) Zn N Zp =T, NIy =0Sin#m
(iv) Unew Zn €St dense dang/

Démonstration. Soient(U,,) une base de la topologie @& et (V;,) une partition dé/ en ouverts-
fermés non vides de diamétre au ptus\lors O N (U,, x V,,) est non vide, donc contielit,,, y,,) et
on trouve des suitesX,,) et (Y;,) d’'ouverts-fermés de“, aveci(X,,) < ¢ et

(Tn,yn) € Xn XY, CON (U, x Vy).

Réduisons la suitéX,,), ce qui fournit(W,,). S'il'y a une infinité del¥,, non vides, c’est terminé.
Sinon on partitionne umV,,, non vide et leY;,, correspondant en une suite infinie d’ouverts-fermés
non vides. O

Théoreme 5.4 Sous les hypo#tses du teoreme 5.2, si de plu¥ est parfait, on peut avoir pouf
un hongomorphisme.
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Démonstration. Comme dans la preuve du théoreme 5.2, on peut supposex ghe= w®.

Soit(O,) une suite d'ouverts denses de x w* telle queA =, ., On. On construit alors des
suites d’ouverts-fermés non vides@e, (Z;) s <w €t (Ts)secw<w Verifiant

(1) 8(Zs), 6(Ts) < |s| ' sis #0

(2)2 x T COH 13|S7£@

(3) Unew Zs—n (resp.U, e, Ts—n) est dense dans, (resp.T%)
(4) Zs—~n N Zs—p = Ts~p NTs~py =0 Sin£m

On pose pour commencely = Ty = w”. Admettons avoir construitZ) s <, et (7s)s|<y Verifiant

(1)-(4).

On applique le lemme 5.3a:= (n +1)"4 U := Z,,V := T,, O := O,, N (U x V). Deux
cas se présentent : i := | T,, est dense darg,, c'est terminé : on pos€s—~,, := Z,, et
To~m =T,

mew

Sinon, on applique le lemme 5.3&:= {(z,y) / (y,7) € O, N (Zs x (Ts \T))}, U := T\ T,
V= Zs,e:= (n+1)"1, ce qui fournit(Z/,) et (T7,) vérifiant

(1) 0(Zin), O(T5n) < (n + n=t
(t6) Z], xT! C O, N (Zsx (Ts\T))
(#i7) Umew ' estdense darg, \ T
(i) Z,NZ, =T,NT,, =0sip#m

Posons, sj € w, nj :=min{m € w / Z; N Zy, # 0} ;sim € w, Iy, :== {j € w /n; =m} ; et
Ly, = Ujgm Z} N Z,. Quatre cas se présentent.

Premier cas.I,,, = 0.
On poseZy" := Zy, T§" := Ty, ZJ* =T} =0 sij > 1.
Deuxieme casl,, # 0 et Z,, = L,,.
Soit j, := min I,,,. ON partitionneZ’ N Z,, en 2 ouverts-fermés non vides et Z,, et on pose

Zin = Zo, Ty == Ty,

Z7 =7y, T =T |,

Z0y = Zm mZ’ T]ﬁl-—Tstij>jmetjeIm,
zn = Tm-_V)su>1et(j—1:jmouj—1§é[m).

Troisieme casl,, # () estfini etL,, Cx Z,,.
On pose
Z = Zy \ Ly, T := Ty,
L7y = 2 2y, Ty = T ij € L,
Z =T =0sij>1letj—1¢ L.
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Quatrieme cas.,, estinfini etL,, C Z,.

Soienty une bijection dev sur [,,,, et(Zm),N(Tm) des partitions en ouverts-fermés non vides de
Zm \ L €tT,,. On pose Zgy := Zog, Ty} = Tg, Z3} 1 i= Ziy N pr(k)’ Ty = Té)(k).

On renumérote, de fagon a ce q(&,~, / p € w} = {Z} /4, j € wet Z;ﬁ # 0} ; on pose
To—p = Zj? Si Zg~p = Zj? et(Zs~,), (Ts~,) réepondent au probleme, comme on le vérifie facilement.

Il est maintenant clair que I'ensemifl, ., (U, .~ (Zs x T5)) est le graphe d’'un homéomorphis-
me deF := (), c,(Usewn Zs) SUrG := N, co, (Usewn Ts)- O

Pour pouvoir appliquer ces résultats aux classes de Wautgatjelles, il faut traiter le cas ou le
G est rare.
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