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1 ❙✉♣❡❧❡❝✱ ❈❛♠♣✉s ❞❡ ❘❡♥♥❡s✱ ❆✈❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❇♦✉❧❛✐❡ ❋✲✸✺✺✼✻ ❈❡ss♦♥✲❙é✈✐❣♥é ❈❡❞❡①✱
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2 ◆❳P ❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ✾ r✉❡ ▼❛✉r✐❝❡ ❚r✐♥t✐❣♥❛♥t✱ ❋✲✼✷✵✽✶ ▲❡ ▼❛♥s ❈❡❞❡① ✾✱ ❋r❛♥❝❡
3 ■r✐s❛✲■♥r✐❛✱ ❈❛♠♣✉s ❞❡ ❇❡❛✉❧✐❡✉✱ ❋✲✸✺✵✹✷ ❘❡♥♥❡s ❈❡❞❡①

4 ❋r❛♥❝❡ ❚❡❧❡❝♦♠ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✹✷ r✉❡ ❞❡s ❈♦✉t✉r❡s✱ ❇P✻✷✹✸✱ ❋✲✶✹✵✻✻
❈❛❡♥ ❈❡❞❡① ✹✱ ❋r❛♥❝❡

❆❜str❛❝t✳ ❘❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❞❡r✐✲
✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❝r❡t ❦❡② ❢♦r t❤❡ ✭✈❛r②✐♥❣✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✳ ❙✉❝❤
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ✇❛② t♦✇❛r❞s ❜r♦❛❞❡r ✉s❡s ♦❢ ❜✐♦♠❡tr✐❝s ❢♦r
s❡❝✉r✐t②✱ ❜❡②♦♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞
♦♥ ✜♥❣❡r♣r✐♥ts t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❡✱ ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s❡❝r❡t ❢♦r s❡❝✉r✐t② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❯♥❧✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s
✇♦r❦✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ❛ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦r❞❡r❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦♠❡tr✐❝
❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❇✐♦♠❡tr✐❝ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s
s✉❝❤ ❛s ✈♦✐❝❡♣r✐♥t✱ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ♦r ✐r✐s s❝❛♥ ❬✾✱ ✷❪✳ ❋r♦♠ ♣❡rs♦♥❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ✉♥❧♦❝❦ t♦
❡✲♣❛ss♣♦rts✱ ❜✐♦♠❡tr②✲❜❛s❡❞ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ s♣r❡❛❞ ✐♥t♦ ♦✉r ❧✐✈❡s✳
❙✉❝❤ s❝❤❡♠❡s ✉s✉❛❧❧② r✉♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ✉s❡r ♣r❡s❡♥ts ❤✐s ❝✉rr❡♥t ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✱
❛♥❞ t❤❡ ✈❡r✐✜❡r ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❜✐♦♠❡tr✐❝ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛
❛❝q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥r♦❧❧♠❡♥t✳

❇✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ♥❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
❢♦r s❡❝✉r✐t② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ t❤❡② ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ❢♦r❣❡✱ t❤❡② ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ t♦ ❡❛❝❤ ♣❡rs♦♥✱
❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡♥tr♦♣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦s
✇❤✐❝❤ s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡✐r ❛❞♦♣t✐♦♥✿ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❤✐s ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✱ ❜✐♦♠❡tr✐❝
❞❛t❛ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡❛s② t♦ st❡❛❧✱ ❛♥❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦
✈❛r✐❛t✐♦♥s✳

❆s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ✈❛r②✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣❛ss✇♦r❞ ♦r
❛s ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s❡❝r❡t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡♥t ❛❝r♦ss ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥s❡✲
❝✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❣❛✐♥st r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❤♦s❡ ❧♦ss
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❛str♦✉s✳ ❙❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❋✐rst✱
r❡❝❡♥t s❝❤❡♠❡s ❛✈♦✐❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♥❡✇ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t s❡❝r❡t ❦❡②

⋆ ▼♦st ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ t❤❛t t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ st❡♠s ❢r♦♠ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs
❛t ❋r❛♥❝❡ ❚❡❧❡❝♦♠ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❈❛❡♥ ✭❋r❛♥❝❡✮✳



❢r♦♠ t❤❡ ✭✈❛r②✐♥❣✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✳ ❙✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ♥❛t✉r❛❧❧②
❛❞❞r❡ss t❤❡ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❙t✐❧❧✱ st♦❧❡♥ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ❛r❡ st♦❧❡♥ ❢♦r ❧✐❢❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❦❡②✱ t❤❡②
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♦r ❞❡str♦②❡❞✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❧❛st ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ✉s❡ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ s❡❝r❡t ✈❛❧✉❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✉s❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
t❤❡♠ ❞✐r❡❝t❧② ❛s ❛ s❡❝r❡t✳ ❋❡✇ s✉❝❤ ♣r♦♣♦s❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜♥❣❡r♣r✐♥ts t♦
❛ss♦❝✐❛t❡✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❡✱ ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s❡❝r❡t
❢♦r s❡❝✉r✐t② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✳✶ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t st♦r✐♥❣ ❜✐♦♠❡tr✐❝ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❢♦r ❞✐st❛♥t
❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ❏❛✐♥ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✶✻❪✳
■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞♦ s♦ ❬✽❪✱ ❏❛✐♥ ❛♥❞ ❯❧✉❞❛❣ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ✇❛t❡r♠❛r❦✐♥❣ t♦
s❡❝✉r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② st✐❧❧
✉s❡ ❛ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡✳

■♥ ❬✶✶❪✱ ❏✉❡❧s ❛♥❞ ❲❛tt❡♥❜❡r❣ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst ❝r②♣t♦✲❜✐♦♠❡tr✐❝ s②st❡♠ ❝❛❧❧❡❞
❢✉③③② ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❦❡② ✐s ❞❡❝♦♠♠✐tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❜✐♦♠❡tr✐❝
❞❛t❛✳ ❋✉③③✐♥❡ss ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭✉♥❞❡r s♦♠❡ s✉✐t❛❜❧❡
♠❡tr✐❝s✮ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s✱ ❛♥❞ r✉♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t C ⊂ {0, 1}n ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❞❡✲
✇♦r❞s ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ s❡❝r❡t ❝♦❞❡✇♦r❞
c ∈ C✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❦❡② ✐s t❤❡ ❡♥r♦❧❧❡❞ ✜♥❣❡r♣r✐♥t x ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t
✐s t❤❡ ♣❛✐r (c − x,H(c))✱ ✇❤❡r❡ H ✐s ❛ ♦♥❡✲✇❛② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛ ✉s❡r tr✐❡s t♦
❞❡❝♦♠♠✐t ❛ ♣❛✐r (c − x,H(c)) ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❦❡② x′✱ ❤❡ ❛tt❡♠♣ts t♦
❞❡❝♦❞❡ c − x + x′ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝♦❞❡✇♦r❞ c′✳ ❉❡❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐❢
H(c′) = H(c)✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ✉s❡r ❤❛s r❡tr✐❡✈❡❞ ❤✐s s❡❝r❡t c✳ ■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱
t❤❡ ❦❡② x ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✱ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♠✐♥✉t✐❛❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s
t✇♦ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✳ ❋✐rst✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ x✱ s✉❝❤ ❛s r❡✲♦r❞❡r✐♥❣✱
❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥✴❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ x✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s✉❝❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢r❡✲
q✉❡♥t ✐♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❤♦❧❞s ♦♥❧② ✐❢ x ✐s
✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ r❡❛❧✐t②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ ❏✉❡❧s ❛♥❞ ❙✉❞❛♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢✉③③② ✈❛✉❧t
s❝❤❡♠❡ ❬✶✵❪✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ♠❛② ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛♥ ♦r❞❡r✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢✉③③② ❝♦♠♠✐t♠❡♥t s❝❤❡♠❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥
❝♦❞❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❛s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✈❡r
❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ s❡❝r❡t s ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ♦❢ ❞❡❣r❡❡
d ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
♣❛✐rs R1 = {(x, p(x)}1≤i≤n✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
♠✐♥✉t✐❛❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✳ ❆ s❡t R2 ♦❢ ❝❤❛✛ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♦♥
p ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ R1 t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ✈❛✉❧t V ✳ ❚♦ r❡❜✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡❡❞✲
❙♦❧♦♠♦♥ ❞❡❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ✉s❡r ♥❡❡❞s d+1 ♣❛✐rs (x, y) ∈ R1 ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
n ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❡st❡❞ ❜② ❯❧✉❞❛❣ ❛♥❞ ❏❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡
■❇▼✲●❚❉❇ ❞❛t❛❜❛s❡ ❬✶✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢✉③③② ✈❛✉❧t ❤❛s ♦♥❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts r❡str✐❝t❡❞ ✉s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ✐s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡

✷



✜♥❣❡r♣r✐♥t ✐ts❡❧❢ ✐s✱ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠✐♥✉t✐❛❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ❛r❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts
♦♥ p ✐♥ t❤❡ ✈❛✉❧t V ✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛✉❧ts ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ ❛s t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✉t✐❛❡✱
❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✉s❡r ✇♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧ ❤✐s ♠✐♥✉t✐❛❡✳

◆❡①t✱ ❈❧❛♥❝② ❡t ❛❧✳ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉③③② ✈❛✉❧t
✐♥ ❛ s❡❝✉r❡ s♠❛rt❝❛r❞ ❬✹❪✳ ❚❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t s❡❝✉r✐t②
❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ❢✉③③② ✈❛✉❧t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡② t❤✉s
❞❡✜♥❡❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ s❝❤❡♠❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ✈❛✉❧t✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✇❛② t♦
✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❤❛✛ ♣♦✐♥ts ❛❧s♦ ②✐❡❧❞s ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛✛ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥
t❤❡ ✈❛✉❧t✳ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ▲✐ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❬✸❪ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡②
s❤♦✇ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ s❡❝r❡t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣❡r ✇❛② ♦❢
❝❤♦♦s✐♥❣ ❝❤❛✛ ♣♦✐♥t ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ tr✐✈✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❦♥♦✇♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❧♦ss✳

✶✳✷ ❈♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ P❛♣❡r

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡tr✐❡✈❡✱ ❛
❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✜♥❣❡r♣r✐♥t
❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s
r❡❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛ ✇❡ ❝❛❧❧ ❋✐♥❣❡r❑❡②✳
❚❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t ♥♦ ✐❧❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ✉s❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r❣❡ ✐t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡✱
✇❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♠✐♥✉t✐❛❡ s❡t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❆t ❧❛st✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t
r❡q✉✐r❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❛♥② ❜✐♦♠❡tr✐❝ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞
✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ✭s❡❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✮ s❡❝r❡t ❦❡② ✐♥ ❛ s❡❝✉r❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝
♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥♥♦t ❧❡❛r♥ t❤❡ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t♦♦❧s
✇❡ ✉s❡ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s✱ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❛♥❞ ✐ts ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ❣✐✈❡ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❛❞✈✐❝❡ ♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡❝✉r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆t ❧❛st✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦
❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳

✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✷✳✶ ❊rr♦r✲❈♦rr❡❝t✐♥❣ ❈♦❞❡s

▲✐❦❡ t❤❡ ❢✉③③② s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❏✉❡❧s ❡t ❛❧✳✱ ♦✉r s❝❤❡♠❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ✉s✐♥❣ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣
❝♦❞❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✶✷✱ ✶✸❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ✐s t♦ ♣r❡✈❡♥t ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♦✈❡r ❛ ♥♦✐s② ❝❤❛♥♥❡❧ ❜② ❛❞❞✐♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥❝② t♦
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡ m t♦ ❢♦r♠ ❛ ♠❡ss❛❣❡ m′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
m✳ ■❢ s♦♠❡ ❜✐ts ❛r❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r

✸



t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦ r❡❝♦♥str✉❝t m′✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ m✳ ■♥ ♦✉r s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✳

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛♥ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ♦✈❡r ❛ ♠❡ss❛❣❡ s♣❛❝❡ M = {0, 1}k

❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❞❡✇♦r❞s C ⊂ {0, 1}n ✭n > k✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❞✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❡♥❝♦❞❡✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❞❡❝♦❞❡✱ s✉❝❤
t❤❛t ❡♥❝♦❞❡✿M → C ✐♥❥❡❝ts ♠❡ss❛❣❡s ✐♥t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦❞❡✇♦r❞s ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡✿

{0, 1}n → C ∪∅ ♠❛♣s ❛♥ n✲❜✐ts str✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐❢ t❤❡ str✐♥❣ ❞♦❡s
♥♦t ❤❛✈❡ t♦♦ ♠❛♥② ❡rr♦rs✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ♦✉t♣✉ts ∅✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐♥❛r② str✐♥❣s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜✐t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡② ❞✐✛❡r✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ∆ ♦❢ ❛ ❝♦❞❡ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❝♦❞❡✇♦r❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡❝♦❞❡❞✱
❛ str✐♥❣ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st ∆−1

2
❡rr♦rs✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡

❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❝♦❞❡s ❢♦r t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r✳

✷✳✷ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡

❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❝♦♥st❛♥t s❡❝r❡t ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❜✐♦✲
♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② st❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s s❧✐❣❤t
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ❛ ♠✐♥✉t✐❛❡✲❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ t❡①t✉r❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛✲
❜❧❡ ✐♥ s✐③❡✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡
✜♥❣❡rt✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛
✜♥❣❡r♣r✐♥t✳ ■t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏❛✐♥ ❛♥❞ Pr❛❜❤❛❦❛r ✐♥ ❬✶✹✱ ✻❪✳ ❆ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡
✐s ❛ 640✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡❝t♦r ♦❢ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 0 t♦ 7✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦r❞❡r❡❞
❛♥❞ st❛❜❧❡ ✐♥ s✐③❡✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳
❍❡r❡ ✐s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳

❯s✐♥❣ ❇❛③❡♥ ❛♥❞ ●✉❡r❡③ ♠❡t❤♦❞ ❬✶❪✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥
❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r t❤❛t ✇❡ ❛r❡ s❡❛r❝❤✐♥❣✳ ❲❡ ❡①tr❛❝t ❛ ❝✐r❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r 5 ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❜❛♥❞s ❛♥❞ 16 ❛♥❣✉❧❛r ♣♦r✲
t✐♦♥s ♠❛❦✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ 80 s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ❢♦r ❛ 500✲❞♣✐ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❜❛♥❞ ✐s 20✲♣✐①❡❧s ✇✐❞❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡
❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❡❛✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✜♥❣❡r ♣r❡ss✉r❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t♦ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

■❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ❛t ♦♥❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥❣❡r ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✳

❘✐❞❣❡s ❛♥❞ ✈❛❧❧❡②s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♦r✐✲
❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❡r❧② t✉♥❡❞ ●❛❜♦r ✜❧t❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞
❝❛t❝❤ t❤✐s ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❡✈❡♥ s②♠♠❡tr✐❝ ●❛❜♦r ✜❧t❡r ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
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❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✿

G(x, y, f, θ) = exp
{

− 1

2

[

x′2

δ2
x

+ y′2

δ2
y

]}

× cos(2π × f × x′)

x′ = x sin θ + y cos θ

y′ = x cos θ − y sin θ

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t ❢r♦♠ t❤❡ ①✲
❛①✐s✱ ❛♥❞ δx ❛♥❞ δy ❛r❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛
19 × 19 ♠❛s❦ ✐♥ 8 ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ 0 t♦ 157, 5✝✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ 8 ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ♠❡❛♥ ✭❆❆❉✮ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ 0 t♦ 79 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ 0✝✜❧t❡r✱ t❤❡ 80 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s t♦
t❤❡ 22, 5✝✜❧t❡r ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ■♥ t❤❡s❡ 80 ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ 16 ✜rst ❛r❡ t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st ❜❛♥❞
✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ t♦♣ s❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ s❡❝t♦rs ❝♦✉♥t❡❞ ❝❧♦❝❦✇✐s❡✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ❝②❝❧✐❝ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡✱ ✉♣ t♦ 2
st❡♣s✱ t♦ ❤❛♥❞❧❡ r♦t❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ 45✝✳

✸ ❖✉r ❈♦♥str✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs ♦r❞❡r❡❞ ❛♥❞
st❛❜❧❡ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✱ ✐♥ t❤❡ ❢✉③③② ❝♦♠♠✐t♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ❬✶✶❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞
♠✐♥✉t✐❛❡✲r❡❧❛t❡❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ❤❛s ❛ t♦♦ ❤✐❣❤ ❋❘❘ r❛t❡
t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❦❡②✿ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❜❡
❡✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r s❝❤❡♠❡ s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉③③② ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❢✉③③② ❡①tr❛❝t♦r ❛♥❞ ♦❢ ❛
s❡❝✉r❡ s❦❡t❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❉♦❞✐s ❡t ❛❧✳ ❬✺❪✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
t❤❡ s❡❝r❡t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ✇♦r❞ ♦❢ d+1 ❧❡tt❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ d+1
✐♥t❡❣❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ∈ Z[X] ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d✳

❚❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛ ❝❛❧❧❡❞ ❋✐♥❣❡r❑❡②
❢r♦♠ t❤❡ ♣❛✐r (F, p)✱ ✇❤❡r❡ F ✐s ❛ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ n ♣♦✐♥ts ♦❢ p ❛r❡
r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥✱ ✇✐t❤ n > d✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤✐❞❡ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✉s✐♥❣ n st❛❜❧❡ s✉❜♣❛rts
♦❢ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉③③② ❝♦♠♠✐t♠❡♥t s❝❤❡♠❡✳ ❚♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ s❡❝r❡t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✳ ■❢ ❛t ❧❡❛st
d + 1 ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♠✐tt❡❞✱ t❤❡♥ p ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

✸✳✶ ❊♥❝♦❞✐♥❣

❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣❛rt✱ ♦r ❢✉③③② ❡①tr❛❝t♦r ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✺❪✱ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❢✉③③② ❝♦♠♠✐t✲
♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♦♥ ❛ s❡❝r❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❋✐rst✱
t❤❡ s②st❡♠ ❝❤♦♦s❡s ❛ s❡❝r❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐✲
❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡❝r❡t ❦❡② ❝❤♦s❡♥ ❜② ✉s❡r U ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s♣❛❝❡✮✱ ❛♥❞
n r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥ts p0 . . . pn−1 ♦♥ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭n > d✮✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ❜② l − bit str✐♥❣s✱ ❛♥❞ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ RS✲❡♥❝♦❞❡

✺



✇❤✐❝❤ ♦✉t♣✉ts n ❝♦❞❡✇♦r❞s c0, . . . , cn−1 ∈ {0, 1}l+e✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱
RS✲❡♥❝♦❞❡ ✐s t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❝♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡
FU ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ✐s t❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ n ♣❛rts FU = f0|| . . . ||fn−1✳ ❚❤❡ s②st❡♠ t❤❡♥
❝♦♠♣✉t❡s {δi = ci − fi, 0 ≤ i ≤ n − 1}✳ ❚❤❡ ❋✐♥❣❡r❑❡② KFU

❢♦r ✉s❡r U ❝♦♥s✐sts
♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs (δi,H(ci)) ✇❤❡r❡ H ✐s ❛ ♦♥❡✲✇❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ 0 ≤ i ≤ n − 1✳
❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ❋✐♥❣❡r❑❡② ✐s t❤❡♥ ♠❛❞❡ ♣✉❜❧✐❝ ❢♦r
❢✉t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ s❡r✈❡r ♦r ✐♥ ❛ ✉s❡r✬s s♠❛rt❝❛r❞✳

❋✐❣✳ ✶✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❋✐♥❣❡r❑❡② ❡①tr❛❝t♦r ❢♦r ✉s❡r U

■♥♣✉ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d

✐♥t❡❣❡r n ✇✐t❤ n > d

❢❛♠✐❧② (pi)0≤i≤n ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ p

❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ FU = f0|| . . . ||fn−1

❖✉t♣✉ts ❋✐♥❣❡r❑❡② KFU

❆❧❣♦r✐t❤♠ KFU
← ∅

❋♦r i ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ 0 t♦ n− 1 ❞♦
ci ←RS✲❡♥❝♦❞❡(xi, p(xi))
δi ← ci − fi

KFU
← KFU

||(δi,H(ci))
❘❡t✉r♥ KFU

✸✳✷ ❉❡❝♦❞✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❤✐s s❡❝r❡t✱ ✉s❡r U ❤❛s ❤✐s ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ F ′
U = f ′

0|| . . . ||f
′
n

♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❧♦♦❦s ✉♣ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❑❡② KFU
❢♦r U ✱ ❛♥❞

✉s❡s t❤❡ RS✲❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ δi + f ′
i ✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st

❝♦❞❡✇♦r❞ c′i✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❘❡❡❞ ❙♦❧♦♠♦♥ ❝♦❞❡ ❢♦r
❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❘❡❡❞ ❙♦❧♦♠♦♥ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ RS✲❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ■❢ ❡q✉❛❧✐t②
H(ci) = H(c′i) ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ■❢
❛t ❧❡❛st d + 1 ✈❛❧✉❡s f ′

i ✭i ≤ 0 ≤ n✮ ②✐❡❧❞ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡❝♦♠♠✐t♠❡♥t✱ t❤❡ ✉s❡r
✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❜✉✐❧❞ p ✉s✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s❡r ✐s t❤✉s ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞
❛s U ✐❢ ❤❡ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ❞❡❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❛t ❧❡❛st d + 1 ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤✉s r❡❜✉✐❧❞ t❤❡
s❡❝r❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ t❤❡♥ r❡❜✉✐❧❞ t❤❡ ✉s❡r✲❝❤♦s❡♥ s❡❝r❡t✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

✸✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 1000
♣✐❝t✉r❡s✳ ■♥ ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ✈❛❧✉❡s r♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st
✐♥t❡❣❡r✳ ■t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ❞✐✛❡r❡❞ t♦♦ ♠✉❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

✻



❋✐❣✳ ✷✳ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❙❡❝✉r❡ s❦❡t❝❤ ❢♦r ❛ ✉s❡r ♣r❡t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❜❡ ❯
■♥♣✉ts ❞❡❣r❡❡ d ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

✐♥t❡❣❡r n ✇✐t❤ n > d

❯s❡r ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ F ′
U = f ′

0|| . . . ||f
′
n−1

❋✐♥❣❡r❑❡② ❢♦r ✉s❡r U KF ′

U
= (δ0,H(c0))|| . . . ||(δn−1,H(cn−1))

❖✉t♣✉ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ♦r ❋❛✐❧✉r❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ P ← ∅
❋♦r i ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ 0 t♦ n− 1 ❞♦

c′i ←RS✲❞❡❝♦❞❡(δi + f ′
i)

■❢ H(ci) = H(c′i)
P ← P ∪ {ci}

■❢ |P | > d✱
p← ▲❛❣r❛♥❣❡ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ P

❘❡t✉r♥ p

♦t❤❡r✇✐s❡ r❡t✉r♥ ❋❛✐❧✉r❡✳

✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ ♦✉r r♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷ ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✵✱ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✹ ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ✭❢r♦♠ ✹ t♦ ✼✮ ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✷✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✉s❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❋✐♥❣❡r❈♦❞❡s ✇❤♦s❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ 0✱ 1 ♦r 2✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s 3640

♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❡❛❝❤ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ✐♥t♦ s✐①✲
t❡❡♥ ♣❛rts✱ ✉s❡❞ t❤❡ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❝♦❞❡ RS(25, 10) ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❤✐s ❣❡♥❡r❛t♦r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ X6 + X5 + 1✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❤♦s❡ s❡❝r❡ts ❛s ❜❡✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 8✳
❚❤❡♥✱ ♥♦ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ✉s❡r ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ❋♦r ❛ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ✜♥❣❡r♣r✐♥t ♦❢
t❤❡ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ✉s❡r✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♠✐t♠❡♥t s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✇❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ 60%✳

❆s ♦✉r s②st❡♠ ✐s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s
t❤❡ r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉s❡r✲❝❤♦s❡♥ s❡❝r❡t✱ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛✭❋✐♥❣❡r❑❡②✮✱ ✇❡ ♠❛②
❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇♦rs❡ r❡s✉❧ts t❤❛♥ st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐❝t✉r❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❋❘❘ ♦❢
78% ❢♦r ❛ ❋❆❘ ♦❢ 0, 1%✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ✐♥t♦
s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ✉s✉❛❧
❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✿ Pr❛❜❤❛❦❛r ♦❜t❛✐♥s ❛ ✶✾✱✸✷✪ ❋❘❘ ❢♦r ❛ ✵✱✶✪ ❋❆❘✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ✭♣✐❝t✉r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳✳✳✮✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❡①♣❡❝t r❡s✉❧ts ❢♦r ♦✉r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳

✼



✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❙❡❝✉r✐t②

✹✳✶ ❙❡❝✉r✐t②

❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡♥❛❜❧❡s ✉s❡rs t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ s❡❝r❡t✱
✇✐t❤♦✉t ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡✳ ❏✉st ❧✐❦❡ ♦t❤❡r ❜✐♦♠❡tr✐❝ s②st❡♠s✱ ♦✉r s②st❡♠
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s❛❢❡ ♠❛♥♥❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❛t❛ t♦ ✐♠♣❡rs♦♥❛t❡ t❤❡ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ✉s❡r ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❘❡tr✐❡✈✐♥❣
❛ ✉s❡r✬s s❡❝r❡t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ ❣✐✈❡♥ ❤✐s ❋✐♥❣❡r❑❡② ❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤✐s
❋✐♥❣❡r❈♦❞❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡❛❧♠❡♥t ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡s t❤❛t r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡
s❡❝r❡t ✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❑❡② ♦♥❧②✳

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ✇❤♦ ❦♥♦✇s ♦♥❧② ❛ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❋✐♥❣❡r❑❡② ❝❛♥♥♦t r❡tr✐❡✈❡ t❤❡
❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠✱

✷✳ ✭❝♦♥❝❡❛❧♠❡♥t✮ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ✇❤♦ ❦♥♦✇s ♦♥❧② ❛ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❋✐♥❣❡r❑❡② ❝❛♥♥♦t
r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝r❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p✱

✸✳ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ✇❤♦ ❦♥♦✇s ❜♦t❤ ❛ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❋✐♥❣❡r❑❡② ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p

❝❛♥♥♦t r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✳

❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ♥♦t✐❝❡ t❤❛t r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ s❡❝r❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐♦♠❡tr✐❝
❞❛t❛ ✭❋✐♥❣❡r❈♦❞❡✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❋✐♥❣❡r❑❡② ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ Pr♦♣❡rt② ✶
❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉③③② ❝♦♠♠✐t♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ❬✶✶❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ ✐t
❡①t❡♥❞s t♦ Pr♦♣❡rt② ✸✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡tr✐❡✈✐♥❣ p ✐s ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Pr♦♣❡rt② ✷ ❤♦❧❞s ❛s ❧♦♥❣ ❛s
✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❦♥♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡ KF ♦❢ ❛ ❋✐♥❣❡r❑❡② ✱
❛♥❞ t❤❛t ❤❡ ❤❛s ❛❝❝❡ss ♥❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
KF ✱ ♥♦r t♦ ❛ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦✉r s②st❡♠✿ ℓ ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❋✐♥✲
❣❡r❈♦❞❡ s✉❜❝♦♠♣♦♥❡♥ts fi✱ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ s✉❜❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ∆

✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡ ✉s❡❞✱ L ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
♦♥❡✲✇❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ H✱ d ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ p✱ ❛♥❞ C(H) t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐♥✈❡rt✐♥❣ H ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ✐♥♣✉t✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❑❡② KF ✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡tr✐❡✈✐♥❣ p ✐s ❡q✉❛❧ t♦

min(2L, (d + 1) ∗ C(H), (d + 1) ∗
2ℓ

(

ℓ
∆−1

2

) ).

❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ p ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ s❡t ✇❤♦s❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✐s ❜❡②♦♥❞
❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ p✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❤❛s t♦ ✜♥❞ d+1 ♣♦✐♥ts ♦♥
p✳ ❆s ❤❡ ❦♥♦✇s ♦♥❧② t❤❡ ❋✐♥❣❡r❑❡② KF ✱ t❤✐s ♠❡❛♥s ❤❡ ❤❛s t♦ ✜♥❞ d+1 ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ {ci ∈ C}1≤i≤n✳ ❆s p ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s δi ❞♦ ♥♦t
r❡✈❡❛❧ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ci✬s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❤❛s ❡✐t❤❡r t♦ r❡✈❡rt
H✱ ♦r t♦ ✜♥❞ ❛t ❧❡❛st d + 1 ✈❛❧✉❡s f s✉❝❤ t❤❛t H(RS − decode(δi + f)) = H(ci)
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t i✬s✳

✽



■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ s♦♠❡ f s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ci ❛♥❞ δi+f ✐s ❛t ♠♦st
∆−1

2
✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❤❛s t♦ tr② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ 2

ℓ

( ℓ
∆−1

2

)
✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t♦ t❡st ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ❜②

❝♦♠♣✉t✐♥❣H(RS−decode(δi+f)) ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ i✳ ❚r②✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ i✬s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
✇♦✉❧❞ ❥✉st ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ i✬s t❛r❣❡t❡❞✱ t❤✉s ✐t ❞♦❡s

♥♦t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤✉s (d + 1) ∗ 2
ℓ

( ℓ
∆−1

2

)
✳

■❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ❝❤♦♦s❡s t♦ r❡✈❡rt H✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥
❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ❢♦r ❛ ♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ H✱ s♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ H ✇♦✉❧❞
❜❡ 2L✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤
t♦ ✐♥✈❡rt H✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ❛t ♠♦st (d + 1) ∗ C(H)✳ ⊓⊔

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤❛t✱ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ci −fi ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ❛♥❞ t❤❛t
❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ci✬s ②✐❡❧❞s p✱ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ Pr♦♣❡rt✐❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥
✈❛❧✉❡s H(ci)✳

❆t ❧❛st✱ Pr♦♣❡rt② ✸ ❤♦❧❞s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦♥
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s r❛♥❞♦♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ p ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
ci✬s✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✳

❆♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ✐s ♥♦t
st♦r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t ❤✐s ✜♥❣❡r♣r✐♥t t♦ ❛ tr✉st❡❞ ❞❡✈✐❝❡✳ ■❢
t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ s❡❝✉r❡ ✐❢ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❑❡②s ♦❢ t❤❡
✉s❡r ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ✉s❡r✲♦✇♥❡❞ ❞❡✈✐❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❋✐♥❣❡r❑❡② ♠❛② ❜❡ st♦r❡❞
✐♥ ❛ s♠❛rt❝❛r❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞✱ ♦♥ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡ ✈❛❧✉❡✱ r❡❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
✉s❡r✬s s❡❝r❡t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤✐s s❡❝r❡t ✐♥t❡r♥❛❧❧②✳

✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❖✉r s②st❡♠ ❛❞❞r❡ss❡s t✇♦ ✉s✉❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❜✐♦♠❡tr✐❝s✿ ✐t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ r❡❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦ss
♦r t❤❡❢t✳

❚❤✐s s②st❡♠ ❡♥❛❜❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ ✉s✉❛❧ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ s❡❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣
❛ ❝♦♥st❛♥t ❘❙❆ ❦❡②♣❛✐r ✭♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❦❡②✮✱ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♦r ❡♥❝r②♣t✐♦♥✴❞❡❝r②♣t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ✉s❡r ❝❛♥
❝❤♦♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝r❡ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ ❡✈❡r② s❡❝r❡t
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s s②st❡♠ ❛❧s♦ ♦✛❡rs s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞
❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ r✐s❦s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡❢t ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❞❛t❛✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ❤❛s t♦ ❜❡ st♦r❡❞✱ ❛♥❞
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝♦♠♠✐t ❛ s❡❝r❡t ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡
r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❡❝r❡t ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✳
❇② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✱ ♦✉r s②st❡♠ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s
t❤❡ r✐s❦s ♦❢ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ t❤❡❢t✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❡rr♦r✲
❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦r❞❡r❡❞ ❜✐♦♠❡tr✐❝ t❡♠♣❧❛t❡s✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱

✾



❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✐♥❣❡r❈♦❞❡✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ♥♦✇ ✇✐s❤ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
♦✉r r❡s✉❧ts ❜② ✜♥❞✐♥❣ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❜✐♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❍②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t
♠✐① ♠✐♥✉t✐❛ ❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛s ✐♥ ❬✼❪✱ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡
❜✐♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞✳ ❖♥❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐s t❤✉s t♦ ❛❞❛♣t s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❆✳▼✳ ❇❛③❡♥ ❛♥❞ ❍✳●✉❡r❡③✳ ❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ✜♥❣❡r♣r✐♥ts ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ✶✶t❤ ❛♥♥✉❛❧
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts✱ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✷✵✵✵✱ ✷✵✵✵✳

✷✳ ❘✉✉❞ ❇♦❧❧❡ ❛♥❞ ❙❤❛r❛t❤ P❛♥❦❛♥t✐✳ ❇✐♦♠❡tr✐❝s✱ P❡rs♦♥❛❧ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ◆❡t✲
✇♦r❦❡❞ ❙♦❝✐❡t②✿ P❡rs♦♥❛❧ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ◆❡t✇♦r❦❡❞ ❙♦❝✐❡t②✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝
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