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Ensembles quasi-indépendants
et ensembles de Sidon, théorie de Bourgain
(d’apres Myriam Déchamps, Li et Queffelec

6],)

Jean—Pierre kahane
Laboratoire de Mathématique,
Université Paris—Sud a Orsay

Les ensembles de Sidon ont 50 ans. Leur préhistoire comprend les séries
lacunaires de Weierstrass, de Poincaré et d’Hadamard, utilisées pour mettre
en évidence des fonctions continues nulle part dérivables, et des séries de
Taylor nulle part prolongeables en dehors du disque de convergence. La mise
en évidence de leurs propriétés fondamentales dans le cas des suites lacunaires
a la Hadamard est due a Sidon et a Banach. Leur définition apparait en 1957
et 1960 dans deux articles, de Walter Rudin et de moi, et elle est popularisée
par le livre de Rudin “Fourier analysis on groups” [B], [, [L2J].

Les ensembles de Sidon ont servi de banc d’essai a la méthode de sélection
aléatoire, introduite dans une note de Katznelson et Malliavin relative a la
“conjecture de dichotomie” [f], et reprise par Katznelson en vue de I'étude
du comportement des ensembles de Sidon plongés dans le groupe de Bohr
[M]. La sélection aléatoire est essentielle dans la théorie de Bourgain que je
vais exposer.

La réunion de deux ensembles de Sidon est un ensemble de Sidon : c¢’est le
théoreme de Drury (1970) [P, qui a été le point de départ de travaux brillants
jusqu’au milieu des années 80. Le recours aux probabilités apparait des la
note de Drury et il est présent dans tous les travaux ultérieurs.

Il y a une parenté manifeste entre les ensembles de Sidon et les suites de
variables aléatoires indépendantes et équidistribuées. Mais dans la plupart
des groupes abéliens discrets (par exemple Z) il n’existe pas de sous—ensemble



indépendant infini. Un outil de base pour la mise en évidence et ’étude des
ensembles de Sidon est constitué par les produits de Riesz, comme on va le
voir. Et le cadre naturel pour les produits de Riesz est celui des ensembles
quasi-indépendants, qui sont des ensembles de Sidon particuliers.

Toute réunion finie d’ensembles quasi—indépendants est un ensemble de
Sidon ; c’est une conséquence du théoreme de Drury, et la preuve directe est
facile (voir ci—apres). Est—il vrai que tout ensemble de Sidon est une réunion
finie d’ensembles quasi—-indépendants? La question est toujours ouverte.

Un théoreme de Pisier caractérise les ensembles de Sidon en termes d’ensem-
bles quasi-indépendants. Le but principal de cet article est d’en faire 'exposé,
la généralisation et la démonstration par la méthode de Bourgain. C’est le
parti—pris de Daniel Li et Hervé Queffelec dans leur livre, et ils se réferent
a Myriam Déchamps pour expliciter la pensée de Jean Bourgain, exprimée
dans ses articles de facon tres concentrée. Le présent article n’apporte essen-
tiellement rien de nouveau. Sa rédaction a suivi une invitation de Ben Green
a 'Institut Newton de Cambridge, a tenter de faire le point sur les ensembles
de Sidon, en janvier 2007.

Les références principales se trouvent dans [ff]. Je me borne ici a [§], [H],
, [, pour les travaux de Pisier et Bourgain.

La partie 1 introduira les notations et définitions. La partie 2 donnera les
premiers résultats sur ensembles quasi-indépendants et ensembles de Sidon
et la partie 3 quelques exemples. La partie 4, la plus importante, sera un
exposé de la théorie de Bourgain.

1 Notations et premieres définitions équivalentes

G est un groupe abélien compact.

I' est son dual, groupe abélien discret, noté multiplicativement.

A est une partie de I'.

A est quasi-indépendante (qi) si I'égalité [JA*™ =1, ot A € A, g(\) €
{=1,0,1} et > |e(A)] < oo, entraine que tous les £(A) sont nuls. Dans toute
la suite, on supposera sans le préciser A € A.

A est S-Sidon si, pour toute somme finie f = 5 f(A\)A, on a

> IFl < 5§lelglf(g)|



ce que nous écrirons sous la forme

Iflla < Slflles

A = A(G) est 'algebre de Banach constituée par les sommes de séries de
Fourier absolument convergentes, c’est-a—dire A(G) = F((T);
C' = C(G) est l'algebre de Banach constituées par les fonctions continues sur
GG'; les normes sont explicitées ci-dessus.

A est un ensemble de Sidon (en bref, est Sidon) s’il est S—Sidon pour un
certain réel S. Sa constante de Sidon est la borne inférieure des S en question.

Les sous—espaces fermés engendrés par A dans A, C' et L™ (= L*(G)),
sont notés Ax, Cy et LY.

“A est Sidon” s’exprime, de fagon équivalente, par I'une des égalités
d’ensembles qui suivent :

An = Ch,
Ay =Ly,
(°(A) =M |a
co(A) =L |a

dans lesquelles ¢*°(A) et c¢o(A) représentent respectivement les suites (ou

fonctions) bornées resp. tendant vers 0 a l'infini sur A, et M |A resp. i IA
les restrictions a A des transformées de Fourier de mesures de Radon bornées
resp. de fonctions intégrables sur G.

Voici un critere commode : A est Sidon sii (si et seulement si)

36>0:Voe {—1,1}* Fpe M(G): VAN —o(V)| <1-56.

Enfin, A est S-Sidon sii pour toute application A — z(\), [z(A\)| =1, il
existe p € M(G), [ |du| =1, telle que Re(z(A) [ Adp) > .
Toutes ces équivalences sont faciles & établir et se trouvent dans [L] et [g].

2 Quasi—indépendants et ensembles de Sidon,
premiers résultats

i) Tout ¢i est Sidon
ii) Toute réunion finie de ¢i est Sidon



iii) Soit A C I'. S’il existe ¢ = ¢(A) > 0 tel que, pour toute mesure positive
w sur A, il existe une partie A’ de A ¢i et telle que w(A') > w(A), A est
Sidon (et S—Sidon avec S = S(c)).

Voici les preuves, et quelques compléments. Pour justifier les calculs, on
peut se restreindre d’abord au cas ou A est fini.

i) Supposons A gi. Le produit de Riesz associé est

R=T0+ 50+ %) = [T+ 50+ A7)

Son développement est

RzZ(%)ZIEAHA”, er= 110,11, (V)] < oc.

(ex)

Comme, suite a la quasi-indépendance, le terme constant est 1, R est une
mesure de probabilité et on peut écrire R = ) R(7)v (le signe = signifiant
le développement formel en série de Fourier) avec R(1) = 1,0 < R(y) <1

~ 1 1
R(\) = ) + 7 () avec 0 <Ty(\) < 3"
Posons maintenant
a _
Raz = (1 = A+ ZHA )
=]+ 5 (A +72A)
o0 <a<let|z] =1;2 = (21)rea- On a de nouveau une mesure de
probabilité, avec R, (1) =1, et
~ a e e CLQ . —
R..(\) = gt Taza(A) avec [Tu.a(N)]| < 5 s A#£ N

La considération de R, , permet de conclure, mais on a une preuve plus nette
et une meilleure constante de Sidon en introduisant

2w
dt
Ri, = / Ry "o

_ (ZO)< )an H z,\)\ / HeitaAe—it;i_;
- X (@) e



C’est une mesure de masse totale < 1, et

~ a
Rz,z(A) - 5'2)\ + ?;k,z,)\(A)

avec \
a
TazaM =701, = 5
donc 5
a a
Re(Z\R: ,(\)) > = — —.

En choisissant a = %, on voit d’apres le dernier critere de la partie 1 que A
est S-Sidon avec S = 3v/3 (< 5,2). [
On peut pousser ’étude, en regardant le cas ) |ex| = 3, et on arrive a

1 o d
Re(Z\R: .(\) > = — — — —
EEN e P

et, en choisissant a pour que le second membre soit minimum, on voit que A
est S—Sidon avec S = 4, 27.

La valeur optimale de S n’est pas connue.

Remarquons que, pour v ¢ A,

IR:.(7)] < R:,(7) < a®R(y) < a®.

ii) Si A est une réunion de k ensembles ¢i, on peut les supposer disjoints,
soit A/, A”,...A®) et, avec des notations évidentes on pose

1

Ra,z = L

(R;Z/ —|— R;z” —|— ct Rz,z(k))

d’ou .
Re@ R () 2 2 (5 -5 - (= 1))

et, en choisissant a de fagon a minimiser le second membre, A est S—Sidon

avec

S =3V3kV2ok—1. ]

iii) Supposons vérifiée la condition de Bourgain
(CB) : il existe ¢ = ¢(A) > 0 tel que, pour toute mesure positive w sur
A, il existe une partie A’ C A, qi et telle que w(A’) > cw(A).
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~ ~ ~

Soit f =" f(MA, D 1f(N)| < oo. Choisissons w(\) = |f(A)], puis, selon
(CB), A" C A, qi, avec

ST =S IF-

AeN A€A

~ -~

On construit R} | ci-dessus sur A’, en prenant z) f(A) = [f(A)| pour A € A'.
Alors

1flle ZRe/fR;Z: STIFN)] Re(2aR; (V) + Y idem

AEA/ AEA\A

soit, en prenant la plus petite valeur de la parenthese, || fllc > 5[ f|la avec

1

11 s 2)-1/2(6 _ -
3 12\/30 (c+2) (6 —c)

3 Exemples et remarques

Prenons G = T. Alors I' = Z, qu’on a coutume de noter additivement.
L’ensemble {27, j € N} est g.i. Il en est de méme pour {);} si les \; sont
des entiers tels que A\j11/A; > 2 (j € N). A = {);} est “lacunaire a la
Hadamard” si A\j11/A; > ¢ (j € N) pour un ¢ > 1; c’est alors une réunion
finie d’ensembles du type précédent, donc c¢’est un Sidon.

A ma connaissance, on ne connait explicitement la constante de Sidon d’un
ensemble d’entiers (lorsqu’elle est finie) que dans quelques cas d’ensembles
finis [

Rappelons la notation usuelle pour f = f(fy)fy :

f6) =3 Fm) ™™ (teT).

ne”l

Prenons maintenant G = TV, T = Z®N (partie de Z" constitué des (n;)jex
tels que > |n;| < 00). Souvent G est pris comme espace de probabilité, €2,
et ses éléments sont alors notés (wo,ws,...wj,...). Les €™ (j € N) sont
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des variables aléatoires indépendantes; on les appelle v - a- de Steinhaus et
les séries Zaje%i“’j séries de Steinhaus. Elles sont de la forme Z FOA

jEN AEA
en prenant pour A l'ensemble des vecteurs de base de Z®N : (1,0,0,...),
(0,1,0,...), (0,0,1,...)..., ou plus simplement en notation multiplicative

I’ensemble des v - a- de Steinhaus. Il est immédiat que A est gi et que sa
constante de Sidon est S = 1.

Prenons enfin G = (Z/2Z)N. Les caracteres sur G sont les fonctions
de Walsh, a valeurs £1, engendrées par les fonctions de Rademacher r; =

(—1)% (9 = (g0, 91, - - .))- Les séries de Rademacher sont les séries Z a;r; (=
JEN

> +a;). L’ensemble A des fonctions de Rademacher, qui sont indépendantes,
est un ensemble gi. On connait sa constante de Sidon, qui est 5 [[3].

Voici un résumé de la preuve.

Par définition, S est la borne supérieure des ) |a;| pour tous les choix
de a; complexes nuls a partir d’'un certain rang, tels que toutes les sommes
> +a; soient de module < 1. Nous pouvons nous borner, quitte a réajuster

les a;, au cas
s(lf))|2:i:aj| = Zaj =1.

La premiere égalité implique Rea; > 0 soit —7 < arga; < 7 pour tout
J. Ordonnons les a; par arguments décroissants; ainsi les points 0, a,a; +
as,...a1+as, ..., 1 sont les sommets consécutifs d’une ligne polygonale con-
cave. Tous ces points sont dans le demi—disque supérieur de diametre [0, 1] ; en
effet, si 'un d’eux, a;+as+- - - a, était a Uextérieur, il verrait le segment [0, 1]
sous un angle < 7, et il s’ensuivrait que |a;+as+- - -+ap—(ap41+ap2+ -+ )| >
1. La longueur de la ligne polygonale est > |a;|. On a donc ) |a;| < 7, et

en choisissant une ligne proche du demi-cercle, on voit que sup ) |a;| = 5.
(a5)

4 Les conditions de Rudin, Pisier et Bourgain

Ce sont trois conditions nécessaires et suffisantes pour que A soit Sidon.

Nous les désignons par (CR), (CP) et (CB).

(CR) Il existe un C' > 0 tel que, pour tout polynome f = Z f()\))\,
AEA

[fll, = Cvplfll2 pour p>2



(CP) Il existe un b > 0 tel que toute partie finie A de A contienne un
ensemble qi B tel que |B| > b|A|
(CB) (déja écrite en 2 iii). 1l existe ¢ > 0 tel que, pour toute mesure
positive w sur A, il existe une partie ' de A, qi et telle que w(N') >
cw(A).
Historique et remarques
(CR) a été établi par Rudin (1960 [LI]) comme condition nécessaire,
et par Pisier [§] comme condition suffisante. (CP) a été établi par Pisier
comme condition nécessaire et suffisante [J], [IJ]. (CB), qui implique (CP)
en prenant pour w la mesure de décompte, a été introduit par Bourgain [[If,
ainsi que ’enchainement

Sidon = (CR) = (CP) = (CB) = Sidon.

Nous avons déja vu en 2 (CB) = Sidon. Reste & montrer Sidon = (CR),
(CR) = (CP) et (CP) = (CB).

Sidon implique (CR)

Proposition préliminaire sur les normes L (¢ > 1). Soit A = {\}
un Sidon de constante < S, et Q@ = TV = {(wr)}. Quels que soient les ay,
complexes, et ¢ > 1,

1) SRS R P

Preuve : on introduit

< S H a 627Tiwk
Lq(G) - Z k

La(Q)

fo € M(G), |lpoll <8, fis(Ar) = e
Jio € M(G), |lpull <8, piu(Ar) = e
f = Z ak)\k, fw = Z ake%”“k)\k;

ainsi f, = f* u, et f = f, * g, donc

[fllzatey < Nuall 1follza@) < 1 follza@)

Ju<s [ 1,

soit



et, en prenant la moyenne sur 2,

Jir<siE [ 1nr=st [ EBiLl =50 B |3 acm
G G G

et de méme pour la premiere inégalité.

q

Preuve que Sidon implique (CR) (inégalités de Rudin) :
On établit d’abord, ce qui est classique, et facile au moyen de la trans-
formée de Laplace, que pour des ay, réels

E a < 0 ([ E (12>

puis on utilise deux fois la proposition préliminaire ((£) — (wr) — (Ag))
pour conclure.

(CR) implique (CP)

Pour simplifier les écritures nous allons supposer A2 # 1 pour tout A € A,
en plus de I'hypothese (CR). Nous écrirons A au lieu de la partie finie A.

Si D C A, et si d est un entier # 1, le nombre de relations de hauteur d

dans D, c’est—a—dire d’égalités [[ A = 1, avec ¢y € {—1,0,1} et >_ |e,\| =
AxeD
d, est

/G 11 (A4 A)™.

AeD,a\€{0,1},>" arx=d

Choisissons une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes &)
(A € A) de méme loi P(§x =1) =n, P({, =0) =1 —n, et définissons D par
sélection aléatoire :

D=Dw)={ eA:& =1}

Le nombre de relations de hauteur d dans D est alors

/G 11 (A + X)2&x

AeA,a)€{0,1},>" ay=d
et son espérance est
A | BRI
G AeA,axe{0,1},3 ar=d

9



Or
_ 1 N
11 A+ <= (D+n)
)\6/\,()1)\6{0,1},2 ay=d AEA
L’hypothese (CR) dit que

Ly T—

AEA
= C4 dV2(2|A))Y2.

L’espérance du nombre de relations de hauteur > ¢ dans D est majorée par

1 IA[\¢
d__cdqdi2(9| A2 < (2 C ey ] L
d%gnd! (2]A]) _(n e g)

Elle est < 27 si = ;5= (nous faisons ce choix) et £ > In|A|.

Choisissons ¢ = in|A|. Comme E|D| = n|A[, il existe un w tel que |D| >
sn|Al et qu’il n’y ait dans D aucune relation de hauteur > ¢; remarquons
que ¢ < $|D| pour le D = D(w) choisi.

Alors vient la belle idée. On prend dans D une relation de hauteur max-

imale (< /). C'est du type [] A** = 1 avec €y, = +1, pour un D’ C D,
AeD’

tel que |D’| < ¢. Choisissons B = D\ D’'. §'il y avait une relation dans B,
on en ferait le produit membre & membre avec la relation de hauteur maxi-
male, et comme B et D’ sont disjoints on obtiendrait une relation de hauteur
strictement supérieure, ce qui est impossible. Donc B est qi.

De plus |B| > 3|D| > 1n|A| = |A|, donc |B| > b|A| (= bJA]) avec
b= 155 (indépendant de A).

Le cas ol A> = 1 pour certains A € A ne nécessite que des modifications

d’écriture que je laisse au lecteur. On a donc montré (CR) = (CP).

(CP) implique (CB)

C’est la partie la plus laborieuse de la théorie de Bourgain. Je la présenterai
en trois étapes : 1) réduction de la mesure w a une forme plus maniable, a
savoir une combinaison linéaire de mesures de décompte sur des parties A;
de A, qi et de tailles tres différentes 2) construction par sélection aléatoire de
parties A; des A; dont la dépendance a I’égard des autres Ay est soigneuse-
ment controlée 3) utilisation d'un argument de maximalité analogue a celui
de la preuve de (CR) == (CP) pour obtenir des parties A’ des A; dont
la réunion est A’, 'ensemble ¢i cherché. Le jeu consistera a conserver une
proportion notable de la masse a chaque étape.

1
16Ce
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Premaere étape. Elle se déroule en plusieurs temps.

1.1. Posons

wi(A) =sup {27F: 27" < w(\)}.

Ainsi @A) > Tww(A). Soit Ay, = {\: @i (\) =27} ; alors

=> 2"y 4

kez AEAy

1
W

(la derniere somme est la mesure de décompte sur Ag).

1.2. Utilisant (CP), soit By C Ay, qi, avec |By| > b|Ag|. Posons

:22_’“ Z‘SA'

kEZ  AeBy
Ainsi WQ(A) Z b wl(A)
1.3. Soit R > 1 (R sera défini a la seconde étape) et
K;={k: R <|B| <R} (j=0,1,2,...).

Posons k(j) = inf K; (= —oc0 si K; =0), et

W3—22 k() Z 5)\

AEBi(j)
@3 (By) = 27| By| < w3(By(y)2 "R

wQ( U Bk) < 2 R @ws3(By))

ICGKJ'

w3< U Bk(]>>w3< U Bk(]>

j pair impair

on pose Aj = By, (1 =0,1,2,...) et

ZQ k(27) Za}\

AEA;

11



Sinon, on pose A; = Bipj—1) (j =1,2,...) et

22 2]125)\

AEA;

Dans les deux cas, wa(A) > 1wwz(A).

1.5. Si @a(Ag) > 2w4(A) on choisit A’ = Ay et on a établi (CB) avec

¢ = 725 On va donc se restreindre dans la suite au cas @y (Ag) < w4(A), et

on définit w5 comme la restriction de wy & A\ Ag; ainsi @s(A) > Jwa(A) >

ﬁw(/\), ws est une combinaison linéaire a coeflicients positifs de mesures

de décompte sur les A;, on a |[A;| > R et |1|\/{j+|1 > Rpour j=1,2,...

Pour démontrer (CB), il suffira de trouver des A, C Aj, tels que |\ >
51A;], et que UA! soit gi.

Seconde étape. Rappelons que les A; sont ¢i, avec |A1| > R et |A Al 1> p

(1=1,2,...).
Fixons j. Soit (£)) (A € A;) une suite de v-a- de Bernoulli indépendantes,
avec P(&,=1) =1 et P({ =0) = 2, et soit

Alw)={r e A;: & =1}

Comme [Aj| > R, on a |A(w)| > £|A;| avec une probabilité pr voisine de 1
quand R est grand.
Soit p un élément de I" engendré par |J Ay, c’est—a—dire
ki

= H Pk (produit fini)
k#j

P = H Aet! (Ake € A, i € Z2).
¢

Posons d(px) = Y, |nke|. Pour le moment, p est fixé.

On va s’intéresser aux o engendrés par A(w), de la forme o = [] A**
AEA(w)
avec €y € {—1,0, 1}, tels que d(o) = >_ |er| > L fixé. Désignons par N(w) le
nombre total de relations op = 1. Ainsi

/SL H (14 XA+ N)p

AEA(w

12



Sr ] désignant la somme des termes du développement dont la hauteur
dépasse L. On peut écrire

Nw) = [ s T+ 0+ De

)\EAJ'

ENMW):iLSLII(1+%A+X»p.

)\GA]'

La quasi-indépendance de A; nous dit que [] (14 1(A+2X)) est une mesure
)\EAJ'

de probabilité ; écrivons son développement sous la forme Z(%)d(")a. Alors

- 0 [rrs i S Q) fmek

o:d(c)>L

Considérons maintenant tous les p = [] pr pour lesquels d(px) < d, suite
oy
positive fixée, et soit N(w) le nombre total des relations po = 1 entre ces p

et les o considérés ci-dessus. On a N(w) = > Ny(w),

EN(@) < 57 ¢ {4}

Or #{p} = ]I t{pr}. Evaluons #{px}. C’est au plus le nombre de solutions
[y
de > |ng| < di (voir ci-dessus la définition de pi), que je désigne par

L
1
EN(w) < oF [T Vs, 1A]) -
ki

Evaluons la fonction N(d, q). C’est le nombre des fonctions f : {1,2,...q¢} —
Z telles que Y | f(m)| < d. Comme le nombre de valeurs f(m) # 0 ne dépasse

pas d A g, et que le nombre des fonctions |f| : {1,2,...q} — Z" telles que

d+q

S>1fl(m) < d est exactement (on le voit en codant ces fonctions

par des parties a d éléments de {1,2,...q¢+ d}), on obtient

an)gﬂw<d;q><:ﬁw<d;q>),

13



donc, pour une constante absolue C' (C' = 20 convient)

N(d,q) <
Ainsi
EN()_QLeXp( Z dy lo ( )—i— Z \Ak\log( |A|)>
dp<|Ag]| dip>[A|

Choisissons di|Ax] = |A;]* pour tout k # j. Ainsi dy < |Ag| signifie
|A;]? < |Ag]?, cest—a—dire j < k, donc

EN(w) —2LeXp<Z||A\ < A, ‘2)+Z|A"“|log( \|j\xj|;)>'

On peut alors faire usage de I'hypothese sur les quotients de |A;|, et on obtient
pour R > R(C)

1 1 i 1 a
EN(@) < gp exp I 77 108(CR ) + 3| py log(CRY ")

k>j k<j

La parenthese est aussi petite qu’on veut par choix de R. Choisissons
L = I/I\—é‘. Alors, par choix de R, EN(w) est aussi petit qu’on veut, donc
également P(N(w) # 0).

Donc, a condition de prendre R assez grand, on peut choisir w de fagon a
avoir simultanément [A(w)| > 1[A;] et N(w) = 0, N(w) désignant le nombre
total de relation op = 1 entreleso = [[ A (e € {—1,0,1}) de hauteurs
™ AEA(w)

. _ |
di |Ak\ ’
Désormais, nous désignons par A; cet A(w) ainsi choisi.

et les p produits de p; engendrés par les Ay (k # j), de hauteurs
A2

>
<

Troisiéme étape. 1l s’agit de réaliser le programme tracé a la fin de
la premicre étape. Commencons par définir A’. Pour cela, fixons j, et con-

sidérons tous les ¢ = [ A (ey € {=1,0,1}) et pr = [] A™ (n) € Z)
)\EAJ' AEA
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(k # j), en nombre fini, tels que d(pi)|Ax| < d(0)|A;| (k #j) et o [[px = 1.
Nous dirons alors que (o, (px)) est un systéme permis.
Comme d(o)|A;| < |A;]?, nous savons par la conclusion de la seconde

étape que les o d'un systeme permis vérifient d(o) < |11\—8‘ < 4]
Distinguons deux cas. «) S’il n’existe pas de sytéme permis, posons A=

A;. ) S'il en existe, choisissons-en un tel que d(o) soit maximum, fixons o

et S; son “support”, c’est-a—dire I’ensemble minimal dans A; qui I’engendre :

o= [I A** (ax = £1). Posons alors A}, = A;\ S;. On a bien dans tous les
AES;

cas [Nj| > 3A;] > {5|A].

Reste a montrer que |JA] est gi. Supposons le contraire, a savoir qu’il
existe des o] = [ A (ex € {—1,0,1}) tels que [[ o] = 1. Soit j un entier

AEA]

tel que d(a})|A;| soit maximum pour ¢ = j. Revenons a la définition de A’.
Comme (07, (07,)) est un systeme permis, on est dans le cas 3), ott 'on a défini
un systéme permis (o, (px)) tel que d(o) soit maximum. Posons o’ = o07 et
Py, = Py (k # j). Comme les “supports” de o et de o} sont disjoints, on a
d(o') = d(o) + d(0}). Pour k # j, on a d(p},) < d(px) + d(0},), et on sait que
d(pr)|Ax| < d(0)[As] et d(oy)|Ak| < d(f)]Ay], done

d(pp)|Ak| < d(0)|A;] + d(0f)[As] = d(o")|A]-

Le systeme (o', (p).)) est donc permis, et d(o’) > d(o), contrairement a la
définition de o. La contradiction établit que | J A} est gi. Ainsi se termine la
preuve par Bourgain que la propriété de Sidon est équivalente a chacune des

conditions (CR), (CP) et (CB). |
Jean—Pierre Kahane 05.08.2007
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