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La Définition V. 8 des Eléments d'Euclide!
Bernard Vitrac, CNRS UPR 21

O. Introduction

Les Définitions qui ouvrent le Livre V des Eléments d'Euclide — certaines d'entre elles du
moins — ont suscité une abondante littérature et ce des 1'époque médiévale, au moins; c'est par
exemple le cas des Définitions V. 3, 4, 5, 72. Je me propose ici un objet plus modeste, a savoir
I'examen de trois lignes de textes, soit une vingtaine de mots que 1'on peut repérer comme suit :

*Df. V. 8 : « ’Avaloyla 8¢ év TpLoly 6pols €NaxioTn éoTiv »3.
* Df. V. 3bis : « ’Avaloyla 8¢ 1 TOV Mdyor TavTdTns »4.
* Df. V. 70 : « ’Avaloyla 8¢ €0Tv 1} TOV Adywr OpLotdTns »5.

Dans la mesure ou les deux derniers énoncés sont unanimement reconnus comme des
interpolations, dans la mesure aussi ou l'authenticit¢ de la Définition V. 8 est fortement
questionnée, on peut se demander s'il y a un intérét quelconque a les prendre en considération. Dans
les débats historiographiques récents concernant le Livre V — en particulier la nature et le statut
des objets fondamentaux dudit Livre® — la Définition V. 8 joue un réle assez faible. Seul Jean-
Louis Gardies lui fait jouer un réle particulier, considérant qu'elle exclut la réflexivité de 1'identité
des rapports (autrement dit des proportions du type A : B :: A : B, voire A : A :: A : A), exclusion
qui ruine 1'idée que 1"objet rapport", construit comme classe d'équivalence, se trouve dans le Livre
V des Eléments [Gardies, 1988, p. 76, 83].

En examinant cette Définition problématique en liaison avec les deux gloses qui proposent
une définition de la proportion (avaloyla), je mettrai l'accent ailleurs : j'essaierai d'éclairer le
probleme de la terminologie touchant la proportionnalité dans les Eléments, et de montrer le role
que celle-ci a pu jouer dans la compréhension, parfois délicate, des importantes Définitions V. 3, 4,
5,7.

I Conférence présentée au Symposium international Zeuthen-Heiberg de Copenhage (01-05/08/94). Je remercie Jesper
Liitzen et Christian Marinus Taisbak pour leur chaleureuse invitation, ainsi que tous les participants de cette tres
stimulante réunion.

2 Je suis la numérotation de I'édition de [Heiberg-Stamatis, 1970]. Voir pp. 1-2.

3 « Et une proportion en trois termes est la plus petite ». Dans le Ms V (selon le conspectus siglorum de Heiberg), on
trouve la variante « Avaloyia 8¢ év Tpiolv Gpors élaxioTors éoTiv » (Et la proportion est entre trois termes au
moins).

4 « Et une proportion est l'identité des rapports ». Cette Définition se trouve dans les Mss. B, p et chez Campanus. Elle
a été copiée également en marge d'autres codices (P, V, F ), par d'autres mains (v. éd. Heiberg-Stamatis, 1970, p. 1).

3 « Et une proportion est la similitude des rapports ». Cette Définition se trouve dans les Mss. F, p, V. Elle est omise
dans les Mss P, B.

6 Je pense au débat soulevé par F. Beckmann (1967), repris et développé par W. Knorr (1978, en particulier, pp. 219-
220), D. Fowler (1979, en particulier p. 808), I. Mueller (1981) et récemment, par J. L. Gardies (1988).
Fondamentalement, ce qui est en cause dans ce débat c'est la lecture rétrospective qui assimile trop facilement
l'entreprise du Livre V et la construction des réels par R. Dedekind et que 1'on trouve exposée par exemple dans Heath
(1956, vol. 11, p. 124-126). V. aussi [Id., p. 187). J'ai traité de cette question de manicre détaillée dans ma theése. Voir
[Vitrac, 1993], en particulier les pp. 56-64, 227-247, 271-272, 554-568.



1. Rapport (A\0y0S) versus proportion (Avaloyia) : différents niveaux de langage.

Méme en prenant pour point de départ la terminologie, il n'est pas inutile de reprendre les
catégories dégagées par les débats récents que j'évoquai ci-dessus. Beckmann tout particulierement
a souligné la distinction qu'il fallait faire entre les termes qui désignent des objets — par exemple
dans le Livre V, les grandeurs — de ceux qui expriment des relations. Sous cette rubrique on peut
ranger les notions de rapport (Adyos), de proportion (dvaloyla), et de proportionnalité
(avdloyov). Toujours en recourant & des concepts issus pour 'essentiel de la logique élémentaire,
on a également proposé de distinguer entre une théorie des rapports, compris comme des relations
(entre grandeurs) a deux places, et une théorie des proportions, entendues comme relations a 4
places. Un autre aspect me parait important : celul du "niveau de discours" mathématique dans
lequel ces notions interviennent. Pour préciser ce que j'entends par la, une sommaire comparaison

avec ce que 1'on fait dans une approche moderne élémentaire n'est peut-€tre pas inutile.

a — Dans celle-ci la notion de rapport est dérivée de celle de proportion. On suppose en
effet un domaine d'objets G sur lequel on peut définir une relation tétraédrique P (a, b, c, d),
autrement dit on peut répondre a la question «(a, b, c, d) satisfont-ils a la condition P ?». Bien
entendu on suppose qu'il existe un moyen effectif de le vérifier. Par exemple si (a, b, ¢, d) sont des
nombres entiers on peut définir P en posant P (a, b, ¢, d) < a.d = b.c; on dira alors que (a, b, ¢, d)
sont en proportion.

On peut ensuite raisonner sur les couples d'objets (a, b) et vérifier que P permet de définir
une relation d'équivalence sur G x G par (a, b) = (c, d) si et seulement si P (a, b, ¢, d). Les classes
d'équivalence pour cette relation seront appelées "rapports"; dans notre exemple on dit aussi
"nombres rationnels" et on notera a/b la classe du couple (a, b). C'est ce statut dérivé de la notion
moderne de rapport qui fait dire a Beckmann que nulle part dans le Livre V on ne passe pas aux

classes d'équivalence et qu'on se limite aux relations tétraédriques entre grandeurs.

b — L'analyse générale de Nicomaque’

Nicomaque?® propose une approche différente mais qui lui permet également d'envisager les
relations telles que les rapports et les proportions d'une maniére abstraite : un rapport (\oyos) est
une relation entre deux termes 800 Gpov TPOS AAAMNovs 0X€0Ls) et la proportion (avaloyia) est
une "unification" (cOMNNYLS) de deux ou plusieurs de ces rapports. Ce que l'on peut traduire
symboliquement comme suit : un rapport entre deux termes (A, B) se représente par R (A, B) : le
rapport qui existe entre A et B ne se limite pas a ce que nous désignons par A : B, mais peut €tre par

exemple leur différence A - B ou autre chose. Une "analogie" désigne une relation d'ordre supérieur

7 Je reprends ici un de mes commentaires dans [Vitrac, 1994], pp. 58-59.

8 V. Introduction arithmétique, L. 11, Ch. XXI, éd. Hoche, p. 120, 1. 2-7 : « €&oTLv obv dvaloyla kuplws Suelv 1
mhelbvor Aoyov cUAANLS és TO avTd, kowdTepor 8¢ dvelv 1) mhedvwr oxéoewr, kv pn Aoye TO aldTd
UmoTdoowrTat, Stadopd 8E § TiwL ETépw. Néyos PEV oy €oTL 800 Gpwv Tpds dANAovS oXéats, oUVBeaLs B
TOV ToLoUTov 1) avaroyla, GoTe év ElaxioTols Gpols TpLoly alTn cuppépikTat .... ».



A (R,(A,, B), R)(A,, B,),...), en général une identité de rapports. Pour avoir une "analogie" non
triviale il faut donc au minimum trois termes A(R,(A;, A,), Ry,(A,, A;)) et on dit alors que
I""analogie" est continue. Si B, # A,, on dit qu'elle est disjointe.

Nicomaque propose deux exemples : la progression (1, 2, 4) qui est une proportion selon la
qualité (étre le double de)? - correspondant a une progression géométrique - et la progression (1, 2,
3), "analogie" selon la quotité'® - correspondant a une progression arithmétique. Dans cette
présentation le sens de "rapport" et de "proportion" est encore plus large que dans celle des
Eléments. Les auteurs tardifs remarquent d'ailleurs que "proportion" est utilis€ dans deux sens :

- un sens "large" d'analogie de relations;
- un sens étroit d'analogie de rapports, le sens "géométrique" (et euclidien; ce que nous appelons
"proportionnalité").

Seul, précisent-ils, ce dernier usage est correct. Contrairement a l'approche moderne que
nous avons présentée ci-dessus, c'est la notion de proportion qui présuppose ici celle de rapport.
Quant a la portée tres générale que lui donne Nicomaque, s'agit-il d'une généralisation
philosophique tardive et propre aux commentateurs ? Rien n'est moins s(r : des textes plus anciens
témoignent d'un usage trés souple de l'expression "ava \oyov" et du substantif "dvaloyla'.

Aristote par exemple mentionne la proportion arithmétique (1) aptOpunTiky avaloyia)!l,

2. La terminologie de la théorie des médiétés!2

Surtout le sens large d'"analogies" de relations est attesté€ et discuté a propos de la théorie
des médiétés dont il me faut dire un mot. La théorie ancienne des médi€t€s nous est connue grace a
trois exposé€s tardifs dus a Nicomaque (L. II, XXI-XXIX, éd. Hoche, pp. 119, 1. 19 - 147, 1. 2),
Théon de Smyrne (Expositio, Part. II, L-LII, Ed. Hiller, pp. 106, 1. 12 - 111, 1. 14 et LIV-LXI, pp.
113, 1. 9 - 119, 1. 16) et Pappus (Coll., 111, XI-XXIII, Ed. Hultsch, pp. 68, 1. 17 - 104, 1. 13). Le
substantif "médiété" ("wecdTns") désigne soit une suite de trois termes (A, B, C), soit le terme
médian de cette progression, B. On peut supposer A > B > C. Pour ce terme médian, les auteurs
anciens utilisent le plus souvent "uéom", adjectif substantivé - que I'on peut traduire par moyenne.
Mais les médiétés sont aussi souvent appelées "proportions" (avaloytadr).

Dans son exposé, Nicomaque utilise indifféremment "proportion" pour "médiété" quoiqu'il
remarque, en introduisant la médiété géométrique qu'elle seule est appelée proportion au sens
propre, puisqu'il y a bien identité de rapports entre les termes (L. II, XXII, éd. Hoche, pp. 122, 1. 11;
123, 1. 20-22; XXIV, p. 126, 1. 12-15.). Théon, citant Adraste, insiste sur la différence entre les

9 Selon le méme rapport (kaTd TOv abTOV Adyov) ou selon la qualité (katd moLé6TnTa). Op. cit., pp. 120, 1. 9-10; 121,
1. 3-4.

10 Selon le méme intervalle (katd T6 avTO dtdoTna) ou selon la quantité (katd moodéTnTa). Op. cit., pp. 120, 1. 9;
p.121,1.7-8.

V. Ethique a Nicomaque, 1132 a30.

12 Je reprends ici la premiére partie de la Notice que j'ai consacrée a la théorie des médiétés dans [Vitrac, 1994], pp.
497-508.



deux notions et signale l'abus de langage commis par certains (§ L, éd. Hiller, p. 106, 1. 16-20).
Toutefois, lui-méme, lorsqu'il a cité auparavant le musicien Thrasylle (§ XXXIII, éd. Hiller, p. 85,
. 8-9), a utilis€ "proportion" pour désigner les trois médiétés fondamentales et n'a donc pas
recherché l'exactitude terminologique. Pappus signale que ce qui est proportion est médiété mais

que la réciproque est fausse (éd. Hultsch, p. 70. 27-28)13.

Enfin il faut citer le plus ancien témoignage conservé a propos des médiétés, rapporté a
Archytas, et qui se rattache a la théorie pythagoricienne de la musique!4. Ce passage est cité par
Porphyre dans le contexte d'une discussion terminologique pour illustrer I'emploi ancien du mot
"Stdotnua (intervalle) dans un sens équivalent a rapport ("\oyos"). Théon, citant le Platonicos
d'Eratosthene, insiste sur la différence entre les deux notions : un méme intervalle (musical) peut
étre associé a deux rapports, inverses 1'un de 1'autre (éd. Hiller, p. 81, 1. 17 - 82, 1. 5)!3. Cela suppose
une certaine confusion initiale des deux notions mais 1'on remarquera que le témoignage d'Archytas
traite de musique, donc d'intervalles ! Surtout il faut noter qu'Archytas utilise ava \éyov pour
décrire la médiété arithmétique (kaTta Tav Tolav Umepoxav ava Aoyov) et désigne les trois
médiétés fondamentales comme des avaloylat.

Il n'est donc pas certain que la terminologie était bien fixée dans la premiere moitié du IV®
siecle avant notre ere; peut-€tre n'était-elle simplement pas unifiée entre les différents domaines du
quadrivium, par exemple entre la géométrie et la musique. Quoi qu'il en soit certains auteurs
ultérieurs (Nicomaque, Théon de Smyrne, Porphyre, Jamblique) relevent ce point; dans la mesure
ou ils semblent se référer a Eratosthéne par l'intermédiaire du péripatéticien Adraste la discussion
terminologique doit certainement remonter au III¢ siecle avant notre ere, au moins. L'usage des
termes dvdloyov et avaloyla y était trés certainement questionné. L'analyse abstraite dont nous
avons trouvé la formulation chez Nicomaque en est peut-étre issue. Je crois aussi que cette

discussion terminologique n'a pas été€ sans conséquences pour les Eléments eux-mémes.

13 Encore faudrait-il préciser "proportion continue". Dans son exposé il réserve "proportion" a la médiété géométrique.
14«1l y a trois moyennes (péoat) dans la musique : la premiére est l'arithmétique, la deuxiéme la géométrique, la
troisiéme la sous-contraire, que l'on appelle harmonique (Tpita & vmevavtia, dv kahéovTt dppovikdv). [Il'y a
moyenne] arithmétique quand trois termes sont en proportion quant a leur excés (6kka €wvTL TPels OpoL KATA TAV
Tolav vmepoxav ava Adyov) de la fagon suivante : de ce dont le premier dépasse le deuxieéme, le deuxiéme dépasse le
troisiéme. Et dans cette proportion (év Tal0Tq <T@ dvaloyiq) il arrive que l'intervalle des termes les plus grands est
plus petit, celui des plus petits [est] plus grand (T6 TOv pellévov Spov StdoTnpa petov, TO 8¢ TOV peLdvov
petlov). [Il y a moyenne] géométrique quand [les trois termes] sont tels que le premier est relativement au deuxiéme
comme le deuxiéme relativement au troisi¢éme (6kka €wvTL otos O mpdToS TOTL TOV SeUTepov, Kal O SeVTepos
moTlL TOV TplTov). Dans ce cas l'intervalle produit par les plus grands [termes] est égal a [celui produit] par les plus
petits (ToUTwv 8 ol pelloves {oov motobvTal 7O StdoTnpa kal ot pelovs). [Il y a moyenne] subcontraire, que
nous appelons harmonique, quand ils sont tels que le premier dépasse le deuxieéme par une méme partie de lui-méme
que la partie du troisiéme par laquelle le moyen dépasse le troisieme (Skka €wvTL <Tolol® G O mpdTos Bpos
umepéxel Tod Sevtépov avTaliTov pépel, TolTwL O péoos Tod TplTov Umepéxel Tob TpiTou pépel). Dans cette
proportion (év TadTg TG@ dvaloyia) il se produit que l'intervalle des plus grands termes est plus grand, et celui des
plus petits, plus petit (T6 TOV pellévov Gpov dtdoTnua petlov, TO 8¢ TOV peLdvor petov) ». Porphyre, in Prol.
harm., 92 = Archytas, Fragment 2, DK 47 B2, [Diels & Kranz, 1985], t. I, pp. 435, 1. 19 - 436, 1. 13.

15 Pour notre part, nous distinguerions deux intervalles en précisant pour chacun d'eux s'il est ascendant ou descendant;
l'intervalle serait associ€¢ a un "mouvement". Ici 1'identité d'intervalle renvoie a une conception statique et spatiale de
l'intervalle : 'écart entre deux sons; d'ailleurs Théon précise que l'unisson n'est pas un intervalle (éd. Hiller, 1878, p. 81,
1. 9-10).



3. L'absence de définition de I'avaloyia dans les Eléments

a — La ou l'analyse moderne et celle de Nicomaque distingue trois "niveaux" de langage,
les Définitions euclidiennes qui ouvrent le Livre V n'en suggere que deux :
- celui des objets, a savoir les grandeurs (la notion n'est d'ailleurs pas définie !)
- celui des relations, en l'occurrence des rapports (Df. V. 3, 4). Et de ceux-ci on peut dire s'ils sont
identiques ou non (Df. V. 5-7).

Le rapport comme objet n'apparait pas et sur ce point on peut €tre d'accord avec l'analyse de
Beckmann. Mais il apparait comme relation. La proportionnalité se dit soit comme identité de
relations (Df. V. 5), soit elle s'énonce directement par "rabattement” dans le domaine des objets,
marqué par le terme avdloyov (Df. V. 6).

Il me parait important de remarquer que si les grandeurs dans un méme rapport ont été
qualifiées (Df. V. 6), la nouvelle relation ainsi obtenue, la proportion ou "analogie" n'est pas elle-
méme définie. Le niveau des "relations de relations", celui ou Nicomaque introduit la proportion
n'est pas pris en considération. Deux choses restent a examiner : peut-on expliquer cette absence de

thématisation de I'avaloyia ? Quelles en ont été les conséquences ?

b — En fait on doit d'abord remarquer que cette absence de thématisation n'est pas totale. Le
terme intervient en effet dans les Eléments, et ce dés le Livre V, dans les Définitions 8, 10 et 18.
Mais ce dernier cas est un peu différent : la Df. V. 18 introduit la «proportion perturbée» qui ne
coincide pas avec la proportionnalit€ méme si cette derniere intervient dans sa Définition. Cet usage
est trop particulier pour €étre pris en compte. A l'inverse on peut dire que, puisqu'Euclide n'a pas
introduit le terme général d'avaloyia, il pouvait en disposer pour définir une relation plus
complexe, 1 TeTapaypévn avaloyla.

D'ailleurs la discussion terminologique que j'ai mentionnée a propos de la théorie des
médiétés et 'usage assez "souple" du terme "avaloyia" que I'on peut repérer dans cette théorie ont

peut-€tre dissuadé Euclide de le retenir parmi les termes a définir.

¢ — Dans le méme ordre d'idées, un autre aspect peut étre pris en considération pour
enrichir notre dossier : dans son commentaire a 1'Introduction arithmétique de Nicomaque,
Jamblique indique que la proportion (1 avaloyia) et le proportionnel (70 davdloyov) s'opposent,
la premiere désignant normalement la proportion continue, le second s'appliquant aussi a la

proportion discontinue en quatre termes!©.

16 « .. 810 kal dokel TO dvdloyov TRs dvaloyias Stadépelv: TO pev ydp dvdloyov kal év SLelevypévols

Spots ylveTar, 1 8¢ avaloyla kuplws éml TOV kowwov €xdrTor dpov TdTTETAL » (... et c'est pourquoi on doit
penser que la proportionnalité différe de la proportion; car d'une part la proportionnalité se produit aussi dans des
termes disjoints, tandis que "proportion", d'autre part, s'emploie proprement pour les termes dont un est commun).
Jamblique, éd. Pistelli, 1894, pp. 99, 1. 26 - 100, 1. 3.



Si cette opposition est fondée, elle pourrait justifier I'absence d'avaloyia dans les Eléments,
lesquels se contenteraient d'introduire ce qui, dans cette perspective, constitue le terme général.
D'ailleurs, les notions de proportions continue et disjointe!” ne sont pas définies en toute généralité
dans les Eléments. Au Livre VIII ou la proportion continue pourrait €tre d'emploi fréquent, Euclide
préfére utiliser I'expression "nombres continiment en proportion" (€Efis dvdloyor) comme une
relation entre nombres - donc entre objets - facile a comprendre : 'adjectif "contindment" est donc
clair - plut6t que d'introduire un nouvel objet d'ordre supérieur, la proportion. La encore il préfere
énoncer la relation par rabattement sur le domaine d'objets (les nombres) plutot que d'introduire un
niveau de langage d'""ordre 2".

Le probleme est que le témoignage de Jamblique est quelque peu isolé. Ainsi, Nicomaque
lui-méme, que commente Jamblique, n'est pas a l'origine de cette opinion. Il utilise le terme
"proportion" pour les proportions continues ou non, et pour une multitude quelconque de termes.
Cela dit, on peut toutefois examiner la "pratique" des géometres classiques. Ceux-ci rapprochent en
effet les deux termes dans des expressions comme :

« ... soit A, B, C, D quatre grandeurs en proportion (Gvd\oyov) selon une proportion continue (€v
T ouvexel avaloyia) » (Archiméde, Equilibres-Plans, I, Prop. 9, éd. Heiberg, vol. II, p. 190, 1.
24),

ou « prendre deux moyennes proportionnelles en proportion continue (800 pécas davdloyov
AaBelv év ovvexel avaloyla) ... »18.

Dans les Eléments le seul usage comparable du substantif "dvaloyia" se trouve dans la
Proposition IX. 36 : il s'agit de nombres continliment en proportion dans la proportion double
(« ... €Efs avdroyov elow év Tf Sumhaciovt avaloyla ») (éd. Heiberg-Stamatis, 1970, II, p.
225, 1. 10-11) ! Une terminologie similaire est utilisée par Archimeéde dans son exposé du systeme
d'écriture pour les grands nombres par le biais des "octades" (« ... amO povddos avdloyov év Td

TOV Sekamhaciov Opwv avaloylas ») (Archimeéde, Arénaire, 111, éd. Heiberg, 11, p. 244, 1. 22-23

17 "gyvexis" et "Stnpnuévn" chez Arstt (Eth. Nic., V, 6, 1130 a 32-33) et Théon de Smyrne (supra); "ovvvmuévn" et
"Sielevypévn" chez Nicomaque (éd. Hoche, 1866, p. 121, 1. 1-15).

I8 1] s'agit d'une des formulations du probléme dit des deux moyennes auquel est réduit le célebre probléeme de la
duplication du cube. Nous connaissons plusieurs solutions anciennes, conservées par deux auteurs : Pappus et Eutocius.
On peut distinguer trois ou quatre formulations du probléme des deux moyennes :

- celle que nous citons et qui apparait dans la présentation générale d'Eutocius (Archimede, éd. Heiberg, 1972, vol. III,
p- 54, 1. 29-30), dans la méthode qu'il attribue a Platon (Ibid., III, p. 56, 1. 14-15), dans la préface de Pappus a son
exposé du L. III de la Collectio (Pappus, éd. Hultsch, 1876, p. 30, 1. 25); dans la solution de Sporus (Archimede, éd.
Heiberg, 1972, vol. I11, p. 76, 1. 3-4), dans une démonstration alternative de la solution de Pappus (Pappus, éd. Hultsch,
1876, p. 172, 1. 20.) et surtout dans 1'exposé rapporté a Eratosthéne (Ibid., pp. 54, 1. 28 et 58, 1. 16; Archimede, éd.
Heiberg, 1972, vol. 111, pp. 88, 1. 20-21, 90, 1. 30-31, 94, 1. 15-16).

- une formulation légérement différente : « 800 péoas davdloyov AaBelv katd TO cuvexés » que l'on ne trouve que
dans la solution de Nicomede, tant dans le compte-rendu de Pappus (Pappus, éd. Hultsch, 1876, III, 58, 1. 24), que dans
celui d'Eutocius (Archimede, éd. Heiberg, 1972, vol.III, p. 104, 1. 7-8).

- une formule plus sobre : « les ... €Efis dvdloyov eloLr », que 'on trouve dans les solutions attribuées aux auteurs les
plus anciens, Archytas (Ibid., p. 86, 1. 29-33) et Ménechme (Ibid., p. 80, 1. 23) qui coincide avec la maniére euclidienne
d'exprimer la proportionnalité continue dans les Livres arithmétiques.

- Enfin des formes abrégées : « 800 péoas avdloyov \apelv », ou « 80o péoas » que l'on trouve quasiment dans
toutes les solutions.



et passim). Dans les deux occurrences il s'agit de proportion a la fois continue et de rapport
déterminé : 2 : 1 dans le cas euclidien; 10 : 1 dans le cas archimédien.

Ce sont certainement ces usages particuliers qui ont favorisé le rapprochement entre le
substantif "proportion" et le qualificatif de "continue" indiqué par Jamblique. Ainsi, apreés avoir
défini la proportion comme la similitude ou l'identité de plusieurs rapports, Théon développe lui
aussi un commentaire qui suggere d'abord une proportion continue, mais introduit ensuite la
distinction "proportion continue / proportion disjointe" (§ XXXI, éd. Hiller, p. 82, 1. 6-12)1°.

Méme s'il n'y a rien de tres assuré, il me semble que les discussions terminologiques issues
de la théorie des médiétés, autant que les usages mathématiques concernant 1'opposition "proportion
disjointe / proportion continue pouvaient dissuader Euclide de définir 1'avaloyia. En fait je crois
méme que l'usage arithmétique que je viens de relever dans IX. 36 est pour ainsi dire le seul des
Eléments — si 1'on met de coté I'expression "proportion perturbée" de la Définition V. 18 et des
Propositions V. 21-23. Autrement dit je pense que la Définition V. 8 et la clause finale de la

Définition V. 10 sont des interpolations.

d — Tres clairement 1'absence d'une Définition de I'avaloyla a suscité certains ajouts

durant la transmission du texte :
— Dans les manuscrits B, p ; dans la marge des manuscrits P, V, F par une autre main, apres la
Définition 3, on a inséré :

«’Avaloyla 8¢ 1 TOV Noyov TauTédTnS »

(Et une proportion est l'identité des rapports).
— Dans les manuscrits F, p, V, apres la Définition V. 7, s'intercale :

« "Avoroyla 8¢ 1) TGV AMdywv opotdtng »

(Et une proportion est la similitude des rapports).

Ces insertions ne sont pas dues au travail de Théon d'Alexandrie puisque les manuscrits qui
procedent de son édition divergent a cet égard. Il est cependant vraisemblable que la source, au
moins la "source lointaine" de ces ajouts, soit identifiable : il pourrait s'agir d'une série de

remarques qu'Aristote avait consacré a la notion de proportion dans I'Ethique a Nicomaque.

4. Le témoignage aristotélicien

a — Dans le Livre V de son traité Aristote (Eth. Nic., V, 1130 b30 - 1133 b28) entreprend
l'analyse de la justice (comme respect de 1'égalité) a 'aide de notions mathématiques certainement
dérivées de la théorie des médi€tés et de ce que 'on appelle traditionnellement la théorie (politique)

des deux €égalités20. Pour simplifier disons qu'il distingue deux formes de justice : distributive et

19 voir le texte ci-dessous, §5,b.
20 Sur la théorie politique des deux égalités, v. [Harvey, 1965], pp.101-146, et mon travail Egalité politique, Egalité
mathématique, a paraitre.



réparatrice, qu'il rapporte a ce qu'il appelle les proportions géométrique et arithmétique. Au cours
de cette analyse le Stagirite énonce un certain nombres de résultats de théories des proportions ainsi

que certaines généralités sur la notion elle-méme :

&oTwv dpa TO dikalov avaloydv Ti.

TO yap dvdloyov ol pdévov €oTi povadikod dptOpod
{8Lov, A\’ B\ws dpLBpod-

N yap dvaloyia icéTns éoTi Adywv, kai €év
TETTAPOW ENaxioToLs.

N LEV oLV Sinpnpévn 8TL év TéTTapotL, SHNov.

Ny ,
aA\a kal N ovvexns”
~ \ [N e \ ~ \ A 7 T e

TO yap €Vl ws duol XpHiTaL Kal 8ls AEYEL, olov wS
N T0d a mpods TNV Tod B, olTws 1) TOD B TPOS TNV
TOU 7.

8ls obv 1) Tod B elpnTar: GoT
8ls, TétTapa éoTar Td dvdloya.

)

éav 1 Tob B TEO

Donc le juste est une certaine proportionnalité. Car la
proportionnalité n'est pas propre seulement au nombre
monadique, mais au nombre, en général.

En effet la proportion est une égalité de rapports et
en quatre [termes] au moins.

Et que la [proportion] disjointe soit effectivement en
quatre [termes], c'est évident.

Mais aussi la [proportion] continue;

car on utilise I'un [des termes] comme deux et il est
prononcé deux fois, par exemple comme est la [ligne ?]
A relativement a B, ainsi est B relativement a C.
Effectivement B est dite deux fois; de sorte que si B est

posée deux fois, les [termes] analogues seront quatre.

(Ibid, 1131 a29 - 1131 b2).

La premiere partie de la remarque soulignée par moi évoque naturellement les deux ajouts
que nous avons mentionnés a une petite différence pres, l'utilisation de 1'égalité : to6Tns. Cet usage
de 1'égalité plutdt que de l'identité ou de la similitude (v. supra ) n'est pas canonique; il ne faut sans
doute pas en majorer la signification. C'est vraisemblablement le contexte général de la discussion :
la distinction de deux justices mises en parallele avec les deux sortes d'"égalité politique", qui en est
la cause. Le terme Lo6Tns n'est guére utilisé en mathématiques (Vitrac, 1990, pp. 503-505) et il
serait donc €tonnant qu'Aristote s'inspire ici d'une Définition mathématique trouvée dans un traité
contemporain. Comme il le dit explicitement son analyse n'est pas seulement arithmétique ou

mathématique mais générale.

b — Quant a la deuxieme partie de la remarque il est difficile de ne pas la rapprocher de la
Définition V. 8. Le rapprochement a d'ailleurs certainement €t€ fait dans 1'Antiquité puisque le
manuscrit V porte "élaxioTots" et non "é\axioTn" comme P que suit ici Heiberg. Le
rapprochement est également fait par Heath (1956, vol. II, p. 131). Celui-ci consideére que la
remarque d'Aristote confirme justement l'authenticité de la Définition V. 8, remise en cause par
Hankel. L'argument me parait tout a fait réversible; a la suite de Hankel, on peut en effet remarquer
que :

— cet énoncé n'a pas la forme d'une Définition (que définit-il ?) mais d'une glose.
— outre la divergence du manuscrit V, la présence du terme "0pos", utilisé avec un autre sens dans

le premier Livre des Eléments ?!, renforce les doutes qu'on peut avoir sur cette authenticité.

21 Au L. 1, Df. 13 le terme "6pos" désigne la frontiére d'une figure. V. [Vitrac, 1990), p. 161.



5. Les versions paralléles post-euclidiennes

Pour ma part je voudrai ajouter que la prise en considération des multiples parallélismes que
l'on trouve chez les auteurs des premiers siecles de notre ere permet d'aller dans le méme sens. On
peut en faire l'inventaire suivant :

— deux extraits des Definitiones [n° 127 (éd. Heiberg, 1976, p. 82, 1. 19-23) et 124. 3 (Ibid., p. 80,
1. 4-8)] attribuées a Héron d'Alexandrie.

— deux extraits de I'Expositio de Théon de Smyrne (§§ XIX-XXI (éd. Hiller, 1878, pp. 73, 1. 16-17,
74, 1. 8-9,1. 12-13) et § XXXI(/bid., p. 82, 1. 6-12)).

— L'exposé de Nicomaque de Gérase (Introduction arithmétique, L. 1I, Ch. XXI) dont j'ai déja
parlé au début et sur lequel il est inutile de revenir.

— Le commentaire de Jamblique a Nicomaque dont il a été€ aussi question a propos de 1'opposition
"continue" // "disjointe" (éd. Pistelli, 1894, p. 98, 1. 14-17; pp. 99, 1. 19 - 100, 1. 3).

a — Héron

¢

Abyos pev elpntat, 611 B OpOYeVOY €0Ty M mpos 1. II est dit qu'un rapport est la relation de 2 [choses]

Ot)\?\n)\a UXGULS‘ €m 8¢ TOV peye@@v )\€€0H€V LSUD& homogenes, l'une relativement a l'autre. Et pour les

8L Myos €oTiv blo peyebov OHOLOVGV‘W T] KO‘TO‘ grandeurs nous dirons plus particulierement qu'un

mAKOTATA ToLd GxeaLg, 0s eLvaL kal ém avToV rapport est la relation selon la taille [qu'il y a] entre deux

dvaroytay Tiy ToLobTev Moywy dpotdTnTa. grandeurs du méme genre, de sorte aussi qu'a leur propos
la proportion est la similitude de ces rapports

’Ava)\oy[a 8¢ év TpLoiv 5p0LS‘ éxaxiomn éGT(V, 2. Et une proportion en trois termes est la plus petite,
GVTGU@G OPOW )\GHBGVOHGW)V fiTot Tov peyeewv N dans laquelle les termes pris sont soit les grandeurs, soit

TOV GWLKGLHGW)V avTols GPLGLUDV 0s yap {UK)\OU les nombres placées au-dessus d'elles; de méme en effet
opog €oTiv T] TrepL<1>epeLa Kal Tptywvwv ai m evpat, que du cercle, la circonférence est le "terme", et des

oUTw Tob ToD B mpds TOV ¢ AGyou Gpot elailv ol adTol . IO . N
dpLByLol pos v P triangles les cotés, ainsi, du rapport de 9 relativement a
’ 6, ces mémes nombres sont [les] termes.

Evidemment |'authenticité des Definitiones est encore plus problématique que celle de la Df.
V. 8 mais il faut rappeler qu'Héron avait commenté Euclide. Nous faisons I'hypothése que ces
Definitiones dérivent des remarques que les compilateurs pouvaient trouver dans ce commentaire.
Pour appuyer cette hypothése on remarquera que dans le premier extrait, Héron "commente" la Df.
V. 3 en justifiant en particulier l'expression « 1) kaTd TALKOTNTA ToLa ox€oLs » par le fait que
1'énoncé s'applique aux grandeurs. Intéressant aussi est 1'addition sur la notion d'avaloyia en terme
de « similitude de rapports » a rapprocher de 1'ajout qui précéde la Définition V. 822. Dans le second
extrait on remarquera aussi qu'apres avoir cité la Df. V. 8, il a essayé de faire le lien d'une maniere
assez artificielle avec 1'autre sens de "0pos" dans les Eléments, ce qui suggére une problématique de

commentaire euclidien.

22 A comparer au cas de an-Nairizi sur lequel je reviens infra.



b — Théon de Smyrne

1. Moyos & éotw 6 kat’ dvdloyov Svolv Gpov
Opoyevdv 1 mpods dAMilovs [adTdv] ToLd oxéals ...

opoyevfy 1  Opoeldi

Opous 8¢ Néyopev Td
apBavépeva eis olykpLowv...
avaloyla & &oTi Aoyov 1 TpOS dAARAOUS ToLd

oX€0LS ..

2. avaloyia & éoTl mAetdvowr Adywr Opordtns 1
TavTéTNs, TouTéoTy év mAeloow dpols Adywv
opoL6Tns, 6tar Ov éxel Moyov O TpdTOS TPOS TOV
SelTepor, TodTOV O SelTepos Tpods TOV TplTov §
AANOS TLS TPOS dANov. MéyeTal 8¢ 1) pév ouvexns
avaloyla, 1 & O&umpnuévm, ouvvexns pev m év
é\axloTols Tplolv Gpots, OSumpnpévn 8¢ 1 év
é\axloTols Téooapoiv.

1. Et un rapport - celui selon la proportionnalité - entre
deux termes homogenes est la relation telle ou telle de
l'un relativement a l'autre ...

Et nous disons "termes" [pour] les choses de méme
genre ou de méme espéce prises en comparaison ...

Et une proportion, [entre] des rapports, est la relation
telle ou telle de 1'un relativement a l'autre ...

2. Et une proportion est une similitude ou une identité de
plusieurs rapports, autrement dit une similitude de
rapports en plusieurs termes, quand, ce rapport que le
premier a relativement au deuxiéme, le deuxi¢me [a] le
méme relativement au troisiéme ou un certain autre
[terme] relativement a un autre. Et l'une est dite
proportion continue, l'autre disjointe; la [proportion]
continue est en trois termes au moins et la disjointe au
moins en quatre.

Le cas de Théon de Smyrne est significatif car son Expositio dissimule peu son caractere

compilatoire. Théon traite des rapports et proportions a deux reprises; dans la premiere il cite le
péripatéticien Adraste; dans la seconde il se référe apparemment a Eratosthéne, plus précisément au
Platonicos de ce dernier;

Pour le premier extrait remarquons simplement que I'ajout "mpds aA\fAovs" des manuscrits
théonins a la Définition V. 3 se trouve ici?? et qu'une Définition de la proportion a été calquée sur
celle du rapport; ce qui confirme, s'il en €était besoin, 1'antériorité logique de celui-ci sur celle-1a, du
point de vue des Anciens.

Le second extrait est bien intéressant puisqu'il présente une autre version pour la proportion
qui coordonne précisément les deux possibilités : "TavTéTns" ou " 6poLGTNS" que nous trouvons
dans les ajouts des Manuscrits des Eléments, soit apres la Df. V. 3, soit avant la Df. V. 8. A la suite

il introduit la distinction proportion continue / proportion discontinue d'ou une remarque

comparable a celle d'Aristote et que nous rapprochons de la Définition V. 8.

¢ — Jamblique

‘H Tolvuv dvaroyla Noywv éoTl Theldvor OpoldTns
kal Tavtétns. T( 66 wot’ &oTi Aoyos O «kat’
avaioylav, émel molaxds 0 A\oyos, év Tols Tpbdabdev
Stecadnoaper 6TL Suelvy Spwr Opoyevdv 1 TPOS
arAlovs éoTl oxéoals ...

TGOV oy év dpLBpots Aéywr ToLoUTwy TV SuTev 1)
avaloyla cOMnPLs €oTar mhetdvov év opoldTnTL
Moyor év élaxioTols TpLolv Gpots: NéyeTar yap
\oyos ocuviidfal, éTav kowwds Gpos 1 pécos TpoOs
€kdTepov TOV dkpwr Moyov €xwv: O yap kowwos 6pos
T0U AMdyov ouvdTTEL.

Ainsi donc une proportion est une similitude ou une
identité de plusieurs rapports. Et ce qu'est enfin un
rapport selon la proportion - puisque le rapport [se dit] de
maniere multiple - nous avons montré clairement dans ce
qui précede que c'est, entre deux termes homogenes, la
relation de l'un relativement a l'autre ...

donc les rapports en nombres étant a peu pres tels, la
proportion sera compréhension de plusieurs rapports en
similitude, en trois termes au moins; car un rapport est
dit étre conjoint quand un terme commun est moyen,
ayant un rapport relativement a chacun des extrémes;
car le terme commun du rapport [les] conjoint.

23 Au masculin, non au neutre. V. [Heiberg-Stamatis, 1970], II, p. 1.
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SLGCGUXGGL 8¢ )\GVGTGL )\0V0§ \oyov, dTav HT] €xwol  Et un rapport est dit étre disjoint quand ils n'ont pas de
KoLVOV QPOV TOUTO E:)G €V TETTAPOLY OPOLS‘ ylveTat,  terme commun. Et ceci se produit en quatre termes et
60 Kkal  Bokel  TO O‘VO\‘)\O“/O]/ TS ava)\\oyto’(g c'est pourquoi on doit penser que la proportionnalité
gtad)epew/' TO  HEV - yap !aé/\a)\’oy(;\v Jkdb €V differe  de la  proportion; car d'une part la
LeCevyevols OpoLs yveTal, 1 8¢ avaloyta kvptos proportionnalité se produit aussi dans des termes

€M TOV KooV éxGvTov Gpov TATTETAL. S . " L , .
disjoints, tandis que "proportion", d'autre part, s'emploie
proprement pour les termes dont un est commun.

Le premier extrait parait suivre Théon de Smyrne plutét que Nicomaque lui-méme; Théon et
Jamblique précisent que, parmi les multiples sens du terme "logos", ils traitent du sens
mathématique : 0 kat’ avdloyov pour l'un, 6 kaT’ avaloyiav pour l'autre, que les termes doivent
étre homogenes. Tous deux coordonnent "similitude" et "identité".

Dans la suite il revient a la définition nicomaquéenne de la proportion avec un commentaire
encore du méme type que la Définition V. 8; c'est en expliquant ce que sont des rapports conjoints
que Jamblique remarque que le proportionnel survient (aussi) dans des termes disjoints tandis que
la proportion s'emploie proprement pour des termes conjoints.

Tous les textes que nous venons de citer sont post-euclidiens. On pourrait donc considérer
qu'il y a la une série de commentaires qui puisent leur matiere dans les Eléments et que les
coincidences que I'on peut relever, les rapprochements que I'on peut faire entre eux sont dus a cette
référence commune. Ce serait plus vraisemblable s'il n'y avait :

— d'une part la divergence des manuscrits euclidiens, au moins pour ce qui est des Définitions de la
proportion, tant par la place a 1'intérieur des différents Manuscrits (apres la Df. V. 3, apres la Df. V.
7) que par le choix des termes " 0poté6Tns" ou "TavTédTNS";

— d'autre part 1'absence de la distinction continue / disjointe dans les Eléments.

A l'exception de la définition 127 de Héron tous ces commentaires témoignent d'un usage
systématique du terme "6pos". Son usage vise semble-t-il selon les cas soit les nombres, soit un
concept de portée tres générale, antérieur a la distinction grandeurs / nombres, relevant de ce que
l'on peut appelé une "théorie générale des proportions" telle que la congoivent les commentateurs et
les philosophes (Vitrac, 1993, pp. 219-220). Par exemple le terme apparait a plusieurs reprises dans
la suite de l'analyse aristotélicienne du "juste" dont j'ai cité un extrait ci-dessus. Son usage dans la
Définition V. 8 — dans le contexte spécifié des grandeurs — nous parait d'autant plus suspect?*.
Des remarques comparables a cette Définition, avec une terminologie voisine, apparaissent chez

Héron, Théon de Smyrne, Nicomaque et Jamblique.

6. Reconstruction

a — Pour expliquer toutes ces coincidences je propose la reconstruction suivante: Les
Eléments dans leur(s) premiere(s) version(s) (?) ne contenaient en téte du Livre V que les actuelles

Définitions V. 1-7 et 9-18. Le terme davaloyla était donc pratiquement absent de ces énoncés

24 Le scholie n°17 & la Df. V. 3 utilise le terme "6pos" semble-il comme substitut de "nombre" par opposition a
"grandeur". V. [Heiberg-Stamatis, 1970], V, 1, p. 216, 1. 20-24.
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liminaires?3, du moins dans son sens usuel, mais utilis€¢ en composé dans un sens particulier : la
proportion perturbée, dans la Définition V. 18.

Cet usage particulier, les discussions terminologiques qui pouvaient exister a cause de
I'emploi "reldché" du terme dans la théorie des médi€tés, le parti pris euclidien de s'en tenir a deux
niveaux de langage (langage des objets, métalangage) et non a trois, parti pris que nous avons cru

percevoir, peuvent expliquer cette absence de Définition de I'avaloyla.

b — Cela dit le terme était bien connu; dans la perspective platonicienne le concept de
proportion (avaloyla) possédait méme une dignité toute particuliére.

Dans le Timée (31 ¢ 1-5) Platon n'indiquait-il pas que la proportion est le lien le plus fort qui
existe dans le cosmos ? Il y a aussi de bonnes raisons de croire qu'Eratosthéne revenait sur
l'importance de la notion de proportion dans son Platonicos 6. Dans ce dialogue, si 1'on en croit
Théon de Smyrne (éd. Hiller, 1878, p. 2, 1. 15-16), l'auteur évoquait I'histoire du probléeme de la
duplication du cube. Parmi les différentes formulations que nous avons repérées pour le probleme
des deux moyennes, la plus complete («prendre deux moyennes proportionnelles en proportion
continue ((800 péoas avdaloyov NaBetv év ouvexel avaloyiq)...») pourrait avec vraisemblance
étre rapportée a Eratosthene.

¢ — Par ailleurs, en lisant la Définition V. 9 qui introduit le rapport doublé d'un rapport, on
ne pouvait pas ne pas s'apercevoir qu'elle faisait implicitement référence a une proportion continue
en ftrois termes, ce que la tradition pythagorico-platonicienne procédant d'Archytas appelle une
proportion ou une médiété géométrique quand il s'agit de nombres ou de lignes droites. De plus
comme l'avait déja remarqué Aristote dans 1I'Ethique a Nicomaque (v. supra), il faut évidemment
expliquer que le terme médian est "compté" deux fois :

(g1:g2):(g2: g3)
et qu'il y a en fait "quatre" grandeurs.

Qui plus est , si la clause "généralisante" de la fin de la Définition V. 10 : « kal del €Efis
opolws, 0s dv m avaloyla vmdpxn (et ainsi de suite continuellement, pour autant qu'il y ait
proportion) » (Heiberg-Stamatis, 1970, II, p. 2, 1. 15-16) est authentique, la situation de grandeurs
continiment en proportion était rattachée dans les Eléments eux-mémes a la notion de proportion
(avaloyla). L'usage du terme ici n'a rien de choquant puisqu'il parait conforme a 1'usage de IX. 36
et a ce qu'en dit Jamblique. Au demeurant d'autres arguments suggerent que 1'on est certainement en

présence d'une glose interpolée?’.

25 Cette quasi-absence du terme dvaloy{a me conduit a penser que dans le débat historiographique récent auquel j'ai
fait allusion en introduction la question « rapport versus proportion ? » est certainement mal posée. Il s'agit de
confronter non pas deux termes mais trois : \oyos, avaloyla, davdaloyov, lesquels renvoient d'ailleurs peut-étre a une
seule notion, envisagée de plusieurs points de vue.

26 Voir Proclus, in Eucl., EL I. Ed. Friedlein, 1873, p. 43, 1. 22-23.

27 Les Eléments n'utilisent que les notions de rapports doublé et triplé. Dans I'optique ancienne la conjonction du cas de
trois puis quatre grandeurs pouvait suffire pour suggérer la généralisation possible, ainsi qu'on le voit souvent dans les
Livres arithmétiques. Surtout : (a) le libellé différe entre le Ms P et les Mss théonins; v.[Heiberg-Stamatis, 1970], II, p.
2. (b) Dans la traduction arabe attribuée a Ishaq ibn Hunayn, révisée par Thabit ibn Qurra et éditée par J. W. Engroff
(1980), les deux familles de manuscrits distinguées par 1'éditeur divergent a propos de cette glose généralisante. Aucune
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d —Quoi qu'il en soit il me parait vraisemblable qu'un petit commentaire a ét€ inséré en
marge de la Définition V. 9. Sa source d'inspiration a pu €tre la remarque d'Aristote mais j'ai aussi
une petite faiblesse pour le dialogue d'Eratosthéne; on peut imaginer que ce commentaire
mentionnait deux ou trois informations que nous retrouvons chez Théon de Smyrne et chez
Jamblique :

(1) qu'une proportion est une identité ou une similitude de rapports;
(i1) qu'elle peut étre continue ou disjointe;

(ii1) qu'elle comporte au moins trois termes dans le premier cas, quatre dans le second.

Ce commentaire a pu s'insérer ensuite dans le texte entre les Définitions V. 7 et 9 selon la
numérotation de I'édition de Heiberg. Mais ultérieurement il parut plus logique de dissocier les
informations. Ainsi (1) devint une Définition de la proportion. La coordination de deux possibilités
provoqua une divergence :

* ]a Définition en terme de similitude, restée avant la Df. V. §;

*# ]a Définition en terme d'identité placée dans certains manuscrits a la suite de celle de rapport
pour respecter la hiérarchie des concepts que nous avons soulignée. A strictement parler elle ne
faisait pas double emploi avec la Définition V. 6 qui définit 1'expression "grandeurs en proportion"
et non la "relation de relations" elle-méme. Cependant, dans cette perspective, ce déplacement me
parait traduire une certaine prise de distances par rapport a la présentation euclidienne initiale; la
distinction des niveaux de discours n'aurait apparemment plus ét€ considérée comme tres
importante. Telle aurait ét€ la destinée de 1'information (i).

Bien entendu (iii) serait a 1'origine de notre actuelle Définition V. 8, la version du manuscrit
V correspondant peut-€tre mieux avec les versions de Théon, Nicomaque ou Jamblique, celle de P

pourrait étre le résultat d'une correction a partir du commentaire de Héron (df. n°® 124. 3).

e — Un indice supplémentaire de la solidarité de ces différentes informations pourrait se
trouver chez an-Nayrizi : apres la Définition V. 3 il introduit une définition de la proportion comme
"similitude" des rapports — enchainée avec 1'équivalent de notre Df. V. 8. Suit un commentaire qui
n'est pas sans rappeler l'alternative déja présentée par Théon de Smyrne que l'on peut paraphraser
ainsi :

«La similitude des rapports intervient si les grandeurs sont plus de deux, le rapport de la
premiere a la deuxieme étant alors comme le rapport d'une autre grandeur a une autre
grandeur, soit comme le rapport de la deuxieme a la troisieme et de la troisieme a la
quatrieme et ainsi des grandeurs qui se suivent continiment, soit comme le rapport de la

premiere a la deuxieme et de la troisieme a la quatrieme et de la cinquieme a la sixieme

des deux ne comporte d'ailleurs le terme "proportion". (c) Cette formule est omise dans les extraits transmis dans les
Institutions de Cassiodore (édité dans [Folkerts, 1970], pp. 189-191) ainsi que par Campanus.
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et ainsi pour les grandeurs qui se suivent continlment. Le minimum dans lequel advient

cette similitude est dans trois grandeurs...»28.

Les deux possibilités : proportion continue / proportion discontinue sont clairement
évoquées méme si les termes ne figurent pas. En revanche la traduction latine de Gérard de
Crémone semble privilégier seulement la "proportion continue" (éd. Curtze, 1899, p. 157)%°. Tout
ceci n'empéche d'ailleurs pas an-Nayrizi de mentionner une seconde fois la "proportion minimale"

en trois termes apres les Définitions V. 6-7 (qu'il regroupe) (Codex Leidensis, p. 163).

7. Conclusion : les difficultés des commentateurs médiévaux

a — L'information (i1) n'aurait apparemment pas laissé de traces du moins dans la tradition
grecque telle que nous la connaissons. Mais il faut mentionner ici la substitution a priori un peu
étrange que l'on trouve dans une branche de la tradition médiévale d'Euclide : la Définition V. 4 est
remplacée par celle de la proportion continue dans les versions dite adélardiennes (V. Murdoch,
1963, pp. 240-242). John Murdoch dit n'avoir trouvé aucune indication pouvant se rapporter a cette
substitution dans les textes antérieurs (Op. cit., pp. 241-242). Méme si l'on n'admet pas tous les
détails de ma reconstruction’®, je crois que le commentaire de Jamblique lequel n'est pas,
rappelons-le, sans rapport avec la pratique terminologique des géometres apporte un certain
éclairage au sujet. Si on l'accepte, alors il a méme pu exister des manuscrits grecs incluant une
Définition introduisant la distinction "continue" /"disjointe", dérivée de ce que j'appelle

I'information (ii).

b — Je crois pouvoir aussi expliquer partiellement de cette maniere une donnée quelque peu
paradoxale de la tradition euclidienne, ancienne et médiévale. Souvent les Anciens et Médiévaux
ont discuté des mémes themes fondamentaux : probleme de la nature et du statut des principes (Df.,
axiomes...), théorie des paralleles, théorie des irrationnelles... Or il y a une différence étonnante,
qui n'est peut-€tre que le résultat du caractere lacunaire de nos sources, mais qui mérite d'étre
relevée : il n'y a, dans les textes grecs, pas de traces d'incompréhension ou de contestation des
Définitions V. 3-5, 7. Il faut €tre prudent car il s'agit d'un argument a silentio, mais 1'absence de
témoignages antiques, méme indirects, contraste fortement avec l'abondante littérature médi€vale,
puis renaissante, consacrée aux Définitions fondamentales du Livre V3!. Il me semble en effet que

les ajouts de définitions de la proportion (Df. V. 3°, Df. V. 7°) témoignent davantage d'une

28 Codex Leidensis 399/1, f° 60a. Ed. Besthorn-Heiberg, p. 6. Je remercie Ahmed Djebbar et Tony Lévy de m'avoir
fourni des indications détaillées sur ce texte qui vont bien au-dela de ce dont je fais usage ici.

29 Les éditeurs de la version arabe (Codex Leidensis 399/1, p. 7) mentionnent eux aussi cette lacune du texte de Gérard.
30 Drailleurs d'autres possibilités sont ouvertes : les Df. V. 9-10 ne sont pas trés satisfaisantes non plus. Il est possible
qu'elles aient perdu un "€Ef|s" pour exprimer — en conformité avec l'usage du L. VIII — I'idée de proportion continue.
Il se pourrait aussi qu'elles soient elles-mémes des interpolations; apres tout la Df. V. 10 manque dans le recueil de
Héron et dans la tradition médiévale dite adélardienne (v. [Busard, 1983], p. 146).

31 Pour quelques indications sommaires sur la postérité du Livre V, voir la notice que j'ai consacrée a cette question
dans [Vitrac, 1994], pp. 539-553, en particulier 543-548 pour 1'époque médiévale.
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volonté de combler ce qui a pu étre considéré comme une lacune, elle-méme consécutive a une
discussion terminologique sur la notion d'avaloyla, plutét que d'une manifestation de

lI'incompréhension des Définitions V. 3-5.

¢ — Au contraire la série des Définitions, altérée de cette maniere, devenait bien plus
difficile a comprendre : l'interpolation, a la suite de la Définition V. 3, d'une définition de
I'dvaloyla n'a pas facilité la compréhension de la Définition V. 5 par les commentateurs
médiévaux32. En particulier son statut méme de Définition, devenait plus difficile a saisir. Certes la
relation entre les interpolations et les incompréhensions peut s'analyser dans l'autre sens également,
mais ceci me parait valoir pour les commentateurs médiévaux latins (et hébreux) dont les textes
dépendent de la tradition arabe (Murdoch, 1963, pp. 240-251).

Face a ces difficultés d'interprétation 1'attitude des commentateurs médiévaux sera variable
et il n'est pas de notre propos ni de notre compétence de traiter de cette question. Mentionnons
simplement un exemple particulierement significatif, celui du mathématicien andalou al-Gayyani
(XI¢ siecle) :

— Celui-ci déclare préférer I'exposé euclidien, quant a la clarté et a la rigueur, a ce que proposent
ses détracteurs.

— Il a parfaitement saisi le lien qui existe entre la notion de rapport et le procédé des équimultiples
ce qui n'est manifestement pas le cas de tous ses contemporains (Plooij, 1950, p. 16).

— Il a également rapproché cette facon de définir le rapport et I'extension de la notion de rapport au
cas de grandeurs incommensurables.

On peut donc dire qu'il a une excellente compréhension technique de l'exposé du Livre V.
Parmi les commentateurs médiévaux que nous connaissons il semble bien que ce soit I'un des tout
premiers. Mais malgré cela et comme beaucoup d'autres, il estime que les Définitions V. 5-7
contiennent une assertion relative aux rapports susceptible d'étre démontrée33. Il propose une
formulation alternative pour le definiens de la Df. V. 5 en termes de "parties de grandeurs" (Plooij,
1950, pp. 18-20) et montre que cette formulation est équivalente a la formulation euclidienne (/bid.,
pp- 28-34). Il montre aussi qu'elle est une conséquence de ce que l'on peut appeler la "Définition
aristotélicienne" : « La proportion est égalité de rapports »(/bid., pp. 18)3* et que ceci est
convertible (Ibid., pp. 20-26).

Méme pour un auteur dont l'appréhension mathématique n'est pas en cause, le statut de

"principe" des Définitions fondatrices du Livre V n'est plus apparent. Tres certainement la

32 Sur les conséquences quant a I'incompréhension de la Df. V. 5, en particulier chez Campanus, de I'insertion d'une Df.
de la proportion continue a la place de la Df. V. 4, v. [Murdoch, 1968], p. 79.

33 Déja Ahmed ibn Yasuf (IXe siecle) tente de démontrer la Df. V. 5 de maniére non conclusive; son texte sera traduit
en latin par Gérard de Crémone. V. [Schrader, 1961]. An-Nayrizi pour sa part considére que la propriété des
équimultiples est bien un principe qui n'a donc pas a étre démontré. Ceci ne 1'empéche toutefois pas d'exposer le
contenu de la "Df." de la proportionnalité (comme "ressemblance des proportions") dans les termes de la théorie
anthyphérétique des proportions. V. [Curtze, 1899], pp. 158-161.

34 Ibid., p. 18.
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complexité et la longueur des Définitions V. 5-7 n'expliquent pas tout. Les altérations que le texte a
subi dans le processus de transmission, en particulier les ajouts que nous avons analysés, ont

certainement joué un grand role.
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