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RESUME

La méthode des arbres de défaillances constitue un outil
efficace pour les études de fiabilité. Cependant, les ex-
perts éprouvent souvent des difficultés a déterminer
d'une maniére précise la probabilité d’occurrence des
événements de base de l'arbre. L'objectif de cet article
est de comparer deux approches pour évaluer la probabi-
lité d’occurrence de 1'événement sommet de ’arbre, 1'une
basée sur les probabilités supérieures et inférieures, et
l'autre basée sur la théorie des ensembles flous. Les pro-
babilités d'occurences des événements de base seront
modélisées par des distributions exponentielles de para-
métres A; appartenant aux intervalles [Ajmin,Aimax]. L'intro-
duction de deux facteurs d'importance flous permettera
de mettre en évidence les événements contribuant le plus
a l'imprécision entachant la probabilité d’occurrence de
'événement sommet.

MOTS CLES : Arbres de défaillances, probabilités supé-
rieures et inférieures, théorie des ensembles flous, fac-
teurs d'importance flous.

ABSTRACT

Fault tree analysis is an efficient tool to analyse the reli-
ability of systems. However, it is often difficult for ex-
pert to evaluate exactly the failure probabilities of basic
events. This paper compares two approaches for evaluat-
ing the failure probability of top event. The first uses the
upper and lower probabilities, the second uses fuzzy set
theory. Exponential distributions are considered where
the failure rates 4; of basic events belong to [Ainin » Aimax]-
Fuzzy importance measures are used to identify the
componants whose imprecision of failure probability
contributes significantly to the imprecision of the system
failure probability.

KEYWORDS : Fault tree, upper and lower probabilities,
fuzzy set theory, Fuzzy importance measures.

INTRODUCTION

La méthode des arbres de défaillances permet I’é¢tude de
la fiabilité et la streté de fonctionnement des systémes
complexes. Elle est basée sur l’utilisation d’un dia-
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gramme logique qui est établi sous la forme d’un arbre
comportant au sommet l’événement indésirable. Les
causes immédiates qui produisent cet événement sont
ensuite hiérarchisées. De cette fagon, I’arbre est créé pas
a pas pour atteindre a la base un ensemble d’événements
considérés comme élémentaires (événements de base).
La problématique posée dans cet article est le calcul de
la probabilité d’occurrence de 1’événement sommet de
I’arbre sachant qu’on ne dispose pas de lois de probabili-
tés précises d’occurrence de chaque événement de base.
Cette situation est considérée lorsque les données
concernant les événements de base sont définies de fa-
con imprécise ou lors de la prise en compte
d’informations non numériques comme le jugement d’un
expert. Pour ces raisons, plusieurs approches ont été in-
troduites dans les études des arbres de défaillances, dont
notamment I’approche floue, les probabilités supérieures
et inférieures et la théorie de I’évidence.

Les premiers travaux d'analyse des arbres de défaillances
basés sur la logique floue appartiennent a Tanaka et al.
[5]. Les probabilités d'occurrences des événements de
base ont été représentées par des nombres flous trapé-
zoidaux, et les opérations d’addition et de multiplication
floues ont été utilisées pour calculer la probabilité d'oc-
currence de l'événement sommet. Singer [9] a associé
aux fréquences d'occurrences des événements de base
des nombres flous du type L-R et a utilisé les mesures de
possibilités pour évaluer la distribution de possibilités de
I’événement sommet. Soman et Misra [10] ont proposé
une méthode connue sous le nom de l'identité de résolu-
tion et basée sur la méthode des a-coupes pour traiter les
arbres comportant des événements répétés. Cette mé-
thode a été complétée par la suite pour traiter les arbres a
plusieurs états de fonctionnement [11]. Hung et al. [15]
ont représenté les probabilités d'occurrences des événe-
ments de base par des nombres flous de type L-R en
ajoutant des poids subjectifs qui représentent le degré de
confiance associé aux informations données par les ex-
perts.

D’autres auteurs tels que Walley et Kuznetsov [14][7]
ont introduit les probabilités supérieures et inférieures
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qui apparaissent comme un outil intéressant dans les
études de fiabilité. Coolen a proposé une approche
d’analyse de fiabilité bayésienne basée sur les probabili-
tés imprécises [2]. Kozine et Filiminov ont utilisé les
probabilités supérieures et inférieures pour définir un
encadrement de la valeur exacte de la fiabilité¢ de quel-
ques systeémes simples [6].

L’étude de la fiabilité par les arbres de défaillances de-
mande également 1’évaluation de l'importance d'un élé-
ment particulier du systéme dans la défaillance de celui-
ci. Dans l'approche probabiliste, un grand nombre de
méthodes ont été proposées pour mesurer cette impor-
tance [1][8]. Cependant, ces méthodes sont inadaptées
aux approches floues. Fururata et Shiraishi ont été les
premiers a introduire des facteurs d’importance flous [4].
Suresh et al. [12] ont défini deux facteurs d’importance
essentiels mesurant la contribution de la disponibilité
d’un composant a la disponibilité du systéme et celle de
I’incertitude entachant cette disponibilité.

Dans cet article, nous étendons le principe d’analyse des
arbres de défaillances flous proposé par Singer [9] a des
taux de défaillances A flou des composants d’un systéme.
Parallélement, on étudie ce probléme d’imprécision des
taux de défaillances des éveénements de base en utilisant
le concept des intervalles pour modéliser cette impréci-
sion. Enfin, nous introduisons deux facteurs
d’importance flous inspirés des travaux de Suresh et al.
[12] pour mettre en évidence les composants critiques de
I’arbre et aussi les composants qui contribuent le plus a
I'imprécision entachant le taux de défaillance du sys-
téme.

On désignera par taux de défaillance d’un événement
"i", le taux de défaillance du composant qui est associé a
cette événement. En particulier, le taux de défaillance de
I’événement sommet de I’arbre désignera le taux de dé-
faillance du systéme complet.

CONTEXTE DE L'ETUDE

On suppose que les composants du systéme étudié sont
non réparables et indépendants. Dans cette étude, nous
considérons les distributions de probabilités d'occuren-
ces des événements de base comme des distributions ex-
ponentielles. Dans ce cas, la fiabilité d’un composant "i"
est définie par:

R, = exp(_ﬂ'it)
ou /; est le taux de défaillance du composant "i".
Ainsi, dans un arbre de défaillances constitué de portes

"OU", la probabilité d’occurence de I’événement som-
met de I’arbre est donnée par :

p,=1-T]0-p)=1-TTexp(-21)
i=1 i=1

ou 7 est le nombre d'événements de base, p; la probabili-
té d’occurence du "i"éme événement de base et p, la
probabilité d’occurence de I'événement sommet.

Dans un arbre de défaillances constitu¢ de portes "ET",
la probabilit¢é d’occurence de 1’événement sommet de
I’arbre est donnée par :

D, = ﬁ P = ﬁ (1-exp(-=4,2))

i=1

Si I'expert ne posséde pas toutes les informations néces-
saires pour donner une valeur précise du taux de défail-
lance 4; de chaque événement de base (cf. Figure 1), il
propose de donner une distribution de possibilité de cha-
que /. Pour évaluer le taux de défaillance de
I’événement sommet de I’arbre, nous envisageons
I’exploitation d’une approche floue et d’une approche
probabiliste.

i Fines A
Figure 1 : Distribution de possibilités de A;.

APPROCHE FLOUE

On associe a chaque taux de défaillance A, un nombre
flou de type L—R, et on utilise les opérations d’addition
et de multiplication floues pour calculer les distributions
de possibilités des taux de défaillances des différents
événements de I’arbre [9].

Nombres flous du type L-R

On considére trois parameétres réels (m, a, b), a et b étant
strictement positifs, et deux fonctions, notées L et R, dé-
finies sur I’ensemble des réels positifs, a valeurs dans
[0, 1], semi continues supérieurement, telles que pour
tout réel x: L(0)=R(0)=1, (L(1)=0 ou L(x)>0) et
(Lim,_s+o R(x)=0 ou R(x)>0).

Un nombre flou M est de type L—R si sa fonction
d’appartenance f), est définie par :

_ L((m—x) a)sixSm
Ju _{R((x—m)/b)six>m



On utilisera la notation : A; =(m;, a;, b;) pour désigner le
taux de défaillance flou d’un événement "i" (cf. Fi-
gure 1). m; est sa valeur modale avec n(m;)=1, a; est la
largeur de son support a gauche de m; (étalement gau-
che), b; celle de son support a droite de m; (étalement
droit), sur I’axe des réels.

Opérations sur les arbres flous

Dans cet article on considére que la forme floue d’une
association d’opérateurs "ET" est :

A = ET(, A 4,)

nn

Ou 4; est le taux de défaillance flou de I’événement "i" et
/Ay est le taux de défaillance flou de I’événement sommet.

11 faut signaler que les 4; sont en effet des nombres flous
de types tiangulaires, c’est-a dire qu’ils ont une valeur
modale m;, une largeur a; & gauche de m;, et une largeur
b; a droite de m;. En utilisant les opérations de multipli-
cation et d’addition des nombres flous de type L—R défi-
nies par Dubois et Prade [3], on obtient le taux de défail-
lance flou 4, de I’événement sommet:

A, =(m,,a,,b))

= (m;~1 ,a}ﬂ ,b}~1 )X.. X (mi” .a, ’b&,)

=(m m ,m a +m a .m b +m b )‘i=n
na A nia A A T nia A A T

ou les valeurs de m,;, a,; et b,; sont obtenues avec la for-
mule de récurrence pour i=0,1,...n-1 :

m =m_,m =m_Xm_ ,.,m =m Xm
K A gl gl X fi Tie1 i+1

a =a ,a =m _Xa +m Xa ..
A A

o AT 1 2 &) 4

b =b ,b =m_xb +m_xb_,..
o A on A e ] A

De méme la forme floue d’une association d’opérateurs
"OU" est :

A, =20U(4, 4oy 4,)

D’ou I’expression du taux de défaillance flou 4, de
I’événement sommet :

A, =(m,.a,.b)

=l-(m_(-m )m al +(1-m )a ,m b +

( -m, )er )‘i =n

Les paramétres m,;, a,; et b,; sont obtenus avec la formule
de récurrence pour i=0,1,...n-1 :

m’_O =mﬂl,mr] =(1—m}1)><(1—m12),...
a :all,ar] =(1—m)ﬂ)><a)'2-f—(l—mlz)xa}’l e

o

b :b;‘l’ bﬁ =(1_mzl)><bxz+(l_mzz)><b/1, .

o

APPROCHE PROBABILISTE

On considére une fonction de densité de probabilité
fix,a), ou x est un réel et a = (a;, ay, ..., a,) un vecteur de
paramétres réels de f(x, a).

Par définition, on a :
VACR, Pr(d)= L f(x,a)dx

A partir de cette définition, on peut définir les probabili-
tés inférieures et supérieures Pamin €t Pamax par :

Pamn =inf, [ FCxa)a
A

Pam =50,y [ f(x.)dr
A

Les probabilités d'occurences p; des événements de base
"i" sont encadrées par deux distributions exponentielles
supérieures et inférieures p;;, €t pi.. correspondants
aux Aipin €t Aimay. L objectif est d’évaluer les deux proba-
bilités pyuin € Pumer qui encadrent la probabilité
d’occurence de I’événement sommet p,;:

pymin < py < pymax

FACTEURS D’'IMPORTANCE

La notion de facteur d’importance a été introduite par
Birnbaumé [1] et développée par de nombreux auteurs.
Lambert dans [8] en a dressé une liste assez compléte.
On utilise généralement ces facteurs pour améliorer la
fiabilité ou la disponibilité du systéme en déterminant la
participation de chaque composant a la défaillance du
systéeme complet. En outre, il est important d’évaluer la
contribution de chaque composant a 1’imprécision de
I’événement sommet. Une définition existe dans [12] et
nous étendons les propositions qui y sont formulées a
des taux de défaillances imprécis dans le cadre de lois de
probabilités exponentielles.

Facteur d’'Importance Flou des taux de défaillances

Dans un systéme, il est essentiel d’évaluer la contribu-
tion des taux de défaillances des événements de base au
taux de défaillance de I’événement sommet afin
d’identifier les composants critiques.

Le taux de défaillance flou 4, de I’événement sommet
sachant qu’un composant "i" est défaillant (1=1) est
donnée par :

/1y//11:1 Zf(/‘i]’ﬂz,---,l,'_l slaﬂ/ ﬂ« )

i+120

Hi"

Si le composant "i" fonctionne (4,=0), le taux de défail-
lance serait donnée par:



ﬂ‘yM‘:O = f(ﬂ/] ,/12 9'--91;_1 509 ﬂ,’u a---,l,,)

Le facteur d’importance flou des taux de défaillances
(A\FIM) est défini par :

2

AFIM = ED[ A, )]

yi4i=1)>
ot ED[Aqni=1)Myni-0)] désigne la distance euclidienne en-
tre les taux de défaillances floues Ayni-1y et Ayni=o) -
En pratique, pour définir AFIM de chaque composant "i",
on calcule les paramétres (m,, a,, b,) du taux de défail-
lance de I’événement sommet S quand le composant "i"
fonctionne (4,=0) puis on calcule les paramétres (my, ay,
b,) de S quand le composant "i" est défaillant (1~=1).

Facteur d’imprécision Flou des taux de défaillances

Le Facteur d’Imprécision Flou des taux de défaillances
(AFUIM) permet d’identifier les événements dont
I’imprécision du taux de défaillances contribue a celle du
taux de défaillance I’événement sommet. Ce facteur est
défini par :

AFUIM = ED[A, A, ]

Ou Aypi=cts) désigne le taux de défaillance de 1I’événement
sommet quand le taux de défaillance de 1’événement "i"
a une valeur précise (absence d’imprécision).

En pratique, pour définir AFUIM, on calcule les parame-
tres (m,, a,, b,) du taux de défaillance de S quand les
taux de défaillances des composants appartiennent aux
intervalles [Ainin, Aimax], puis on calcule les paramétres
(my, aq, by) du taux de défaillance de S quand
I’événement "i" a taux de défaillance précis, c’est-a-dire
que a=b=0 et A=m;.

APPLICATION

Nous proposons d’appliquer les deux approches définies
dans les paragraphes précédents au systéme proposé par
Villemeur dans [13], représenté sur la Figure 2. Ce sys-
téme permet a un opérateur de commander a distance le
fonctionnement du moteur & courant continu. L’appui
sur le bouton-poussoir (B.P.) provoque 1’excitation d’un
relais, la fermeture du contact associé et 1’alimentation
électrique du moteur. Lorsque ’opérateur relache le
B.P., le moteur s’arréte. On suppose que le fil AB tra-
verse une zone ou se trouvent des vapeurs inflammables.
Une Analyse Préliminaire des Dangers a montré que
I’événement indésirable a éviter est la surchauffe du fil
AB.

o Batterie Fusible
o O | | | —
| I —T
Batterie —L 3 0‘ Relais @)
T e
A B
o, 0

Fil
Figure 2 : Schéma du systéme élémentaire.

On ne détaille pas les différentes étapes qui ont amenées
a I’élaboration de 1’arbre de défaillances du systéme
donné a la figure 3. En outre, certains évenements de
base ne sont pas non plus détaillés. Nous faison réfé-
rence a 1’arbre de défaillance intermédiaire proposé par
Villemeur dans [13].

Surchaulfe du fil AB

SR
@j@%

Figure 3 : Arbre de défaillance simplifié¢ du systéme.

A L'opératedr ne relache pas le BP.
B:Le contact du B.P. reste collé

C, D :Défaillances premiégres

G Court-circuit du moteur

E: Le deuxigme circuit reste femmé

Approche floue

Chaque taux de défaillance 4; d’un événement de base
"i" est un nombre floue du type L-R (cf. Figure 1). 1l
sera représenté par les paramétres (m;, a;, b;) qui sont
donnés pour chaque événement élémentaire dans le ta-
bleau suivant :

EVEMNEMEMTS ELEMENTAIRES m a b

a 10° | 111.30% | 53.10°
2107 | 2.22.10° | 1.06.10°
9107 | 999,107 | 477107
810~ | 888107 | 42107
810~ [ 888107 | 42107

ml g| o m

Tableau 1 : Paramétres de distributions de possibilités des A;.

Comme F=4uBuUC, on calcule d’abord la valeur mo-
dale de I’événement intermédiaire r sachant que
r=AUB, 00 m =m, , =1-(1-m)(1-m,).

Puisque : F=ruc, alors: m, =1-(1-m,)1-m.) €t puis-

que: G=FuD alors :m, =m.m, .

On obtient finalement la valeur modale de 1’événement
sommet S : m; =m m, -



En procédant de la méme fagon, on calcule les étale-
ments gauches a; des différents événements en utilisant
les relations :

a, =ap =(A=m)ag+(1-mya,

ap =(1-m)a. +(1-m)a,

[lG = mFaD +mDaG

ag =mga, +mepag

De méme on calcule les étalements droits b;.
On obtient alors pour I’événement sommet S :
mg=0,57 ; as=0,19 ; bs=0,09.

d’ou: A €[0,38;0,66].

Dans la Figure 4, on représente la distibution de possibi-
lités du taux de défaillance de 1’événement sommet Ag.

na |

06
04

02 tg Ps

i FE— %
Figure 4 : Distribution de possibilités de /g
Approche Probabiliste

A partir du Tableau 1, on obtient les intervalles

[AiminAimax] ~ @uquelles — appartiennent les A; avec
/L'min:mi -a; et /1il11ax:mi + bi~

. £.89.10™ | 105107

B 1,78.10° | 21.107

. 444.107° | 526.107

D £80.107° | 1,05.107

13 711107 | 842.10°°

Tableau 2 : Intervalles d’appartenances des A;.

On utilise le logiciel CABTREE pour tracer en fonction
du temps les probabilités de défaillances “smin” et
”smax” de S qui correspondent respectivement aux taux
de défaillances A,,, €t A des événements de base.
Puis, on compare ces deux courbes avec les courbes de
probabilités de défaillances 1 et de S obtenues en
utilisant les 4;,,;, et A;,.q. calculés par I’approche floue (cf.
Figure 5). La courbe “modale” correspond a la probabi-
lité de défaillances modale de S, c’est-a-dire quand pour
tout événement A;=m,;.

99,99
S

A partir de la figure 5, on constate que les deux appro-
ches permettent 1’encadrement de la courbe modale de
probabilités, aussi nous considérons qu’il y a une bonne
adéquation entre les résultas des deux approches. En ou-
tre, cette adéquation s’améliore avec le temps.

L’intérét de I’approche floue, dans cet exemple, par rap-
port aux intervalles d’appartenance donnés dans le ta-
bleau 2 est la mise a disposition d’une distribution de
possibilités du taux de défaillance Ag de 1’événement
sommet (cf. Figure 5) en plus des bornes supérieures et
inférieures Ag,in €t Asmar-

——smoy

[
[=:]
'

——smin

Smax

Probabhilité
[
[=2)

[
e
|

02+

L L e A o I U B v ]

“om s P oo

Temps (hrs)

Figure 5 : Probabilités de défaillances de S en fonction du
temps.

Les facteurs d’importance dont I’expression a été définie
précédemment donnent les résultats regroupés dans le
tableau 3 :

EVENEMENTS JFIM AFUIM
FLEMENTAIRES
A 55107 79.10¢
B 55107 15107
C 65107 7110°
D 35.10°% 71107
E 32107 71107

Tableau 3 : AFIM et AFUIM des événements élémentaires.

On constate que 1’événement le plus critique dans 1’arbre
est C (plus grande valeur du AFIM). De plus, le calcul
des AFUIM nous indique que les trois événements C, D
et E ont la méme contribution a I’imprécision entachant
le taux de défaillance de 1’événement sommet.

Le calcul de AFIM nous permet la détermination des
composants critiques de ’arbre et ainsi d’améliorer la
fiabilit¢ du systéme. En outre, le facteur AFUIM nous
guide dans la localisation des événements de base qui
participent le plus a I’imprécision du taux de défaillances
de I’événement sommet et ainsi de réduire efficacement
cette imprécision par un retour d’expérience sur



I’imprécision sur les éveénements élémentaires concer-
nés, ici C, D et E.

CONCLUSION

A partir de taux de défaillances imprécis, nous avons
proposé deux approches pour modéliser ces taux et leur
imprécision afin d’évaluer la probabilité d’occurrence de
I’événement sommet d’un arbre de défaillances. La pre-
miére approche est basée sur les probabilités supérieures
et inférieures. La seconde utilise la théorie des ensem-
bles flous. S’il y’a une bonne adéquation entre les cour-
bes de probabilités d’occurrence de I’événement sommet
de I’arbre obtenues avec les deux approches, 1’approche
floue fournit des renseignements complémentaires par
rapport a I’approche probabiliste proposée. En effet, elle
présente I’avantage de donner la distribution de possibi-
lités du taux de défaillance de 1’événement sommet en
plus des deux bornes limites fournies par I’approche
probabiliste.

Par ailleurs, I’utilisation des facteurs d’importances flous
adaptés aux taux de défaillances imprécis permet
I’identification =~ des  composants participant a
I’imprécision entachant le taux de défaillance de
I’événement sommet et ainsi de guider le fiabiliste dans
I’amélioration de son systéme par 1’augmentation de la
fiabilité en étudiant les composants critiques et la réduc-
tion de I’imprécision du taux de défaillances du systéme
complet en se focalisant sur les composants caractérisés
par une valeur significative de AFUIM.

La suite de nos travaux consiste a déterminer 1’influence
de I’ordre de grandeur des taux de défaillances des com-
posants utilisés sur les résultats obtenus et le traitement
des arbres de défaillances dont les coupes minimales
contiennent des événements répétés.
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