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Analyse harmonique sur le
graphe de Pascal

J.-F. Quint

1 Introduction

Dans tout cet article, nous appellerons graphe de Pascal, et nous noterons
I, le graphe infini, connexe et régulier de valence 3 représenté par la figure
. Ce graphe peut se construire de la facon suivante. On écrit le triangle
de Pascal et on en efface les valeurs paires des coefficients du binome. Dans
ce dessin, on joint chaque point a ceux de ses voisins les plus proches qui
n’ont pas été effacés. On obtient ainsi un graphe dans lequel tout point a
trois voisins, sauf le sommet du triangle, qui en a deux. On prend alors deux
copies de ce graphe, qu’on joint par leurs sommets : on obtient bien un graphe
régulier de valence 3. C’est le graphe I'.

Soit ¢ une fonction de I" dans C. Pour p dans I', on pose Ap(p) =
Zqu ©(q). Alors, comme tout point de I' a exactement trois voisins, 'opéra-
teur linéaire A est auto-adjoint pour la mesure de comptage sur I', ¢’est-a-dire
que, pour toutes fonctions ¢ et ¢ a support fini, on a Zper o(p)(AY(p)) =
> per(Ap(p))i(p). Dans cet article, nous allons completement déterminer
les invariants spectraux de 'opérateur A dans I'espace £2(T") des fonctions de
carré intégrable sur I

Pour énoncer nos résultats, notons f : R — R,z — 2% —x — 3. Soit A
I’ensemble de Julia de f, c’est-a-dire, dans ce cas, ’ensemble des x dans R
pour lesquels la suite (f"(z))nen reste bornée. C’est un ensemble de Can-
tor contenu dans lintervalle [—2,3]. Plus précisément, si on pose I 5 =

[—2, 1*‘/5] et Iy = [%,3], pour tout € = (&,)neny dans {—2, 3} il ex-

2
iste un unique = dans A tel que, pour tout n dans N, on ait f™(z) € I,
et l'application {—2,3}Y — A ainsi définie est un homéomorphisme bi-
holdérien qui conjugue f et I'application de décalage dans {—2,3}N. Pour
x dans A, posons p(x) = 5.7 et, si p est une fonction continue sur A,
Lyo(x) = 3 5= P(Y)@(y). On vérifie aisément qu'on a L,(1) = 1. Alors,

d’apres le théoreme de Ruelle-Perron-Frobenius (voir [, § 2.2]), il existe une
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Fic. 1 — Le graphe de Pascal

unique mesure borélienne de probabilité v, sur A telle que L7y, = v,. La
mesure v, est diffuse et f-invariante. Enfin, on remarque que, si h désigne la
fonction A - R,z +— 3 —x, on a L,h = 2 et, donc, fA hdv, = 2.

Notons pg et py les deux sommets des triangles infinis qu’on a recollés
pour construire le graphe I'. Soit ¢, la fonction sur I' qui vaut 1 en py, —1
en py et 0 partout ailleurs. Nous avons le

Théoreéme 1.1. Le spectre de A dans (*(T) est constitué de la réunion de A
et de Uensemble |J, o f~"(0). La mesure spectrale de oo pour A dans ¢*(T)
est la mesure hv,, les valeurs propres de A dans (*(T) sont les éléments de
Unen f77(0) et de U,,en f7"(—2) et les sous-espaces propres associés sont
engendrés par des fonctions a support fini. Enfin, l'orthogonal de la somme
des sous-espace propres de A dans (*(T) est le sous-espace cyclique engendré
par ¢q.

Un probleme semblable a été abordé par A. Teplyaev dans [J], qui a étudié
le graphe de Sierpinski, représenté par la figure . Le graphe de Sierpiiiski
peut étre vu comme le graphe des arétes du graphe de Pascal, ou 1’'on joint
deux arétes quand elles ont un point commun. En particulier, notre descrip-
tion du spectre de A découle des travaux de Teplyaev. En revanche, la de-
scription exacte des composantes cycliques de A et de son spectre continu
sont nouvelles et répondent & la question posée par Teplyaev dans [J, § 6.6].
A la section [[4, nous expliquerons précisément comment faire le lien entre



Fia. 2 — Le graphe de Sierpinski

I’étude spectrale du graphe de Sierpinski et celle du graphe de Pascal

Les méthodes développées dans cet article permettent de décrire la théorie
spectrale d’autres opérateurs, liés au graphe I'. Notons I'y le graphe complet
a quatre sommets a, b, c et d. Le graphe I' est un revetement du graphe Iy,
ainsi que le montre la figure [J. Construisons, pour tout entier n un graphe
fini de la fagon suivante : si le graphe '), a été construit, le graphe I',, ;1 est le
graphe obtenu en remplagant chaque point de I',, par un triangle (ce procédé
est détaillé plus formellement a la section f). On note toujours A opérateur
de somme sur les voisins, agissant sur les fonctions définies sur I',,. Posons,
pour x dans R, k(x) =z + 2, l[(x) = = et m(z) = z — 2. Nous montrerons le

Théoreme 1.2. Pour tous entiers naturels m > n, il existe des revétements
[, — T, et T — T,. Le polynome caractéristique de A dans (*(T,,) est

(X =3)(X + 1) [[lmo X)) 0 P (o fr(x)) 1257

p=0

Venons-en a la motivation initiale de cet article, qui était ’étude d’un
phénomene de systemes dynamiques. Soit X C (Z/ QZ)Z2 le systeme a trois
points, c’est-a-dire I'ensemble des familles (p)(k,)ez2 d’éléments de Z/27Z
telles que, pour tous entiers relatifs k et [, on ait py;+pr+1,+pri+1 = 0 (dans



FiG. 3 — Un revéetement I' — I’y

7,/27). On munit X de 'action naturelle de Z?, engendrée par les applications
T (zgy) — (Tgg11) et St () — (2g,41). Ce systeme est un analogue de
I’extension naturelle de 'action du doublement et du triplement de ’angle
sur le cercle et, comme dans la conjecture de Fiirstenberg, le probleme de
la classification des probabilités boréliennes sur X qui sont Z2-invariantes
est ouvert. On note Y l'ensemble des p dans X tels que pyp = 1. Alors, si
p est un point de Y, il existe exactement trois éléments (k,[) de I'ensemble
{(1,0),(0,1),(=1,1),(=1,0), (0, 1), (1, 1)} tels que T*S'x appartienne &
Y. Cette relation munit l'espace Y d’une structure de graphe régulier de
valence 3 (avec des arétes multiples). Si p est un point de Y, sa composante
connexe Y, dans cette structure de graphe est exactement I'ensemble des
points de l'orbite de p sous l'action de Z? qui appartiennent a Y, c’est-a-dire
la classe d’équivalence de p dans la relation d’équivalence induite sur Y par

'action de Z2. Pour toute fonction continue ¢ sur Y, on pose, pour tout p
dans Y,

Ap(p) = > p(T*S'p).
(k,l)E{(l,O),(O,l),(71,1),(71,0),(0,71),(1,71)}
TkSlpey
Si A\ est une probabilité borélienne invariante par I'action de Z? sur X telle
que A\(Y) > 0 (c’est-a-dire telle que A\ ne soit pas la masse de Dirac en la
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famille nulle), la restriction u de A &Y vérifie A*p = 3p et A est un opérateur
auto-adjoint de L*(Y, u).

A I'origine de ce travail, nous souhaitions nous intéresser aux phénomenes
d’intersection homocline de X. Rappelons que, si ¢ est un difféomorphisme
d’une variété compacte M et si p est un point fixe hyperbolique de f, une
intersection homocline est un point d’intersection ¢ de la feuille stable de p

et de sa feuille instable. Pour un tel point, on a en particulier ¢"(q) —
n—mrzoo

p. Cette notion possede un analogue en dynamique symbolique. Notons M
'espace (Z/ ZZ)Z, ¢ I'application de décalage et p le point de M dont toutes les
composantes sont nulles. Si ¢ est un élément de M dont toutes les coordonnées

sauf un nombre fini sont nulles, on a ¢"(q) — D En particulier, le point ¢

tel que go = 1 et dont toutes les autres composantes sont nulles possede cette
propriété. Dans notre situation, on vérifie qu’il existe un unique élément ¢ de
X tel qu’on ait gy o = 1, que, pour tous k dans Z et [ > 1, on ait g ; = 0 et que,
pour tous k > let | < —1—Fk, on ait g,; = 0. Alors, il existe un isomorphisme
du graphe I' dans Y, envoyant p, sur g : c’est 'origine de la représentation
plane de I' donnée a la figure [[. Dorénavant, on identifiera ¢ a po et Y, a I
Notons que, si p désigne I'élément de X dont toutes les composantes sont
nulles, pour tous entiers [ > k > 0, on a (T%S")"(p) — P Soit T

'adhérence de I' dans Y : on peut voir ' comme un ensemble de graphes
pointés plans. Notre objectif est de déterminer les structures induites sur
[' par laction de Z? sur X. Pour tout p dans I', on notera I', pour Y.
Notons qu’alors, si ©, désigne le graphe des arétes de I',, les graphes ©,
sont exactement les graphes étudiés par Teplyaev dans [f. En particulier,
d’apres [B, § 5.4], si I', ne contient pas py o l'une de ses six images par
I’action naturelle du groupe diédral d’ordre 6 sur l'espace X, le spectre de
lopérateur A dans ¢?(T',,) est discret.

Tout point p de I' appartient & un unique triangle dans I',. Notons a
'ensemble des éléments p de T’ pour lesquels ce triangle est {p, T 'p, S~'p},
b celui des points p pour lesquels il est de la forme {p, Tp, TS~ 'p} et ¢ 'ensem-
ble des points p pour lesquels ce triangle est {p, Sp, T-'Sp}. L’ensemble T’
est la réunion disjointe de a, b et c. Notons 6, : I' — {a,b,c} Papplication
naturelle associée a cette partition. Nous dirons qu'une fonction ¢ de I' dans
C est 1-triangulaire si elle factorise a travers #;. Nous noterons £ 'espace
des fonctions 1-triangulaires ¢ telles que ¢(a)+¢(b) 4+ ¢(c) = 0 : il s’identifie
naturellement & C} = {(s,¢,u) € C3|s+¢+wu = 0}. On munira C3 du produit
scalaire égal a un tiers du produit canonique.



Notons ¢ : A — R,z %@%1) et, comme ci-dessus, désignons par
L Topérateur de transfert associé¢ a ¢ pour la dynamique du polynome f.
Comme on a L¢(1) = 1, il existe une unique mesure borélienne de probabilité
ve sur A telle que Live = v¢. Alors, si j désigne la fonction A — R,z +— éi%rg,
on a Lc(j) =1 et, donc, [, jdve = 1.

Théoréme 1.3. Pour tout p dans T, Uensemble I, est dense dans L. Il existe
une unique probabilité borélienne p sur T telle que A*p = 3u et Uopérateur
A est auto-adjoint dans L? (f, ,u). Le spectre de lopérateur A dans L? (f, ,u)
est le méme que celui de A dans (*(T). Pour tout » dans Ey, la mesure spec-
trale de ¢ pour A dans L* (T, p) est ol juve et la somme des sous-espaces
cycliques engendrés par les éléments de Ey est isométrique a L? (jve, C3). Le
spectre de A dans ['orthogonal de ce sous-espace est discret et ses valeurs pro-
pres sont 3, qui est simple, et les éléments de |, o f77(0) U Upen f7(—2).

Le plan de l'article est le suivant.

Les sections |, B, @, B et B sont consacrées a I’étude du graphe I'. Dans
la section P}, nous construisons précisément I' et établissons des propriétés
élémentaires de sa géométrie. Dans la section B, nous déterminons le spectre
de A dans ¢?(T") et, dans la section [, nous démontrons un résultat essentiel en
vue du calcul des mesures spectrales des éléments de cet espace. Dans la sec-
tion [, nous décrivons la structure des espaces propres de A dans ¢*(T"). Enfin,
a la section [, nous appliquons 'ensembles de ces résultats préliminaires a la
démonstration du théoréme [L1].

A la section [1, nous utilisons les techniques mises aux points précédem-
ment pour démontrer le théoreéme [L.3.

Dans les sections §, [, [0, [, [T et [3, nous étudions 'espace T. A la
section B, nous décrivons en détail la géométrie de I'espace I et, & la sec-
tion J, nous introduisons des espaces de fonctions localement constantes re-
marquables sur cet espace. La section [[Q est consacrée a la définition de
I'opérateur A et a la démonstration de 1'unicité de sa mesure harmonique.
La section [[1] étend a I les propriétés démontrées pour I' dans les sections [J et
fl. Dans la section [[3, nous étudions les espaces propres de A dans L? (f, ,u).
Enfin, dans la section [[3, nous achevons la démonstration du théoreme [[.3.

Dans la section [[4, nous expliquons rapidement comment transférer nos
résultats du graphe de Pascal au graphe de Sierpinski.
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Fia. 4 — Construction du graphe o

2 Préliminaires géométriques

Dans toute la suite, nous appellerons graphe un ensemble ® muni dune
relation symétrique ~ telle que, pour tout p dans ®, on n’ait pas p ~ p. Pour
p dans @, nous appellerons voisins de p I'’ensemble des éléments ¢ de @ tels
que p ~ q. Nous dirons que ¢ est régulier si tous ses éléments ont le méme
nombre (fini) de voisins. Dans ce cas, nous appellerons ce nombre la valence
de ®. Nous dirons que ® est connexe si, pour tous p et ¢ dans P, il existe une
suite de points ro = p,ry,...,r, = q de ® telle que, pour tout 1 <i < n, on
ait r;_1 ~ r;. Nous appellerons une telle suite un chemin de p a ¢ et 'entier
n la longueur de ce chemin. Si ® est connexe et si ¢ est une fonction sur ¢
telle que, pour tous points p et ¢ de ® avec p ~ ¢ on ait p(p) = ¢(q), ¢ est
constante.

Nous dirons qu'une partie 7 d’un graphe ® est un triangle si 7 est con-
stituée d’exactement trois points p, g et r et quon ap~gq, g~retr ~ p.

Soit ® un graphe régulier de valence 3. On note ® I'ensemble des couples
(p, q) d’éléments de ® avec p ~ ¢ et on le munit de la structure de graphe pour
laquelle, si p est un point de ®, de voisins ¢, et s, les voisins de (p, ¢) sont
(¢,p), (p,7) et (p, s). Si ® est connexe,  est connexe. Géométriquement, P est
le graphe obtenu en remplagant chaque point de ® par un triangle. Ce procédé
est représenté a la figure f]. On note II 'application d — O (p,q) — p.

Notons (*(®) I'espace des fonctions ¢ : & — C telles que Y, lo(p)|” <
oo, muni de sa structure naturelle d’espace de Hilbert (.,.). Si ® est régulier
de valence 3, I’application II induit une application linéaire bornée de norme

3, IT* : o — oI, (?(P) — (2 (é) Par abus de langage, on note encore 11

'adjoint de IT* : c’est I'opérateur linéaire borné ¢ (@) — (%(®) qui, & une



fonction ¢ dans ¢2 (@), associe la fonction dont la valeur en un point p de
Pest Yo, ¢(p,q). On aIlII* = 3.

Etendons la définition du graphe des triangles a des graphes plus géné-
raux. Nous dirons qu'un graphe ® est régulier de valence 3 a bord si tous
les points de ® ont deux ou trois voisins. Dans ce cas, nous appellerons bord
de ® et nous noterons J® I'ensemble des points de ® qui ont deux voisins.
Si @ est un graphe régulier de valence 3 a bord, nous noterons ® I'ensemble
formé de la réunion de 0¥ et de I'ensemble des couples (p, q) d’éléments de
® avec p ~ ¢. Nous munirons ® de la structure de graphe pour laquelle, si p
est un point de & — 9P, de voisins ¢, r et s, les voisins de (p, q) sont (g, p),
(p,7) et (p,s) et, si p est un point de 9P, de voisins ¢ et r, les voisins de
p dans & sont (p,q) et (p,r) et les voisins de (p,q) sont (q,p), p et (p,r).
Ainsi, ® est & nouveau un graphe régulier de valence 3 a bord et le bord de
d est en bijection naturelle avec celui de ®. A nouveau, si ¢ est connexe, d
est connexe. On note encore II 'application naturelle d — & et I1* et II les

opérateurs bornés associés (?(®) — (? (Cf)) et 2 (@) — (%(D).

Lemme 2.1. Soit ® un graphe régulier de valence 3 a bord. Alors, les trian-
gles de @ sont exactement les parties de la forme II-Y(p) ou p est un point
de ®. En particulier, tout point de ® appartient a un unique triangle.

Démonstration. Si p est un point de @, 'ensemble IT~!(p) constitue clairement,
un triangle. Réciproquement, donnons-nous un point p de ® — 9P, de voisins
q, r et s. Alors, les voisins de (p, q) sont (q,p), (p,r) et (p,s). Par définition,
comme p # ¢, le point (g, p) ne peut pas étre voisin de (p,r) ou de (p,s).
Par conséquent, le seul triangle contenant (q,p) est II7!(p). De méme, si p
appartient a 0®, et si les voisins de p sont ¢ et r, comme p n’a que deux
voisins dans P, p n’appartient qu’a un seul triangle et, comme p # ¢, aucun
des voisins de (g, p) n’est voisin de (p,q), donc (p,q) n’appartient qu’a un
seul triangle.[]

Si @ est un graphe, nous dirons qu’'une bijection ¢ : & — & est un
automorphisme du graphe ® si, pour tous p et ¢ dans ® avec p ~ ¢, on a
o(p) ~ o(q). L’ensemble des automorphismes de ¢ constitue un sous-groupe
du groupe des bijections de @, qu’on note Aut ®. Si ® est régulier de valence
3 a bord et si o est un automorphisme de @, on a o(9P) = P et il existe un
unique automorphisme & de o tel que Ilo = oll.

Lemme 2.2. Soit ‘un graphe régulier de valence 3 a bord. L’application
o+ 0, Aut ® — Aut ® est un isomorphisme de groupes.



Démonstration. Cette application étant clairement un morphisme injectif,
il suffit de démontrer qu’elle est surjective. Soit donc 7 un automorphisme
de ®. Comme 7 permute les triangles de P, d’apres le lemme B.), il existe
une unique bijection o : & — P telle que I[Ir = oll. Soient p et ¢ des
points de & tels que p ~ ¢. Alors, on a (p,q) ~ (q,p), donc 7(p,q) ~ 7(q,p)
et, comme ces deux points de P n’appartiennent pas a un meéme triangle,
o(p) = lIr(p,q) ~ IIr(q,p) = o(q). Donc ¢ est un automorphisme de ¢ et
T = 0, ce qu’il fallait démontrer.[]

Nous allons a présent définir une famille importante de graphes réguliers
de valence 3 a bord. Si a, b et ¢ sont trois éléments distincts, on note
7T (a,b,c) = Ti(a,b,c) lensemble {a, b, c} muni de la structure de graphe pour
laquelle on a a ~ b, b ~ c et ¢ ~ a et on dit que 7 (a,b,c) est le triangle ou
le 1-triangle de sommets a, b et c. On le considere comme un graphe régulier
de valence 3 a bord. On définit alors par récurrence une famillﬁd\e graphes
réguliers a bord en posant, pour tout n > 1, 7,,.1(a, b, c) = 7,(a,b,c). Pour
tout n > 1, on appelle 7, (a, b, ¢) le n-triangle de sommets a, b et c.

On note &(a, b, ¢) le groupe des permutations de I'ensemble {a, b, c}. Par
définition et d’apres le lemme P.7, on a le

Lemme 2.3. Soit a, b et ¢, trois éléments distincts. Alors, pour tout n > 1,
T.(a,b, c) est un graphe connexe régulier de valence 3 a bord et 0T, (a,b, c) =
{a,b,c}. L’application qui, a un automorphisme o de 7T,(a,b,c), associe sa
restriction & {a,b,c} induit un isomorphisme de groupes de Aut7,(a,b,c)
dans S(a,b,c).

Si ® est un graphe et n un entier > 1, nous dirons qu’'une partie 7 de
® est un n-triangle s’il existe des points p, ¢ et r de 7 tels que la partie 7,
munie de la restriction de la relation ~, soit isomorphe au graphe 7, (p, q,r).
Par abus de langage, nous appellerons 0-triangles les points de .

Soit ® un graphe régulier de valence 3 a bord. Notons 0 =, oM =

et, pour tout entier n, ®) = &), Par récurrence, pour tout entier n, tout
automorphisme o de ® induit un unique automorphisme 6™ de P tel que
™ = oIlI".

Des lemmes et .9, on déduit immédiatement, par récurrence, le
Lemme 2.4. Soient ® un graphe régulier de valence 3 a bord et n un en-
tier naturel. Les n-triangles de O™ sont exactement les parties de la forme
[I7"(p) ou p est un point de ®. En particulier, tout point de ) appartient
4 un unique n-triangle. L’application o — 6™ Aut® — Aut ™ est un



1somorphisme de groupes.

Corollaire 2.5. Soient ® un graphe régulier de valence 3 a bord, n > m > 1
des entiers naturels, p un point de M T e n-triangle contenant p et S
le m-triangle contenant p. On o S C T. Si p est un sommet de T et si p
n’appartient pas a 8@("), ["unique voisin de p dans D) qut n’appartient pas
au 1-triangle contenant p est lui-meéme le sommet d’un n-triangle de ),

Démonstration. D’apres le lemme .4, on a7 = II7"(II"p) et S = I (1I"p),
donc 8 C 7. Supposons que p appartient & 97 — 99 . Alors, p possede un
unique voisin dans Q) qui n’appartient pas a 7. Soient ¢ un voisin de p et
R le n-triangle contenant q. Si ¢ n’est pas un sommet de R, tous les voisins
de Q appartiennent a R et, donc, on a p € R. Comme, d’apres le lemme
P4, p appartient & un unique n-triangle de d™ onaT =R, et, done, g
appartient a 7, si bien que le voisin de p qui n’appartient pas a 7 est un
sommet du n-triangle qui le contient. [1

Corollaire 2.6. Soient n un entier > 2 et a, b et ¢ des éléments distincts.
Alors, il existe des éléments uniques ab, ba, ac, ca, be et c¢b de T,(a,b,c)
tels que T,(a, b, c) soit la réunion des trois (n — 1)-triangles T,,_1(a, ab, ac),
Tn-1(b,ba,be) et T, _1(c, ca, cb) et que l'on ait ab ~ ba, ac ~ ca et bc ~ cb.

Démonstration. Pour n = 2, le corollaire se démontre directement. On en
déduit le cas général en appliquant le lemme P.4.00

Donnons-nous a présent un élément a et deux suites d’éléments distincts
(b )n>1 €t (¢n)n>1 telles que, pour tous n > 1, on ait b, # a, ¢, # a et b, # ¢,.
D’apres le corollaire R.6, pour tout n > 1, on peut identifier 7, (a, b,,c,) a
une partie de 7,.1(a,b,11,Che1) grace a 'unique isomorphisme de graphes
envoyant a sur a, b, sur ab, 1 et ¢, sur ac,.1. On appelle alors triangle infini
issu de a et on note 7o, (a) 'ensemble | J, -, 7, (a, b, ¢,) muni de la structure
de graphe qui induit sur chacun des 7,(a,b,,c,), n > 1, sa structure de
n-triangle. Des études précédentes, on déduit le

Lemme 2.7. Soit a un élément. Le graphe T.(a) est connexe, régulier de
valence 3 a bord et 0T (a) = {a}. Si b et ¢ sont les deux voisins de a dans

—

Too(a), il existe un unique isomorphisme de Ty, (a) dans T (a) qui envoie a
sura, b sur (a,b) et c sur (a,c). Pour tout entier naturel n, cet isomorphisme
induit une bijection naturelle entre les points de T (a) et les n-triangles de
Tw(a) et tout point de Ty (a) appartient a un unique n-triangle. Enfin, T (a)
possede un unique automorphisme non-trivial ; cet automorphisme est une
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inwvolution qui fize a et qui, pour tout n > 1, échange les deur sommets
différents de a du n-triangle contenant a.

Dans tout cet article, on fixe deux éléments distincts pg et pg. On appelle
graphe de Pascal et on note I' 'ensemble 7, (pg) U7 (py ) muni de la structure
de graphe qui induit la structure de triangle infini sur 7., (pg) et sur 7o (py)
et pour laquelle on a py ~ pg. Du lemme R.7, on déduit la

Proposition 2.8. Le graphe de Pascal est un graphe infini, connezre et
régulier de valence 3. Si qy et ro sont les deux voisins de py dans Ty (po)
et qf et ry les deux voisins de py dans Too(py), il existe un unique isomor-
phisme de T dans T qui envoie po sur (po,pg), vy sur (pg,Po)s qo sur (Posqo)s
ro sur (po,ro), g5 sur (pg,qy) et ry sur (py,ry). Pour tout entier naturel n,
cet isomorphisme induit une bijection naturelle entre les points de T et les
n-triangles de ' et tout point de I appartient a un unique n-triangle.

Une représentation plane du graphe de Pascal est donnée a la figure [l.

On identifiera dorénavant I" et T’ par I'isomorphisme décrit dans la propo-
sition P.§. En particulier, on considérera donc désormais que IT* et IT sont
des endomorphismes bornés de (?(T).

On notera © le graphe des arétes de I'. Plus précisément, © sera constitué
de I'ensemble des paires {p, ¢} d’éléments de I avec p ~ ¢, muni de la relation
pour laquelle, si p et ¢ sont deux points voisins de I, si r et s sont les deux
autres voisins de p et ¢ et u les deux autres voisins de ¢, les voisins de {p, ¢}
sont {p,r}, {p, s}, {q¢,t} et {q,u}. On appellera O le graphe de Sierpinski.
C’est un graphe infini, connexe et régulier de valence 4. Une représentation
plane en est donnée & la figure B

Si ® est un graphe régulier de valence k, pour toute fonction ¢ de ® dans
C, on notera Ay la fonction p — 3 »(q). Alors, A induit un opérateur
auto-adjoint de norme < k de l'espace £*(®). On appellera spectre de @ le
spectre de cet opérateur.

3 Le spectre de I

Soit @ un graphe régulier de valence 3. Dans cette section, nous allons
étudier le lien entre les propriétés spectrales de ® et celle de . Notre étude
est fondée sur le

Lemme 3.1. On a (A? — A — 3)IT* = IT*A et II(A% — A — 3) = AL

11



Démonstration. Soient ¢ une fonction sur @, p un point de ® et ¢, r, s les trois
voisins de p. Supposons que ¢(p) = a, ¢(q) = b, p(r) = c et p(s) = d. Alors,
on a [T*p(p, q) = a, All*¢(p, q) = 2a + b et A%IT*p(p,q) = (20 + a) + (2a +
¢)+(2a+d) = 5a+2b+c+d. Il vient bien (A% — A —3)T*p(p,q) = b+c+d =
[T*Ap(p, q). La seconde relation s’obtient en passant aux opérateurs adjoints
dans la premiere. [J

Nous allons utiliser le lemme B.]] pour déterminer le spectre de A dans
(> (é) Nous aurons recours a des résultats élémentaires d’analyse fonction-
nelle.

Lemme 3.2. Soitent E un espace de Banach et T un opérateur borné de
E. On suppose que tous les éléments du spectre de T ont une partie réelle
strictement positive. Alors, si F C E est un sous-espace fermé stable par T?,
I est stable par T.

Démonstration. Soient 0 < a < [ et v > 0 tels que le spectre S de T soit
contenu dans Uintérieur du rectangle R = [o, 5] + [—7v,7]i et U D R et V
des ouverts de C tels que I'application A — A2 induise un bi-holomorphisme
de U dans V. Il existe une fonction holomorphe r sur V' telle que, pour tout
A dans U, on ait 7(A\?) = A. Comme R est simplement connexe, d’apres le
théoreme de Runge, il existe une suite (7,),eny de polynémes dans C[X] qui
converge uniformément vers r sur k2. Alors, comme le spectre de T2 est S2,
qui est contenu dans l'intérieur de R?, la suite r,,(T?) converge vers T dans
I'espace des endomorphismes de E. Pour tout entier n, r,(7?) laisse stable
F', donc T laisse stable F'. [J

Lemme 3.3. Soitent H un espace de Hilbert, T un endomorphisme auto-
adjoint borné de H et m un polynome du second degré a coefficients réels.
On suppose qu’il existe un sous-espace fermé K de H tel que n(T)K C K et
que K et TK engendrent H. Alors, l"image par w du spectre de T' dans H
est égale au spectre de w(T) dans K et, si on a en outre T'K N K = {0},
le spectre de T' dans H est exactement [’ensemble des A dans R tels que w(\)
appartienne au spectre de w(T) dans K.

Démonstration. Apres avoir écrit 7 sous sa forme canonique, on peut supposer
qu'on a7(X) = X?. Notons F la résolution spectrale de T : pour tout borélien
B de R, E(B) est un projecteur de H qui commute a T". Soit B un borélien
de R tel que B = —B. Alors, pour toute mesure de Radon g sur R, dans
L2(u), la fonction caractéristique de B est la limite d’une suite de polynomes
pairs. On a donc F(B)K C K.
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Le spectre de T? dans H est exactement I'ensemble des carrés des éléments
du spectre de T' dans H. Comme 77 est auto-adjoint et que K est stable par
T2, le spectre de T? dans K est contenu dans son spectre dans H, et donc,
dans ’ensemble des carrés des éléments du spectre de T'. Réciproquement,
supposons qu’il existe des éléments du spectre de T" dont le carré n’appar-
tienne pas au spectre de T? dans K. Alors, il existe un ouvert V de R,
symétrique et tel que V contienne des éléments du spectre de T, mais que V2
ne contienne pas d’éléments de celui de 72 dans K. On a E(V)K C K, mais,
comme V? ne contient pas d’éléments du spectre de T2 dans K, E(V)K = 0.
Or, puisque K et TK engendrent H, E(V)K et TE(V)K = E(V)TK en-
gendrent E(V)H. Il vient E(V)H = 0, ce qui contredit le fait que V' contient
des valeurs spectrales de T'. Le spectre de T? dans K est donc exactement
I’ensemble des carrés des éléments du spectre de T" dans H.

Supposons a présent qu'on a T~ ' KNK = {0}. Pour conclure, il nous reste
a prouver que le spectre de T" est symétrique. Supposons que ce ne soit pas le
cas. Alors, on peut, quitte a remplacer T par —T, trouver des réels 0 < a < 3
tel que U =]a, ([ contienne des éléments du spectre de T et que —U n’en
contienne pas. Mais alors, on a E(U) = E(UU(=U)) et, donc, E(U)K C K.
Si L désigne 'image de E(U) dans H, on a donc T*(KNL) C KNL. Comme
le spectre de la restriction de T a L est contenu dans R, on a, d’apres le
lemme B3, T(K N L) C KN L et, donc, par hypothese, K N L = 0. Comme
E(U)K C K, il vient E(U) =0 sur K. Comme K et TK engendrent H, on
a E(U) =0, ce qui contredit le fait que U contient des éléments du spectre
de T'. Le spectre de T est donc symétrique. Le lemme en découle. [

Pour appliquer ces résultats dans des espaces de fonctions de carré inté-
grable sur des graphes, nous aurons besoin de résultats de géométrie des
graphes. Soient ® un graphe connexe et P et () deux sous-ensembles disjoints
de ® tels que & = P U Q. Nous dirons que ® est partagé par la partition
{P,Q} si tout voisin d'un élément de P appartient a @) et tout voisin d'un
élément de () appartient a P. Nous dirons que ® est partageable s’il existe
une partition de ® en deux sous-ensembles qui le partage. On vérifie aisément
que P est partageable si et seulement si, pour tous p et ¢ dans @, les chemins
joignant p a ¢ sont soit tous de longueur paire, soit tous de longueur impaire.
En particulier, si ® est partageable, la partition {P, @} qui le partage est
unique, deux points p et ¢ appartenant au méme atome si et seulement s’ils
peuvent étre joints par un chemin de longueur paire.

Lemme 3.4. Soit ® un graphe conneze et soit L ’espace des fonctions ¢ sur
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® telles que, pour tout p dans ®, @ est constante sur les voisins de p. Alors,
si ® nest pas partageable, L est égal a l'espace des fonctions constantes.
Si & est partagé par la partition {P,Q}, L est engendré par les fonctions
constantes et par la fonction 1p — 1¢.

Démonstration. Soit ¢ dans L, p et ¢ des points de ® et ro =p,7r1,..., 1, =¢q
un chemin de p a ¢q. Pour tout 1 < ¢ < n—1,on anr,_; ~ r, ~ 1,
donc (r;_1) = @(riy1) et, si n est pair, ¢(p) = ¢(q). Par conséquent, si

e(p) # ¢(q) et si P ={r € ®lp(r) = p(p)} et Q = {r € Pp(r) = ¢(9)}, la
partition { P, Q} partage ®. Le lemme s’en déduit facilement. [J

Nous utiliserons le principe du maximum sous la forme du

Lemme 3.5. Soit ® un graphe connezxe régulier de valence 3. Soit ¢ dans
(%(®) telle que Ap = 3. Si @ est infini, on a o = 0 et si O est fini, ¢ est
constante. Soit ¢ dans (*(®) telle que Ay = —3p. Si @ est infini ou non
partageable, on a 1) = 0 et, si ® est fini et partagé par la partition {P,Q}, ¥
est proportionnelle a 1p — 1¢.

Démonstration. Comme ¢ est dans ¢*(®), I'ensemble M = {p € ®|p(p) =
maxg ¢} n’est pas vide. Comme Agp = 3¢p, pour tout p dans M, les voisins
de p appartiennent tous a M et, donc, comme ® est connexe, M = & et
© est constante. Si @ est infini, comme ¢ est dans (*(®), elle est nulle. De
méme, supposons ¢ # 0 et posons P = {p € ®[i)(p) = maxge ¥} et Q =
{q € ®|¢(q) = ming ¢ }. Comme At) = —31), on a ming ¢ = — maxg 1 et les
voisins des points de P appartiennent a () tandis que les voisins des points
de () appartiennent a P. Par connexité, on a P U @ = &, le graphe ® est
partageable et ¢ est proportionnelle a 1p — 1¢. Enfin, comme v est dans
(%(®), le graphe ® est fini. O

Rappelons qu’on a noté f le polynome z? — x — 3. Du lemme [B.1], on
déduit le
Corollaire 3.6. Soient ® un graphe connexe régulier de valence 3 et H le
sous-espace fermé de (> <<i>> engendré par [tmage de I1* et par l'image de
AIT*. Alors H est stable par A et le spectre de la restriction de A a H est,
(1) si ® est infini, l'image inverse par f du spectre de A dans (*(®).

(i1) si ® est fini, mais non partageable, l'image inverse par f du spectre
de A dans (*(®) privée de —2.

(111) si @ est fini et partageable, 'image inverse par f du spectre de A
dans (*(®) privée de —2 et de 0.
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Démonstration. Notons K I'image de IT*. Comme %H* induit une isométrie

de (%(®) dans K, d’apres le lemme B.1], le spectre de f(A) dans K est égal
au spectre de A dans £2(®). Nous allons appliquer le lemme B-J & I'espace H
et & lopérateur A. Pour cela, étudions l'espace A™'K N K. Soit L ’espace
des ¢ dans ?(®) tels que AIT*® appartienne a K et soit ¢ dans L. Si p est
un point de ®, dont les voisins sont ¢, r et s, posons ¢(p) = a, ¢(q) = b,
o(r) = cet p(s) =d. Alors, on a All*p(p, q) = 2a + b, All*p(p,r) =2a+ ¢
et All*p(p, s) = 2a + d. Comme All*¢ appartient a K, il vient b = ¢ = d.
Réciproquement, si ¢ est un élément de ¢?(®) qui, pour tout point p de @,
est constant sur ’ensemble des voisins de p, alors ¢ appartient a L.

Si @ est infini, d’apres le lemme B.4, on a L = {0}, et 'on peut appliquer
le lemme a H. Le spectre de A dans H est alors bien 'image réciproque
par f de celui de A dans (?(®). Si @ est fini, mais non partageable, d’apres
le lemme B.4), L est la droite des fonctions constantes et I'on peut appliquer
le lemme B.3 & lorthogonal des fonctions constantes dans H. On obtient
le résultat puisque f(—2) = f(3) = 3 et que, d’apres le lemme B, les
fonctions constantes sont les seules fonctions propres de valeur propre 3 pour
A dans (?(®). Enfin, si ® est fini et partagé par la partition {P, Q}, d’apres
le lemme B4, L est engendré par les fonctions constantes et par la fonction
1p—1g. Alors, IT*(1p — 1¢) est un vecteur propre de valeur propre 1 dans H.
On applique le lemme a l'orthogonal du sous-espace de H engendré par
les fonctions constantes et par II*(1p — 1p). Le résultat en découle puisque
f(0) = f(1) = —3 et que, toujours d’apres le lemme B.J, les fonctions propres
de valeur propre —3 dans ¢*(®) sont les multiples de 1p — 15. O

Il nous reste a déterminer le spectre de A dans 'orthogonal de H. C’est
I'objet du
Lemme 3.7. Soient ® un graphe connexe régqulier de valence 3 et H le sous-
espace fermé de (? (é) engendré par l'image de 11" et par l'image de AIT*.
Le spectre de A dans orthogonal de H est égal a {0,—2}. L’espace propre

associé a la valeur propre 0 dans (> (@) est l’espace des fonctions p dans
0? (@) telles que Il = 0 et que, pour tous p et q voisins dans ®, on ait
o(p,q) = v(q,p). L’'espace propre associé a la valeur propre —2 dans (> <<f>)

est l'espace des fonctions ¢ dans (* (@) telles que Il = 0 et que, pour tous
p et q voisins dans ®, on ait p(p,q) = —¢(q,p).
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Démonstration. Soit ¢ dans 'orthogonal de H et soit p un point de @, de
voisins ¢, 7, s. Posons a = ¢(p, q),b = ¢(p, 1), c = ¢(q,p) et d = p(r, p). Enfin,
notons v la fonction indicatrice de {p} sur . Comme ¢ est orthogonale a IT*1)
et a All*y, on a ¢(p,s) = —a—b et p(s,p) = —c—d. Il vient Ap(p,q) = c—a
et A%¢(p,q) = (a—c)+(d—b)+(—c—d+a+b) =2a—2c. On a donc, dans
I'orthogonal de H, A2+2A = 0, et, pour ¢ dans cet espace, on a Ap = 0 si et
seulement si, pour tous p et ¢ voisins dans ®, ¢(p, q) = p(q,p) et Ap = —2¢p
si et seulement si, pour tous p et g voisins dans @, p(p,q) = —¢(q, p).

Pour terminer la démonstration du lemme, il nous reste a montrer que
IT n’a pas de vecteur propre de valeur propre 0 ou —2 dans H. Pour cela,
donnons-nous donc ¢ dans H tel que Ay = —2p. On a alors, d’apres le
lemme B, Allp = II(A? — A — 3)p = 3p. Si @ est infini, d’apres le lemme
B.3, 1y est nulle. On a donc Il = 0 et [TAp = —2I1p = 0. Donc, comme
 appartient a H qui est engendré par I'image de IT* et par 'image de AIT*,
on a @ = 0. Si ® est fini, toujours d’apres le lemme B.J, Iy est constante.
Comme ¢ est orthogonale aux fonctions constantes, on a donc, a nouveau,
[Ty =0 et ITIAp = 0, ce qui implique ¢ = 0.

Si, a présent, ¢ est un élément de H tel que Ay = 0, on a Allp = —3I1p.
A nouveau, d’apres le lemme B.J, si @ est infini ou non partageable, on a
[l = 0 et, donc, ¢ = 0, tandis que, si ¢ est partagé par la partition { P, Q},
IIp est proportionnelle & 1p — 1g. Or, II*(1p — 1) est un vecteur propre
de valeur propre 1 pour A, donc (Ilp, 1p — 1) = (o, II*(1p — 1g)) = 0 et
[T = 0, si bien que ¢ = 0. O

Rappelons que, pour tout entier n, on a noté P le graphe obtenu en

2)

remplacant chaque point de ® par un n-triangle. L’espace £? (@)( ) contient

des fonctions propres a support fini de valeur propre —2 et 0, comme on peut
le voir sur la figure ], ou l'on n’a représenté que les valeurs non nulles des
fonctions.

Nous avons donc le

Lemme 3.8. Pour tout n > 2, l'espace (* (iD(")) contient des fonctions

propres de valeur propre —2 et 0.

Rappelons qu’on a noté A I'ensemble de Julia de f. En appliquant le
corollaire B.G et le lemme B.] & T', on obtient le

Corollaire 3.9. Le spectre de T' est constitué de la réunion de A et de
Uensemble |, e f7"(0).
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F1c. 5 — Fonctions propres sur P@

Démonstration. D’apres la proposition .3, [ est isomorphe a I'. Par consé-
quent, d’apres le lemme B.§ et le corollaire B.g, le spectre de T' contient
Unen f7"(0) et, donc, I'adhérence de cet ensemble, qui est précisément la
réunion de A et de |, oy f77(0). Or, comme —2 appartient a A, si x est un
point du spectre de I' qui n’appartient pas a | J, o f7"(0), d’apres le corollaire
B.g, pour tout n dans N, le réel f"(x) appartient au spectre de I' et, donc, la
suite (f™(z))nen est bornée, si bien que x appartient a A. [

4 Les mesures spectrales de I'

Soit toujours ® un graphe connexe régulier de valence 3. Dans cette sec-
tion, nous allons expliquer comment calculer les mesures spectrales de cer-

tains éléments de £2 (é) Pour cela nous utiliserons le
Lemme 4.1. On a [TIAIT* = 6 + A et, donc, pour tous ¢ et ¢ dans (*(®),

(AT, I10) = 6(p, 6) +(Ap, §) = 26, TE%) + 5 (A= A=3)IT°, 1)

Démonstration. Soient ¢ dans (?(®) et p un point de @, de voisins ¢,r,s.
Posons a = ¢(p), b = v(q), c = p(r) et d = ¢(s). Alors, on a All*¢p(p, q) =
2a+0 et, donc, IIAIT*¢(p) = (2a+b) + (2a+¢) + (2a+d) = 6a+ (b+c+d),
d’ou la premiere identité. La deuxieme en découle, en appliquant le lemme
B et la relation ITIT* = 3. I

Etudions & présent les conséquences abstraites de ce type d’identité.

Lemme 4.2. Soient H un espace de Hilbert, T un endomorphisme auto-
adjoint borné de H, K un sous-espace fermé de H et m(x) = (x —u)*+m un
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polynome unitaire a coefficients réels du second degré. On suppose qu’on a
m(T)K C K, que K et TK engendrent H et qu’il existe des nombres réels a
et b tels que, pour tous v et w dans K, on ait (Tv,w) = a{v,w)+b(m(T)v,w).
Alors, pour tout x # u dans le spectre de T, on a

a—u+ br(x)

r—Uu

1+ > 0.

Démonstration. Apres avoir mis m sous forme canonique, on peut supposer
quon a 7(x) = x?. Soit v un vecteur unitaire de K. Alors, pour tout nombre
réel s, on a

0 < (Tv+ sv,Tv+ sv) = (Tv, Tv) + 25(Tv,v) + s
= (T?v,v) + 2s(a + b{T?v,v)) + s*.

D’apres le lemme B.3, les carrés des éléments du spectre de T' dans H appar-
tiennent au spectre de T2 dans K. Si o est un élément du spectre de T, il
existe donc des vecteurs unitaires v de K tels que (T?v,v) soit aussi proche
que l'on veut de x2. Alors, par la remarque ci-dessus, pour tout nombre réel
s, on a o2 + 2s(a + bz?) + s* > 0. Le discriminant de ce polynéme du second
degré est donc négatif, c’est-a-dire qu’on a 22 — (a + bz?)? > 0. Le lemme en
découle. [

Soient 7(z) = (z — u)?> + m un polynome unitaire du second degré A
coefficients réels. Donnons-nous une fonction borélienne 6 sur R —{u}. Alors,
si @ est une fonction borélienne sur R — {u}, on note, pour tout y dans
Jm, 00, Lxoc(y) = 3 ()=, 0(x)a(z). Soit p une mesure borélienne positive
sur |m,ool. Si, pour p-presque tout y dans |m,oo[, 6 est positive sur les
deux images inverses de y par 7, on note L} pu la mesure borélienne v sur
R — {u} telle que, pour toute fonction borélienne positive o sur R — {u}, on
ait fR_{u} adry = f]mpo[LWﬂO‘d“'

Nous avons le
Lemme 4.3. Soient H un espace de Hilbert, T un endomorphisme auto-
adjoint borné de H, K un sous-espace fermé de H et w(x) = (x —u)?>+m un
polynome unitaire a coefficients réels du second degré. On suppose qu’on a
m(T)K C K, que K et TK engendrent H et qu’il existe des nombres réels a
et b tels que, pour tous v et w dans K, on ait (Tv,w) = a(v, w)+b{(r(T)v,w).
Alors, pour tout v dans K, si pu est la mesure spectrale de v pour w(T) et v
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sa mesure spectrale pour T, si p(m) = 0, on a v(u) =0 et v = L} yu o1,
pour tout x # u, on a

e<x>=§<1+%fj@)_

Démonstration. Notons que, comme pu(m) = 0, d’apres le lemme B.3, la
mesure g est concentrée sur |m, ocol. De plus, si w est un vecteur de H tel
que Tw = uw, on a 7(T)w = mw et, par hypothese, (v, w) = 0. On a donc

v(u) = 0.
D’apres le lemme [L.3, la fonction 6 est positive sur le spectre de T privé
de u. Soit n dans N. D’une part, on a

w(x)"dv(z) = (n(T)"v,v) = "d .
[, m@raw = @@ren = [

D’autre part, pour tout x # u, on a §(z) + 0(2u — x) = 1 et, donc, pour tout
y dans Jm, oo, Lrer"(y) = y". Il vient bien fp o 7"dv = [ Lzom"dp.
De méme, pour tout tout z dans R, posons «a(z) = xzw(z)". D’une part, on a
alors

/R{ }oz(:p)dy(x) = (Tnm(T)"v,v)
— a(r(T)™, v} + b{(T)" . w) = a /

Jm,o0]

y du(y) + b /} [y”“du(y)-

D’autre part, pour tout x # u, comme (2u —x) —u =u — x, on a

2u — z)a(2u — x)

Jo(z) +
(; )+ g o - u—a) (L)) e

Tr—Uu
+b7T( )n-i—l

et, donc, pour tout y dans Jm, oo, Ly pa(y) = ay™ +by™**. Il vient & nouveau

fR_{u} adv = f]mvoo[ngadu. Par conséquent, pour tout polynome «, on a
fR_{u} adv = f]mpo[LWﬂO‘d“' En particulier, la mesure positive L o est
finie et, donc, pour toute fonction continue « a support compact dans R, on
a encore fRf{u} ady = f]m wof Lrpoudpu, si bien que v = L7 g O
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Des lemmes [I.] et [I.3, on déduit le
Corollaire 4.4. Soient ¢ dans (*(®), u la mesure spectrale de ¢ pour A

dans (?(®) et v la mesure spectrale de IT*¢ pour A dans (? (@) Alors, on a

1
27

on pose O(x) = mé;’if), onav=_Lj,u.

v (%) =0 et, si, pour tout r #*

Démonstration. La valeur minimale du polynome f sur R est f (%) = —% <

—3 < —||A]l,. On a donc g (—22) = 0 et le corollaire découle des lemmes [I]]
et [L.3 par un calcul élémentaire.[]

5 Fonctions propres dans /*(T)

Dans cette section, nous allons compléter les informations données par le
lemme B.7 en décrivant plus précisément les espaces propres de A dans ¢%(T")
pour les valeurs propres —2 et 0. Nous étendrons ces résultats aux valeurs
propres dans | J, oy f7"(=2) et dans [ J,,y f7"(0) grace au
Lemme 5.1. Soient ® un graphe régulier de valence 3 et H le sous-espace
fermé de (* (@) engendré par [image de I1* et par celle de AIT*. Alors, pour

tout © dans R — {0, -2}, x est valeur propre de A dans H si et seulement
siy = f(x) est valeur propre de A dans (*(®). Dans ce cas, l'application
R, qui, a une fonction propre o de valeur propre y dans (*(®), associe (x —
DIT*p+ All* ¢ induit un isomorphisme entre [’espace propre de valeur propre
y dans (*(®) et l’espace propre de valeur propre x dans H et, pour tout o,
on a ||Repll; = @(z +2)(2x = 1) el

Démonstration. Soit b # 0 dans H tel que Ay = z1). Puisque 9 est dans
H, on a Ilyy # 0 ou [IAY # 0. Comme 1Ay = zIly, on a Iy # 0.
D’apres le lemme B, on a Ally) = ylly, donc y est valeur propre de A
dans (*(®). En particulier, comme f (1) = =1 < =3 < —[|A||,, onaz # 1.
Réciproquement, si ¢ est un élément de £(®) tel que Ay = yip, on a, d’apres
le lemme B.1],

AR, = A((x — 1)IT"p + All*p)
= (x — D)AIT"p + IT"Ap + (A + 3)IT"p
= 2AIl*p + (2° — 2)[T*p = 2R, .

Or, d’apres le lemme [L1], on a IIAII* = 6 + A, donc, si Ap = yp, on
a, par un calcul immédiat, 1IR,p = z(x + 2)p et, comme on a supposé
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x(z 4+ 2) # 0, R, est injectif et fermé. Il nous reste a montrer que R, est
surjectif. Pour cela, considérons v dans H tel que Ay = 1) mais que 9 soit
orthogonal & 'image de R,. Pour tout ¢ dans ¢2(®) tel que Ap = yp, on a
(Y, Rpp) = (x — 1), ) + (ITAY, ¢) = (22 — 1){I1), ¢) et donc, comme
x # %, (ITh, ) = 0. Comme Alltp = yllyh, on a [Iyp = 0. Comme 9 est dans
H,onay = 0. L’opérateur R, est donc un isomorphisme. Le calcul de norme
est alors direct, en utilisant les lemmes B.1] et [L.1]. O

Commencons par nous intéresser aux valeurs propres dans (J, . f7"(0).
Soit n un entier > 1. Rappelons que, d’apres le corollaire P, si 7 est un
n-triangle de I" et si p est un sommet de 7, le voisin de p qui n’appartient
pas a 7 est le sommet d'un n-triangle. On appellera arétes extérieures aux n-
triangles les arétes joignant deux points qui sont des sommets d'un n-triangle.
On notera ©,, I'ensemble des arétes extérieures aux n-triangles et on le munira
de la structure de graphe pour laquelle deux arétes différentes sont voisines
si deux de leurs extrémités sont sommets d’'un méme n-triangle. On vérifie
aisément qu’alors le graphe ©,, est naturellement isomorphe au graphe de
Sierpiriski © introduit a la fin de la section B On identifiera désormais © et
O,. Si ¢ est une fonction sur I' qui est constante sur les arétes extérieures
aux n-triangles, on notera P,y la fonction sur © dont la valeur en un point
de O est la valeur de ¢ sur l'aréte extérieure aux n-triangles associée. Enfin,
rappelons que, comme O est régulier de valence 4, la norme de A dans (%(©)
est < 4.

D’apres le lemme B.7], les fonctions propres de valeur propres 0 sont con-
stantes sur les arétes extérieures aux 1-triangles. On a le

Lemme 5.2. L’application P, induit un isomorphisme d’espaces de Banach
de Uespace propre de (*(T") associé a la valeur propre 0 dans (*(©). On note
Qo sa réciproque. Pour tout v dans (*(©), on a HQowH?z(F) =3 ”1/1”?2(@) -

LAY, Y) o).

Démonstration. En utilisant la caractérisation du lemme B.7, on vérifie aisé-
ment qu’étant données trois valeurs a, b et ¢ aux sommets d'un 2-triangle,
une fonction propre de valeur propre 0 prenant ces valeurs aux trois sommets
doit avoir a l'intérieur du triangle les valeurs représentées sur la figure .
Rappelons qu’on a identifié les graphes © et ©,. Pour toute fonction ¢ sur
O, notons (Qp1 la fonction sur I qui, sur une aréte extérieure a un 2-triangle
de I', est constante, de valeur la valeur de v en le point de © associé a cette
arcte, et dont les valeurs a l'intérieur des 2-triangles sont celles décrites par
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F1G. 6 — Les fonctions propres de valeur propre 0

la figure f|. Par un calcul élémentaire, pour tous réels a, b et ¢, la somme des
carrés des valeurs représentés sur la figure [ est

3 1 1 1
3 (a*+b*+c*)—ab—ac—bc = 3 (3a®>—ab—ac)+ B (30*—ab—bc)+ 3 (3¢ —ac—be),

si bien que, pour toute fonction ¢ sur ©, on a HQowHig(F) =3 HwHé(@) -

(A%, ) (o). Comme —4 ¢ 20) < (AU, ¥)ee) < 4 ¢, 1a fonction
) appartient a £2(0) si et seulement si Qyv» appartient a /2(T"). Le lemme en
découle. [

Des lemmes p.] et p.3, nous allons déduire une description des espaces
propres associés aux éléments de (J, . f7"(0). Pour z dans (J,oy f7"(0),
notons n(x) Uentier n tel que f"(z) =0 et

n(z)-1 . k
[ fese -,
S N L

On a la

Proposition 5.3. Soit x dans |J,cy f7"(0). Les fonctions propres de valeur
propre x dans (*(T) sont constantes sur les arétes extérieures auz (n(z)+1)-
triangles dans I'. L’application Py )12 induit un isomorphisme d’espaces de
Banach de ’espace propre de (*(T') associé a la valeur propre x dans (*(©).
On note Q, sa réciproque. Alors, pour tout 1 dans (*(©), on a HQ;,;@DHZ(F) =

w(2) (3 [YIlEe) — 3 (A0, Vo) ).

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur n(x). Le cas
n(z) = 0 a fait Pobject du lemme [.3. Supposons le lemme démontré pour
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n(y) avec y = f(x). Et choisissons ¢ dans ¢?(T) tel que Ap = xp. Alors,
comme n = n(r) > 1, on a z ¢ {—2,0} et, donc, d’apres le lemme B.7,
¢ appartient a H. D’apres le lemme p.J], on a donc ¢ = R, pour une
fonction v telle que Ay = y1). Par récurrence, 1) est constante sur les arétes
extérieures aux n-triangles. Soient donc p un sommet d’un (n + 1)-triangle
dans I' et ¢ son voisin extérieur. Les points IIp et Ilg sont des sommets
voisins de n-triangles de I'. On a donc IT*¢(p) = ¢(Ilp) = ¥ (Ilg) = *(q)
et All*(p) = 2¢(1lp)) + ¥(Ilg)) = 3II"(p). 1l vient @(p) = R.(p) =
(x + 2)Y(p) = (q) : la fonction ¢ est constante sur les arétes extérieures
aux (n+1)-triangles et P, 20 = (x+2)P,11%. Comme, par récurrence, P,
induit un isomorphisme de l'espace propre de valeur propre y sur %(0),
d’apres le lemme B, P,42 induit un isomorphisme de l'espace propre de
valeur propre z sur £%(0). Le calcul de norme est alors une conséquence de
la récurrence et de la formule P, 2R, = (v + 2)P,;. O

Corollaire 5.4. Pour tout x dans |, . f7"(0), lespace propre associé a x
dans (*(T) est de dimension infinie et engendré par des fonctions a support

fina.

Pour les éléments de | J, o f7"(—2), on ne dispose pas d'un analogue a
la proposition p.J. Cependant, nous allons étendre le corollaire p.4. Com-
mencons par traiter le cas de la valeur propre —2. Rappelons qu’on a noté
po et pg les sommets des deux triangles infinis de T.

Lemme 5.5. Soit ¢ une fonction propre de valeur propre —2 dans ¢*(T).
Alors, pour tout n > 1 la somme des valeurs de @ sur les sommets de chaque
n-triangle de T' est nulle et p(po) = ¢(py) = 0. L’espace propre associé a la
valeur propre —2 est de dimension infinie et engendré par des fonctions a
support fini.

Démonstration. Un calcul immédiat utilisant le lemme B.q montre que les
valeurs de ¢ dans un 2-triangle vérifient les régles décrites par la figure []. En
particulier, la somme de leurs valeurs aux sommets de chaque 2-triangle est
nulle. Par récurrence, en employant le corollaire B.6, on en déduit que, pour
tout n > 1, la somme de leurs valeurs aux sommets de chaque n-triangle est
nulle. Notons alors, pour tout n > 1, p, et g, les deux autres sommets du n-
triangle issu de py, de fagon a ce qu’on ait, avec les notations du corollaire 2.4,

PoPn+1 = Pn €t Pogni1 = Gn- On a, pour tout n = 1, ©(po) = —¢(pn) — ¢(qn)-
Comme ¢ est de carré intégrable, on a ¢(p,) —— 0 et p(g,) —— 0. 1l

vient ¢(pg) = 0 et, de méme, ¢(py) = 0. En particulier, pour tout n > 1,
©(pn) + (an) = 0.
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Fia. 7 — Les fonctions propres de valeur propre —2

0 @(pn) —p(Pn)0

Fic. 8 — La fonction ¢,

Montrons que ¢ est limite d'un suite de fonctions a support fini. Notons
toujours, comme dans la section [, 7o (po) le triangle infini de T" issu de py.
Alors, comme ¢(py) = 0, ¢lz_(p,) est encore un vecteur propre de valeur
propre —2 et on peut supposer qu’on a ¢ = 0 sur 7 (py). Pour tout entier
n, notons ¢, la fonction sur I' qui est nulle en dehors du (n + 1)-triangle
Tos1(Pos Prs1, Gna1), qui est égale a ¢, sur le n-triangle 7,,(po, pn, ¢,) €t qui est
invariante par 'action des éléments de signature 1 du groupe &(po, prns1, ¢ni1)
sur le (n 4+ 1)-triangle 7,,11(Po, Pnt1, @ns1)- Vu le corollaire P4, les valeurs de
o, aux sommets des n-triangles sont celles représentées par la figure §. Alors,
d’apres le lemme B.7, pour tout n > 1, ¢, est un vecteur propre de valeur
propre —2 et on a ||, |2 < 3 |l¢|l>. La suite (¢,) tend faiblement vers ¢ dans
¢*(T"). La fonction ¢ appartient a I'adhérence faible du sous-espace engendré
par les fonctions propres de valeur propre —2 a support fini, et, donc, a son
adhérence forte.

Enfin, 'espace des fonctions propres de valeur propre —2 est de dimension
infinie puisque, d’apres la figure [, tout 2-triangle contient le support d’une
fonction propre de valeur propre —2. [
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Pour z dans |J,, . f~"(—2), notons n(z) lentier n tel que f"®(z) = —2.
Un raisonnement par récurrence fondé sur le lemme [.1] permet de déduire
du lemme p.j le

Corollaire 5.6. Soient x dans | J,cy f7"(=2) et ¢ une fonction propre de
valeur propre x dans (*(T'). Alors, les valeurs de o sur les arétes extérieures
aux (n(z) + 1)-triangles sont opposées, pour tout n > n(zx) + 1 la somme
des valeurs de ¢ sur les sommets de chaque n-triangle est nulle et o(py) =
o(pg) = 0. L’espace propre associé a la valeur propre x est de dimension
infinie et engendré par des fonctions a support fini.

6 Décomposition spectrale de (*(T)

Notons ¢y la fonction sur I" qui vaut 1 en py, —1 en py et 0 partout ailleurs.
Dans ce paragraphe, nous allons montrer que /*(T") est la somme directe
orthogonale des espaces propres associés aux éléments de |J, o f7"(—2) U
Unen /7"(0) et du sous-espace cyclique engendré par ¢y. Commengons par
décrire ce dernier. Un calcul immédiat démontre le
Lemme 6.1. On a ITI*pg = (A + 2)po.

Cette relation et le corollaire .4 vont nous permettre de déterminer la
mesure spectrale de ¢y. Rappelons pour cela les propriétés des opérateurs
de transfert que nous serons amenés a utiliser : elles découlent de la version
du théoreme de Ruelle-Perron-Frobenius donnée dans [[l], § 2.2]. Si x est une
fonction borélienne sur A, on notera L, pour Ly,.

Lemme 6.2. Soit k : A — R% une fonction holdérienne. Munissons l’espace
C°(A) de la topologie de la convergence uniforme. Alors, si A\, > 0 est le
rayon spectral de l'opérateur L, dans C°(A), il existe une unique probabilité
borélienne v, sur A et une unique fonction continue strictement positive I,
sur A telles qu’on ait Lgl, = N\gls, Liv, = A\evy et fA lodv, = 1. Le rayon
spectral de L, dans [’espace des fonctions d’intégrale nulle pour v, est < A,
et, en particulier, pour tout g dans C°(\), la suite (ﬁLZ(g)) Ly Converge

uniformément vers fA gdv,.. La mesure v, est diffuse est son support est A.
Posons, pour tout = dans R, h(x) =3 — z, k(z) = = + 2 et, pour = # %,

p(z) = 525. On a ho f = hk. Du lemme [}, nous déduisons, grace au

corollaire [L.4), le

Corollaire 6.3. Soit v, l'unique probabilité borélienne sur A telle que Lyv, =
v,. La mesure spectrale de @q est hv,.
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Démonstration. Soit p la mesure spectrale de ¢g. Pour x # %, posons 6(z) =
% = k(z)p(z). La mesure spectrale de (A +2)pg est k?ju. Par conséquent,
d’apres le corollaire [ et le lemme .1, on a pu(3) = 0 et k*u = Ljp. Or,
d’apres le lemme p.H, si ¢ est une fonction propre de valeur propre —2 dans
(%(T), on a p(pg) = ¢(py) = 0 et, donc, {p,py) = 0, si bien que pu(—2) = 0.
Par conséquent, on a L’ip,u = L.

Par ailleurs, d’apres kle lemme B.5, on a x(3) = 0. Par conséquent, comme
ho f=hk,ona L;(%,u) = %L’%p(u) = +u.

La mesure borélienne % p sur R est concentrée sur le spectre de A. Or,
d’apres la proposition p3, pour tous x dans (J,,c f7"(0) et ¢ dans £*(T") tel
que Ap = zp, on a p(py) = ¢(py) et, donc, (p, po) = 0. Par conséquent, on
a 1t (Upen S7(0)) = 0 et, d’apres le corollaire B9,  est concentrée sur A.

La fonction p est holdérienne et strictement positive sur A et on a L,(1) =
1 sur A. D’apres le lemme .9, il existe une unique mesure borélienne de
probabilité v, sur A telle que L(v,) = v, et, pour toute fonction continue g
sur A, la suite (L}(g))nen converge uniformément vers la fonction constante
de valeur [ A 9dv,. Montrons que la mesure borélienne positive % 1 est finie
et, donc, proportionnelle a v,. Donnons-nous une fonction continue positive
g sur A, nulle au voisinage de 3, telle qu’on ait 0 < fA %gd,u < oo. Il existe un
entier n et un réel ¢ > 0 tels que, pour tout x dans A, on ait L) (g)(z) > .
Comme [, +gdp = [, %LZ(g)d,u, il vient [, +dp < oco. Par conséquent, la
mesure 3/ est un multiple de v,. Or, on a p(A) = lools = 2 et, par un
calcul immédiat, L,(h) = 2, si bien que [, hdy, = 2. Il vient donc bien
= hv, 0O

Pour tout polynéme p dans C[X], notons p la fonction p(A)py sur T.
Par définition, 'application g — ¢ se prolonge en une isométrie de L?(hv,)
dans le sous-espace cyclique ® de /%(T") engendré par ¢g. Notons [ la fonction
x— xsur A. On a la

Proposition 6.4. Le sous-espace ® est stable par les opérateurs A, 11 et 11*.
Pour tout g dans L?(hv,), on a

A
11 L,g
II"g =k(go f).

Démonstration. Par définition, ® est stable par A et on a la formule concer-
nant A.

~

Nabs
Il
> o~~~

Na
I
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Par un calcul direct, on montre qu’'on a L,(l) = 1. Soit n dans N. On a
L,(f") =1"L,(1) =1" et L,(f"l) =1"L,(l) =1". Or, d’apres le lemme B.1],
on a II(f(A)"¢g) = Ay et TI(f(A)"Apy) = A"IIApq et, donc, comme
[Ty = MA@y = g, l'espace ® est stable par II et, pour tout p dans C[X],
Ip = fp\p. Enfin, par convexité, pour toute fonction mesurable g sur A, on a
|Lp(g)|2 <L, (|g|2), si bien que, pour g dans L?(hv,), on a

[P, < [ 1, (P rar, = [ 1 o pya,

:/|g|2khdl/p§5/|g|2hd7/pa
A A

donc l'opérateur L, est continu dans L*(hv,) et, par densité, pour tout g
dans L2(hv,), 11§ = L,g.

Enfin, d’apres les lemmes B-]] et [.]], pour tout polynéme p dans C[X], on
a Il (p(A)po) = p(F (L) ey = p(f(A))(A +2)po. Par conséquent, I'espace
® est stable par II* et, pour tout p dans C[X], II*p = k(p o f). Or, pour tout
g dans L*(hv,), on a

[ tgo N rar, = [ kige 1 (ho fa,
A A
:/Lp(k) |g\2hdup:3/|g\2hdyp
A A

et, donc, par densité, pour tout g dans L?(hv,), IT*g = k(g o f). O

Pour déterminer la structure spectrale complete de A, nous allons nous
intéresser a d’autres éléments remarquables de £(T"). Commencons par noter
g la fonction sur I' qui vaut 1 en py et en py et 0 partout ailleurs. Nous
avons le

Lemme 6.5. On a [I*yy = Ay.
Nous en déduisons le

Corollaire 6.6. La mesure spectrale de 1)y est discrete. Plus précisément,
la fonction 1y est contenue dans la somme directe des espaces propres de A
associés aur éléments de | J, .y f7™(0).

Démonstration. Soit u la restriction de la mesure spectrale de ¢y a A. D’apres
le corollaire B.9, il s’agit de montrer qu’on a p = 0.
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Pour = ¢ {0,3}, posons 7(z) = gcgﬁ)n et o(x) = m La fonction o
est holdérienne et strictement positive sur A. En raisonnant comme dans la
démonstration du corollaire .3, on voit que, comme 0 ¢ A, on a, d’apres
le lemme B.5, L¥i = p. Or, comme ho f = hk, pour tout x dans R, pour
tout entier n, on a L*(h) = hL2(1). Notons A, le rayon spectral de L, et
v, sa mesure d’équilibre, comme dans le lemme [.9. Par un calcul direct, on
montre que, pour tout z dans A, on a L,(1)(z) = #3 En particulier, pour
x # =2, on a L,(1)(z) < 1, si bien que A\, = [, Lo(1)dr, < 1 et, donc,
la suite (L?(1))nen converge uniformément vers 0 sur A. Par conséquent, la
suite (L2(h))nen converge uniformément vers 0 sur A et on a [, hdy = 0,
si bien que (A — {3}) = 0. D’apres le lemme B.5, on a p(3) = 0, et, donc,
pw=0.0

Notons que, en utilisant le lemme p.5, on pourrait établir une formule
donnant, pour tout  dans (J,, . f7"(0), la valeur de la norme de la projection
de vy sur I'espace des fonctions propres de valeur propre x.

Etudions les invariants spectraux d’un dernier élément de ¢*(T). Pour
cela, notons qo et ry les deux voisins de pg différents de py et xo la fonction
sur I' qui vaut 1 en gp, —1 en 7y et 0 partout ailleurs. De méme, on note ¢,
et ry les deux voisins de py différents de py et vy la fonction sur I' qui vaut
1 en qf, —1 en ry et 0 partout ailleurs. On pourrait & nouveau remarquer
qu'on a IT*xy = (A% +2A)x et étudier la mesure spectrale de o en utilisant
les mémes méthodes que dans les corollaires .9 et p.6. Nous allons utiliser
une autre approche, plus géométrique, analogue a celle de la démonstration
du lemme p.3.

D’apres le lemme P.7, il existe un unique automorphisme ¢ du graphe T’
tel que t(qo) = 1o et que ¢(qy) = ry et ¢ est une involution. Notons H 'espace
des éléments ¢ de (%(T) tels que t(p) = —¢ et K (resp. K) le sous-espace
de H formé des éléments de H qui sont nuls sur le triangle infini issu de py
(resp. de pg). Ona H = K ® KY, xo € K, x§ € K" et les sous-espaces K
et KV sont stables par les endomorphismes A, IT et II*. Pour tout n > 1,
notons 7, le n-triangle issu de py et 7, le n-triangle issu de p. Les groupe de
permutations &(97,,) et G(07,) agissent sur les triangles 7, et Z,”. On note
K, (resp. K,) I'espace des fonctions ¢ sur 7,, (resp. 7,) telles que, pour tout
s dans 6(07,) (resp. dans &(07,)), on ait s = £(s)¢, ou £ est le morphisme
de signature. On identifie K, et K/ & des sous-espaces de dimension finie de
K et KV. On a alors AK,, C K,,, II"K,, C K, et,sin>2 IIK, C K,_1,
et les identités analogues dans K.
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Nous avons le

Lemme 6.7. Les espaces K et KV sont topologiquement engendrés par les
ensembles | J,», Ky et U,>, K-

Démonstration. Soit ¢ une fonction dans K. Pour tout entier n > 2, on note
¢, Punique élément de K, qui est égal & p sur 7, 1. On a ||, |, < V3 [|¢]l,-
Alors, pour tout ¢, la suite (¢,) tend faiblement vers ¢ dans ¢*(T"). Donc
I'ensemble | J, -, K, est faiblement dense dans H et I'espace vectoriel qu'il
engendre est, par conséquent, fortement dense. Le résultat pour KV s’en
déduit par symétrie. []

Corollaire 6.8. Le spectre de A dans H est discret. Ses valeurs propres sont
exactement les éléments de l'ensemble |,y f7(—2) U U, en f77(0).

Démonstration. Comme, pour tout n, les sous-espaces K,, et K,/ sont stables
par A et de dimension finie, le caractere discret du spectre de A dans H
est une conséquence immédiate du lemme p.7. La détermination exacte des
valeurs propres s’obtient en raisonnant comme dans la section f. Une formule
pour le polynome caractéristique de A dans K,, est donnée a la proposition
13.6.00

Nous pouvons a présent terminer la démonstration du théoreme grace
a la
Proposition 6.9. Soit ®* ['orthogonal dans (*(T') du sous-espace cyclique

O engendré par @o. Alors le spectre de A dans ®+ est discret et I’ensemble
de ses valeurs propres est exactement |, oy [~ (=2) U U, ey f7(0).

Avant de démontrer cette proposition, établissons un résultat prélimi-
naire. Pour ¢ et 1 dans ¢*(I"), notons i, 'unique mesure complexe boré-
lienne sur R telle que, pour tout polynéme p dans C[X], on ait fR pdii,y =

(p(A)p, ). On ale
Lemme 6.10. Pour tous ¢ et ¢ dans (*(T'), on a pingy = fiflo 10y

Démonstration. Pour p dans C[X], on a, d’apres le lemme B.1],

/R pdins = (AT, ) = (p(F(A))p, I = / (0o Piitpms.

R
U

Démonstration de la proposition [6.9. D’apres les corollaires f.4 et (.4, les
espaces propres associés aux éléments de (J, . [7"(=2) U U, ,en f77(0) sont
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non-triviaux. Notons P le projecteur orthogonal sur ®* dans ¢2(T"). D’apres
la proposition f.4, Popérateur P commute & A, IT et IT*. Pour démontrer
la proposition, il suffit d’établir que, pour tout ¢ a support fini, pour tout
¢ dans (*(T'), la mesure pp,, est atomique et concentrée sur ensemble
UneN fﬁn(_Q) U UnEN fﬁn(o)

Soient toujours qg, 79, qg et ry les voisins de py et py et, pour tout entier n,
7, le n-triangle issu de pg et 7, le n-triangle issu de pg. On note L,, 'espace
des fonctions sur " dont le support est contenu dans la réunion de 7, de 7,7,
et des voisins des sommets de 7,, et de 7,'. On a, pour n > 1, I1L,, C L,_; et
I[IAL, C L,_1. Montrons, par récurrence sur n, que, pour toute fonction ¢
dans L,,, pour tout ¢ dans ¢*(T"), la mesure up,, est atomique et concentrée
sur ensemble | J, .y f7"(=2) U, en f7™(0).

Pour n = 0, Ly est 'espace des fonctions qui sont nulles en dehors de
I'ensemble {po, qo, 70, P, 4, 73 }- On vérifie aisément que cet espace est en-
gendré par les fonctions g, Agy, 1o, Athg, Xxo et . Dans ce cas, la descrip-
tion des mesures spectrales découle immédiatement des corollaires .3, 6.9 et
b.y.

Si le résultat est vrai pour un entier n, donnons-nous ¢ dans L, ;. Alors,
les fonctions Iy et [IAp sont dans L, et, par récurrence, pour tout ) dans
(%(T), les mesures (rppy = fPipy €6 HiiaPey = [LPIIAgy SON atomiques et
concentrées sur 'ensemble J, . f7"(=2) U U,en f7"(0). D’apres le lemme
610, les mesures Lpotivy €6 [lapp =g = [Py ati+p sont donc atomiques et
concentrées sur 'ensemble | J, o, f~"(—2)UlJ, >, f7"(0). Or, d’apres le lemme
B.7, le spectre de A dans I'orthogonal du sous-espace de ¢?(I") engendré par
I'image de II* et par celle de AIT* est égal a {—2,0}. Par conséquent, pour
tout ¢ dans ¢*(T'), la mesure pp,, est atomique et concentrée sur ensemble
Unen f7(=2) UU,en f77(0). Le résultat en découle. [

7 Quotients finis de I

Dans ce paragraphe, nous appliquons les méthodes développées précédem-
ment a la description du spectre de certains graphes finis fortement reliés a
I.

Soient ® et ¥ des graphes. Nous dirons qu'une application w : & — U est
un revétement si, pour tout p dans ®, 'application w induit une bijection de
’'ensemble des voisins de p dans celui des voisins de @(p). La composition de
deux revétements est un revéetement. Si ® et W sont des graphes réguliers de
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c d a a

F1G. 9 — Construction du revétement @

valence 3 et si w : & — P est un revétement, il existe un unique revétement
& d — U tel que [I@o = wll. Réciproquement, en raisonnant comme dans
le lemme 2.3, on montre que tout revétement ® — U est de cette forme.
Fixons quatre éléments distincts, a, b, ¢ et d. On note I'y le graphe
obtenu en munissant ’ensemble {a,b,c,d} de la relation qui lie tous les
points distincts : c¢’est un graphe régulier de valence 3. Le groupe de ses au-
tomorphismes est égal au groupe &(a, b, ¢, d) des permutations de I’ensemble
{a,b,c,d}.
Lemme 7.1. Soient ® un graphe régulier de valence 3 et w : & — [y un
revétement. Alors, Uapplication & : & — T, (p,q) — w(q) est un revétement.
L’application w — o est une bijection &(a, b, ¢, d)-équivariante de [’ensemble
des revétements ® — I'y dans l'ensemble des revétements b — T.

La construction du revétement @ est représentée par la figure .

Démonstration. Soit p un point de & et soient ¢, r et s les voisins de p.
Quitte a permuter les éléments de {a, b, ¢, d}, supposons que l'on a w(p) = a,
w(q) = b, w(r) = c et w(s) = d. Alors, on a w(p,q) = b, w(q,p) = a,
w(p,r) = cet @(p,s) =d et, donc, @ est bien un revétement.
Réciproquement, soit w : $ — Iy un revétement. Soit toujours p un point
de ®, de voisins ¢, r et s. A nouveau, quitte a permuter, supposons qu’on a
w(p,q) = b, w(p,r) = c et w(p,s) = d. Alors, comme w est un revétement,
on a nécessairement w(q,p) = w(r,p) = w(s,p) = a. Il existe donc une
application w : & — Iy telle que, pour tous p et ¢ dans ® avec p ~ ¢, on ait
w(q,p) = w(p). Par construction, w est un revétement et on a w = w. [

Pour tout entier naturel n, on note I',, = f‘g") le graphe obtenu en rem-
placant les points de I'y par des n-triangles. D’apres le lemme P.3, le groupe
des automorphismes de I, s'identifie naturellement & &(a, b, ¢, d). Du lemme
1], on déduit le
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Corollaire 7.2. Pour tous entiers naturels n < m, il existe des revétements
[, — I. Le groupe &(a, b, c,d) agit simplement transitivement sur ’ensem-
ble de ces revétements.

Démonstration. Les revetements 'y — [y sont exactement les bijections
de T'y dans lui-méme et le corollaire est donc vrai pour m = n = 0. Par
récurrence, d’apres le lemme [/.], le corollaire est vrai pour tout entier m et
pour n = 0. Enfin, comme, si ® et ¥ sont des graphes réguliers de valence 3,
les revétements ® — U et & — U sont en bijection naturelle, a nouveau par
récurrence, le corollaire est vrai pour tous entiers m > n.[]

Revenons a présent a I'. Notons ¢y et 7y les deux voisins de pg différents
de py et qf et ry les deux voisins de py différents de py. Nous avons le

Lemme 7.3. [l existe un unique revétement w : I' — Ty tel que w(py) = a,
w(qO) = ¢ W(To) = d7 w(ps/) = b7 W(q(\)/) =cel W(T‘(\)/) =d.
Ce revétement est représenté par la figure

Démonstration. Soient n un entier > 1 ou l'infini et 7 un n-triangle. Soit w :
T — I'y. Disons que w est un quasi-revétement si, pour tout point p de 7 —
0T, w induit une bijection de I'ensemble des voisins de 7 dans 'y — {ww(p) }
et si, pour tout point p de 07, les valeurs de w sur les voisins de p sont des
éléments distincts de I'o—{w(p) }. Dans ce cas, on note encore o 1'application
T — T telle que, pour tous p et ¢ dans 7 avec p ~ ¢, on ait w@(p,q) = w(q)
et que, pour tout p dans 97 = 97, si les voisins de p dans T sont ¢ et r,
@(p) soit I'unique élément de I'y—{w(p), w(q), @ (r)}. En raisonnant comme
dans la démonstration du lemme [], on vérifie aisément que I'application
w +— @ est une bijection &(a, b, ¢, d)-équivariante de I'ensemble des quasi-
revetements 7 — I’y dans ’ensemble des quasi-revétements T — Tp.

Par conséquent, pour tout n > 1, si 7, est le n-triangle de I' contenant py,
il existe un unique quasi-revétement w, de 7, dans 'y tel que w,(py) = a,
wn(qo) = ¢ et w,(rg) = d. Par unicité, w, et w,,1 sont égaux sur 7,. Il
existe donc un unique quasi-revétement w,, du triangle infini 7., issu de py
dans Ty tel que @woo(po) = @, Weo(qo) = ¢ €t wWoo(rg) = d. De méme, si 7./
désigne le triangle infini issu de py, il existe un unique quasi-revétement wy,
de 7./ dans Ty tel que woo(py) = b, weo(qy) = c et woo(ry) = d. L’application
w: ' — T’y dont la restriction a 7., est wy, et la restriction a 7.7 est wy, est
donc bien 'unique revetement de I dans I'y ayant les propriétés demandées.
O

A nouveau, des lemmes [/ et [, on déduit le

32



Corollaire 7.4. Pour tout entier naturel n, il existe des revétements’ — 1',,.
Le groupe &(a,b,c,d) agit simplement sur ’ensemble de ces revétements.
Cette action possede deux orbites : d’une part, [’ensemble de revétements w
tels que w(qo) = w(qy) et, d’autre part, l'ensemble de revétements w tels que
@(qo) = @ (1)

Nous allons a présent décrire, pour tout entier n, la théorie spectrale du
graphe I',,. Notons k le polynome X +2, [ le polynome X, m le polynome X —
2, et, comme toujours, f le polynome X? — X — 3. Les méthodes développées
dans la section [ et la section ] nous permettent de démontrer la

Proposition 7.5. Pour tout entier naturel n, le polynome caractéristique de
A dans (*(T,,) est

(X =3)(X + 1)3 I:I(m o fp(X))3(l o ]"1’(4)())2-3"_1_"(;€ o fp(X))1+2'3n_1_p_

p=0

Rappelons que, a la section B, nous avons introduit la notion de graphe
partageable. La démonstration utilise le

Lemme 7.6. Soit ® un graphe connexe régulier de valence 3. Le graphe o
n’est pas partageable. En particulier, pour tout entier naturel n, le graphe I,
n’est pas partageable.

Démonstration. Comme tout point de ® est contenu dans un 1-triangle, tout
point peut étre joint a lui-méme par un chemin de longueur impaire et, donc,
® n'est pas partageable. De méme, tout point de I'y peut étre joint a lui-meéme
par un chemin de longueur impaire. Le lemme en découle. [J

Démonstration de la proposition [7.J. Nous allons démontrer ce résultat par
récurrence sur n. Pour n = 0, I'espace (*(I'y) est de dimension 4 et, pour
'action naturelle du groupe &(a, b, ¢, d), il est la somme de deux sous-espaces
irréductibles non isomorphes, 'espace des fonctions constantes et l'espace
des fonctions ¢ telles que p(a) + ¢(b) + ¢(c) + ¢(d) = 0. L’opérateur A
commute & I’action de &(a, b, ¢, d) et laisse donc stables ces deux sous-espaces.
Dans le premier, il agit par multiplication par 3 et, dans le deuxieme, par
multiplication par —1. Son polynéme caractéristique est donc (X —3)(X+1)3.

Supposons le résultat démontré pour n. D’apres le lemme [.6, T',, n’est
pas partageable. Par conséquent, si H est le sous-espace vectoriel de £2(T,, 1)
engendré par I'image de II* et par celle de AIT*, d’apres le corollaire B.q et le
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lemme B, le polynéme caractéristique de A dans l'orthogonal dans H des
fonctions constantes est

(f(X)+1)° I:I(m o fAT(X))3(lo fp+1<X))2-3"*1*” (ko fp+1(X))1+2-3"’1”’

et, donc, comme f(X)+1= (X +1)(X —2), le polynome caractéristique de
A dans H s’écrit

n n

(X —3)(X +1)° H(m o fP(X))3 H(l o P(X))* " (ko fP(X))H28

p=0 p=1

Il nous reste a déterminer les dimensions des espaces propres de valeur
propre 0 et —2 dans 'orthogonal de H dans ¢*(T',,; ). Ceux-ci sont décrits par
le lemme B.7. Or, si n > 1, les 2-triangles de I',,;; sont les images inverses par
I12 des points de T',,_; et tout point de I',,,.; appartient & un unique 2-triangle.
En raisonnant comme dans le lemme .9, on voit alors que I’espace propre
de valeur propre 0 de A dans ¢*(T,,; 1) est isomorphe & I'espace des fonctions
sur les arétes de I',,_;. Comme I',,_; est un graphe régulier de valence 3 et
qu’il contient 4.3"~! points, il contient 2.3" arétes et 1’espace propre de valeur
propre 0 de A dans ¢*(T,,11) est de dimension 2.3". Si n = 0, en utilisant la
caractérisation du lemme B.7, on vérifie par un calcul direct que la dimension
de 'espace propre de valeur propre 0 dans ¢*(T';) est 2. Alors, comme, d’apres
le corollaire B.4 et le lemme p.1, H est de dimension 2 dim ¢*(T,,)—1 = 8.3"—1,
I'orthogonal de H et de I’espace propre de valeur propre 0 est de dimension
43" — (83" — 1) — 2.3" = 2.3" + 1. D’apres le lemme B.7, cet espace est
I’espace propre de valeur propre —2 de A et le polyndome caractéristique de
A dans (*(T', ;1) a bien la forme donnée par I’énoncé. OJ

8 Le compactifié plan de I’

Nous considérons désormais 'ensemble X des éléments (Pw)(k,l)eZ? de
(Z/QZ)Z2 tels que, pour tous entiers k et [, on ait py;+pry1,;+pri+1 = 0 dans
Z./27. C’est un espace topologique compact pour la topologie induite par la
topologie produit. On note 7" et S les deux applications de X dans X telles

que, pour tout p dans X, on ait Tp = (Pr41,)kpyez2 €t SP = (Pris1) (k1)ez2-
Les homéomorphismes T et S engendrent I’action naturelle de Z? sur X.
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Pour p dans X et k et [ dans Z, on a py; + pr—1,4+1 + pr—1; = 0 et
Dkt + Dri—1+ DPrt1-1 = 0. Or, le sous-groupe fini & de GLy(Z), engendré par

0 1 —1
{(1,0), (0, 1)}, {(=1,1),(=1,0)} et {(0,—1),(1,—1)} de Z* En particulier,
le groupe G agit naturellement sur X : pour tous p dans X et s dans &, pour
tous k et [ dans Z?, on a (sp)y,; = Ps—1(k,)- Laction de & sur les trois paires
de vecteurs {(1,0),(0,1)}, {(=1,1),(=1,0)} et {(0,—1),(1,—1)} identifie &
et le groupe des permutations de cet ensemble a trois éléments.

Soit Y l'ensemble des points p de X tels que pop = 1. L’ensemble Y
est stable par I'action de &. Pour tout p dans Y, on note Y, 'ensemble
des points de l'orbite de p sous l'action de Z? qui appartiennent & Y. Si p
est un point de Y, on a py o + po1 = 1 dans Z/27Z et, donc, un et un seul
des points T'p et Sp appartient a Y. De méme, un et un seul des points
T 'p et T-'Sp appartient & Y et un et un seul des points S~ !p et TS~ 1p
appartient a Y. Pour p et ¢ dans Y, notons p ~ ¢ si ¢ appartient a I’ensem-
ble {Tp, Sp, T~ Sp, T"'p, S~p, TS~ 1p}. Cette relation est symétrique et G-
invariante.

De méme, si p appartient a Y, on note Y/p 'ensemble des (k, 1) dans Z? tels
que p; = 1 et, pour (i, 5) et (k, 1) dans Y, on note (i,7) ~ (k,1) si (i—Fk,j—1)
appartient a ’ensemble {(1,0), (0,1), (—-1,1),(—1,0), (0,—1),(1,—1)}. Alors,
f/p est un graphe régulier de valence 3. Si le stabilisateur dans Z? de p est
trivial, Y}, est un graphe régulier de valence 3 et I’application naturelle }71, —
Y, est un isomorphisme de graphes.

Notons u 'unique élément de (Z/27)% tel que uy; = 0 si et seulement si
k — [ est congru a 0 modulo 3. L’élément u est périodique sous 1'action de Z?2
et son stabilisateur est 'ensemble des (k, 1) dans Z? tels que k — [ soit congru
a 0 modulo 3. On vérifie que u appartient a X. Son orbite sous 'action de
7?2 est égale & {u, Tu, Su} et elle est stable par I'action de & : les éléments
de signature 1 de & fixent u, T'u et Su et les éléments de signature —1 fixent
u et échangent T'u et Su. Nous avons le

. -1 -1 1 . .
les matrices ( ) et ( 0 _1) permute les trois paires de vecteurs

Lemme 8.1. Soit p dans Y. Le graphe f/p est conneze. St p est différent de
Tu et de Su, lensemble Y,, muni de la relation ~, est un graphe connezre
régulier de valence 3 et l'application naturelle Y, — Y, est un revétement.

Démonstration. Montrons que ffp est connexe. Soit (k,[) dans Y. Quitte a
faire agir le groupe & et a échanger les roles de (0,0) et de (k,), on peut
supposer k et [ positifs. Montrons dans ce cas, par récurrence sur k + [, que
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(k+i,0— i)
(k+i,0—i—1)

(0,0)

Fic. 10 — Connexité de Y/p

(k,l) appartient a la méme composante connexe de Y/p que (0,0). Si k+1 =0,
c’est immédiat. Supposons donc k + 1 > 0 et considérons les pj 4 avec
0 < h < k+1. Si tous ces éléments de Z /27 étaient égaux a 1, on aurait, pour
tous entiers positifs ¢ et j avec t+7 < k+1—1, p; ; = 0, ce qui est impossible,
vu que poo = 1. Quitte a encore faire agir &, on peut donc supposer qu’il
existe un entier naturel 0 < ¢ < [ — 1 tel que, pour tout 0 < 57 < 4, on
ait pryji—; = 1, mais pryir1,-i—1 = 0. Cette situation est représentée a la
figure [[J. Alors, les points (k + 4,1 — i) et (k,l) appartiennent a la méme
composante connexe de ?}2 et, comme pyiir1—i—1 = 0, 0n & pryij—i—1 = 1 et
(k+i,1 —i—1) appartient & Y,. Comme (k+i)+ (I —i—1)=k+1—1,1e
résultat en découle par récurrence.

Comme D'application naturelle f/;, — Y, est surjective, pour conclure,
il nous reste a montrer que, pour p ¢ {Tu,Su}, les points de l'ensemble
{p,Tp,Sp, T-1Sp, T"'p,S~1p, TS 'p} sont deux & deux distincts. Posons
V, ={Tp,Sp, T*Sp, T'p, S 'p, TS~ 'p} et commengons par supposer que
p appartient a V,. Alors, quitte a faire agir le groupe &, on peut supposer
quonap="Tpet pp_1 = 1et, donc, p; _1 = po_1+poo = 0, ce qui contredit
le fait que Tp = p. On a donc p ¢ V,. Supposons a présent que deux des
éléments de 'ensemble V), sont égaux. Quitte a encore faire agir &, on peut
supposer qu’on a Tp = Sp, Tp = T 'p ou Tp = T~'Sp. Si Tp = Sp, on a
S7'Tp = p et on vient de montrer que c’est impossible. Si Tp = T~!p, on a
T?p = p et la famille ¢ = (pog,21) (k)ez2 appartient a Y et vérifie Tqg = ¢ : &
nouveat, on vient de montrer que c’est impossible. Enfin, si 7-2Sp = p, sup-
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posons toujours, quitte a permuter, qu'on a py _; = 1. Alors, on a p; _; =0,
et, donc, comme T72Sp = p, p_19 = 0. De méme, on a p_og = po_1 = 1
et p_1,—1 = po—1+p-10=1. A nouveau, ceci implique p_39 = p_1,1 = 1,
P_2-1 = P_1,-1 +DP_2p = O et, enfin, p_35_1 = p_o_1 +p_3o = 1, si bien
que le point ¢ = T 3p vérifie & nouveau T-2Sq = q et qoo = qo_1 = 1. Par
récurrence, on en déduit que, pour tout entier £ < 0, on a pyo = 1 si k est
congru a 0 ou 1 modulo 3 et que po = 0 si & est congru a 2 modulo 3. En
raisonnant de la méme fagon, on voit que p_;1 = p_10 +poo = 1 et que,
comme T?S™'p = p, p1o = 1. Il vient pag = po1 = pPoo + pro = 0, puis
P30 = P11 =Pro+DPao=1et p3s_1 =pio=1. Le point r = T?p vérifie donc
aussi T72Sr = r et rg9 = 791 = 1, si bien que, pour tout k dans Z, on a
Pro = 0 si et seulement si k est congru a 2 modulo 3. En particulier, la suite
(Pr.o)kez est 3-périodique. Comme T2Sp = p, pour tout [ dans Z, la suite
(Pr.i)kez est 3-périodique et, done, T%p = p. Par conséquent, pour tous k et
[ dans Z, si k — [ est congru & 0 modulo 3, on a T%S'p = p. Comme on a
Do,0 = U1,0, P—1,0 = U—11 €t p_11 = u_1, il vient p = T'u. Par conséquent,
si p n’appartient pas a {T'u, Su}, la relation ~ munit bien I'ensemble Y
d’une structure de graphe régulier de valence 3. Par définition, I'application
naturelle ?}2 — Y, est alors un revétement. En particulier, Y), est connexe. [

Soient ¢ et 1 dans {0, 1}. Notons X ¢ I’ensemble des éléments p de X tels
que, pour tous k et [ dans Z, si (k,[) est congru a (e,7n) dans (Z/27Z)?, on a
pry = 0. Sip appartient a X pour tous k et [ dans Z, on A P2kt 14e, 20414y =
D2kte 20414y = Pok+14e204n B0 particulier, pour (¢',7) # (e,7), on a XEN
XEm =10} et, si p est un point de YE? =Y N XEM (on a alors (g,7) #
(0,0)), le point p appartient a un triangle dans le graphe Y.

Le groupe & agit naturellement sur (Z/27Z)% et, pour tout s dans &,
pour tout (g,7) dans (Z/27Z)?, on a X*EM = s X Dorénavant, on notera
a=(1,1),b=(0,1), ¢ = (1,0) et 7; = {a,b,c}. On considérera 7; comme
un 1l-triangle. Le groupe & s’identifie au groupe de permutations &(a, b, ¢).
On pose Y =YeUYPUY*: cette réunion est disjointe et I'’ensemble Y est
invariant par l'action de &. Les éléments de Y%, Y et Y sont décrits par la
figure [L1].

Soit p un point de Y. Nous noterons p®, p* et p°¢ les points de (Z/QZ)Z2
tels que, pour tous k et [ dans Z, on ait,

: N — Aa —_ Aa _ ~a —

(i) Pogot = Pog—1,21 = Dog21—1 = Pt €6 Dop_q 991 = 0.

oy oAb b _ b _ ~b _
(1) Pokot = Poky1,20 = Poky1.20-1 = Phl €6 Dojyo o1 = 0.

~C — AC — AC J— AC .
(iii) Dorot = Popi41 = Pok—1,2041 = Pk €0 Doy 9140 = 0.
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FI1G. 11 — Les ensembles Y, Y’ et Y©

On vérifie que, par construction, on a p® = Tp® = Sp° et que, pour tout s
dans &, pour tout d dans 77, on a p*? = s (ﬁd).

Lemme 8.2. Soit d dans T,. L’application p — p® induit un homéomor-
phisme de’Y dans Y. Réciproquement, un point p de Y —{Tu, Su} appartient
aY siet seulement si, pour tout q¢ dans'Y,, q appartient a un triangle contenu
dans Y,. Il existe alors un unique d dans Ty et un unique point r de Y tel
que p = 7 et le triangle contenant p est {7, 7%, 7},

La démonstration utilise le

Lemme 8.3. Soit p un point de Y — {Tw,Su} tel que chaque point de
Y, soit contenu dans un triangle. Alors, le triangle contenant p est soit
{p, T"'p, S~ p}, soit {p, Tp, TS~ 'p}, soit {p, Sp, T~1Sp}. S’il est de la forme
{p, T 'p,S~p}, le troisiéme voisin q de p est soit Tp, soit Sp. Enfin, si
q = Tp, le triangle contenant q est {q,Tq, TS q} et si ¢ = Sp, le triangle
contenant q est {q, Sq, T~*Sq}.

Démonstration. Soit p comme dans I'énoncé. Quitte a faire agir &, on peut
supposer que le triangle contenant p contient le point T !p. Alors, par dé-
finition, les seuls voisins communs possibles pour p et T 'p sont T-'Sp
et S7!'p. Or, comme T~ 'p appartient & Y, on a p_1o = 1, donc p_;; =
Poo +p-10="0et T"'Sp ¢ Y. Par conséquent, le triangle contenant p est
{p, T~ 1p, S71p}. Les autres cas s’en déduisent en faisant agir &.
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Dans le cas olt le triangle contenant p est {p, T 'p, S~'p}, le troisitme
voisin ¢ de p est, par construction, nécessairement dans {T'p, Sp}. Supposons,
quitte a encore faire agir &, qu'on a ¢ = T'p. Alors, on a pg; = 0 = p; _; et,
donc, T71Sq et S™'¢ n’appartiennent pas & Y. Le triangle contenant g est
donc {q,Tq, TS~ 'q}. L’autre cas s’en déduit par symétrie. [J

Démonstration du lemme [8.3. On vérifie aisément que, pour d dans 7, le
point p¢ appartient a Y et que I'application ainsi définie induit un homéo-
morphisme de Y dans Y.

Réciproquement, soit p un point de Y — {T'u, Su}, tel que tout élément
de Y, soit contenu dans un triangle de Y. Alors, par définition et d’apres
le lemme B.J], tout point de ﬁ; est contenu dans un triangle de }71,. Soit
(k,1), un point de 17;,. D’apres le lemme B3, le triangle contenant (k,1) est
de la forme {(k,1), (k — 1,1),(k,1 — 1)}, {(k,0),(k+ 1,0),(k+ 1,1 — 1)} ou
{(k,0),(k,l+1),(k—1,l+1)}. On note (e(k,1),n(k,1)) 'unique élément de
(Z/27)* qui n’est pas congru aux éléments de ce triangle.

Montrons que, pour tous (i,j) et (k,1) dans Y, avec (i,5) ~ (k,1), on
a (e(4,5),n(, 7)) = (e(k,1),n(k,1)). Si (i,7) et (k,l) appartiennent au méme
triangle, ¢’est immédiat. Sinon, quitte a faire agir &, d’apres le lemme B3, on
peut supposer que le triangle contenant (k,1) est {(k,1), (k—1,1),(k,l—1)},
que (i,j5) = (k + 1,1) et, donc, que le triangle contenant (7,j) est {(k +
1,0, (k+2,0),(k+2,1—1)}. Alors, par définition, on a (£(i,7),n(i,7)) =
(e, 1), n(k, ). ]

Comme, d’apres le lemme B], le graphe Y, est connexe, la fonction (¢,7n) y
est constante. Par définition, pour tous entiers £ et [, on a pag4e 214, = 0, donc
p appartient & Y&, La propriété sur les triangles découle immédiatement
de la définition des objets. [

Soit p un point de Y. On note Ip et 6;(p) les uniques éléments de Y
—01(p)
et de 77 pour lesquels on a IIp = p. Par construction, on a 0;(p) = a

(resp. b, resp. ¢) si et seulement si le triangle contenant p est {p, T~'p, S~1p}
(resp. {p, Tp, TS~ p}, resp. {p, Sp, T-1Sp}). Les applications II et 6, sont
G-équivariantes. L’application II est continue et #; est localement constante.
Pour tout p dans Y, #; induit une bijection du 1-triangle contenant p dans
7.

Lemme 8.4. Soit p dans Y — {Tu, §u} 1l existe un unique isomorphisme
de graphes o : Y, — II"1(Y,) tel que Ilo = oTl.

Démonstration. D’apres le lemme 2.9, un tel isomorphisme est nécessairement
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unique. Montrons son existence. Soit ¢ le voisin de p appartenant a {T'p, Sp},
r son voisin dans {T'p, T~1Sp} et s son voisin dans {S~'p, T'S~1p}. On pose
a(p,q) = p*, o(p,r) = p° et o(p, s) = p¢. Alors, les trois points o (p, q), o(p, )
et o(p, s) sont voisins dans Y,,. Vérifions, par exemple, que o(p, q) est voisin
de o(q,p). Quitte a faire agir &, on peut supposer qu'on a ¢ = T'p. Alors,
on a p=T"1q et, donc, o(q,p) = ¢°. Par construction, on a alors Tp* = ¢,
donc o(q,p) = To(p,q), ce qu’il fallait démontrer. O

Dorénavant, pour tout p dans }7, on identifie les graphes Y}, et TI71(Y,).

Nous allons a présent construire un élément p de Y pour lequel le graphe
Y, est isomorphe au graphe de Pascal. Posons, pour tous k,l > 0, p_; _; =
Phtltl,—1 = C;ﬁrk dans Z/27Z et, pour tous k,l dans Z avec soit | > 0, soit
k>1etk+1>0, pp; =0. On vérifie aisément que p appartient a X, et
donc a Y puisque pyo = 1. Nous avons la

Proposition 8.5. Le point p appartient & Y et on a IIp = p et 6, (p) =a. 1l
existe un isomorphisme du graphe de Pascal I' dans Y, envoyant py sur p et
pg sur Tp.

Cette représentation plane du graphe de pascal apparait dans la figure [I.
La démonstration utilise le

Lemme 8.6. Soient 0 < k < n des entiers. Alors, les entiers Ck, C3¥ C3F |
et C%ﬁﬁ sont congrus modulo 2.

Démonstration. Soient A et B des indéterminées. Dans 'anneau Z/27Z[A, B]
de caractéristique 2, on a (A+B)" = >__, CEA*B"* et, donc, (A+ B)* =
> heo C’;A%BQ"_%. Par conséquent, par unicité, pour tout 0 < k < n, on a,
dans 7/27, C3F = CF et C2F~1 = C2*! = (. Par l'identité classique, on a
alors C3F | = C% Q2 = C2F et C%ﬁﬂ CZk 4 O+ = 2k O

Démonstration de la proposition [8-J. En utilisant le lemme B.@, on vérifie

qu'on a p = p*. Par conséquent, p appartlent a Y IIp = p et 0,(p) = a.
Par récurence, en utilisant le lemme B.4, on en déduit que, pour tout entier
n, p est le sommet d'un n-triangle contenu dans Y,. Donc p est le sommet
d’un triangle infini contenu dans Y,. De méme, on a II(T'p) = T'p, 6,(Tp) = b
et T'p est le sommet d’un triangle infini contenu dans Y,. D’apres le lemme
B, le graphe Y), est connexe et, donc, il est la réunion de ces deux triangles
infinis. L’existence de I'isomorphisme demandé en découle.[]

Dorénavant, on identifie p & py, Tp & py et T & Y,. On note I' 'adhérence
de I' dans Y et, pour tout p dans I, on pose ', = Y On a IIT" =T.
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Nous allons décrire plus en détail ’ensemble I'. Pour cela, introduisons une
partition de Y en six sous- ensembles, qui raffine la partition Y = Yeuybuye.
Soit p un point de Y. Alors, &’ apres le lemme B.3, 'ensemble des voisins de p
est soit {T'p, T~p, S~1p}, soit {Sp, T1p, S~Ip}, soit {Ttp, Tp, TS~ 'p}, soit
{T-*Sp, Tp, TS p}, soit {S~'p,Sp, T~1Sp} ou {TS'p, Sp, T~1Sp}. Ap-
pelons bréchet de p Densemble des ¢ dans Y pour lesquels on a {(k,1) €
Z2|TkS'p ~ p} = {(k,1) € Z*|T*S'q ~ q}. Les bréchets constituent six
sous-ensembles fermés de Y sur lesquels le groupe G agit simplement tran-

sitivement. On notera By le bréchet de pg, i I’élément (_01 _11) de Setr

I’élément (_01 _11) . L’élément i s’identifie a la transposition (ab) de {a, b, c}
et r s’identifie au cycle (cba).

Pour tout entier n, posons Yy = Iy, Alors, par une récurrence
immédiate, d’apres les lemmes B.9 et B-4], pour tout entier n, Y (™) est Pensem-
ble des éléments p de Y — {T'u, Su} pour lesquels tout point de Y, appartient
a un n-triangle dans Y,. On a donc I' C [, oy Yy,

Lemme 8.7. Soient n un entier et p et q dans YD gels que, pour tout

0<m <n, O et II™q appartiennent au méme bréchet. Alors, pour tous k
et l dans Z avec k > =2", 1 > =2" et k +1 < 2", on a pr; = Qx,-

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur n. Pour n = 0,
supposons, quitte a faire agir &, qu'on a p,q € By. Alors, on a p_1 =
P00 = P10 = Po,—1 = 1, si bien que p_1 1 = p_10+ po—1 = 0 et, de meéme,
P11 = P-1,1 = Po1 = p-12 = 0 et po 1 = 1. Comme ceci est aussi vrai pour
q, le lemme est vrai pour n = 0.

Supposons donc n > 1 et le lemme démontré pour n — 1. Donnons-nous
p et ¢ comme dans I’énoncé. Alors, comme p et g sont dans le méme bréchet,
on a 01(p) = 61(q). Quitte a faire agir &, on peut supposer qu’on a 6 (p) = a,
si bien que p = ﬁpa et que ¢ = ﬁqa. Le résultat découle alors de la récurrence
et de la définition de 'application r +— 7¢.00

Lemme 8.8. Soit p dans Y tel que le bréchet de p soit By. Alors, le bréchet
de p* est By, celui de p* est iBy et celui de p° est rBy et p* est le sommet
d’un 2-triangle dans T'. Si q et r sont deuz points de Y@ tels que Ilg et IIr
appartiennent au méme bréchet, il existe v’ dans le 1-triangle contenant r
dans Y, tel que q et ' appartiennent au méme bréchet.

Démonstration. Le premier point découle immédiatement de la construction

41



des objets en question. Donnons-nous donc ¢ et r comme dans I'énoncé.
Quitte a faire agir &, on peut supposer que le bréchet de Ilg et de IIr est
By. La premiere partie du lemme implique alors clairement ’énoncé. []

Soit X I'ensemble des suites (s,,)nen d’éléments de & telles que, pour tout
entier n, on ait s, € {Sp11, Spr1?, Spr17}. On munit ¥ de la topologie induite
par la topologie produit et on note o : ¥ — 3 I'application de décalage. On
fait agir & sur X par multiplication a gauche sur tous les facteurs. L’ensemble
I est décrit par la

Proposition 8.9. On aT = Mhen Y™ . Pour tout p dans T, pour tout entier
n, soit s,(p) l'unique élément de S tel que le bréchet de I1"p soit s, (p)By.
Lapplication s ainsi définie induit un homéomorphisme &-équivariant de T’
dans ¥ et on a os = sIl. L’image du point py par s est la suite constante de
valeur e et les points fizes de I1 dans T sont exactement les siz images de py

par Uaction du groupe &. Enfin, pour tout p dans T, I'ensemble T, est dense
dans T.

Démonstration. Comme l'ensemble I' est inclus dans (1), Y™ Tensem-
ble I" I'est aussi. Réciproquement, remarquons que chacun des six points
T o, T 2poy, T2 1py, T1S2py, S™2py et S~1py appartient & un bréchet
différent. Par conséquent, si p est un point de [, oy Y("), il existe un point
q de T' tel que p et ¢ appartiennent au méme bréchet. Par récurrence, en
utilisant le lemme B.§, on en déduit que, pour tout entier n, il existe un point
¢n de T tel que, pour tout 0 < m < n, I[I"™p et II™q, appartiennent au méme
bréchet. D’apres le lemme B.7, on a alors ¢, — D et p appartient a I

Soit p dans I'. Comme on vient de le voir, le point p est completement
déterminé par la suite s(p) = (s,(p))nen. L'application s est clairement con-
tinue et G-équivariante et, par définition, on a sII = os. Par ailleurs, d’apres
le lemme B3, si p est un point de T, il possede exactement trois antécédents
par II et, d’apres le lemme B§, les bréchets de ces trois antécédents sont
so(p)Bo, s0(p)iBy et so(p)rBy. On en déduit que I'application s prend ses
valeurs dans ¥ et qu’elle induit un homéomorphisme de I' dans X.

Par construction, on a sg(pg) = e et, comme, d’apres la proposition B3,
IIpy = po, pour tout entier naturel n, s,(py) = e. En particulier, les autres
points fixes de II sont les images de p, par P'action de &.

Enfin, si p est un point de ', d’apres les lemmes .4 et B4, pour tout
entier naturel n, le n-triangle contenant p dans T, est 'ensemble 11" (I:I”p).
Comme r et ¢ engendrent le groupe &, on vérifie aisément que le sous-décalage
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de type fini (X, 0) est transitif, si bien que, pour tout ¢ dans X, 'ensemble
Unen 0 "(0™t) est dense dans 3. Par conséquent, pour tout p dans I', ', est
dense dans I'. [J

9 Fonctions triangulaires et intégration sur I’

Dans cette section, nous étudions une classe particuliere de fonctions lo-
calement constantes sur I'. Nous utilisons ces fonctions pour déterminer les
propriétés d'une mesure de Radon remarquable sur I'. Pour p dans I', on note
toujours, comme a la section §, (s,,(p) Bo)nen la suite de bréchets associée.

Soient n un entier > 1 et 7 un n-triangle dans I'. Alors, d’apres le lemme
B4, 'ensemble I1""'7 est un 1-triangle de I'. Par conséquent, I'application
6, o II""! induit une bijection de I’ensemble des sommets de 7 dans 7; =
{a,b,c}. On note a, (resp. by, resp. ¢,) I'ensemble des sommets p de n-
triangles de I tels que 6, (f[”’lp) = a (resp. b, resp. ¢) et 6, application
qui, & un sommet p d'un n-triangle de I', associe I’élément de {a,,b,,c,}
auquel il appartient. Soit 7, le n-triangle 7,,(a,, b,, ¢,). D’aprés le lemme P.3,
'application 6,, se prolonge de maniere unique en une application I' — 7,
encore notée #,, qui, pour tout n-triangle 7 de I, induit un isomorphisme
de graphes de 7 dans 7,,. Cette application est localement constante. Pour
n = 1, cette définition est cohérente avec les notations de la section B, en
identifiant a et ay, b et by et c et ¢;. Par abus de langage, on considérera parfois
que 7y est un ensemble contenant un seul élément et que 6, est 'application
constante [' — 7.

Pour tout n > 1, le groupe & agit sur 7,, en s’identifiant a S(ay,, b,, ¢,)
et Dapplication 6,, est G-équivariante. On identifiera 7,41 et 7, & travers la
bijection G-équivariante de {a,, by, ¢, } dans {an11,bn11, i1} qui envoie a,
Sur a1, b, sur b, et ¢, sur ¢, 1. En particulier, on notera I1: 7,,,; — 7,
I’application de contraction des triangles provenant de cette identification et
I1* et II les opérateurs associés (*(7,,) — (*(T,41) et 0*(Tpyy1) — (3(7,).

Notons, pour tout n > 2, a,b,, a,c,, bya,, b,c,, c,a, et c,b, les points
de 7, définis par le corollaire P.§. Les principales propriétés des applications
0,,, n > 1, que nous utiliserons par la suite sont décrites par le

Lemme 9.1. Soit n un entier > 1. On a 110, = 0,I1. Si p et q sont des
points de T tels que 0,,1(p) = 0,11(q), on a 0,(p) = 0,(q). En particulier, on
a0,(p) = ay si et seulement si 0,1 1(p) est any1, bpi1Gns1 OU Cpy1Gpyq. Soient
p et q dans T, tels que 0,,(p) = 0,(q). Pour tout 0 < m < n, si0,(p) nest pas
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contenu dans le m-triangle issu d’un des sommets de T,,, on a $pm(p) = Sm(q).-

Démonstration. Soit 7 un (n+ 1)-triangle de I'. L’application 6,1 induit un
isomorphisme de 7 dans 7, et 'application 6,, induit un isomorphisme du
n-triangle I17 dans 7,,. Comme, par définition, les applications 6,11 et 116,
coincident sur 'ensemble 97,,, on a, d’apres le lemme P2, 116, = 6,1I1.

Soient p, ¢ et r les sommets de 7, de sorte que 0,,11(p) = ans1, Onr1(q) =
bni1 et 0,.1(r) = ¢,yq1. Par définition, on a 6,(p) = a,. Montrons qu’on
a 0,(qp) = 0,(rp) = a,. Cela revient a montrer qu'on a 6, (ﬁ"‘lqp) =
61 (II""'rp) = a;. Or, par le raisonnement ci-dessus, on a 6, (II""'qp) =
110, 1(qp) = baas et Oy (ﬁ”flrp) =11""%0,,,1(rp) = ceas, si bien qu’'on est
ramené au cas ou n = 1./\ Alors, avec les notations de la section §, si s = II%p,
on vérifie qu’on a gp = 3" et rp = é\ca, d’ou le résultat.

En particulier, si S est un n-triangle de T', la restriction de 6, & 0S est
completement déterminée par la restriction de 6,1 a 9S. Par définition, les
valeurs de 6,1 sont donc déterminées par celles de 6,,.

Soient enfin p et ¢ tels que 60,(p) = 0,(q) et montrons par récurrence
sur n > 1 la propriété du lemme. Si n = 1, cette propriété est vide. Sup-
posons n > 2 et la propriété établie pour n — 1. Alors, on a 6,_; (f[p) =
110, (p) = 110,(q) = 0,1 (I:Iq) et, pour tout entier m avec 1 < m < n, si
0,(p) n’appartient pas au m-triangle issu d’un des sommets de 7,,, 6,1 (I:Ip)
n’appartient pas au (m — 1)-triangle issu d’un des sommets de 7,,_; et, donc,
par récurrence, S,,(p) = Sm_1 (flp) = Sim_1 (flq) = $m(q). Il nous reste a
traiter le cas ou m = 0. Supposons donc que 6,(p) n’est pas un sommet de
7, et montrons que so(p) = so(q). Remarquons, que, par la premieére par-
tie de la preuve, on a 6;(p) = 601(q). Quitte a faire agir &, supposons que
01(p) = a,. Alors, soient T le n-triangle de I' contenant p et p’ le voisin de p
qui n’appartient pas au 1-triangle contenant p. Comme p n’est pas un som-
met de 7, p’ appartient a 7 et, d’apres le lemme B3, so(p) est By ou riBy,
suivant que 6;(p’) est by ou ¢;. Or, comme 6, induit un isomorphisme de 7°
dans 7, 0,(p') ne dépend que de 6,(p) et, donc, toujours par la premiere
partie du lemme, la valeur de 6; en p’ est completement déterminée par la
valeur de 6, en p. Par conséquent, la valeur de sy en p est déterminée par la
valeur de 6,, en p, ce qu’il fallait démontrer. [

Pour tout entier n > 1, d’apres la proposition BA, on a 0,(py) = a, =
0,.(ripo), si bien que le codage de I' par les applications 6,,, n > 1, possede
des ambiguités. Elles sont décrites par le
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Corollaire 9.2. Soient p et ¢ dans T tels que, pour tout entier n, on ait
0.(p) = 0,.(q). Alors, si p # q, il existe s dans & tel que p appartienne au
triangle infini issu de spy dans sI' et que q appartienne au triangle infini issu
de sripy dans sril’.

Démonstration. Supposons qu’on a p # ¢. Alors, d’apres la proposition B,
il existe un entier m tel que $,,(p) # sm(q). D’apres le lemme P.1], pour tout
n > m, le point 0, (p) = 0,,(q) appartient au m-triangle issu de l'origine de 7.
Posons p' = II™p et ¢’ = II™q. D’apres le lemme P.1], pour tout entier n, on
ab,(p) =1me"t™(p) = IO (p) = 0,,(¢') et ce point est un des sommets
de 7,,. Comme, pour tout entier n > 1, on a 0,(a,+1) = an, 0,(bns1) = by
et 0,(cqny1) = cn, On peut supposer, quitte a faire agir &, qu’on a, pour tout
entier n > 1, 0,(p) = 0,(¢') = a,. Comme 0,(p') = a1, le bréchet de p/
est By ou riBy. Quitte a faire agir &, supposons que ce bréchet soit Bj.
Alors, d’apres le lemme B2, le bréchet de IIp’ est By, iBy ou r~1By. Comme
0, (ﬁp/) = II6,(p) = ay, le bréchet de IIp' est By et, par récurrence, pour
tout entier n, on a s,(p’) = e, si bien que, d’apres la proposition B.9, p’ = po
et que p appartient au triangle infini 7, (po) issu de py dans I'. De méme, on
a q = py ou ¢ = ripy et ¢ appartient au triangle infini issu de py dans I" ou
au triangle infini issu de ripy dans r:I'. Pour tout entier n, I’application 6,
induit une bijection du n-triangle de I' issu de py dans 7,,. Par conséquent, si
p” est un point de 7 (po) tel que, pour tout entier n, on ait 0, (p”) = 6,.(p),
on a p” = p. Comme on a supposé p # ¢, q appartient au triangle infini issu
de ripy dans ril", ce qu’il fallait démontrer. [

Soit n un entier. Nous dirons quune fonction ¢ : I' — C est n-triangulaire
si elle s’écrit 1pod,,, pour une certaine fonction v sur 7,,. Quand il n’y aura pas
d’ambiguité, pour alléger les notations, on identifiera o et 1. D’apres le lemme
P}, une fonction n-triangulaire est (n + 1)-triangulaire. En particulier, les
fonctions triangulaires constituent une sous-algebre de ’algebre des fonctions
localement constantes sur I'. Comme, pour toute fonction triangulaire ¢, on
a p(po) = @(ripy), cette algébre n’est pas dense dans C° (f) pour la topologie
de la convergence uniforme.

Dorénavant, on notera g la probabilité borélienne sur I' dont 'image
par lapplication de codage de la proposition B.g est la mesure d’entropie
maximale pour o sur . En d’autres termes, p est 'unique mesure telle que,
pour toute suite tg, ..., t, d’éléments de &, si, pour tout 0 < m <n—1,on a
tm € {tmi1, tme1i, tmya7}, alors p (toBoNIT 'y By N ... NI ", By) = 5=
Par définition, la mesure p est Il-invariante et G-invariante.
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Pour toute fonction borélienne ¢ sur I', on note IT*¢ = ¢ o II. Pour tout
1 < p < oo, I'opérateur IT* préserve la norme dans LP (f, u). On note II son
adjoint, c’est-a-dire que, pour toute fonction borélienne ¢ sur I', pour tout p
dans T, on a [p(p) = %Zﬁ(q):p ©(g). On aII1 = 1 et, pour tout 1 < p < oo,
opérateur II est de norme 1 dans L? (T', z2). Enfin, on a IIIT* = 1.

L’intégrale des fonctions triangulaires pour la mesure p se calcule na-
turellement :

Lemme 9.3. Soient n un entier naturel et ¢ une fonction n-triangulaire.
On a [ppdi =523 ex, #(p)-

En d’autres termes, la mesure image de p par 6,, est la mesure de comptage
normalisée de 7,,.

Démonstration. Démontrons le résultat par récurrence sur n. Sin = 0, ¢ est
constante et le lemme est évident. Si n > 1, comme, d’apres le lemme P.1], on
a 116, = 0,111, la fonction I1p est (n—1)-triangulaire et on a, par récurrence,

Jy o = fiipds = b Zper,, § Sy 10) = 2 per, o0): doil
résultat.

Dorénavant, pour tout entier n, on identifiera #,, et la partition associée
de I'espace mesuré (f, ,u). D’apres le lemme P.1), cette suite de partitions est
croissante. Comme g n’a pas d’atomes, on a p (USEG SF) = 0 et, d’apres le
lemme P.9, pour tous p et ¢ dans I'ensemble de mesure totale I' — (J, g T,
si, pour tout entier n, 0,,(p) = 0,,(q), on a p = ¢. Pour tout ¢ dans L* (f, ,u),
pour tout entier 7, on note E(|6,,) 'espérance conditionnelle de ¢ sachant 6,
c’est-a~dire que, pour tout p dans 7,,, on a E(p|0,)(p) = m fegl(p) edpu.

Lemme 9.4. Pour tout 1 < p < oo, pour tout ¢ dans LP (f,u), on a
E(¢l6,) —— ¢ dans L? (T, ). En particulier, Uespace des fonctions tri-

angulaires est dense dans LP (f,,u). De méme, [’espace des fonctions trian-
gulaires qui sont nulles auz sommets de leur triangle de définition est dense
dans LP (F,;L). Enfin, pour tout entier n, pour tout ¢ dans L! (F, u), on a
E (H*cp|9n+1) =1I"E(p|6,), E (Hg0|0n) = %HE(cpwnH) et, pour p dans 7,

E(l)(0) =5 3 E(elona)),

qETn+1
On(q)=p

Démonstration. La convergence dans L (f, ,u) résulte de la discussion précé-
dente et de propriétés générales des partitions des espaces de probabilité.
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La densité des fonctions triangulaires nulles aux sommets de leur triangle
de définition en découle, vu que, d’apres le lemme P.4, pour tout n > 1, la
mesure de I’ensemble des éléments de I' qui sont sommet d’'un n-triangle est
3"~ Enfin, les formules liant les espérances conditionnelles sachant 6, et
0, découlent du lemme P.J et du fait que, d’aprés le lemme P.3, la mesure
image de p par 6, est la mesure de comptage normalisée de 7,,. J

Décrivons enfin un homéomorphisme I' — T qui nous sera utile pour
la suite. Pour tout p dans T, on note a(p) I'unique voisin de p dans T’ qui
n’appartient pas au triangle contenant p. L’application a : I' — T’ est une
involution sans points fixes. D’apres le corollaire P.J, pour tout entier n > 1,
« laisse stable I’ensemble des points de I' qui sont sommet d'un n-triangle.
Pour p dans 7, — 07,,, on note encore a,(p) 'unique voisin de p dans 7, qui
n’appartient pas au triangle contenant p.

Lemme 9.5. Pour tout entier n, pour toul p dans T, sip n'est pas le sommet
d’un n-triangle de I, on a 0,(a(p)) = an(0,(p)). L’application o préserve la

mesure u et, pour tous n > 1, ¢ dans L (T,u) et p dans 7, — 97, on a
E (¢ oalbh) (p) = E(p|0n)(an(p)).

Comme les fonctions triangulaires ne sont pas denses dans C° (F), pour
vérifier que a préserve la mesure p, nous aurons recours au

Lemme 9.6. Soit X un espace métrique compact et soit A une sous-algébre
de CO(X) stable par conjugaison compleze et fermée pour la topologie de la
convergence uniforme. Soit Y ['ensemble des éléments x de X pour lesquels
il existe y # x dans X tel que, pour tout ¢ dans A, p(y) = ¢(z). L’ensemble
Y est borélien et, si A est une mesure complexe borélienne sur X telle que
Ay = 0 et que, pour tout ¢ dans A, fx pd\ =0, on a A =0.

Démonstration. Soient S le spectre de la C*-algebre commutative A et 7 :
X — S la surjection continue duale de I'injection naturelle de A dans C°(X).
Par hypothese, la mesure complexe m,\ est nulle sur .S. Notons p la projection
sur la premiere composante X x X — X et posons D = {(z,z)|x € X} C
XxXet E={(x,y) € X x X|r(x) =7(y)}. On a Y = p(E — D). Comme
E et D sont des fermés de 'espace compact métrisable X, 'ensemble £ — D
est une réunion dénombrable de compacts, donc Y et 7(Y') le sont aussi. En
particulier, ces ensembles sont boréliens et 7 induit un isomorphisme borélien
de X —Y dans S — 7m(Y). Par conséquent, la restriction de A & X — Y est
nulle. Comme sa restriction a Y est nulle, on a A = 0. [
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Démonstration du lemme [0.]. La premiére partie du lemme résulte de la
définition de « et du fait que 6, induit un morphisme de graphes du n-
triangle contenant p dans 7,.

Soit n > 1. Comme, o permute les points de I' qui sont sommet d'un
n-triangle, si ¢ est une fonction n-triangulaire nulle aux sommets de 7,,, on
a, d’apres le lemme P.3, ff<p oady = ff wdp. Comme, a nouveau d’apres
le lemme P.3, pour tout entier n > 1, la mesure de 1’ensemble des points de
[ qui sont sommet d'un n-triangle est 3"~!, on en déduit que, pour toute
fonction triangulaire ¢, on a Jopoadu = [;pdp.

Soit A C C° (F) I’adhérence de ’algebre des fonctions triangulaires pour
la topologie de la convergence uniforme. D’apreés le corollaire P.9, ’ensemble
des éléments p de I pour lesquels il existe ¢ # p tel que, pour tout ¢ dans A,
on ait ¢(p) = p(q) est (J,ce sI'. Comme p n’a pas d’atomes, cet ensemble est
de mesure nulle pour y et pour a. . Pour tout ¢ dans A, on a [z oady =
[z ¢dp. D’apres le lemme Pod, on a donc a,p = p. O

Notons enfin © le quotient de I' par 'application o et munissons-le de
la mesure ), image de u par la projection naturelle. L’espace © peut se
voir naturellement comme I’espace des arétes de I et il peut-étre muni d’une
structure de graphe régulier de valence 4. L'image de I" dans © s’identifie alors
de maniere naturelle au graphe de Sierpinski © et forme une partie dense de
©. On appelle fonctions triangulaires sur © les fonctions qui proviennent de
fonctions triangulaires nulles aux sommets de leurs triangles de définition et
a-invariantes sur I'. Alors, les résultats de cette section se transportent en
des résultats analogues sur .

10 L’opérateur A et ses mesures harmoniques

Nous allons & présent étudier un opérateur sur I' qui est un analogue de
lopérateur A sur I'.

Soit ¢ une fonction borélienne sur I'. Pour tout p dans I', on pose Ap(p) =
> qp P(q). Pour étudier les propriétés de cet opérateur sur les fonctions
triangulaires, notons encore, pour tout entier naturel n, pour toute fonction
¢ sur 7, pour tout p dans 7, — 97, Ap(p) = >, »(q) et, pour tout p
dans 07, Ap(p) = »(p) + X, #(a)-

Lemme 10.1. Pour tout entier n > 1, lopérateur A est auto-adjoint dans

(*(7,). Si o est une fonction n-triangulaire constante sur 97, on a Ap =
Ao,
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Démonstration. Le caractere auto-adjoint de 'opérateur A dans 7, se vérifie
aisément. Par ailleurs, comme 6, induit des isomorphismes de graphes des
n-triangles de I" dans 7,,, pour tout p dans 7, — 07, on a

Algorgy =Y Toigy = Alg,.

q~p

De méme, comme pour tout point p de I' qui est le sommet d’un n-triangle,
'unique voisin de p n’appartenant pas a ce n-triangle est lui-méme le sommet
d’un n-triangle, on a A Zpea’fn Lo-10y) = A EpgaTn 1y-1(, €t, donc, pour toute
fonction n-triangulaire ¢ constante sur 97, Ap = Ayp. [

Nous pouvons alors énoncer les propriétés principales de A dans la

Proposition 10.2. L’opérateur A commute a laction de &. Il est continu
de norme 3 dans lespace des fonctions continues sur I et on a A*pu = 3.
Pour tout 1 < p < oo, lopérateur A est continu de norme 3 dans LP (f‘,,u)
et, pour % + % = 1, pour tous ¢ dans LP (F,u) et ¢ dans L4 (F,,u), on a
(Bp, ) = (p, Ap).
Démonstration. La premiere assertion est évidente. Comme A est positif et
que Al =3, A est de norme 3 dans I’espace des fonctions continues.

Rappelons qu’on a noté « I'application I' — ' qui, & un point p, associe
son unique voisin qui n’appartient pas au triangle contenant p. Pour ¢ dans
C’(T), on a Ap = 3"y + ¢ o o« — . Comme les opérateurs II et II*
préservent p et que, d’apres le lemme P.J, 'homéomorphisme « préserve i,
on a A*p = 3.

Pour tout 1 < p < oo, l'opérateur positif A agit donc bien dans L? (f, ,u)
et il y est borné et de norme 3. Soient 1 < p,q < oo avec % + % = 1.
D’apres le lemme P.4, les fonctions triangulaires nulles aux sommets de leurs
triangles de définition sont denses dans L? (f, u) et dans L4 (f, ,u). D’apres
le lemme [[0.1], on a donc, pour tous ¢ dans L? (f,u) et ¢ dans LY (f,p),
(Ap, ) = (p, Arh). Comme les opérateurs apparaissant dans cette identité
sont continus dans L! (f, u) et dans L (f, u), elle est encore vraie pour
p=1et qg=o00. U

Nous allons a présent montrer que la mesure p est, a multiplication par un
scalaire pres, la seule mesure complexe borélienne A sur I telle que A*\ =
3A. Commencons par nous intéresser aux mesures de ce type qui sont &-
invariantes :
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Lemme 10.3. Soit A une mesure complexe borélienne G-invariante sur r
telle que A*X =3\. On a A =\ (F) L.

Démonstration. Soit ¢ : p — A(p),I' — C. Alors ¢ appartient a ¢(T) et
on a Ap = 3¢. D’apres le principe du maximum, on a donc ¢ = 0. Par
conséquent, la restriction de A a [ J, g sI' est nulle. D’apres le corollaire P9
et le lemme P.4, il suffit donc de vérifier que A est proportionnelle & p sur
I'espace des fonctions triangulaires. Soit n un entier > 1 et, pour tout p
dans 7,,, soit p,(p) = A0, (p)) = ff, ly-1(,yd\. D’apres le lemme [[0.]], si
p n'est pas un sommet de 7,, on a Alegl(p) = Alegl(p) et, donc, comme
A*X = 3\, Ap,(p) = 3p,(p). De plus, comme A est G-invariante, ¢,, est
constante sur 07,. Par le principe du maximum, ¢,, est constante. Comme
ZpETn on(p) = A (f), on a, pour tout p dans 7, ¢,(p) = 3% (f), d’ou le
résultat, d’apres le lemme P.3. O

B Etudions_maintenant I’espace propre de valeur propre 3 pour l'action de
A dans L! (T, u). Nous aurons a utiliser le

Lemme 10.4. Soient n un entier > 1, ¢ dans Lt (f,,u) et p dans 7T, — 07,.
On a AE(@W?@)(]?) =K (A90|9n) <p>

Démonstration. Notons toujours « et ,, comme dans le lemme Pp.3 On a
Ap = 31" Iy + ¢ o a —  et, donc, d’apres les lemmes P4 et P35,

E (Agl|0,) (p) = I'IIE (]6,) (p) + E (¢]6,) (on(p)) — E (¢]6,) (p)
= AE (|0h) (p),

ce qu’il fallait démontrer. [

Pour tout n > 1, on note H,, 'espace des fonctions ¢ sur 7, telles que,
pour tout p dans 7,, qui ne soit pas un sommet, on ait Ap(p) = 3¢(p). D’apres
le lemme [[0.4], pour tout ¢ dans L* (f, u), si Ap = 3p,onaE(plf,) € H,. On
identifie C3 et 'espace des fonctions & valeurs complexes sur 7; en considérant
(1,0,0) (resp. (0,1,0), resp. (0,0,1)) comme la fonction caractéristique du
singleton {a;} (resp. {b1}, resp. {c1}) et on note 7, 'application linéaire
GS-équivariante H,, — C? o — (o(a,),¢(bn), p(cn)). Par ailleurs, on note
(Sn)n>1 la suite de nombres réels telle que s; = 1 et que, pour tout n > 1, on

ait $,41 = =222—. On montre facilement qu’on a s,, —— 0. Soit C3 I'ensemble
3sn+5 n—oo

des éléments de C? dont la somme des coordonnées est nulle. Nous avons le
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Lemme 10.5. Soit n > 1. Pour tous ¢ dans H,, et p dans 7, on a |p(p)| <
max{|p(an)|, |o(bn)|, |p(cn)|}. En particulier, Uapplication n,, est un isomor-
phisme. Supposons n > 2. Soient ¢ dans H, tel que n,(p) appartienne a C3
et = E(pl0,_1). Alors ) appartient a H,,_1 et on an,_1(¢) = ﬁi%nn(gp).

Démonstration. La majoration découle du principe du maximum appliqué a
Iopérateur %A. Elle implique que, pour tout n > 1, 'opérateur 7, est injectif.
Soit ¢ une fonction sur 7,, et, pour tout p dans 7,,, posons d,0(p) = Ap(p) —
3p(p) si p n’est pas un sommet et d,,p(p) = @(p) si p est un sommet. Comme
N, est injectif, 9, 'est aussi et est donc un isomorphisme; en particulier, 7,
est surjectif et, donc, c’est un isomorphisme.

Pour tout n > 2, posons ¢, = % et u, = m Rappelons que,
comme dans le corollaire B.G, si S est un n-triangle et si p et ¢ sont deux
sommets de S, on note pg 'unique point de S appartenant au (n—1)-triangle
contenant p et dont un voisin appartient au (n — 1)-triangle contenant g.
Soient d,, et e, les deux voisins de a,, dans 7,,. Montrons par récurrence sur
n > 2 que, pour tout ¢ dans H,, on a ¢(d,) + ¢(e,) = sp(@(by) + @(cn)) +
2(1=s,)p(an) et p(anb,) = thp(an)+u,(20(by)+¢(c,)). Pour n = 2, c’est un
calcul immédiat. Sin > 3 et si la formule est vraie pour n — 1, donnons-nous
une fonction ¢ dans H,. Alors, comme Ap(a,b,) = 3¢(a,b,), en appliquant
la récurrence a la restriction de ¢ au (n — 1)-triangle contenant a,,, on a

sn—l(‘»p(an) + ‘P(ancn)) + 2(1 - Sn—l)‘P(anbn) + ‘P(bnan) = 390(anbn)-

Comme 7, est un isomorphisme, il existe un unique (z,y, z) dans C? tel que,
pour tout ¢ dans H,,, on ait p(a,b,) = zp(a,) +yp(b,) + 2¢(c,). Comme n,
est G-équivariant, on a, pour tout ¢ dans H,,, p(b,a,) = xo(b,) + ye(a,) +
zp(cn) et planc,) = xo(ay) + yp(en) + zp(by). 11 vient

Sp—1(1+2)+2(1 —sp1)z+y =3z
Sp1z2+2(1 = s, 1)y +x =3y
Sp—1Y +2(1 — sp—1)z + 2 = 3z.

En résolvant ce systeme, on obtient x = t,, y = 2u,, et 2 = u,. Enfin, par
récurrence, on a

o(dn) + @(en) = sn-1(p(anbn) + ©(ancy)) +2(1 — sp_1)p(an)
= 35p1Un(P(bn) + ©(cn)) + 2(1 = sp_1 + Sp_1tn)p(an),

d’out le résultat puisque 3s,_1u, = s, = s,_1(1 — t,,).
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Alors, si ¢ = E(p|6,,_1), on a, d’apres le lemme P-4, pour tout p dans 7,,_1,
Y(p) = 3 > 6, 1(g)=p (@) Comme 0,_; induit un isomorphisme de graphes de
chacun des (n — 1)-triangles de 7,, dans 7,,_1, on en déduit que v appartient
a H,_ et que, en particulier, d’aprés le lemme P.1], si 1, () est dans C3, on
a

Dlen) = 5(p(an) + plbaan) + pleaan)

_ ; (14 dun)p(an) + (tn + ) (9(ba) + o(c))

14+ 4u, —t, — u, (a) 2 (a)
= ap) = ——p(ay,),
14 3Sn71+5g0

3

ou, pour l'avant-derniere égalité, on a utilisé la relation ¢(a,) + @(b,) +
©o(c,) = 0. Par G-équivariance, on a la formule analogue aux autres sommets
de 7, et, donc, 1,_1(v) = ﬁi%nn(w). O

Corollaire 10.6. Soit ¢ dans L™ (f, u) tel que Ap = 3¢ et que Y oscs POs =
0. Onap=0.

Démonstration. Pour tout entier n > 1, posons ¢, = E(pl|d,). D’apres le
lemme [[04, on a ¢, € H,. Comme Y __spos=0,onamn,(p,) € Cj. Par
conséquent, si n > 2, d’apres le lemme [[0.5, comme ¢, ;1 = E(¢,|0,-1), on
a No1(Pn-1) = 35775M(@a). Or, pour tout n > 1, on a [leafl, < floll

et, comme s, —— 0, [[>", == —2_ —5 = 0. Par conséquent, on a nécessairement,
n

pour tout n > 1 nn(cpn) = 0, donc, d’apres le lemme [[0.5, ¢,, = 0, et, d’apres
le lemme P.4, ¢ = 0. O

Nous pouvons alors décrire les vecteurs propres de valeur propre 3 dans
Lt (F, ,u) :
Lemme 10.7. Soit ¢ dans L! (f,u) tel que Ay = 3p. La fonction ¢ est
constante p-presque partout.

Démonstration. On peut supposer que ¢ est a valeurs réelles. Ramenons-
nous alors au cas oll ¢ est positive. Comme A est positif, on a A lo] >
‘Agp‘ = 3| et, donc, comme A est de norme < 3, Alp| = 3|p|. thte
a étudier les fonctions || — ¢ et || + ¢, on peut donc supposer qu’on a
@ > 0. Posons ¢ = > _s¢os. La mesure A = ¢ est G-invariante et on
a A*\ = 3\. D’apres le lemme [[0.3, A est proportionnelle & p, c’est-a-dire
que ¥ est constante u-presque partout. En particulier, ¢ est dans L> (f, ,u).
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Comme on a 0 < ¢ < 9, ¢ est dans L™ (f, u). Alors, d’apres le corollaire
0.6, on a ¢ — ¢ = 0.0

Pour étendre ce résultat & toutes les mesures complexes sur I', nous utilis-
erons un lemme général sans doute classique. Soit X un espace métrique com-
pact. On munit I'espace C°(X) de la topologie de la convergence uniforme.
Si A est une mesure complexe borélienne sur X, rappelons que la variation
totale |A| de A est la mesure borélienne positive et finie sur X telle que, pour
toute fonction continue positive g sur X, on ait

/gdW: sup /ghdA‘
X heCO(X) |/ X

hlle<1
(on pourra se référer a [, Chapter 6]). En particulier, |\| est la plus petite
mesure de Radon positive telle que, pour toute fonction continue positive g

sur X, on ait Ung)\’ < [y gd|A].

Lemme 10.8. Soient X un espace métrique compact et P un opérateur
positif de norme < 1 sur ’espace des fonctions continues sur X. Pour toute
mesure complexe borélienne \ sur X, on a |P*A| < P*|\|. En particulier, si
P A= X, on a P* |\ =|A|l

Démonstration. Pour toute fonction continue positive g sur X, on a Pg > 0,
donc UX Pgd)\} < [y Pgd|X|. Comme la mesure P*|A| est positive, il vient
|P*A| < P*|Al. Si P*A = A, on a [A\| < P*|A|, d'ou I'égalité, puisque P est
de norme 1.0J

Nous en déduisons enfin la

Proposition 10.9. Soit A une mesure complexe borélienne sur T telle que
A*X = 3. Ona)\:)\(l")u.

Démonstration. On peut supposer que A est a valeurs réelles. D’apres le
lemme [0.§, appliqué a l'opérateur éA, on a A*|\| = 3|\ et, donc, quitte &
étudier les mesures |A| — X et |A| + A, on peut supposer que A est positive.
Alors, d’apres le lemme [0.3, la mesure ) _s 5.\ est proportionnelle & .
Comme on a 0 <A <" s\, Aest absolument continue par rapport a .
D’apres le lemme [L0.7, A est donc proportionnelle & p. O
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11 Spectre et mesures spectrales de I'

Nous allons & présent aborder I’étude spectrale de I'opérateur I'. Com-
mencons par remarquer que, comme dans le lemme B.1], on a le

Lemme 11.1. On a (A? — A = 3)IT* = II*A et TI(A? — A — 3) = AIL
Rappelons que nous avons noté a lapplication qui, & un point p de I'

associe le voisin de p qui n’appartient pas au 1-triangle contenant p. Comme
dans la section [, on déduit du lemme le

Corollaire 11.2. Le spectre de A est la réunion de A et de |J, oy f7™(0).
L’espace propre associé a la valeur propre —2 est ’espace des fonctions ¢
dans L2 (f, ,u) telles que Il = 0 et que o o = —p. L’espace propre associé
a la valeur propre 0 est l’espace des fonctions ¢ dans L2 (f,u) telles que
[T =0 et que poa = .

Démonstration. Soient, comme dans le corollaire B.§, K = 112 (f‘,,u) et
H le sous-espace fermé de L? (1:‘, ,u) engendré par K et par AK. D’apres le
lemme [L1.1}, on a f (A) K C K et, comme II* est une isométrie de L? @:‘, ,u)
dans K, le spectre de f (A) dans K est égal au spectre de A dans L2 (F, ,u).
Nous allons chercher & appliquer le lemme B.3 & 'opérateur A dans H. Pour
cela, montrons que A™'K N K est réduit aux fonctions constantes. Soient ¢
et ¢ dans L? (f, u) telles que AlIl*p = IT*¢). Pour tout entier n > 1, posons
on = E(¢|0,) et 1, = E(y|0,,). D’apres les lemmes P4 et [[0.4, pour tout p
dans 7,11 — 07,11, on a All*p,(p) = [T*9,(p). En raisonnant comme dans la
démonstration du corollaire B.@, on en déduit que, pour tout ¢ dans 7,,, ¢,, est
constante sur les voisins de ¢. Comme tout point de 7, est contenu dans un
triangle et que 7,, est connexe, , est constante. Comme, d’apres le lemme
P4, on a ¢, — dans L2 (I_’,,u), ¢ est constante. L’espace A~ K N K

est donc égal a la droite des fonctions constantes. D’apres les lemmes et
[[T), le spectre de A dans H est donc égal a la réunion de {3} et de I'image
inverse par f du spectre de A dans I'espace des fonctions d’intégrale nulle
dans L2 (f, ,u).

Par ailleurs, en raisonnant comme dans le lemme B.7, on voit que I'orthog-
onal L de H dans L2 (f, u) est la somme directe de 'espace L_o des éléments
¢ de L2 (f,u) tels que Iy = 0 et que ¢ o @ = —¢ et de l'espace Ly des
éléments ¢ de L2 (f, u) tels que Il = 0 et que poar = ¢. On a A = —2 sur
L_5et A = 0sur Ly. En raisonnant comme dans le lemme B.§ et en utilisant le
lemme [[0-]], on voit que ces deux espaces ne sont pas réduits a {0}, puisqu’ils
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contiennent des fonctions triangulaires. Comme dans la démonstration du
corollaire B.9, on en déduit que le spectre de A dans L2 (f, ,u) est égal a la
réunion de A et de |J,,o f77(0).

Enfin, comme dans la démonstration du lemme B.7, il nous reste & montrer
que L_s et Ly sont exactement les espaces propres de A associés aux valeurs
propres —2 et 0, c’est-a-dire que A ne possede pas de vecteur propre de
valeur propre —2 ou 0 dans H. Soit ¢ dans H tel que Ay = —2¢. D’apres
le lemme [[T]], on a Allp = 3Ily et, donc, d’apres le lemme [[0.7, ITp est
constante. Comme ¢ est orthogonale aux fonctions constantes, on a Iy = 0
et [IAp = —2ITp = 0. Comme ¢ est dans H, il vient ¢ = 0. De méme, si ¢
est dans H et si Ap = 0, on a Allp = —3Ilyp. Or, par un calcul immédiat,
—3 n’appartient pas au spectre de A. Il vient [Ty = 0 et, donc, ¢ = 0, ce
qu’il fallait démontrer. [

Nous avons aussi un analogue du lemme [L.] :
Lemme 11.3. On a AT = 2 + %A et, donc, pour tous ¢ et v dans
L? (T, p),

(B, TI°6) = 20, ) + 5 (B, 0)
— o ([T, ') + % (A% — A — 3) ', TI*).

Comme dans la section fl, on en déduit le

Corollaire 11.4. Soient ¢ dans L? (f, ,u), w la mesure spectrale de ¢ pour A

dans 12 (f, ,u) et v la mesure spectrale de I1*p pour A dans L2 (f, ,u). Alors,
_ x(z+2)
— 3(2z—1)’

on av(3) =0 et, si, pour tout x # 5, on pose 7(x)

5 onav=L; p.

12 Fonctions propres dans L? (f, ,u)

Dans cette section, nous allons reprendre le plan de la section [, pour
décrire les espaces propres de A dans L2 (1:‘, ,u). Comme dans la section
en utilisant les lemmes [[1.1 et [[I.3, on montre ’analogue suivant du lemme
b]l:

Lemme 12.1. Soit H le sous-espace fermé de L? (f‘, u) engendré par l'image
de I1* et par celle de AIT*. Alors, pour tout x dans R — {0, —2}, = est valeur
propre de A dans H si et seulement siy = f(x) est valeur propre de A dans
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L2 (f, u). Dans ce cas, lapplication R, qui, a une fonction propre @ de valeur
propre y dans L> (F, ,u), associe (x — 1)IT*¢ + AH*ip induit un isomorphisme
entre ’espace propre de valeur propre y dans L2 (F,u) et ’espace propre de
valeur propre x dans H et, pour tout ¢, on a HRxcpH; = tx(z+2)(22—1) loll3.

Pour décrire les fonctions propres de valeur propre dans (J,, .y f7™(0),
nous allons raisonner comme dans la section . Pour cela, remarquons a
nouveau que, pour tout entier n > 1, 'espace des arétes extérieures aux
n-triangles de I' s’identifie de maniere naturelle & ©. Si ¢ est une fonction
sur I qui est constante sur les arétes extérieures aux n-triangles, on note
P,() la fonction qui, en tout point de ©, a pour valeur la valeur de ¢ sur
I'aréte extérieure aux n-triangles de I' associée. Par ailleurs, on note encore
A Dopérateur qui, a une fonction v sur O, associe la fonction dont la valeur
en un point p de O est Zquw(q). Cet opérateur vérifie A*\ = 4\ et il est
auto-adjoint de norme 4 dans L2 ((:), )\), oll A est la mesure sur © introduite
a la fin de la section .

Lemme 12.2. L’application P, induit un isomorphisme d’espaces de Banach
de l'espace propre de L2 (F,u) associé a la valeur propre 0 dans L> (@, )\).
On note Qo sa réciproque. Pour tout v dans L? (©,)), on a HQOwHiQ(f W) =

% ||77Z)||32(é7)\) - %<A¢aw>L2(é,)\)'

Démonstration. On raisonne comme dans le lemme en utilisant la car-
actérisation des fonctions propres de valeur propre 0 donnée dans le corollaire
[T.2. La formule se vérifie aisément sur les fonctions triangulaires nulles aux
sommets de leur triangle de définition et le cas général s’en déduit par densité.

0

Rappelons que, pour x dans |J, oy f7"(0), on a noté n(x) l'entier n tel
que f"(z) =0et

n(z)—1
o= T e -
=507
Des lemmes et 2.9, on déduit I’analogue suivant de la proposition .3 :

Proposition 12.3. Soit x dansJ, .y [7"(0). Les fonctions propres de valeur
propre x dans 1.2 (f‘, ,u) sont constantes sur les arétes extérieures aux (n(zr)+
2)-triangles dans I'. L’application P12 induit un isomorphisme d’espaces
de Banach de 'espace propre de 1.2 (f, u) associé a la valeur propre x dans
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L2 ((:), )\). On note Q. sa réciproque. Alors, pour tout ) dans L> ((:), )\), on

’ a(x)

. 1 1 -
10t 0y = B (310 (0) — 1550 ¥hisgany )

Corollaire 12.4. Pour tout x dans J,,cy f~"(0), l'espace propre associé a x
dans L2 (F,,u) est de dimension infinie et engendré par des fonctions trian-
gulaires nulles aux sommets de leur triangle de définition.

Comme dans la section ], la description des espaces propres associés aux
éléments de (J, oy /7" (—2) est moins précise.

Commencons par le cas de la valeur propre —2. Nous allons avoir besoin
de renseignements supplémentaires sur les fonctions triangulaires qui sont
vecteurs propres de valeur propre —2. Pour cela, donnons-nous un entier
n > 1 et un n-triangle S et notons, pour tout entier n > 1, Egs l'espace
des fonctions ¢ sur S telles que Il = 0 et que, pour tout point p de S qui
ne soit pas un sommet, si ¢ est le voisin de p n’appartenant pas au triangle
contenant p, on a ¢(q) = —¢(p). Si S est 7,,, on note E,, pour Er,. D’apres
les lemmes P-4 et P et le corollaire [[T-3, si ¢ est un élément de L2 (f, u) tel
que Ap = —2p, pour tout entier n > 1, on a E(¢|f,) € E,. En raisonnant
comme dans le lemme .5, on montre le

Lemme 12.5. Soientn > 1, S un n-triangle de sommets p, q et r, et ¢ dans
Es. On a ¢(p) + ¢(q) +¢(r) = 0.

L’espace C3 = {(s,t,u) € R3s+t+ u = 0} est stable par l'action de
S sur C*. On le munit de la norme hermitienne G-invariante |.||, telle que,
pour tout (s,t,u) dans C3, on ait ||(s, ¢, u)|2 = %(|s|2 + |t]* + |u|2) Pour
tout n > 1, on note p, I'application linéaire G-équivariante E,, — C3, o
(p(an), ©(by), ¢(cn)), Fn le noyau de p, et G, l'orthogonal de F,, dans E,
pour la norme de L? (f, u). D’apres le lemme [[0.]], les éléments de F, sont
des vecteurs propres de valeur propre —2 de A.

Lemme 12.6. Soitn > 1. On a dim F,, = 3(3"~' — 1). L’application p, est
surjective et, pour tout ¢ dans G, on a H(pHiQ(f W) = (8)n_1 o) 12, Enfin,

sin>2 et si) =E(pl0,-1), ¥ appartient i Gn_1 et pp_1(1) = 2pn(p).

Démonstration. Soient n > 1, § un n-triangle et p et ¢ des sommets distincts
de S. Définissons une fonction ¢%? sur S de la fagon suivante. Si n = 1, on
pose ¢i(p) = 1 et PR (q) = —1 et on dit que ¢ est nulle au troisieme
point de §. Si n > 2, notons toujours pq et gp les point décrits dans le

corollaire P.4 : le point pg appartient au (n — 1)-triangle P de sommet p
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a2,b2

F1G. 12 — Les fonctions ¢y et 1,

dans S, le point gp appartient au (n — 1)-triangle @ de sommet ¢ dans S
et les points pg et gp sont voisins. On définit alors ¢'¢? comme la fonction
dont la restriction a P est 3™, dont la restriction a Q est & et dont la
restriction au troisieme (n — 1)-triangle de S est nulle. On vérifie aisément
par récurrence que ¢%? appartient & Es. Si & = 7,,, on note ¢?? pour @%ﬂq.
Comme on a p, (') = (1,—1,0) et p,(@™°) = (1,0,—1), 'application
Pn €st surjective.

Pour n > 2, notons 1, la fonction sur 7,, dont la restriction au (n — 1)-
triangle A,, (resp. B, resp. C,) de sommet a,, (resp. b,, resp. ¢,) est égale a
gpi{‘nb”’“"c" (resp. @%’f”’b”“", resp. @Z’rza”’c”b"). Alors, on vérifie aisément que 1,
appartient a F,.

Ces fonctions sont représentées a la figure [[2.

Etablissons par récurrence sur n > 1 les formules du lemme sur la dimen-
sion de F), et la norme des éléments de G,,. Pour n = 1, on a F; = {0} et
I’application p; est un isomorphisme, si bien que la formule sur les normes
découle du lemme P.3 Supposons donc n > 2 et les formules démontrées pour
n—1. Nous allons construire explicitement 'inverse de p,, en fonction de celui
de p,_1. Pour tout triangle §, on désigne par Fs ’ensemble des éléments de
Es nuls aux sommets de S et par Gs 'orthogonal de Fs dans Egs pour le
produit scalaire de ¢?(S). Pour tout (s, ¢, u) dans C3, notons 7(s, ¢, u) I'unique

fonction sur 7, qui vaut s en a,, t en b,, u en ¢,, == en a,b,, ? en a,cy,

3
%t en b,a,, “T*t en byc,, ¢ en cua, et % en c¢,b, et dont la restriction
a A, (resp. B,, resp. C,,) est dans G 4, (resp. Gpg,, resp. Gg, ). Alors, claire-

ment, 7(s,t,u) appartient a £, et p,(7(s,t,u)) = (s,t,u). Par ailleurs, on a,
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d’apres le lemme et par récurrence,

]' AnOn,anCn
<7’($,t,u),'¢)n>L2(f7H) = (<T(S’t’u)’30,4nb :

bncn,bnan
+ (s, u), 0 >€2(B )

+ <T(S, t,u), ‘Péiamcnbn>e?<c ))

- 1 5n72

o (E—9) = (w=9)+ (=) = (s— 1
Ho—w) = (t—u) =0

>e2 (An)

Réciproquement, on vérifie aisément, grace a un calcul de produit scalaire
analogue que, si ¢ est un élément de F, orthogonal a 1, dont la restriction
a A, (resp. B, resp. C,) est dans G 4, (resp. Gpg,, resp. G¢,), alors ¢ ap-
partient a l'image de 7. En particulier, 'espace G,, est contenu dans I'image
de 7. Comme ces deux espaces sont de dimension 2, ils coincident et 7 est
I'inverse de p,. En particulier, F,, est engendré par 1, et des éléments nuls
aux sommets des (n — 1)-triangles, si bien que dim F,, = 3dim F},_; + 1, d’on
le calcul de la dimension, par récurrence. Par ailleurs, a nouveau d’apres le
lemme et par récurrence, pour tout ¢ dans G, si p,(¢) = (s,t,u), on a,
vue la définition de T,
2)
1571
- g 9n—1

(sans oublier, pour la derniere égalité, que s+t +wu = 0). La formule concer-
nant les normes en découle par récurrence.

Enfin, pour n > 2, donnons-nous ¢ dans G,, et posons ¢ = E(¢|6,_1).
Comme dans la démonstration du lemme [[0.5, on déduit du lemme P.4 et du
fait que 6,,_1 induit des isomorphismes entre les (n—1)-triangles de 7, et 7,,_;
que, comme @ appartient a F,,, ¢ appartient a F,, ;. Comme les éléments de
F,,_1 sont nuls aux sommets des (n—1)-triangles, ils appartiennent aussi a F,,
donc ils sont orthogonaux a ¢, si bien que ¢ appartient a G,,_;. D’apres les
lemmes D3 et P-4, on a ¢ (a,) = +(¢(an)+¢(buan)+¢(chan)) et, done, d’apres
les formules ci-dessus, si p,(p) = (s,t,u), on a¥(a,) = $(s+ 5+ 554) = 25
et po1(¥) = §palp). O

2

n—2
—t
S )

2 5 2 2 2 t—u
A N R P

3

S—U

3

2
+4

(Isl” + [¢1* + Jul”)
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Nous pouvons alors décrire ’espace propre de valeur propre —2 de A :

Lemme 12.7. L’espace propre associé a la valeur propre —2 est de dimension
infinie et engendré par des fonctions triangulaires nulles aux sommets de leur
triangle de définition.

Démonstration. Comme, d’apres le lemme [2.7, pour tout n > 1, espace F,
est de dimension %(3”’1 —1) et que, d’apres le lemme [[0.1], ses éléments sont
des fonctions propres de valeur propre —2, ’espace propre associé a la valeur
propre —2 est de dimension infinie.

Soit ¢ une fonction propre de valeur propre —2 dans L2 (f, u) qui soit
orthogonale a toutes les fonctions propres triangulaires nulles aux sommets de
leur triangle de définition. Montrons que ¢ est nulle. Pour tout entier n > 1,
soit o, = E(p|0,). D’apres le corollaire [T.2, on a Il = 0 et poa = —¢
et, donc, d’apres les lemmes P.4 et P, pour tout n > 1, ¢, appartient a
E,. Comme ¢ est orthogonale aux éléments de F),, p,, appartient a G,. Si
n > 2, comme ¢, 1 = E(p,|0,_1), d’apres le lemme [2.7, on a p,_1(p,_1)
2pn(n). 1l existe donc v dans C§ tel que, pour tout n > 1, on ait p,(pn) =

(%)n ! v, si bien que, toujours d’apres le lemme [[2.7,

) 5 n—1 ) 5 n—1 )
loaliaey = (3) Montenli=(3) o

Comme, d’apres le lemme P4, on a ¢, —— ¢ dans L2 (f,,u), il vient
n—oo
nécessairement v = 0, donc, pour tout n > 1, ¢, = 0 et o = 0, ce qu’il
fallait démontrer. [
Des lemmes [2.]] et [2.7, on déduit par récurrence le

Corollaire 12.8. Pour tout x dans |J,cy [7"(=2), l'espace propre associé
a la valeur propre x est de dimension infinie et engendré par des fonctions
triangulaires nulles aux sommets de leur triangle de définition.

13 Décomposition spectrale de L? (f,u)

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que L2 (f, ,u) est la somme di-
recte orthogonale de I'espace des fonctions constantes, des espaces propres as-
sociés aux éléments de 'ensemble (J, .y 7" (=2)UU,cn f7"(0) et des espaces
cycliques engendrés par les fonctions 1-triangulaires ¢ telles que Ilp = 0.
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S t S t 2s+u 2t+u

U 2s +1t

Fic. 13 — Valeurs de ¢ et de Ay

t t S S t t 2s+t 2s+t

2s +u

F1G. 14 — Valeurs de IT*¢ et de All*p

Comme a la section [, on note E; l'espace de ces fonctions. Commencons
par décrire leurs espaces cycliques.

Lemme 13.1. Soit ¢ dans Ey. On a (A+2) o = (A —1)I*p et TAp =
(1 + %A) ©.
Démonstration. Soit (s,t,u) = (p(a1),e(b),v(c1)). On a, par définition,
s+t+u = 0. Soit p dans I'. Quitte & faire agir le groupe &, on peut supposer
que IIp appartient au bréchet By de la section §. Alors, les valeurs de ¢ et de
Ay sur le 1-triangle contenant p et sur ses voisins sont décrites par la figure
[3. De méme, les valeurs de IT*p et AIl*¢ sur le 1-triangle contenant p et sur
ses voisins sont représentées par la figure [[4. Si 0;(p) = ay ou 6,(p) = by, on
adonc (A+2)p(p)=2s+2t+u=s+t=(A—1)II"p(p); si 61(p) = c1,
ona (A+2)p(p) =2s+t+2u=s+u= (A—1)Ip(p). 1l vient bien
(A+2) g = (A1) )
Par définition, on a [Ty = 0, si bien que, en appliquant II a I'identité
+LA) p, on,

précédente, il vient ITIAp = II (A +2) ¢ = IIAII*p — ¢ = (1
pour la derniere égalité, on a utilisé le lemme [[1.3 O

wol—
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Grace au lemme [[3.]], nous allons procéder comme dans la section fj pour
déterminer les mesures spectrales des éléments de F;. Commencgons par mon-
trer que ces mesures ne chargent pas les points —2 et 0.

Lemme 13.2. Soient ¢ dans Ey et ¢ une fonction propre de valeur —2 ou
0 dans L? (T, ). On a (p,¢) = 0.

Démonstration. Supposons que ¥ est un vecteur propre de valeur propre 0.
D’apres le corollaire [T.3, on a [Iy) = 0 et ¢ o a = ) et, d’apres le corollaire
[2.4, on peut supposer que, pour un certain entier n > 2, 1 est n-triangulaire,
de valeur nulle aux sommets de 7,. Soient p, ¢ et r les sommets d'un 2-
triangle S de 7, et soient pq, qp, pr, rp, qr et rq les autres points de S, avec
la convention du corollaire R.g. Alors, on a 1(qp) = ¥ (pq) et 1 (rp) = 1 (pr),
donc ¥ (p) + 1 (gp) + ¥ (rp) = 0 et, en utilisant les identités analogues sur les
autres 1-triangles de S, d’apres le lemme P.1], comme ¢ est 1-triangulaire, on
a

> e(s)e(s) = @(p) (W(p) +lap) + ¥(rp))

seS

+¢(q) (W(q) +¥(pqg) +¥(rq)) + @(r) ((r) +(pr) +(qr)) =0

et, donc, d’apres le lemme P.3, (¢, ) = 0.

Intéressons-nous a présent au cas de la valeur propre —2. Pour tout n > 1,
notons F,, et F, comme a la section [[J. Soit (s,t,u) = (p(a1), o(b1), p(c1)).
Montrons par récurrence sur n que, si ¢ appartient a F,, on a

Y w)e(p) =27 (st(an) + tih(ba) + uth(cn)).

Pour n =1, le résultat est trivial. Supposons n > 2 et le résultat établi pour
n. Alors, en appliquant la récurrence a la restriction de ¢ au (n —1)-triangles
de 7, on obtient, comme ¢ est 1-triangulaire, d’apres le lemme P.1],

Z e(p)Y(p) = 2"_2(¢(an)8 + Y(anbn )t + Y(ancy)u

p€Tn
+ U(bn)t + U (bpan)s + Y (bpca)u + Y(cn)u + Y(cnan)s + (cabn)t).

Or, on a ¥(a,by,) + ¥ (bpa,) = 0 et, d’apres le lemme [2.3, ¥(a,) + ¥ (a,b,) +
Y(ane,) = 0, si bien que ¥ (bya,) + ¥(cha,) = ¥(a,). En utilisant cette
identité et les formules analogues aux autres sommets de 7, il vient

Y wp)(p) =27 (st(an) + tih(ba) + uth(cn)),

pETn
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ce qu’il fallait démontrer. En particulier, pour ¢ dans F,,, on a, d’apres le
lemme P.3, (p,9) = 0 et, donc, d’apres le lemme [[2.7, ceci est encore vrai
pour tout vecteur propre v de valeur propre —2. [

Corollaire 13.3. Soient ¢ dans E; et une fonction propre associée a une
valeur propre dans J,cn f7"(=2) U U,en J7™(0). On a (¢, ) = 0.
Démonstration. D’apres le corollaire et les lemmes [2.7] et [[33, il suffit

de montrer que, pour x dans R, si ¢ est un vecteur propre de valeur propre
x et si (p,) =0, on a <<p,H* > = <g0, H*z/;> = 0. Or, d'une part, par
définition, on a Iy = 0, donc <g0, H*Q/}> = 0. D’autre part, d’apres le lemme
,on a

(. A} = (1B, 0) = (o, (1438 ) w) = (14 F) (e =0,

ce qu’il fallait démontrer. [

Posons, pour tout x # 3 cj(x) = 3x+3 < et, pour v # 27C< x) =3 (m+2:;)(1 2.

Comme pour le corollaire .3, nous déduisons du lemme [[3.]] et du corollaire
T3 e

Corollaire 13.4. Soit v¢ l'unique probabilité borélienne sur A telle qu’on ait
Live = v¢. Pour tout ¢ dans Ey, la mesure spectrale de ¢ est lloll2 v

Démonstration. Comme la démonstration de ce résultat est analogue a celle
du corollaire f.3, nous en reprenons seulement les grandes lignes. Soit A la
mesure spectrale de . D’apres le lemme ,on a A\(—2) = 0. Posons, pour

x ¢ { 2, 2} 0(x % Onaéf= C et, d’apres le corollaire [[T.4
et le lemme m, A = LyA. D’apres le lemme - @ est orthogonale aux
fonctions constantes. Par conséquent, d’apres le lemme [[0.7, on a A(3) = 0.
De plus, d’apres les corollaires [1.9 et [[3.3, la mesure A est concentrée sur A.

La fonction ¢ est strictement positive sur A et L¢(1) = 1. D’apres le lemme
B.3, il existe une unique probabilité borélienne v, sur A telle que Live = ve.
En raisonnant comme dans la démonstration du corollaire [6.3, on montre

que les mesures A et jv sont proportionnelles. Comme on a L¢j = 1, il vient
A= lell3 jve.0

Notons toujours [ la fonction z — x sur A et posons, pour x # 1, m(x)
”2 et, pour z # 1 5. &(z) = %xgj) Notons ® le sous-espace fermé de L? (f‘, 1
engendre par les éléments de E; et par leurs images par les puissances de
et, comme & la section [[J, désignons par p; l'isomorphisme S-équivariant

~—

>
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de E; dans C3. Munissons toujours C} de la norme hermitienne ||.[|, égale
a un tiers de la norme canonique et notons (., .)o le produit scalaire associé.
D’apres le lemme P.3, Iapplication p; est une isométrie. Identifions les espaces
de Hilbert L? (jr¢, C3) et L? (ju:) @ C§ et, pour tout polynome p dans C[X] et
pour tout v dans C}, posons @) =D (A) p1 ' (v). Nous avons un analogue
de la proposition .4 :

Proposition 13.5. L’application g — g induit une isométrie S-équivariante
de L2 (jve, C3) dans ®. Le sous-espace ® est stable par les opérateurs A, T
et IT*. Pour tout g dans L* (v, C3), on a

Ag=lg
g = ng

—

I"g =m(g o f).
Démonstration. Soit p dans C[X]. L’application
(C3 X C3 —C
= (P (8) P () (@) 2

est une forme sesquilinéaire G-invariante. Comme la représentation de &
dans C3 est irréductible, cette forme sesquilinéaire est proportionnelle au
produit scalaire (., .)o. D’apres le lemme 0.3 et le corollaire [[3.4, pour v dans
C3, on a

(9 (8) 57070y, = 101 [ pid

par conséquent, pour tous p et ¢ dans C[X], pour tous v et w dans C}, on a

<p RV,q® w>L2(w) = (v, w)o(D; O r2jwe)

et, donc, Papplication ¢ +— ¢ induit une isométrie de L* (jr, C3) dans un
sous-espace fermé de L? (f, ,u). Comme ce sous-espace est engendré par les
éléments de F; et leurs images par les puissances de A, il est, par définition,
égal & .
La suite de la démonstration est analogue & celle de la proposition [.4).
La stabilité de ® par A et la formule pour A résultent de la définition
méme des objets concernés.
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Un calcul direct montre que L¢(1) = 0 et que Le(l) = % , si bien que,
pour tout entier naturel n, on a L¢(f™") = 0 et Le(f™ ) " (1+ 3l). Or,
d’apres les lemmes [[T.]] et [3.1], pour tout ¢ dans Ey, on a Il ( ( ) ) =0
et II (f (A)nﬁgo) = A" (1 + %A) ¢. L'espace ® est donc stable par II et,

pour tous p dans C[X] et v dans C}, on a poov = Lg@)\@) v. Comme (
est partout > 0 sur A, il existe un réel ¢ > 0 tel que, pour tout x de A,
on ait |£(x)| < ¢((x), si bien que, pour toute fonction borélienne g sur A,
on a |Le(g)| < cL¢ (Jg]). En raisonnant comme dans la démonstration de la
proposition .4, on montre que L, est borné dans L2(jr;). On en déduit que
Le est borné et I'identité concernant I en découle, par densité.

Enfin, d’aprés les lemmes [[T.]] et [[37]], pour tous p dans C[X] et ¢ dans
FEy, on a (A — 1) IT* (p (A) go) =0p (f (A)) (A + 2) . D’apres le corollaire
[T, 1 n’appartient pas au spectre de A, si bien que, par densité, pour toute
fonction rationnelle p dont les poles n’appartiennent pas au spectre de A, on
all* (p (A) @) = (m(po f)) (A) ¢ et, done, I'espace ® est stable par II*. De

2 _j@) _ _ x(z+2)
J(f(@) = (z—=1)(z+3)’
2

un calcul élémentaire, L¢ (m E) =1 et, pour tout g dans L%(jr),

/Imgo ) jdve = /A( )IQOf\ (Jo fldve = /Ig\ jdve.

La formule pour IT* en découle, par densité. ]

plus, comme, pour tout = dans A, on a m(z) il vient, par

Intéressons-nous a présent aux autres composantes G-isotypiques de 1’es-
pace L? (f’,u). Notons € : & — {—1,1} le morphisme de signature. Nous
dirons qu’une fonction ¢ sur I' est (&, ¢)-semi-invariante si, pour tout s dans
S, on a pos = &(s)p. Notons toujours k et [ les fonctions x — = + 2 et
T T

Proposition 13.6. Pour tout entier n > 1, l'espace des fonctions n-trian-
gulaires S-invariantes sur I' est stable par A et le polynome caractéristique
de A y est

(X —3) [[ o f(X) 522 (o pr(x)) S22

p=0

Pour tout entier n > 2, l’espace des fonctions n-triangulaires (S, e)-semi-
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invariantes sur I est stable par A et le polynéme caractéristique de A y est

n—2

[Te X))

p=0

3" 2P _on42pt3 3" "2-Pon_2p—1
1 1

(ko fP(X))

Démonstration. Ces espaces sont stables d’apres le lemme [[0.1]. Le calcul des
polynomes caractéristiques s’obtient en raisonnant comme dans la démons-
tration de la proposition [/.5.00

De cette proposition on déduit, grace au lemme 0.4, le

Corollaire 13.7. Le spectre de A dans Uespace des éléments G-invariants de
L2 (f, u) est discret. Les valeurs propres de A y sont 3, qui est simple, et les
éléments de |, cn f 7 (=2) UlU, e J7"(0). Le spectre de A dans ’espace des
éléments (S, €)-semi-invariants de 12 (f,,u) est discret. Les valeurs propres
de A y sont les éléments de |,y 7 (=2) UU,en f7™(0).

La démonstration du théoreme [[.3 s’acheve avec la

Proposition 13.8. Soit ®* ['orthogonal de ® dans L? (f, u). Le spectre de
A dans ®* est discret. Ses valeurs propres y sont 3, qui est simple, et les
éléments de |J,,cny f7"(=2) UU, e f77(0).

La démonstration de cette proposition est analogue a celle de la propo-
sition [.9. Elle exige que nous introduisions des objets qui joueront un role
semblable a celui des espaces L,, n € N, de cette démonstration.

Reprenons les notations de la section f§ et rappelons que, par construction,
si p est un point de T tel que 0;(p) = ay, le bréchet de p est By ou riBy. Pour
tout entier n > 1, notons B,, I'ensemble constitué de la réunion de 7,, — 97,
et de I'ensemble des six couples de la forme (d, B) ou d est un élément de
07, et B un des deux bréchets pour lesquels il existe des points p de B
tels que 6, (p) = d. Notons 7, I'application localement constante I' — B,
telle que, pour tout p dans I, si p n’est pas le sommet d’'un n-triangle, on a
To(p) = 0,(p) et, si p est le sommet d’'un n-triangle, 7,,(p) est le couple formé
de 0, (p) et du bréchet qui contient p. Enfin, disons qu'une fonction ¢ sur I'
est T,-mesurable si on a ¢ = 1 o 7,, ol ¥ est une fonction définie sur B,.
L’intérét de cette définition provient du

Lemme 13.9. Soient n un entier > 1 et ¢ une fonction 7,41-mesurable sur
I'. Alors les fonctions Iy et IIA@ sont 7,-mesurables.

Démonstration. Soit p un point de I'. Si pn’est pas le sommet d'un n-triangle,
le triangle IT~'p ne contient pas de sommet d'un (n + 1)-triangle. De méme,
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aucun des voisins des points de II"1p n’est le sommet d'un (n + 1)-triangle.
Pour tous les points ¢ en question dans le calcul de Tlp(p) et de ITIAp(p),
on a donc 7,(q) = 0,(q). Par conséquent, par définition de 6,, et d’apres le
lemme P], TIp(p) et [IA@(p) ne dépendent que de 6, (p).

Si, a présent, p est le sommet d’un n-triangle, le voisin ¢ de p qui n’appar-
tient pas a ce n-triangle est lui-méme le sommet d'un n-triangle, et, d’apres
le lemme B.3, le bréchet de g est déterminé par le bréchet de p. En particulier,
T,(q) est déterminé par 7,(p). Un seul des trois antécédents du point p par
'application IT est le sommet d'un (n + 1)-triangle. D’apres le lemme B.§, il
s’agit de celui dont le bréchet est égal a celui de p. En particulier, I'image par
Tpi1 de ce point r est déterminée par 7,(p). De méme, l'image par 7,1 de
I'unique antécédent s de g qui est le sommet d'un (n + 1)-triangle ne dépend
que de 7,(q), et donc de 7,(p). Le point s est le voisin de r qui n’appar-
tient pas & II7'p. Enfin, les deux autres points de II"!p et leurs voisins qui
n’appartiennent pas a II"!p ne sont pas des sommets d'un (n + 1)-triangle
et, donc, leur image par 7,1 est leur image par 6, .1 qui ne dépend que de
0,(p). A nouveau, Ilp(p) et TAp(p) ne dépendent que de 7, (p). O

Démonstration de la proposition [[3.§. D’apres le lemme [[0.7, la valeur pro-
pre 3 de A est simple. D’aprés les corollaires [[2.4 et [2.8, les espaces propres
associés aux éléments de (J, .y f 7" (—2) U, ey f7™(0) sont non-triviaux. No-
tons P le projecteur orthogonal de L2 (1:‘, ,u) dans & et, pour tous p et ¥ dans
L2 (f, u), notons A, l'unique mesure complexe borélienne sur R telle que,
pour tout polynéme p dans C[X], on ait [, pd\,, = <p (A) ©, w}. D’apres la
proposition [[3.5, Popérateur P commute a A, IT et IT*. D’apres le lemme P 4,
pour démontrer la proposition, il suffit d’établir que, pour tout entier n > 1,
pour toute fonction 7,-mesurable ¢, pour tout 1) dans L? (1:‘,,u), la mesure
Apy.y est atomique et concentrée sur 'ensemble (J, o f7"(3) UU,en f7(0).
Montrons ce résultat par récurrence sur n.

Pour n = 1, les fonctions 7i-mesurables sont les fonctions qui ne dé-
pendent que du bréchet. On vérifie aisément que cet espace est engendré par
les fonctions constantes, une droite de fonctions (&, €)-semi-invariantes, les
éléments de E et leurs images par A. Dans ce cas, la description des mesures
spectrales découle immédiatement des corollaires et [[3.7.

Si le résultat est vrai pour un entier n > 1, donnons-nous une fonction
Tni1-mesurable . Alors, d’apres le lemme [[3.9, les fonctions Iy et IIAp sont
T,-mesurables et, par récurrence, pour tout ¢ dans L2 (f, u), les mesures
Aibpy = Mgy €6 Afiappy = ApiiAe,y Sont atomiques et concentrées sur
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Pensemble (J,, o f7"(3) UU, ey f7(0). En raisonnant comme dans le lemme
B.10, on en déduit que les mesures Ap, fj+y €t AApy iy = Apo Afi+y SONE atom-
iques et concentrées sur 'ensemble | J, o f7"(3)UU,»1 f77(0). Or, d’apres le
corollaire [[T-3, le spectre de A dans I'orthogonal du sous-espace de L2 (f, ,u)
engendré par l'image de II* et par celle de AIT* est égal a {—2,0}. Par
conséquent, pour tout 1) dans L? (1:‘, ,u), la mesure Ap,, ,, est atomique et con-
centrée sur 'ensemble |, . f7"(3) U U, e f7"(0). Le résultat en découle.
O

14 Le graphe de Sierpinski

Dans cette section, nous expliquons rapidement comment les résultats
obtenus dans cet article pour le triangle de Pascal I' se transportent au
graphe de Sierpinski © représenté a la figure f]. Comme on 'a vu a la section
B, le graphe © s’identifie au graphe des arétes de I'. Si ¢ est une fonction sur
I', on note Z*¢p la fonction sur © telle que, pour tous points voisins p et ¢ de
', la valeur de Z*p sur l'aréte associée a p et ¢ soit ¢(p) + ¢(¢). On note =
I'adjoint de =* et on vérifie immédiatement le

Lemme 14.1. On a (A — 1)=* = Z*A et Z5* = 3+ A. La restriction de
A a lorthogonal de l'image de Z* dans (*(©) est une homothétie de rapport
—2.

A travers ce lemme, I’ensemble des résultats de cet article se transportent
du graphe de Pascal au graphe de Sierpinski. Ils pourraient d’ailleurs s’obtenir
directement dans le graphe de Sierpinski, en considérant les opérateurs adéquats
dans ¢*(©). Nous nous contenterons ici de décrire le spectre continu de © et
de traduire le théoreme : ceci répond a la question posée par Teplyaev
dans [3, § 6.6].

Pour = dans R, posons k(z) = z + 2 et t(xz) =  + 1. Du lemme [4.1], on
déduit le

Lemme 14.2. Soient ¢ dans (*(T'), u la mesure spectrale de @ pour A dans
(*(T) et X la mesure spectrale de Z*¢p pour A dans (*(©). Alors, on a A\ =
k(t.p).

Pour tout = dans R, on pose g(x) = 2? — 3z = f(z — 1) + 1. On note
Y = t(A) l'ensemble de Julia de g. Pour tout = dans R, soit ¢(z) = (z +
2)(4 — ) = k(z)h(z — 1) et, pour z # 2, y(z) = £= = p(z — 1). On note
vy = t.v, 'unique mesure de probabilité L, .-invariante sur .
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Notons toujours g la fonction sur I apparaissant a la section [ et posons
0y = Z*po (c’est la fonction notée lsgy dans [, § 6]). Du théoreme
et des lemmes [[4.] et [[4.3, on déduit le théoreme suivant, qui complete la
description du spectre de O effectuée par Teplyaev dans [f :

Théoréme 14.3. Le spectre de A dans (%(©) est constitué de la réunion de
¥ et de lensemble |, oy 9" (—2). La mesure spectrale de 0y pour A dans
(*(©) est cv,, les valeurs propres de A dans (*(©) sont les éléments de
Unen 9 " (=2) U U, en 97" (1) et les sous-espaces propres associés sont en-
gendrés par des fonctions a support fini. Enfin, l'orthogonal de la somme des
sous-espaces propres de A dans (*(©) est le sous-espace cyclique engendré
par .
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