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MATRICE MAGIQUE ASSOCIEE

A UN GERME DE COURBE PLANE ET
DIVISION PAR L’IDEAL JACOBIEN

Joél Briancon, Philippe Maisonobe & Tristan Torrellit

RESUME. Dans anneau des germes de fonctions holomorphes & l'origine de
C?, nous nous donnons une fonction f définissant une singularité isolée, et
nous nous intéressons a I'équation : uf;, + vf, = wf, lorsque la fonction
w est donnée. Nous introduisons les multiplicités d’intersection relatives de
w et f,; le long des branches de f et nous étudions les solutions a l'aide
de ces valuations. Grace aux résultats ainsi démontrés, nous construisons
explicitement une équation fonctionnelle vérifiée par f.

Introduction

Soit K = Jyen- Cllz/]][1/2] le corps des séries de Puiseux muni de sa
valuation naturelle v, et f = [['_,(y — @;) un polynéme unitaire, réduit, de
degré n > 2, a coefficient dans K. Nous lui associons la famille des mul-
tiplicités : m; ; = v(a; — a;) pour 1 < i # j < n, et la matrice magique
A = (a; ;) définie par : a; j = —m;; pour @ # j et oy ; = Z#i m; ;. Dans un
premier temps, nous démontrons que cette matrice est diagonalisable sur Q
et nous exhibons ses valeurs propres et ses sous-espaces propres (Corollaire

[.19).

Nous nous proposons alors d’expliciter une solution (u,v) du systéeme
lindaire uf; + v f, = wf lorsque w est un polynome donné de Kly], de degré
strictement inférieur & n; notons & = K[y]™ cet espace de polynomes, et
ei = [y —a;), 1 < i < n, la base d’interpolation de Lagrange (aux
coefficients pres). Nous filtrons £ & l'aide de la valuation des coordonnées
dans cette base :

val(w) :inf{l/ (M) al Sign} pour w € £ .
fgl; (SL’, a’i)
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Nous nous apercevons que les matrices colonnes des coordonnées de u et w
respectivement, dans cette base, sont liées par :

W=A-U

ot A est une matrice magique a coefficients dans K, dont la forme initiale
est (1/x)A. Nous pouvons alors déterminer la valuation de la solution (u,v)
et sa forme initiale, sous certaines conditions (Corollaire B.7).

Nous appliquons ces résultats au cas ou f € C{x}[y] est un polynome
distingué de degré n, définissant un germe de courbe plane a singularité
isolée ; nous en déduisons que lorsque w € C{x}[y]™ est de valuation positive
ou nulle, wf appartient a I'idéal jacobien (Corollaire 2.7). Nous retrouvons,
par exemple, 'appartenance de f? & cet idéal. Egalement, nous généralisons
ces résultats au cas ou f n’est plus un polynome réduit.

En application, nous consacrons la derniere partie a la construction d’'un
multiple du polynome de Bernstein de f (& singularité isolée de multiplicité
n) et de Popérateur associé, vérifiant 1’équation fonctionnelle :

b(s)fs =P fth .

Le polynéme trouvé b(s) se calcule a partir des valeurs propres de la matrice
magique de f, et il ne dépend donc que du type topologique du germe de
courbe défini par f (Théoreme B.f). Cela répond a la question de la con-
struction effective, question qui interpelle les deux premiers auteurs depuis
longtemps, apres la démonstration de 'existence du polynome de Bernstein
par M. Kashiwara ([[]]) a aide de la résolution des singularités.

1 Matrices magiques

1.1 La matrice magique associée a un bouquet
1.1.1 Les bouquets

Considérons une famille de n germes de courbes lisses distinctes (n > 2),
transverses & l'axe des y dans le plan C? des couples (z,y). Ce ‘bouquet de
courbes lisses’ est défini par un unique polynome unitaire f appartenant a

C{z}ly] -



avec a; € C{z}, 1 <1i < n, deux-a-deux distincts.

Dans nos résultats, les problemes de convergence ne posent pas de diffi-
culté sérieuse et nous prendrons les a; dans C[[z]]. Plus généralement, nous
envisagerons les a; dans le corps des fractions de Cl[[z]] :

K = C((x)) = C[[2]][1/7]

et dans la cloture algébrique de K :

K= Clle" /]

deN*
que nous munissons de sa valuation naturelle v : K — QU {+o0}.

DEFINITION 1.1 Un bouquet de n branches est une famille ordonnée de n
éléments (n > 2) a; € F, 1 <1 < n, deux-a-deux distincts. Le bouquet
passe par l'origine lorsque les valuations v(a;), 1 < i < n, sont strictement
positives.

Un bouquet est donc donné par un polynoéme unitaire réduit de degré
n > 2 de K[y], et avec un ordre sur ses racines; nous continuerons a écrire :
f=1lim(y — @)
EXEMPLE 1.2 Soit f € Cl[z]][y] un polynéme distingué de degré n, c’est-a-
dire unitaire et vérifiant : f(0,y) = y". Notons d € N* le p.p.c.m des degrés
de ses facteurs irréductibles. D’apres le théoreme de Newton-Puiseux, nous
savons que : f(t4,y) = [[iL,(y — ¢i(t)) avec ¢; € CJ[t]] et ¢:(0) = 0 pour
tout 1 < i < n. Lorsque f est réduit, en numérotant ainsi les racines, nous
obtenons le bouquet passant par l'origine : f = [, (y — ¢;(2/4)).

Nous nous intéresserons aussi a des bouquets de branches multiples.

DEFINITION 1.3 Un bouquet de branches avec multiplicités est la donnée
d’un bouquet de n-branches et d’une famille p = (1, ..., jtn) d’entiers na-
turels non nuls.

Nous écrirons : f, =[]/, (y — a;)".
Lorsque les a; appartiennent a K, nous parlerons alors de ‘bouquet de

courbes méromorphes’. A un bouquet donné f = [T, (y — a;) € K[y], nous
associons la famille des multiplicités d’intersection de ses branches deux-a-

deux: {m;; = v(a;—a;); i # j} et nous posons : m; = 3., mi; = v(f,(a:)).
En prenant les valuations dans la somme :

(ai —aj) + (a; — ax) + (ax — a;) =0

pour des indices distincts ¢, 7, k, nous constatons encore que le minimum des
entiers m; j, m; i, My, est atteint pour au moins deux couples d’indices.
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1.1.2 La matrice magique associée a un bouquet de branches

Rappelons qu'une matrice carrée A a coefficients dans un anneau com-
mutatif K est dite magique si la somme des coefficients de ses lignes et de ses
colonnes est la méme ; nous la notons s(A). L’ensemble des matrices magiques
n x n a coefficients dans K est une K-algebre, notée Mag(n, K), et

s: Mag(n,K) — K

est un morphisme de K-algebres. Le noyau de s, c’est-a-dire I’ensemble des
matrices magiques de somme nulle, est un idéal bilatere de Mag(n, K) noté

Mago(n, K).

Lorsque K est totalement ordonné, nous définissons I’ensemble Mag*(n, K)
des matrices magiques exceptionnelles : c¢’est 'ensemble des matrices mag-
iques A = («; ;) vérifiant la propriété :

(%) : pour tout triplet (i, j, k) d’indices distincts, le maximum de «; j, oj g, v ;
est atteint au moins deux fois.

Signalons que cet ensemble Mag*(n, ) n’est en général stable ni par
addition, ni par multiplication par un élément de K. Nous noterons enfin
Mag§(n, K) 'ensemble des matrices exceptionnelles de somme nulle.

Donnons maintenant la définition motivant ces rappels et ces notations.

DEFINITION 1.4 Soit f =[], (y — a;) € K|y] un polynéme réduit de degré
n > 2. La matrice magique associée au bouquet défini par f est la matrice
carrée A = (a; ;) a n lignes et n colonnes, a coefficients rationnels, définie
par ;o = —m;; pour i # j, et a;; =m; = Z#i m;; pour 1 <1i < n.

Ainsi, la matrice magique associée a un bouquet de courbes lisses est dans
Mags(n,Z) et dans Mag§(n, Q) pour un bouquet de branches; elle est de
plus symétrique.

REMARQUE 1.5 Lors de la permutation des branches d'un bouquet, la ma-
trice magique est remplacée par la matrice semblable donnée par 'action de
la matrice de permutation.

ExXEMPLE 1.6 La matrice magique associée au bouquet de courbes lisses
défini par :

f=yly—-Dy—1—-2)y+Dy+1+z)(y+1+z+2°)

(avec a3 =0, ag =1, ...) est :



o 0 0o 0 0 0
o 1 -1 0 0 O
0 -1 1 0 0 O
A= 0o o0 0 2 -1 -1
0 0 0 -1 4 =3
0o 0 0 -1 -3 4

Dans le cas d'un bouquet de branches avec multiplicités, nous considererons
une matrice A, définie a partir des multiplicités m; ; et i, et qui généralise
la matrice magique A. Le paragraphe [[.4 lui est entierement consacré.

1.2 L’arbre associé a un bouquet
1.2.1 Le cas d’un bouquet de courbes lisses

Rappelons que la donnée des multiplicités d’intersection {m;; ; i # j}
d’un bouquet de n courbes lisses équivaut a la donnée de ’arbre des points
infiniment voisins (ou ‘arbre d’éclatements’, ou ‘arbre de désingularisation’).

@ (5) ® O @ @)

Fi1a. 1 — L’arbre d’éclatements de 1'exemple [[.q

Une bifurcation est un point infiniment voisin dont I’éclatements sépare
des branches du bouquet ; en particulier, elle est caractérisée par les branches
qui y passent. Nous allons décrire cet arbre d’éclatement en précisant pour
chaque bifurcation les indices des branches qui y passent et sa hauteur.

Soit B l'ensemble des parties 7" de {1,2,...,n} vérifiant les propriétés
suivantes :



- le nombre d’éléments de T est au moins égal a deux;

- pour tout couple d’indices distincts (4,7) € T? : m;; > 0;

- pour tout couple d’indices distincts (i,j) € T2 et pour tout indice k
n’appartenant pas a 1" : m; ; est strictement supérieur a m; = m; .

A une bifurcation de larbre d’éclatement, on associe alors ’ensemble
T C {1,2,...,n} des indices des branches qui y passent; et la bifurcation
correspondant a T' € B est le point infiniment voisin dont I’éclatement sépare
des branches indexées par T'.

Pour T' € B, nous notons :
a(T)=inf{m,; ; i€ T,jeT,i#j} .

C’est le nombre minimum d’éclatements nécessaires pour séparer des branches
indexées par T (ou encore, o(7") — 1 est la hauteur de la bifurcation corre-
spondant a 7).

Pour T € B, nous notons également :

O/(T)—{ 0siT=1{1,2,...,n}

| sup{mx; i €T, k ¢ T} sinon.

Lorsque o/(T') est strictement positif, il existe un plus petit majorant
strict 77 O T dans B défini par :

T ' ={k;3ieT tel que : m;; > a'(T)}

et on a a(T’) = (T). La bifurcation correspondant a 7" est la bifur-
cation qui précede celle correspondant a 71" dans ’arbre d’éclatements, et
Y(T) = a(T) — o/(T) est la longueur de la branche entre ces deux bifurca-
tions (ou encore la différence des hauteurs des bifurcations 7" et T").

Lorsque o/(T') = 0, T est une partie maximale de B, et elle correspond a
une premiere bifurcation de I'arbre. Dans tous les cas, nous posons :

NT) = o(T) = o/(T) .

Constatons enfin que 'ensemble B des parties de {1, 2, ..., n} vérifie les pro-
priétés suivantes :

-si T' € B alors T' possede au moins deux éléments ;

-si Ty, Ty € B alors Ty (1 est vide, ou T} C Ty, ou T, C Ty
et la fonction v définie sur B est a valeurs dans les entiers naturels.



Réciproquement, a partir de (B,), nous pouvons reconstituer la famille
des multiplicités {m; ; ; i # j} en posant :

_ { 0 si {i,7} n’est inclu dans aucun élément de B
v >jyerres V(T) sinon.

1.2.2 Le cas général

Considérons maintenant un bouquet a n branches. Par analogie avec le cas
précédent, nous dirons quune partie 7" de Ty = {1,2,...,n} est un rameau
associé au bouquet si :

- T possede au moins deux éléments ;

- pour tout (i,7,k) € T? x Ty avec i # j et k ¢ T : m;; > mi = mjy.

Avec cette définition, la partie totale Ty est donc toujours un rameau.
De plus, les notions de rameau et de bifurcation sont les mémes pour un
bouquet de courbes lisses - mise & part éventuellement la partie totale (voir la
remarque [[.9). En particulier, la famille R des rameaux vérifie les propriétés
suivantes :

- un rameau 7' € R possede au moins deux éléments

-si Ty, Ty € R alors Ty (T est vide, ou Ty C Ty, ou Ty C 1.

Pour T' € R, nous posons comme précédemment :
a(T) =inf{m,; ; i,j € T,i # j}.

Constatons que la fonction o : R — Q est strictement décroissante.
Lorsque T" € R n’est pas la partie totale, T" possede un plus petit majo-
rant strict 77 dans R, et on pose : y(T) = «(T) — a(T"). Pour la partie
totale, on pose : (1) = a(1y) = inf{m,; ; i # j}. Nous avons alors de
nouveau, pour des indices i # j distincts :

mig= . T (1)

{i,j}CT,TER

Nous dirons que (R,~) est l'arbre associé au bouquet.

DEFINITION 1.7 Une famille R de parties de Ty = {1,2,...,n} est une
espece d’arbre a n branches si elle vérifie les conditions :

- la partie totale Ty appartient a R ;

- toute partie T' € R a au moins deuzr éléments;

-s1 Ty, Ty € R, alors Ty [Ty est vide, ou Ty C Ty, ou Ty C Tj.



DEFINITION 1.8 Un arbre est un couple (R, ) formé d’une espéce d’arbre R
an branches et d’une fonction v sur R a valeurs rationnelles, avec y(T') > 0
pour T # Tj.

Nous pouvons dire que v donne l'altitude du premier rameau et les di-
mensions de I’arbre. On démontre facilement qu'un arbre est I’arbre associé

a un bouquet, et ce bouquet est un bouquet de courbes méromorphes (resp.
lisses) lorsque 7 est a valeurs dans Z (resp. dans N).

REMARQUE 1.9 Dans le cas d'un bouquet de courbes lisses, 'arbre (R, ")
contient la méme information que le couple (B, 7). En effet, ceux-ci coincident
lorsque Ty € B. Et quand T, € B, au moins deux courbes du bouquet coupent
'axe des y en des points distincts i.e. m; ; = 0 pour un couple (4, j) ; par suite,

7(To) = 0.
ExEMPLE 1.10 L’arbre associé au bouquet de courbes lisses considéré dans
I'exemple [.G est de 'espece suivante :

R = {{1,2,3,4,5,6}, {2,3}, {4,5,6}, {5,6}} ,
et la fonction v associée est définie par :

v({1,2,3,4,5,6}) = 0

7{2,3}) =1
7({47576}) =1
7({5,6}) = 2

1.3 L’algebre magique associée a une espece d’arbre
1.3.1 Décomposition des matrices symétriques de Mag*(n, Q)

A une partie T de Ty = {1,2,...,n} de cardinal n(T) au moins égal
a deux, nous associons la matrice magique exceptionnelle A(T) = (o ;)
symétrique, de somme nulle, définie par :

—1 sii#£jet{i,5} CT;
a ;=49 nl)—1 sii=j5€T;
0 sinon.

Cette notation est motivée par le fait suivant.

PROPOSITION 1.11 Soit A la matrice magique associée a un bouquet a n
branches, et (R,~) l'arbre associé a ce bouquet. Alors :

A =) ADAT) .

TeER



C’est une conséquence directe de la formule () page [].

Dans la suite, I désignera toujours la matrice identité de taille n.

COROLLAIRE 1.12 Soit A = («;;) une matrice magique exceptionnelle,
symétrique, a coefficients rationnels. Il existe un arbre (R,~) tel que :

A = s(AI + > y(T)A(T)

avec y(Tp) = inf{—ay; ; i # j}.
REMARQUE 1.13 Ce corollaire reste valable lorsque la matrice est a coeffi-
cients dans Z ou R, la fonction « étant alors a valeurs dans Z ou R.

1.3.2 L’algebre magique associée a une espece d’arbre

Etant fixée une espece d’arbre R, nous étudions ici I'algebre engendrée
par les matrices A(T), T € R. Donnons d’abord quelques propriétés des
matrices A(T).

FORMULAIRE 1.14 Soit T} et Ty deux parties de Ty = {1,2,...,n} de car-
dinal n(77) et n(7,) au moins égal a deux. Alors :

-siTiNTe =0 : A(T)A(T) = A(Ty)A(Ty) =0;

-siTy C Ty o A(T)A(Ty) = A(Ty)A(Th) = n(T2)A(Th).

Afin de diagonaliser A(7T'), fixons maintenant quelques notations.

NOTATION 1.15 Soit E = C" et {e1,...,e,} sa base canonique. Pour une
partie 7" de Ty = {1,2,...,n} de cardinal n(7T"), notons : E(T) = @,.;Ce;,
F(T) = {ZieT Ui€; ; Zz‘eT Ui = 0} et W<T> = ZiET €i-

Nous convenons d’identifier un endomorphisme de E et sa matrice dans
la base canonique. Constatons que : A(T')(e;) = —w(T) +n(T)e;sije T, et
A(T)(ej) = 0 sinon. Il vient alors aisément :

E=E(T)® F(T)® Cuw(T)
ker A(T) = E(T¢) @ Cw(T)
ker (A(T) — n(T)I) = F(T)

ou T°¢ = Ty — T désigne le complémentaire de 7. En particulier, A(T') est
diagonalisable dans Q ; ses valeurs propres sont 0 et n(7'), et les sous-espaces
propres correspondants sont respectivement E(7¢) & Cw(T') et F(T).

Donnons deux conséquences de ces résultats.



PROPOSITION 1.16 Soit R une espéce d’arbre.
(i) Le Q-espace vectoriel de base {A(T) ; T € R} est une Q-algébre com-
mutative de matrices magiques symétriques, de somme nulle, diagonalisables.
(ii) Le Q-espace vectoriel de base {I} | J{A(T) ; T € R} est une Q-
algebre commutative de matrices magiques symétriques, diagonalisables.

Nous dirons que la Q-algebre définie au (7) est la Q-algebre magique
associée a l'espece d’arbre R.

Preuve. Constatons que toutes les matrices A(T), T' € R, sont diagonalisables
dans une méme base (puisque elles sont diagonalisables et commutent entre
elles.)

Pour démontrer que les matrices données sont indépendantes, nous vérifions
d’abord que e; + - -- + e, est un vecteur propre de I qui est dans le noyau
de toutes les matrices A(T'). Il reste alors & montrer que pour tout élément
maximal 7} d'une sous-famille R' C R, il existe un vecteur propre de A(77)
associé a la valeur propre n(7}) et qui soit dans le noyau de A(T) pour
T € R, T # T;. Cela résulte aisément du fait suivant : pour tout élément
S € R, on peut construire un vecteur vg € FE qui soit un vecteur propre de
A(T), T € R, associé a la valeur propre n(7T) lorsque T' D S et a la valeur
propre 0 sinon.

Lorsque S € R est minimal, on constate en effet que tout vecteur non
nul de F(S) convient (et F'(S) # 0 puisque n(S) est supérieur ou égal a
2, R étant une espece d’arbre). Lorsque S € R n’est pas minimal, notons
S1, ..., 5 les minorants stricts maximaux de S dans R et R le complément
dans S : S est la réunion disjointe : S1J---JS,JR. Si R n’est pas vide?,

nous avons la décomposition :

Dans les deux cas, le vecteur vg = w(S1) — (n(S1)/n(S))w(S) convient. [

PROPOSITION 1.17 Soit R une espece d’arbre et A =3 M(T)A(T) une
matrice de la Q-algébre magique associée. Alors A est diagonalisable et ses

2(C’est en particulier le cas lorsque £ = 1
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valeurs propres sont 0 et :

> AD(T) , TTeR.

TeER, TOTy

Explicitons le cas particulier de la matrice magique associée a un bou-
quet passant par Porigine (Définition [[1]). Dans ce cas, Ty = {1,2,...,n}
est la bifurcation maximale de l'arbre associé au bouquet; en particulier,
v(To) > 0 et le noyau de la matrice magique correspondante est Cw avec
w=w(Ty) =e;+---+e,. Nous avons alors : E = F @& Cwou F = F(T,) =
{30 wiei s 307 ui =0}
COROLLAIRE 1.18 Soit A la matrice magique associée a un bouquet de branches
(resp. de courbes lisses) passant par lorigine et (R,~y) Uarbre associé. Alors
A induit un automorphisme de F' dont les valeurs propres sont les rationnels
(resp. les entiers) strictement positifs :

> ATn(T) , IER.

TeR, TDOT

EXEMPLE 1.19 Dans le cas du bouquet considéré a ’exemple [L.g, les valeurs
propres de la matrice magique associée sont : 0, 2, 3, 7.

1.4 La matrice magique généralisée associée a un bou-
quet de branches avec multiplicités

A un bouquet de branches avec multiplicités (Définition [.J), nous asso-
cions ici une matrice carrée qui généralise la notion de matrice magique d’un
bouquet de branches.

DEFINITION 1.20 La matrice magique généralisée associée au bouquet de
branches avec multiplicités défini par le polynome []I_,(y — a;)* € Kly] est
la matrice carrée an lignes et n colonnes A,, = (o ), a coefficients rationnels
définis par : o ; = —pim,; pour i # j, et o;; = Ek# LR -

En général, cette matrice n’est bien stir ni magique, ni symétrique. Toute-
fois, la somme des coefficients de chacune de ses colonnes est nulle. Nous avons
aussi 'identité matricielle :

[ 0 >y — pa)ma 0

0 in 0 > (1 = )M 5
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ou A est la matrice magique associée au bouquet de n branches sous-jacent.
Cette relation permet d’étendre a la matrice A, les résultats sur A obtenus

au paragraphe [[.3.

Soit = (1, - . ., f4n) une famille d’entiers naturels non nuls. A une partie
T de {1,2,...,n} de cardinal n(7") au moins égal a deux, nous associons la
matrice A, (T) = (o ;) définie par :

i st jet {i,j} T
Qij = Zk;ﬁi,keT pre sit=j€eT;
0 sinon.

PROPOSITION 1.21 Soit A, la matrice magique généralisée associée a un
bouquet de branches avec multiplicités, et (R,~) Uarbre associé au bouquet
de branches sous-jacent. Alors :

A, =S AD)AT) .

TeR

C’est une conséquence directe de la proposition [[.T]] et de 'identité ma-
tricielle reliant A, et A. Constatons que le formulaire se généralise aussi.

FORMULAIRE 1.22 Soit T} et Ty deux parties de To = {1,2,...,n} de car-
dinal n(77) et n(7,) au moins égal a 2. Alors :

- si T1 ﬂTQ = @ . AM(Tl)A;,L(TQ) = AM(TQ)AM(Tl) = 0,

-si Ty C T - Au(Th)Au(Ty) = Au(T2) Au(Th) = 0u(T2) Au(Th)
olt pour toute partie 7" de Tp, 0,(T") désigne la somme » . ji;.

De plus, avec les notations [.1, le noyau de A,(T) est E(T¢) @ Cw,(T)

avec wy,(T') = > ,cr li€;, et le sous-espace propre associé a la valeur propre
0,(T) est F(T). En particulier, A,(T") est diagonalisable.

PROPOSITION 1.23 Soit A, la matrice magique généralisée associée a un
bouquet de branches avec multiplicités passant par Uorigine et (R,~) larbre
associé. Alors A, induit un automorphisme de F' = F(Ty) dont les valeurs
propres sont les rationnels strictement positifs :

> AT)ou(T) , TER.

TeER, TOT,

Ce résultat s’obtient de la méme maniere que dans le cas réduit ; nous ne
recopions pas, ici, sa démonstration détaillée.
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1.5 Le cas particulier des germes irréductibles

Nous détaillons ici les constructions et résultats précédents dans le cas
d’un bouquet de branches associé a une courbe irréductible, transverse a
I'axe des y, et définie par un polynome (irréductible) f € C{x}[y| unitaire
de degré n > 2 en y.

D’apres le théoreme de Newton-Puiseux, f se factorise dans C[[z'/™]][y] :

f=T1]w-e(&=")
i=1

ot ¢(t) = Y .o, wit" € C[[t]] et £ € C est une racine primitive n-eme de
I'unité ; nous posons alors a; = ¢(£'21/™) pour 1 < i < n. Les multiplicités
d’intersection m; ; s’expriment alors simplement en fonction des exposants
caractéristiques (0, ...,0,) de la courbe définie par f. Rappelons qu’ils
sont définis a partir de ¢ de la fagon suivante : fy = n et pour k£ > 1,
Br = inf{i; u; # 0et p.g.c.d(i,Bo,...,0k-1) < p.gcd(Bo,...,0-1)} On
pose alors : ¢, = p.g.c.d{fo,..., 0k}, 0 <k < g, et ng =€,1/ex, 1 <k <g.
En particulier, nous avons €y = n, € = ngq1---ng pour 0 < k < g, ¢ = 1,
n=mny---ng, et ¢(t) se décompose en une somme :

B(L) = 9n(t") + 7 90(17) + -+ 10 1)

ou ¢ (t) € CJ[t]] est inversible pour 1 < k < g. Les multiplicités d’intersection
m;;, © # j, sont alors données par :

f1/n lorsque |i — j| n’est pas un multiple de n; ;
m;j =< [Br/n lorsque |i — j| est un multiple de ny - --ny_y
qui n’est pas divisible par nq - - - ng.

Remarquons alors que la matrice magique A = (a; ;) associée au bouquet
vérifie la propriété suivante : les coefficients «; ; sont constants le long des
‘petites diagonales’ 2 = j+ /¢, 1 < ¢ < n—1. De plus, un calcul facile montre
que les termes diagonaux «;; sont tous égaux a » 7_, (ex—1 — €x)(OBx/n).

EXEMPLE 1.24 Sin = 6 et ¢(t) = t8+ 7 alors By = 6, 51 = 8, o = 9,
€p = 6, €, = 2 et e = 1. La matrice magique associée au bouquet est alors :

41/6 —4/3 —4/3 —3/2 —4/3 —4/3
—4/3 41/6 —4/3 —4/3 —3/2 —4/3
—4/3 —4/3 41/6 —4/3 —4/3 —3/2
—3/2 —4/3 —4/3 41/6 —4/3 —4/3
—4/3 —3/2 —4/3 —4/3 41/6 —4/3
—4/3 —4/3 —3/2 —4/3 —4/3 41/6
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Nous allons maintenant expliciter I'arbre associé au bouquet. Lorsque
g = 1, 'espece d’arbre R est réduit a la partie totale Ty et v(1y) = [1/n.
Supposons maintenant que g soit au moins égal a 2. La famille R est alors
constituée de Ty et des parties T3, ;, 1 < r < g—1,1 <14 < n; et
0 <ip <np—1pour 2 <k <r, définies par :

Tz‘l,...,z‘T:{i1+zikxn1"'nk1+£><n1"'nr; 0§£§€r—1} .
k=2

En d’autres termes, T;, ;. est I'ensemble des indices ¢ € Tj tels que pour
tout 1 < j <, le reste de la division euclidienne de ¢ par n; - - - n; soit égal
ai+ Zi:z ik X ng---nj_y. Ainsi n(T}, ;) = €, T est la réunion disjointe
des parties Th,..., T,,,, et pour g > 3,1 <r < g—2, T} ; estla réunion

diSjOinte de CZ—‘il,...,ir,07 s 7ﬂ1,...,ir,nr+1fl-
La fonction v est définie par y(71y) = Bi/n et (T3, i) = (Bre1 — Br)/n
pour 1 <r < g—1 (indépendamment de la valeur des indices iy, ..., 7,).

Il résulte alors directement du corollaire [.1§ que I'endomorphisme de F
induit par la matrice magique A a pour valeurs propres :

B, i+ (B — Br)en/n, ..., Bi+(Be—Pr)er/n+ -+ (By — Bg—1)eg—1/n

2 Division par I’idéal jacobien

2.1 Préliminaires

Soit f = [['L,(y — a;) € K[y] un bouquet & n branches passant par
Porigine (Définition [L.T]) ; en particulier, les polynomes f et f, sont premiers
entre eux dans K[y].

Notons £ = K[y]™ et € = Kly]™ les espaces de polynémes de degré
en y strictement inférieur a n, & coefficients dans K et K respectivement,
F = K[y]™ Y et F = K[y]™ Y les sous-espaces de polynomes de degré
strictement inférieur a n — 1. Remarquons alors que la famille de polynomes :

Ei:H(y—aj), 1<i<n,
JF

forme une base du K-espace vectoriel z._En particulier, 'espace F s’identifie
a I'hyperplan de & : {77 wiei 5 w; € K, 377" u; = 0}, et nous avons les
décompositions : £ =F @ Kw, E =F @ Kw avec w = Y ., &; = Iy
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Comme f; et f, sont premiers entre eux, I’équation :
/ r
uf:v + ’Ufy =w

admet une unique solution (u, v) dans F x K[y] pour tout w € K [y]. Lorsque
w = Wf avec W € F, cette solution est dans F x & et elle s’obtient par
résolution d’un systeme de Cramer. Dans les paragraphes qui suivent, nous
allons expliciter cette solution en travaillant dans la base (1, ..., &,). A cette
fin, introduisons maintenant une filtration naturelle sur les espaces &, F, £
et F.

_ Considérons (K,)req la filtration décroissante du corps K définie par :
K, ={a€ K;v(a) >r} pour r € Q. Nous munissons alors les espaces & et
F des filtrations :

n—1

&, = éfrsi , F,=ENF = @Fr(ei — &)
=1

i=1
définies par le ‘poids’ :

n

val() " wie;) = inf{v(us), ..., v(uy)} .

i=1

Ces filtrations induisent bien str a leur tour des filtrations sur £ et F en
posant, pour tout r € Q : £, = £, NE et F, = F, NF. Pour r € Q, notons
encore £, (resp. Fy, Esr, Fu,) le sous-espace de &, (resp. F,, &, F,) formé
des éléments de valuation strictement supérieure a r.

REMARQUE 2.1 (i) Les polynomes ¢;, 1 < ¢ < n, interviennent bien sur
dans la formule d’interpolation de Lagrange; en particulier, si v € & alors
Yo (u(z, a;)/ei(a;))e; est sa décomposition dans la base (g1, ..., &,).

(ii) Il est aisé de constater que &, est inclu dans Cl[z]][y] lorsque le bou-
quet défini par f passe par l'origine.

(iii) Avec les notations introduites au paragraphe [.3.9, le terme de degré
r du gradué associé a la filtration (ET)TGQ de &, gr, &, sidentifie & 2" E pour
r € Q; de méme, gr,F s'identifie & 2" F.

Pour un élément u de &, nous noterons enfin in, u € gr,& sa partie initiale
en degré r.
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2.2 La résolution de I’équation uf, +vf; = wf

Ce paragraphe est consacré a I’étude de ’équation :

wfl+of) =wf (2)

lorsque f définit un bouquet passant par l'origine, avec ou sans multiplicités.

2.2.1 Le cas d’un bouquet a n branches
La résolution de I’équation (f]) s’appuie sur le résultat suivant.

LEMME 2.2 Soit f €[]}, (y—a;) € K[y] un polynome réduit de degrén > 2.

Soit w=">""_, wie; un élément de F. Toute solution (u =Y. wie;,v) dans
E x & de l'équation : uf, +vf, =wf vérifie : v = 737" uae;, et :

a —a. a —da. .
wi:(ZaZ_aj)ui—Z(f Huj, 1<i<n,
J#i J#

Preuve. Posons v = Y"1 | v;e;. Apres division par f?, Péquation (B) s’écrit :

/
— U@ + v _ Z w;

= (Y —a)ly —a) y—a

/!
70

Nous en déduisons d’abord : v; = u;a 1 <i < n. Par ailleurs, nous avons

la décomposition :

1 1 [ 1 1 ]
(y—ai)ly—a;) ai—a; ly—a; y-—aj

(3)

pour tout ¢ # j. En substituant dans le systeme, nous obtenons alors :

Zuz@_—é})[ 11 }:Z w;

oy y—a Yy—aj YT

D’ou l'assertion. J

DEFINITION 2.3 Soit f =[], (y — a;) € K[y] un polynome réduit de degré
n > 2. La matrice magique complete associée au bouquet défini par f est la
matrice magique A de taille n X n, symétrique, de somme nulle, a coefficients
dans K, de terme général : —(a; — a})/(a; — a;) pour 1 <i# j < n.
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Si U et VW sont les matrices colonnes formées respectivement par les co-
ordonnées de u et w dans la base (e1,...,¢&,) de £, nous avons alors I'identité
matricielle :

W=A-U.

En particulier, on peut expliciter la solution de 'équation () lorsque ce
systeme linéaire est inversible.

PROPOSITION 2.4 Soit f =[], (y—a;) € K[y] un polynéme réduit définissant
un bouquet passant par l'origine. La matrice magique compléte A associée
induit un automorphisme de F noté AI?' De plus, le gradué du morphisme
inverse (A‘?)_1 est de degré +1 et s’identifie a x(Ajp)~" ot A est la restric-
tion a F de ’endomorphisme de E induit par la matrice magique A associée
au bouquet.

Preuve. Pour ¢ # j, nous posons : a;, — a; = x™ ¢;j, ol ¢;; € K est de
valuation nulle. Nous avons alors :

/
_ G
a; — aj xr Ci,j

/ /
@ —ay My

Par suite, la matrice A se décompose en la somme : 4 = (1/2)A+ A’, ou A’
est une matrice magique, symétrique, de somme nulle, a coefficients dans K,
de valuation?® strictement supérieure a —1.

Comme la restriction de A a F' est un endomorphisme inversible (Corol-
laire [[.1§), la matrice A induit donc un automorphisme de F d’inverse :

1
-1 —1 —1 —1

(Ap) ™" = (T +2(Az) ") o(Ap) ™ = a(4p) " +28 |

ot S désigne un endomorphisme de F dont la matrice dans la base (e, —

Eny -y En_1 — En) a ses coefficients de valuation strictement positive. Sous

les identifications faites a la remarque P.1], le gradué associé au morphisme

(A‘?)*l est bien de degré +1, et : gr (A\?)il = x(A\F)_l' 0

COROLLAIRE 2.5 Soit f =[], (y—a;) € K[y] un polynoéme réduit définissant
un bouquet passant par l'origine. Notons A et A les malrices magiques as-
sociées. Pour w appartenant & F,, la solution dans F x € de Uéquation
uf, +vf, =wf est donnée par :

u = (Au—r)flw € fr—i—l
vo= Yo wae; € &,

3Cette valuation est positive ou nulle lorsque nous avons affaire & un bouquet de
branches méromorphes.
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ot u=">y 1 ue;. En particulier :
?rf - ?7‘4*1.](; + z>rfg: :

Plus précisément, si in, w = "W € 2"E, alors in, 4 u = " (Ajp) "t W.

REMARQUE 2.6 (i) Lorsque w est de degré supérieur ou égal a n — 1, la
solution (u,v) dans F x K[y] de I'équation () se déduit bien sir du résultat
précédent, en remplagant w par son reste dans la division par f;. En partic-
ulier, pour résoudre I'équation uf, +vf, = f2, on appliquera la proposition
précédente aw = f—(y/n—o/n®)f; =3 " (0/n*—a;/n)e; avec o = Y a;.

(ii) Lorsque tous les éléments a; appartiennent au corps intermédiaire
K' = Cl[[z"9]][1/z] pour un certain entier naturel d, nous pouvons remplacer
dans tous les calculs précédents K par K': les valuations sont alors & valeurs
dans (1/d)Z. En particulier si f est un bouquet de courbes lisses passant par
I'origine, tout se passe dans le corps K = C((z)).

Précisons le corollaire précédent dans le cas d’un polynome distingué
réduit (Exemple [.2).

COROLLAIRE 2.7 Soit f € Cl[z]][y] un polynome distingué, réduit, de degré
n > 2. Notons d € N le p.p.c.m des degrés de ses facteurs irréductibles.
Alors, pour tout r € (1/d)Z :

frf - frJrlfg:: +5>ng: .

Preuve. En effet, pour tout élément w € F, la solution (u,v) du systéeme
K-linéaire uf, +vf, = wf est bien dans F x £. [

Comme exemple d’application, prenons w = f — (y/n — o/n?) fy =
S (o/n? —ai/n)e;, qui appartient & F-q. Nous obtenons alors :

wf € Forf, + 5>0f3:

En se servant de la remarque B-1], nous en déduisons que f2 appartient a I'idéal
jacobien. C’est la I'idée de la premiere démonstration de cette appartenance
dans un manuscrit non publié du premier auteur ([Jf]). Pour généraliser ce
résultat a un germe de courbe a singularité isolée, c¢’est-a-dire lorsque f est
le produit d’un polynome distingué réduit par une unité, il convient d’itérer
le corollaire et d’utiliser le théoreme d’annulation de Krull.

2.2.2 Le cas d’un bouquet avec multiplicités

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la résolution de 1’équation :
u(fu)lm + U(fu); =wf, (4)
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lorsque le polynome f, = [\ ,(y — a;)* € K[y] définit un bouquet de n
branches avec multiplicités, passant par l'origine (Définition [[.3). Comme
() = 9T (y— ) et (£, = BTy (y — as)" " avec g et b premiers
entre eux dans K[y, il y a encore existence et unicité d’un couple solution
(u,v) € F x & pour I'équation () lorsque w € F. La résolution de cette
équation fait aussi intervenir une matrice carrée a coefficients dans K.
DEFINITION 2.8 Soit f, = [[i_,(y — a;)"i € Kly] un polynéme définissant
un bouquet de n-branches avec multiplicités. Sa matrice magique complete
associée est la matrice A, de taille n X n dont la somme des termes de
chacune de ses colonnes est nulle, a coefficients dans K, de terme général :
—puila} — @) (@i — a;) pour L <i#j <n.

Enoncons le pendant du corollaire P,

PROPOSITION 2.9 Soit f, = [[1_,(y — a;)* € K|y] un polynéme définissant
un bouquet avec multiplicités, passant par Uorigine. Soit A, et A, les matrices
associées. Pour tout w appartenant a F,, la solution dans F x E de I’équation
u(fu), +v(fu)y = wf, est donnée par :

71 e
{ u = (AMI?) w € fr-{-l
vo= YU wae; € Es,

ot u=">y 1 ue;. En particulier :

Frfu C Fra(fu)y + z>r(fu); :
Plus précisément, st in,w = x™W € 2" F, alors in, 1 u = :Ur“(AMF)_l Ww.

Preuve. Nous conservons les notations du paragraphe .1; en particulier :
vo= Y " g, et w = > we; avec o w; = 0. Apres division par
Ju < T (y — a;), Iéquation (f]) devient :

Z —UifLi @ + Vi _ i w;

= =)y —a) —~ y—a;

A nouveau, nous avons : v; = ua;, 1 <17 <n, et :

Z —u;fii(a; — a;‘) 1 B 1 _ zn: wj
a; — aj — aj - -

= y—ai oy

Par suite :

/

a. —a. a —a .
wi:(ZMja%_a{)Ui—Z(Mif_ ].)uj,lgzgn.
j#i v i

19



Sil et VW sont les matrices colonnes des coordonnées de u et w, cette identité
s'écrit : W = A, - U. De la méme maniere que lors de la preuve de la
proposition .4, nous avons la décomposition : A, = (1/x)A4, + A’, ou 4,
est la matrice magique généralisée associée au bouquet de branches avec
multiplicités défini par f,, (Définition [.20), et A’ est une matrice & coefficients
dans K de valuation strictement supérieure & —1. Comme la restriction de A,
a F est inversible (Proposition [.23), la matrice A, induit un endomorphisme
inversible de F dont le gradué gr (.,4;”7)71 s'identifie & x(A,r)"". O

COROLLAIRE 2.10 Soit f € C[[z]][y] un polynéme distingué de degré n > 2.
Notons d € N le p.p.c.m des degrés de ses facteurs irréductibles. Pour tout
rationnel v € (1/d)Z :

Jfrf C fr—i—lfg,; +€>7’fg: .

2.3 L’opérateur V

Ce paragraphe est consacré a I’étude de 'opérateur V : F — F que nous
allons définir maintenant. Son utilité sera patente dans la partie [J.

DEFINITION 2.11 Soit f =[]}, (y—a;) € K[y] un polynoéme réduit définissant
un bouquet de branches. A tout w e F, on associe Vw € F défini par :

. / /
Vw = —u, —v,

ol (u,v) est la solution dans F x € de I'équation uf, +vf) = wf.

Les résultats obtenus au paragraphe précédent vont bien évidemment
nous permettre de préciser gr V. Faisons d’abord une remarque préliminaire.

LEMME 2.12 Soit f =[]\, (y — a;) € K[y] un polynome réduit définissant

un bouquet de branches. Soit w € F et (u,v) la solution dans F x € de
Uéquation uf, +vf, =wf. Alors :

Vw = — [zn:u;@] —w
i=1

ol Y i we; est la décomposition de uw dans la base (1, ..., &,).
Preuve. En utilisant que f = (y — a;)e;, 1 < @ < n, nous obtenons les
identités : / / / P e
a,; €i)y 1 &
fo_ @G &y 1 Gy (5)
S Yy —a Ei [oy—a Ei
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Par ailleurs, nous avons : v = Y " alu;e; (Lemme PIF). Il vient alors :
wi(eq), +viles)y, = (uify, +vif))(€i/f), et donc : Y70 (uieq), + viles),) =
(wfy, +vf,)/f = w. L'assertion en résulte sans peine. (]

PROPOSITION 2.13 Soit f = [[\,(y — a;) un polynéme définissant un bou-
quet passant par l'origine et A la matrice magique associée. Pour tout ra-
tionnel r € Q, l'opérateur V induit un endomorphisme de F,. De plus :

gr,V = —I — (1+7)(Ap)~"

sous lidentification de gr,F avec 2" F.

Preuve. Notons U, W, U', et W, les matrices colonnes formées respectivement
par les coordonnées de u, de w et de leur dérivées partielles en x dans la
base (£1,...,,) de €. D’apres la preuve de la proposition -4 et I'identité :
W = A-U (Lemme R:2), nous avons : U = z ((4p) ' +S) - W olt A est la
matrice magique associée au bouquet et § est une matrice a coefficients de
valuation strictement positive. En dérivant, il vient :

U = ((A|F)_1 +T) W + =z ((A‘F)_l + 8) W

avec T = § + xS, a coefficients de valuation strictement positive. En par-
ticulier, si w appartient & F,, alors Vw y appartient aussi. De plus, si U’
et W désignent les formes initiales en degré r des matrices colonnes U’ et
W, nous avons alors : U’ = (14 7r) (Ajp) " W, et avec le lemme précédent :
grV(W) == (I+1+r)(Ap)") -W.O

Intéressons-nous maintenant au cas d’'un bouquet de branches avec mul-
tiplicités passant par l'origine, défini par f, = [\, (y — a;)". D’apres ce qui
a été expliqué au paragraphe P.2.3, V est encore bien défini comme endo-
morphisme de F.

Les résultats de la proposition précédente s’étendent sans peine.

PROPOSITION 2.14 Soit f, = [[;_,(y — a;)" un polynome définissant un
bouquet de branches avec multiplicités, passant par l'origine. Notons A, la
matrice magique généralisée associée et A la matrice magique associée au
bouquet de n branches sous jacent. Pour tout rationnel r € Q, lopérateur V
induit un endomorphisme de F,. De plus :

gr,V = — (A+ (1+n)1) (Ayr)™"

sous lidentification de gr,F avec 2" F.

21



Preuve. Nous reprenons les notations utilisées lors de la preuve de la proposi-
tion R.13; posons encore @ = Y (ui(e;), +vi(e:),) € Fet f =] (y—ai).
Le calcul mené au lemme P.T9 conduit & : w = (uf, +vf,)/f, puis :

Vw=— [i u;@] — W . (6)

En particulier, la solution (u,v) € F x € de 'équation u(f,), +v(f.), = wf,
est aussi la solution de uf; +vf, = wf. D’apres le lemme B.3, nous avons
donc : W = (1/z) (A+ A’)-U, ot W est la matrice colonne des coordonnées
de w, et A’ est une matrice & coefficients dans K de valuation strictement
positive. Par ailleurs, d’apres la preuve de la proposition R.9, nous avons
aussi : U =z ((Ayr)~' +8) - W, et donc encore :

u = ((Au\F)i1 + T) Wt ((Au\F)i1 + S) W
ou S et 7 sont des matrices a coefficients de valuation strictement positive.

A partir de Pidentité (B), nous en déduisons alors que le vecteur colonne
des coordonnées de V w est donné par la somme :

—((A+D(Ayr) P+ L)W — 2 ((Agr) ™ + S)- W

ou L est une matrice a coefficients de valuation strictement positive. En
conséquence, Vw appartient bien a F, lorsque w € F,, et sa forme initiale
endegré rest: — (A + (L+7)) (Ayp)™ - W, o0 W =in,w e 2"F. O

2.4 La résolution de ’équation uf, +vf, = w

Soit f = [I,(y — a;) € K[y] un polynome réduit. Dans ce paragraphe,
nous nous proposons d’étudier I’'équation :

ufy+vfy=w (7)

pour w donné dans €. Nous savons que cette équation admet une unique
solution (u,v) dans F x F. Avant de la déterminer précisément dans le cas
d’un bouquet passant par l'origine, fixons quelques notations.

n

NOTATION 2.15 Etant donné un bouquet & n branches f = T, (y — @)
passant par 'origine, nous notons : 7 = sup{m;+m;;; 1 <1, j<n, i #j},
0= inf{r(e;);1<i<n},0=m —1l,et7=m —0.
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PROPOSITION 2.16 Soit f = [[_,(y—a;) € K[y] un polynome réduit définissant
un bouquet passant par l’origine.

(i) Pour tout w appartenant a &, la solution dans F x F de ’équation
uf, +vf, =w est donnée par :

u = (Aw—r)fllf)’w
vo= i (uidg + (wifei(as))e
otu =" we;, w=>y 1 we;, et B désigne 'endomorphisme de € induit

par la matrice magique de Mago(n, K), symétrique, de terme général : (3; ; =

—(eilai) —g5(a5))/((a;i — az) - ei(ai) - €5(ay)), i # j.

En particulier, pour tout r € Q :
Er C ?T—Gf;; + ?T—Tf?; .
(i4) Soit w = uf, +vf, un élément de E, avecu € Fr_g etv € F,_,. Alors
u;, + v, appartient a Frr.

Preuve. Posons v = > v;; avec Y+ v; = 0. En divisant I'équation par f?
puis en utilisant Uidentité : 1/f = 37 | (1/;(a;))(1/(y—a;)), nous obtenons :

—uaf; + v 1 “wy _ wi 1
2 - f (Z y—az’) _Z gjla;) (y—ai)(y — a;)

i (y — ai)(y — aj) i=1 i,

Par unicité de la décomposition en éléments simples, 'identification fournit :

w; ,
= V; — ua

1<i<n . (8)

70

Apres élimination des v;, ’équation devient :

ui(a; — a’) " 1 1
2. 2 wil )

~ y—a)y—a) L ea)

En utilisant I'identité (J) page [[g, il vient finalement :
a, — a 1 1

> | ] -
a; — aj Yy — a; Yy —ay

i
Z si(ai) — z—:j(aj) Ww; [ 1 1 :|
a; — a; ci(ai)ej(a;) ly—ai y—aq

i#]
SilU et VW désignent encore les matrices colonnes formées par les coordonnées
de u et w dans la base (e1,...,¢,) de &, cela se réécrit : AU = BW, ou
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A est la matrice magique complete associée au bouquet. Par ailleurs, nous
remarquons que 'image de B est contenue dans F. Grace a la proposition
B-4, nous obtenons alors l'expression de (u,v) annoncée.

Observons maintenant que (3; ; est de valuation supérieure ou égale a —.
Comme la valuation des termes de la matrice de I’endomorphisme (A‘f)fl
dans la base (1 — &y, ..., 6,—1 —&,) est au moins égale a 1 (Proposition P-),
nous en déduisons que : val(u) > val(w) — 0 et val(v) > val(w) — 7; d’ou la
seconde assertion.

Montrons maintenant le second point. Compte-tenu des identités (f]) et
(§), nous avons :

n

§j<<>+m2y—%

i=1 i—1

Par suite :

Yy —aq

O

Remarquons alors que, pour des indices ¢ et j distincts, la valuation de
((ei = €il@))/(y — ai))(a;) = —ei(a;)/(a; — a;) est égale & m; —m;;; quant
a celle de ((g; — &i(a;))(y — ai))(ai) = (&), (a;), elle est supérieure ou égale
& m; — supy{mix}. Avec la remarque .1, nous en déduisons alors que :
val((e; — £i(a)/(y — a;)) > inf{infysfm; — my; — my}, infe{ —mic}).
Dot = val((wi/ei(a:))(ei — €i(ai))/(y — ai)) = v(wi) — sup;i{mi; + m;},
puis : val(u}, +v;) > inf{val(u) — 1, val(w) — 7}. La partie (i) s’ensuit. [J

Le corollaire P.7 a son pendant.

COROLLAIRE 2.17 Soit f € Cl[z]][y] un polynome distingué réduit.
(i) Pour tout r € Q :

gr C fr—@fg,; + fr—rfg: .

En particulier, E est contenu dans 'idéal jacobien (fy, f,)C[[x]][y].
(ii) Soit w = ufy, +vf, un élément de & avec u € Fy et v € Fs. Alors

u;, + v, appartient a Fo.

REMARQUE 2.18 Sil’on souhaite étendre ces résultats au cas d’un polynome
g de degré supérieur ou égal a n, il convient d’abord de le décomposer selon
les puissances successives de f : g = wo + wif + - - + wef’ avec w; € &,
0 < < (. 1l s’agit ensuite de trouver une minoration convenable des poids
des wy, pour 1 < k < 0 : val(wg) = inf{v(wi(a;)/ei(a;)) 3 1 < i < n}
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en fonction de la donnée ¢g. Par exemple, si ¢ est un polynome de degré
strictement inférieur a 2n, alors : ¢ = wy + wy f, et nous pouvons minorer
les poids de wp et w; a l'aide des valuations des g(a;) et g, (a;), 1 <i < n,
et des multiplicités d’intersection des branches du bouquet, en utilisant les
identités :

g9(ai) = wola;) ; gy(a;) = (wo)y(a:) + wi(a;) fy(ai) -

Apres calcul, nous trouvons : val(wg) = inf{v(g(a;)) —m; ; 1 <i <n}, et
le poids val(w;) est supérieur ou égal a :

inf{y(g;(ai)) —2m;, v(g(aj)) —m; —m; —myp; 1 <i,5.k<n,i#k}.

On peut alors appliquer la proposition P.1q a wy et le corollaire B.J & w f.

EXEMPLE 2.19 A partir du corollaire et de la remarque précédente,
nous sommes en mesure de préciser une puissance de l'idéal maximal con-
tenue dans l'idéal jacobien d’un germe de courbe a singularité isolée f en
fonction des multiplicités des composantes irréductibles et des multiplicités
d’intersection des composantes entre elles. Cette puissance ne dépend donc
que du type topologique du germe, et elle est meilleure* que le nombre de
Milnor, p = Z?Zl m; —n + 1, qui convient toujours.

4(C’est-a-dire plus petite
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3 Un multiple de la b-fonction

3.1 Préliminaires
3.1.1 Le polynome de Bernstein

Notons O l'anneau des germes de fonctions holomorphes a 'origine de
C?, D l'anneau des germes d’opérateurs différentiels a coefficients dans O et

D[s] = D ®c CJs].

Etant donné un germe f de fonction holomorphe, nous considérons le
O[1/f, s]-module libre de rang un, O[1/f, s] f*, muni de sa structure naturelle
de D[s]-module. D’apres [}, il existe un polynome non nul b(s) € C[s] et un
opérateur P € Dl[s| réalisant dans O[1/f, s|f* 'équation fonctionnelle :

b(S)fS — P_fs—i—l )

Le polynome unitaire b(s) de plus petit degré réalisant une telle équation est
appelé polynome de Bernstein de f ou b-fonction de f. Nous renvoyons le
lecteur aux travaux de B. Malgrange ([f], M), A. N. Varchenko ([[]) et T.

Yano ([§) sur ce sujet.

Nous supposons maintenant que f s’annule a l'origine et définit un germe
de singularité isolée. Son polynéme de Bernstein b(s) est alors de la forme
b(s) = (s + 1)b(s) ou b(s) est le polynome minimal de I'action de s sur le
D-module de type fini :

D[s]/*

= (s = D[S]fs
M = ( +1)D[S]fs+1 o D[zﬂ(f)fé?f?;)fs

ou sur sa cohomologie de de Rham :

qui est alors un C-espace vectoriel de dimension p, le nombre de Milnor de
la singularité (voir [{]).

Nous supposerons de plus que f est un polynome distingué réduit de
C{x}[y| de degré n > 2. D’apres le théoreme de Newton-Puiseux, il s’écrit :
f =TI, (y—a;) dans C{z}[z"/9][y] pour I'entier d égal au p.p.c.m. des degrés
des facteurs irréductibles de f. Dans cette partie, nous allons construire un
multiple du polynome de Bernstein de f qui ne dépend que de d et de la
famille {m; ; ; 1 <i < j < n} des multiplicités d’intersection des branches
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deux-a-deux. Lorsque n est la multiplicité® de f, ce multiple ne dépend alors
que du type topologique du germe de courbe défini par f.

Dans cette construction, nous n’utiliserons pas la cohomologie de de
Rham invoquée ci-dessus. Par contre, nous verrons que cette cohomologie
H?M est engendrée par les classes d’éléments de la forme wf* et swfs!
avec w dans O.

3.1.2 La transformation de Tchernhaus

Soit f € C{z}y] un polynéome distingué, réduit, et [[_,(y — a;) sa
décomposition dans C{z}[x/?,y]. Nous rappelons que o désigne la somme
> a;. Posons :

a=inf{m,;; ; 1<i<j<n}.
Nous constatons que le rationnel « coincide avec inf{v(a;—o/n) ; 1 <i < n}.
C’est une conséquence des deux inégalités suivantes :

-pour 1 <i <n:v(a;—0/n) > apuisque a;—a/n = 37 (a;i—a;)/n;

-pour 1 <i#j<n:v(a—a;)>inf{r(e, —o/n); 1 <i<n} ayant
a; —a; = (a; —o/n) — (a; — o /n).

Nous en déduisons que le polynome h € F défini par :

ho=f - (G-

est de poids val(h) strictement supérieur a «. Nous faisons alors le change-
ment de coordonnées : x; = x,y; = y — o/n. Pour ne pas alourdir les
notations, nous appelons toujours = et y ces nouvelles coordonnées et nous
supposerons désormais que o est nul. En particulier, nous avons alors :

a=inf{m,;;; 1 <i<j<n}=inf{v(e); 1<i<n}=94,

B Y x , 1 -
h =f- ﬁfé — o5t = %;(m;—éai)ai

avec val(h) > 9.

Pour 1 < i < n, notons a; 5 € C le coefficient de 2° dans le développement
de a; ; alors : v(a; —a; s2°) > 6. Constatons enfin que le premier c6té du poly-
gone de Newton de f a pour équation : k/nd +1/n = 1 dans les coordonnées

5(C’est-a-dire lorsque I'axe des y est transverse & f.
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(k,1), et que la restriction de f a ce coté est le polynome quasi-homogene :
n

Hi:1 (y — amx‘s).

3.1.3 La division selon le premier c6té du polygone de Newton

Introduisons maintenant la fonction de poids p : O — QT associée au
premier c6té du polygone de Newton de f. Pour tout w = Y wy2%y' € O
non nul, nous posons :

l
; Wl 7&0} .

!
n

. k
plw) = inf{ —+

La filtration de O associée est définie alors en posant, pour tout ¢ € Q% :
O, ={w € O; p(w) > q} - avec la convention : p(0) = +oo. Notons aussi
O.q ={w € O; p(w) > ¢}

Nous avons bien sur : p(f) = 1. D’autre part, la relation suivante permet
de comparer les poids p et val d'un élément de EN O = Z?:_ol C{z}y.

LEMME 3.1 Pour toutw € ENO :
val(w) > ndp(w) —sup{m;; 1 <i <n}.

En particulier : €N O, C & dés que g > sup{m;}/nd.

Preuve. Comme v(z*al) = ndp(z*y") pour tout indice i tel que v(a;) = 6,
nous avons : v(w(zx,a;)) > ndp(w) pour 1 < i < n. Ayant de plus val(w) =
inf{v(w(x,a;)) —m;;1 < i <n} (voir la remarque R.1)), le résultat s’ensuit.

n

Pour tout w € O, nous avons l'identité :

z Yy

n_éw‘; + owy, = pwjw +wr, plw) > p(w) . (9)
En particulier, pour w = f :
T )
R S N N N LSS (10

Enfin, le résultat suivant s’obtient tres facilement, en suivant pas-a-pas ’al-
gorithme de la division.

LEMME 3.2 Soit w € C{z}[y] un polynome non nul. La division euclidienne
de wh par f fournit :

wh = wyf + Max)f, + @ (11)
ou wy € C{x}y], Mx) € C{z} et w € F vérifient : v(A(z)) > nop(w) + 4,
p(wg) > p(w) + p(h) — 1 > p(w), et val(w) > ndp(w) + 0.

28



3.2 La montée des poids

Dans ce paragraphe, nous donnons les lemmes techniques sur lesquels
s’appuit la détermination d’un multiple du polynome de Bernstein de f.
La méthode utilisée - la ‘montée des poids’ - est classique pour traiter ce

)

probleme (voir [ par exemple).
Nous considérons trois classes d’éléments dans O[1/f, s]f* :

classe A : les éléments de la forme w f* avec w € O N F et val(w) > 0;
classe B : les éléments de la forme wf® avec w € O N F et val(w) < 0;
classe C : les éléments de la forme swf*~! avec w € O N F et val(w) > 0.

Comme Fy est contenu dans O (Remarque R.1)), la classe A (resp. C) est
I'ensemble Fsqf* (resp. sF-of*!). En ce qui concerne un élément wf* de
la classe B, wf n’appartient pas - en général - a l'idéal jacobien:; pour ces
éléments, nous ne pourrons faire que le premier pas de la division par cet
idéal, selon le premier coté du polygone de Newton.

3.2.1 Montée des poids en classe A

LEMME 3.3 Soit w € F, avecr > 0. Alors :
M. (s)wf* € D[s| Fsrf* + D[s] f,[*

avec My (s) = [[heap (s — A) ot A(r) désigne lensemble des valeurs propres
de l’endomorphisme diagonalisable gr, V.

Preuve. D’apres le corollaire .7, il existe u € F,,1 et v € &, tels que :
wf =uf, +vf,. Parsuite :

swf® = u% f3+v§y fF=vVw)f*+ %ufs—l— %vfs.
Nous pouvons écrire : v = vy + () f, avec v; € Fs, et n(z) € C{r} tel
que v(n(z)) > r. Pour tout nombre complexe A\, nous avons alors :
(s—=MNwf*=(V-=X)(w)f*+R
avec R € D[s|F~,f*+Dls|f, f°. D’apres la proposition P.T3, nous savons que

V(w) appartient a F,. On conclut en itérant la formule précédente lorsque
A parcourt A(r). O

Nous rappelons que, grace au corollaire [[.1§, 'ensemble A(r) est complete-
ment déterminé par ’arbre associé au bouquet défini par f.
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3.2.2 Montée des poids en classe B

LEMME 3.4 Soit w € O,NF avec ¢ € QF. Alors :

1 1 _
(54—t -+ q)wf* € DI|(OsgF)f* + Dls] fyf* + Dls] sForsgraf ™
Preuve. Nous avons l'identité :

1 0 10 1 1
}wfs = (5+—+ﬁ+q)wfs

ooz T noy? o
X ! / S—
tow(fi+ Lpy - )
T, Yo, s
+<n—5wx+nwy qw)f.

Soit encore yw = w3 + n(x)f, avec wy € Os, N F, la décomposition de yw
dans F @ C{z} f,. En utilisant les identités (), (L0), et (L), nous trouvons

alors :

1 1 el
(s+ —+—+qQuwf’ = swf’ 1
ndé n

) 10 , ) .
%a—xxw + ga—y(wg + T](l’)fy) — Wy + swa + 8—y)\<l’) f

avec @ p(zw), p(wi), p(ws), p(wz) > ¢, p(A(x)) = (1/nd)r(A(z)) > q et
val(w) > ndq + 9. Dot le résultat annoncé. [

3.2.3 Montée des poids en classe C
LEMME 3.5 Soit w € F, avecr > 0. Alors :
M,(s—1) swf*' € D[s] Fursf*™' + D[s](Ospjns N F)f°

ot M, (s) désigne le polynéme minimal de gr,V.

Preuve. Nous procédons de la méme maniere qu’au lemme B.3), apres décalage
de s en s — 1. D’apres le corollaire .7, il existe u € F,41 et v € &, tels que :
wf =uf, +vf,; par suite :

0 0 0 0
8_1w371:u_ sfl_i_,U_ sflsz sfl_i__u sfl_i__v 371.
(s = Dwf = uge P pog s = V)T g o

Nous pouvons écrire : v = v + n(x)f, avec vy € Fs, et v(n(z)) > r. Pour
tout nombre complexe A, nous avons donc :

(5 — 1= Nswf* = s(V — AD)(w) [ + (a%) W@ + R
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avec R € D[s]Fs,.sf*"1. Constatons que : p(n(z)) = (1/nd)v(n(zx)) > r/nd.
L’assertion s’obtient alors en itérant la formule précédente, A\ parcourant
I’ensemble des valeurs propres de gr, V. UJ

3.3 Résultat des courses

3.3.1 Les polynémes M, (s) et M, (s)

gros

Un multiple grossier convenant a tous les éléments w f* en classe A est
le produit M}, (s) des polynémes M,(s) lorsque r parcourt (1/d)N avec

0 < r < . Par itération du lemme B.3 puis application du corollaire .17,
nous obtenons :

Mgrou(8)Fof* C DIs|(fz, f)f* - (12)

Ce multiple ne dépend que de d et des multiplicités d’intersection m; ;.

Un multiple plus fin, M]’%n(s), s’obtient en prenant le produit de ces
mémes polynomes M, (s) lorsque r parcourt I'ensemble :

MY = {val(w) s we Fy ot w i (£.0 1))}

En général, ce multiple ne dépend pas que du type topologique du germe de
courbe défini par f (par exemple, penser a f quasi-homogene et semi-quasi-
homogene). Nous avons alors :

M3 () Fof* € DIsI(f, fo ) F° -

3.3.2 Les polynémes M}, (s) et M, (s)

gros

Nous rappelons que O, N F C Fy pour ¢ > sup{m;}/né (Lemme B.T]).
Pour définir un multiple grossier, nous considererons alors tous les poireaux :
p=k/nd+1/navec 0 < p < sup{m;}/nd et (k,I) € N?. Nous notons donc
MJ,.(s) le produit des facteurs (s+(k+1)/nd+(I+1)/n) correspondants. On
remarquera que la plus petite valeur propre non nulle de la matrice magique
associée a f est \g = nd = y(To)n(1y), et que d’autre part, r = k+(I+1)J est
la valuation du reste de la division par f du polynéme wyf, avec w = akyl.
On peut donc récrire MJ, (s) comme le produit des facteurs (s + (147)/Ao)
lorsque 7 parcourt les valuations de ces éléments wy f,.

Pour un multiple plus fin, nous ne considérerons que les poids p(w) avec
we ONF, et val(w) < 0.
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3.3.3 Le polynéme M¢ (s)

gros

Constatons que pour tout w € Fy, 'élément sw f*~! appartient a D[s]Fy f*.
Cela résulte de la décomposition : w = uf; + vf, établie au corollaire R.17,
et de l'identité :

8 8
s—1 / ! S s s
SW | ——(Um—i—vy)f —i——xui —|——yU’ .

Pour avoir un multiple grossier M gc;os(s) en classe C, nous prendrons le
produit des polynémes M, (s — 1) pour tous les poids r parcourant (1/d)N
avec 0 < r < . Le fait qu’il n’apparaisse en classe C que des éléments de

poids strictement supérieur a § est une conséquence du lemme B.4.

3.3.4 Un multiple de la b-fonction

Notons A 'ensemble des valeurs propres non nulles de la matrice magique
associée a f. D’apres la proposition .13, le polynéme minimal de 'action de
gr V sur gr, F est alors : M,(s) = [[,ca(s + 14 (1+7)/A). Nous rappelons
encore la définition des multiples grossiers en chaque classe :

M2, (5) = I M,

re[0,m[N(1/d)N

Mgc;“os(‘s) = H MT(S - 1) )
reld,x[N(1/d)N

(s + 2

H k+1 l+1)
nd n

0<i<n—2, 0<k+Ild<sup{m;}

ou d est le p.p.c.m des degrés des facteurs irréductibles de f, et k,[ sont des
entiers naturels.

THEOREME 3.6 Soit f € C{x}[y| un polynome distingué, réduit, de degré
et de multiplicité n. Le polynome (s + 1)M,(s)ML , (s)MS,,(s) est un

multiple du polynome de Bernstein de f ne dépendant que du type topologique
du germe de courbe plane défini par f.

Preuve. A partir de I’élément f° de la classe B, nous sommes en mesure
de faire monter les poids en utilisant les lemmes B.4 ou B.J Lors de leur
utilisation, nous avons besoin de comparer les poids de deux éléments de la
forme w’f* et sw” f5~'; pour que ca colle, nous devons poser :

o(w'f5,sw” 571 = inf{ndp(w’) , val(w”)}
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et faire monter le poids o des termes rencontrés. Nous pouvons remarquer que
s'ily a égalité : r = ndp(w’) = val(w”), et si le facteur (s+p(w')+1/nd+1/n)
divise M, (s — 1), la multiplication par M, (s — 1) suffit pour faire monter le
poids des deux éléments. Nous obtenons alors :

M1os(5)Myoy(3) f* € DIs|Fo f* + Dls| f, f*

gros gros

et on conclut a 'aide de l'identité ([F). O

REMARQUE 3.7 Nous rappelons que M. Saito montre dans [{] que les racines
du polynome de Bernstein d'un germe réduit f € O sont strictement com-
prises entre —2 et 0. On peut donc tronquer les polynomes donnés pour
obtenir un multiple plus petit. Nous n’avons pas réussi, pour le moment, a
retrouver explicitement ces inégalités par notre méthode.
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