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Résumé

Dans ce preprint, nous établissons des développements d’Edgeworth de deux estimateurs d’une
proportion de mesures 7. Le premier est construit a partir de la méthode du maximum de vraisem-
blance et le second a 'aide des estimateurs sans biais et de variance minimale. Ces résultats sont
motivés par leurs applications dans les laboratoires de contréle ou dans I’industrie chimique, phar-
maceutique, agroalimentaire, etc.

Abstract

Edgeworth expansions for two point estimators of the proportion of measures

In this paper, we establish Edgeworth expansions for two point estimators of a proportion of exper-
imental results . The first one is based on the maximum likelihood method and the second one is
the minimum variance unbiased estimator. These results are motived by their counterparts in the
official quality laboratories and in the industries of various sectors, namely: chemistry, pharmacy,
food processing, etc.

1. Motivation

Un des problemes des laboratoires de controle ou de 'industrie chimique, pharmaceutique, agroalimen-
taire, etc, est ’estimation de la proportion d’une population de mesures se situant entre deux limites.
La littérature est relativement abondante sur ce sujet : citons par exemple [1] et [9] pour de plus amples
détails. Supposons qu’une série de mesures suive une loi normale de moyenne j et de variance o2 incon-
nues et que la proportion des mesures appartenant a l'intervalle [L, U], L pour Lower et U pour Upper,
notée 7, est le parametre d’intérét. Par exemple, dans les laboratoires de contrdle, [L, U] représente
I’étendue des valeurs produites acceptables et 7 est alors la proportion d’unités conformes. Nous pro-
posons deux estimateurs possibles pour la proportion 7 et établissons des développements d’Edgeworth
qui permettent de construire des intervalles de confiance qui seront étudiés par ailleurs. Le recours a ces
développements se justifie par la faible taille des séries de mesures utilisées, souvent comprise entre 5 et
20, et par conséquent, par le fait que les approximations asymptotiques ne sont plus valides dans ce cas.

2. Notations et résultats préliminaires

Soit {X; : 1 < i < n} une série de mesures qui suit une loi normale de moyenne p et de variance o2.

. ~ o . <\ 2 . ..
Désignons par X = % >, X; la moyenne empirique et 52 = ﬁ S (XZ- - X ) la variance empirique
corrigée. Introduisons la proportion 7 qui se définit par :

w;w(ﬂ,ﬁ)ng)(gU}@(U;“)cp(L;“), (2.1)



ou ¢ désigne la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite, U et L, avec L < U, sont les
« limites d’acceptation », dont les valeurs dépendent de la norme utilisée.

A partir de (2.1), deux estimateurs de 7 sont proposés : le premier, noté 7, est basé sur la méthode du
maximum de vraisemblance (MV) et le second, noté 7, est sans biais et de variance minimale (SBVM).
La propriété de I'invariance du maximum de vraisemblance permet de définir I'estimateur 7 ainsi :

= s U-X L-X — 82 . 9 n
7TZ:7T<X7IC2> :(I)<k Py )—(I)(k Py )Z.g]\/IV <X7k2> ou k“= nfl. (22)

Théoréme 2.1. 7 — 7 renormalisé par \/n est asymptotiquement gaussien de variance o3, (cf [2]).

L’expression de l'estimateur 7 (cf [7]) s’écrit :

F=7(X ) = ®-7)(X3p) o 0 si b <0
— 2 ou T (X, k%) = 1 si bi >1
= gsBVM (X, p) By, (252,252)  sinon,
(2.3)
ot By, (152, 152) = L= eyt () T, by = (1 + k) et by = L (14 k2L
WP ) T (=2 Jo ¢ v U 01 =3 sevn-1) €02 =3 sevn—1)

’ . ~ . 7 . . . 2 _ 2
Théoréme 2.2. 7 — 7 renormalisé par \/n est asymptotiquement gaussien de variance OSBVM = OMv-
Démonstration du Théoréme 2.2 :

On commence par quelques définitions en reprenant les notations de [2] :

Définition 2.1. Estimateur asymptotiquement gaussien (EAG)

Un estimateur &, de g sur le modele M®" (ot M®" = (H", B(H"),{P§™;0 € ®}), ou H désigne un
espace de Hilbert, © est un ouvert de R" et ® désigne le produit tensoriel) est dit étre un estimateur

asymptotiquement gaussien de g si pour tout paramétre 6 de l’ensemble des paramétres noté O, il existe
une matrice V(0) positive telle que lon ait :

C’n,
\/ﬁ((gn - 9(0)) — N(Ov V(e)) )
ot Ly désigne la convergence en loi.
Définition 2.2. ¢—équivalence

Soit ¢ une fonction définie sur N* a4 valeurs dans R . Les vecteurs aléatoires X, et Yy, sont dits
¢— équivalents asymptotiquement si

d(n)(Xn — Yan) — 0
) _ 1
et U'on notera X, — Y, = op <—¢(n)>.

On va utiliser la Propriété 6.15 page 182 de [2] que 'on rappelle ici :

Proposition 2.1.
Si 8y, est un EAG alors tout estimateur v/n—équivalent a 6, est un EFAG.

On pose :



V(y)dy,

N

VAT (”52) (n—1)s.

ou T représente la fonction Gamma d’Euler et ¥(y) = l[kffsc\/ﬁ,kfﬁcm}(y) pour y € R. Les
diverses formulations de gspary sont présentées dans [8].

Proposition 2.2.
T est un estimateur asymptotiquement gaussien de variance asymptotique O'JQWV.

Démonstration 2.1. o
C’est une application de la méthode delta, puisque (X,s?/k?) est un estimateur asymptotiquement
gaussien et gy est une application de classe C*° sur R. On renvoit & [2] pour plus de détails.

Proposition 2.3.
T et T sont \/n—équivalents.

Démonstration 2.2.
On commence par chercher un développement de 7. Pour ce faire on préfere utiliser 'expression intégrale
donnée par la fonction hgpnv :

(5 R

(71_2>2(n_1)8c /LU ll_(y;X) (nfl)Ql 2 U(y)dy.

2
Se

k2

hspumv (X, > =
VZoN

2

Ona:

T (nl) 9 n;4
— 2 2 k(Y E(y—X 1
hSBMV (X,) = — 1— ( ) \I/(y)dy
L

2 _ _
k ﬁr(n22)msc Se n—1
On pose
n—1
2
o, = —
NZaN n2 )\/n—l
et




aoiyy (5)
1 \/2”(1%) <( i )>

e ¢2w(1";2) <(?

1 3
= — — O (n~2
V2r 4 27m+ (n )’
n—4
n—4

A kKy-X)\ 1 .
s (x3) = £ |- (4)dy
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3
|
V)
—
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E(U-X) 2 17z
- B 1 (2)d
- k(L—X) n—1 [=v/n—1,/n—1] z)dz
k(U-X)
sc 22/
= k(L—X) € / 1[7\/n71,\/n71](z)dz

Ainsi :

K(U-X)
an X Bn (Y, S—};) = <\/127T — ﬁ +0 (n2)> X /Lj;) 6722/21[7m’m](2)d2’
. T
+% L—;) e 12 (322 - iz4> 1 ya=t,ym=1)(?)dz + Op (n™?)
k(U—;)C }(U-X)

= o e [ e (1 g () - 1)
V2 Jreex®) Vor JrE-%) [—vn—T,v/n—1]

k(U-X)

]. ]. Sc 722 2 2 4 9
+zlx/ﬂn/c@x) e (<3462 — 21 nmy ey (2)dz + O (n77).

On reconnait le premier terme du développement :

pony (R 2K = anxn (X, 05)
o)
- (X, Sz/kz) I \/% k(;;) o7 /2 (1[7m,m](z) — 1) dz
K(U-%)
+%ﬁ @ e 12 (=3+622 — 21 s ey (2)d2

+Op (n_2) .



On peut alors déterminer la limite de /n|hspyv (X, s2/k?) — 7 (X, s2/k?)] :

k(U X)
\/H|(hSBMV — 7?) (Y, 53//{52” < |\/— k(L X) e % /2 (1[7m7m](2) — 1) dz
M
—22/2 2 4
\F4\/§ ﬁ@ x © P (=3+62" — 21 mmt g (2)dz
+Op (77,73/2)
1 +oo 2
R —z7/2 _
S \/ﬂ/_oo € (1 1[—m,m](z)> dz
k(U-X)
f4\/ﬁ ﬁ(L x) 2 (3462 + 2")11_ =1,y (2)d2
+Op (n_3/2)
1 /—\/ﬁ L, 1 too
< — 6z/2dz+7/ =724,
V2 Ver Jyn=1
\f4\/2 / e /7 (34627 4 2')dz 4 Oz (n7?)
T
\/%e‘"/2 3 -
< —3/2
X \/ﬁ + O]p (7’), ) s

ce qui prouve la /n—équivalence de 7 et 7. On a utilisé le developpement asymtotique, valable lorsque
x tend vers 400, suivant :

+o0 —z2/2 —z2/2 .
/ et 2qt = £ ¢ — +0 (:r*") .
- T T

On a montré au passage que :

1 k(U-X)
e —22/2
word) NOERL (e vamrvmmm () 1) dz

c

est un Op (n‘2). Ainsi on a en fait le développement plus simple :

k(U-X)
— = 1 1 sc 2
hSBMV (Xv 53/k2) = 7 (X7 SS/kZ) + EW k(L—X) (& /2 (—3 + 622 — 24)1[7m7m](2)d2
+0p (n7?) (2.4)

dont on se servira par la suite.

Corollaire 2.1.

T est un estimateur asymptotiquement gaussien de variance asymptotique U%BMV et l'on a de plus
2 _ 2

0sBMV = OMmV-



3. Développement d’Edgeworth pour 7

Afin d’obtenir un développement d’Edgeworth pour 7, nous utilisons les résultats et les notations de [6].
Soient {X, X1, ..., X, } des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi N'(u, o).
Introduisons X = (X, X?) et Xg = (X, X2, X3, X%). L’expression (2.2) indique que 7 dépend de X et de
sc/k. Ainsi nous pouvons aussi dire que 7 est une fonction de 'échantillon {(X;, X2): 1 <i<n}.
Maintenant définissons la fonction Fy asy (resp. la fonction studentisée Fs ary) de la fagon suivante :

Fouv: (z,y) €eR®* — guv(z,y)/omy €R (3.1)
Fsmv: (2,y,2,t) eRY M(w,y)/ o2 (z,y,2,t) ER (3.2)

ot 03y (2,y,2,) = Yoy Y11 (9garv /0 - Ogarv 0;) (w,y) (80 + §) — $(i)(4)), avec ¢(k) la k—eme
composante du vecteur (z,y, z,t) et garv (z,y) = guv (z,y — 22) — 7 (n, 02).

Théoréme 3.1. Nous avons le développement d’Edgeworth a 1’ordre deux suivant :
PlvnFe v (X,s2/k%) <z] = @(z)+ 0 2py o v (2)(2) + 1 P2 e v (2) () (3.3)
+0 (n_3/2) ,

uniformément en x € R et ol p1 o v, P2,e, v sont définis par les équations (2.24) et (2.25) page 48 dans
[6]. Les coefficients k1 2 pmv, k2,2,mv s k3.1,mv et ka1 av different d’une statistique & autre puisque :

L4 d d d d d d d
kiomy = 3 g E aijlij,  k3mv = E E E a0k ik + 3 g E E ;05 Qe fhik f s
i=1j=1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 1=1

d d d L d d d d d d d

koo v = E E E @ik fijk + 5 5 E E E Qi Okl ik fhji + § E E E @i Gkl i okl s
i=1 j=1k=1 1=1 j=1k=11[1=1 i=1 j=1k=11=1
d d d d d d d d d

ka1 my = E E E E a;ajara; (fijir — 3bijtet) + 12 5 E E 5 E ;O Qg QL il P km
i=1 j=1k=11=1 i=1 j=1 k=1 i=1 m=1

d
Z 505 Rl Ao (i okt fmo + 20Lij e o + Abik i1 fomo + 161k fjm o)
1

oles
M~
M=
M~
M~
M-

\,
Il
-
<
Il
-
£
Il
-
Il
_
Il
—

(e}

@i 05k Amo (Aflim ki thjo + 2L bim [k tio) 5

e
M-~
M-~
M-
M-
M-
M-

«
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I
—
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Il
-
I
—
Il
_
o
Il
_

ol a est égal & Fy prv (resp. & Fy pyv), en désignant par (1) 1a j-eme composante d’un vecteur et avec

Qiy..i; = (aj/ax(il) e 8x(ij)) a(X)|x=gx] et pi,..i; =E [(X - y)(il) (X = u)(ij)
Démonstration du Théoréme 3.1 :
Remarque : Sans perte de généralité, on suppose que :
E[X]=0 et VarX]=1.

Le Théoreme 3.1 s’inspire du Théoreme 2.2, page 56 que l'on trouve dans le livre de Hall. Le seul
résultat & démontrer ici est le calcul des coefficients ki 2 v, k31 v, k2,2,mv et ka1,mv. Le lecteur
pourra également se reporter & [5] et & [10] olt sont développés des calculs similaires.



Calcul de ki 5 pv ¢ Ce résultat n’a pas besoin d’étre démontré puisqu’il est déja établi dans le livre de
Hall, page 55, équation (2.32). Il suffit juste de lire quelques lignes en dessous et de s’apercevoir que

—1
ki2my = A0

Dans notre cas on a o = 1, puisque l’on a construit notre estimateur de telle fagon que la variance soit
égale a 1. Ce qui implique que
1l
kremy = A1 =5 DO i,
i=1 j=1
ou
4 I <
Wiy = <8w(i1) - .835“”) a(X)|x=gx] et aestégala Fyry (vesp. a Fsav).

Calcul de k3 1 3y : Comme précédemment, ce résultat ne serait pas a démontrer puisqu’il est déja établi
dans le livre de Hall, page 55, équation (2.33). On le redémontrera quand méme par la suite. Hall écrit

_3
k31 my = Aa07°.

De la méme maniere, on a dans le cas étudié ici :

d d d d d d

d
k31 mv = Az = Z Z Z a;aja ik + 3 Z Z Z Z A Q5Qk1 ik g1

i=1j=1k=1 i=1 j=1k=11=1

Calcul de k25 pv : Pour calculer ce coefficient, il faut calculer d’abord kg ,. D’apres le livre de Hall,
page 55, on a
Ko =E[S2] —E*[S,],

ou S, =nl/2A, (X)
Dans notre cas, on a soit :

- X = (X,X?) et A(x) = gmv (x) /omy (i) qui est bien défini au voisinage du point de coordonnées
(0,1).

- X = (X, X2, X3, XY et Ay(x) = garv (x)/ o2y (x) qui est bien défini au voisinage du point de
coordonnées (0, 1,0, 3).

On explique que la différence provient de I'expression des dénominateurs :

|

o ) = 3000 P 0,0y OBV (0 1) (i 1) — 9(0)0(s), ot G(k) est Ia k—me composante
i=1 j=1 ¢ ¢
du vecteur p = (0, 1,0, 3).
- R gy Oy PR \
B O.MV(J:’ Y, th) = Z 8x ( ’ ) : ax (Z‘,y) ((b(z +.7) - ¢(Z)¢(j))7 ou ¢(k) est la‘ k_eme compo-

Ainsi dans la suite on aura soit d = 2 si ’on considere la version non studentisée A de la statistique soit
d = 4 si I'on consideére la version studentisée A, de la statistique. Pour le calcul du développement on



peut donc adopter une démarche unifiée.
D’autre part, Hall écrit, page 53, équation (2.28) :

S = Sur +0p (n7712), 121,
ol

d d
nr—za Z )+7’l71/2 Z ZamzZ(“ Z(12)+ —‘rni(ril)/Q% Z z:CL,L'IH_Z‘TZ(il)...Z(i’")7

11 liz=1 =1 i.=1

o Z=n(X—p).
Dans la situation présente, un développement de Taylor a ’ordre r, avec r égal a 3, suffira pour ne négliger
aucun terme dans les calculs. Par conséquent,on a :

d d d
s, —Z%Z“ ya-12l ZZ“ 70 70) 4 1;ZZZG 207070 4 oy ( —3/2),
i=1j=1 i=1 j=1 k=1
Calculons alors les moments de .S, jusqu’a l'ordre 4 :
1 d d d
Za]E ) 4p121 ZZa EZOZV]4n 723 3 aink Z()Z(J)Zk)]+0< —3/2).
=1 j=1 =1 j=1 k=1

Calculons maintenant :

E[Z0) = E[va(X -] =vam =0,

E[zWZW] =y, cf Hall, page 54,
]E[Z( A )Z(k)] = n*1/2/¢ijk, cf Hall, page 54.
Ainsi
144
E[S,] = n~"/%3 > D i +0 (”_3/2) '
i=1 j=1

Maintenant calculons S2 en ne gardant que les termes au plus en n=! :

S} (i: aiZ(i)) 11 Zd:Z“ () 7 () +n—1/2 (Z“ Z(z)) zdjzd:aiqu)Z(j)
=t i=1 j=1

i=1 j=1

d d d d
+n_1% <Z aiZ(i)> Z Z a/iij(i)Z(j)Z(k:) =+ O]p (n_3/2>
‘ 4 1 d d d . '
_ Zzaiajz(z)z(j) + n—11 Z Z Z ZaijaklZ(z)Z(])Z(k)Zu)
1 d d d d
4n1/2 ZZ Z“’a kZ( A A, 1§ ZZ Z Zaiajklz(i)z(j)z(k)z(l)

i=1 j=1k=1 i=1 j=1 k=1 I=1

+0Op (n_3/2) .



d d d d d d
B8] = 3D waB[2029] +n 13003 wo [0 2020

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 I=1
d d 1 d d d d
—-1/2 s (@) 7(3) 7 (k) 1= . (@) 7(G) 7 (k) 7(D)
23S S ik [2020200] 407 03T Y S Y aiau [2020)2007
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1k=11=1
+0 (n_3/2>

Maintenant calculons la quantité E [Z®)Z(0) Z(*) Z(D] afin d’achever le calcul de E [S2].
{ AGYAC >Z<’f>z<l>} 2 Y E [(Xa 0D (X5 = @D = w)® (X —u)(”} .

Si les indices « et 3 sont différents alors (X, — ,u)(i) et (Xg — u)(j) sont indépendantes pour 1 < 4,7 < d.
On sépare donc la somme en cing parties :

1. celle pour laquelle tous les indices «, 3,7, sont égaux entre eux, représentée par (4) :

n? 3 E[(Xa =0 Xa =0 (X =)™ (Xa = 0)V] =0 nprigns = 07 i

1<agn

2. celle pour laquelle trois des indices sont égaux entre eux. L’espérance des quatre variables centrées
est alors le produit de 'espérance des trois variables centrées pour lesquelles les trois indices sont
égaux par 'espérance de la variable centrée dont l'indice est différent du premier. Par conséquent
cette somme est nulle puisque ’espérance de la variable centrée est nulle. On représente cette somme
par (3,1).

3. celle pour laquelle deux des indices sont égaux entre eux et les deux autres sont différents entre

eux ainsi qu’avec le premier. Pour des raisons analogues a celles du 2., cette somme est nulle. On
représente cette somme par (2,1, 1).

4. celle, notée M M, pour laquelle deux des indices sont égaux entre eux et les deux autres sont égaux
entre eux mais différents du premier. On représente cette somme par (2, 2).

DY E|(Xa — )" (Xo =)D (X5 =) (X5~ )]
<a,B<n
ot

= n7?n(n = 1)uigum
= Mijlkl — Tfl#ijukz-

Ici on a arbitrairement choisi que les deux couples d’indices égaux étaient les deux premiers et les
deux derniers, ce que l'on repésente par («, «, 3, 3). Il reste les cas ou (a, 3, a, B) et (v, 3, 5, ). On
obtient ainsi au final :

(Bbig ot + pirfige + pafign) — n~t (igbtrr + fikftge + patftin) -

5. celle pour laquelle tous les indices sont différents les uns des autres. On représente cette somme par
(1,1,1,1). Pour des raisons analogues a celles du 2., cette somme est nulle.

On en déduit que :

E [Z(i)Z(j)Z(k)Z(l)} = (Wij e + pirttje + parttie) +n 0 (Rigkr — fijpnr — ikt — Rapgr) = Ea(i, 5, k, ).



On peut enfin achever le calcul de E [S?Z] :

d d d d d
E [SZ] ZZ Q;jfhi; +n 1ZZZa-ajkuijk

Finalement, on a :
a_d d d d
fan = ZZ @iajpij + 1 1ZZZa'ajk,Uijk
TS S S (S GO (e
£t £ ( 4 3 ) ittt + Mik et Hitik)

Ainsi, on obtient par identification :

koimv = Z Z @i fi;-

=1 j=1
d d d 144 4 d
koo mv = Z Z Z @iljkHijk T Z Z Z Z @it (Wikpji + Pitfjn)
i=1 j=1k=1 i=1 j=1k=1l=1

d d d d
"% Z Z Z Z“iaa‘kl (pijporl + Wikt + Rittk) -

i=1 j=1 k=1 I=1

Or on remarque :

Qij Al ik Hj
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On a également :

10
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i=11=1 j=1 k=1
Et de ce fait on en déduit que :
d d d 1 d d d d d d
koo myv = Z Z Z i@k fijr + 5 Z Z Z Z ik fhik il + Z Z Z Z Ai Akt Hij kL
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 I=1 i=1j=1 k=1 I=1

Calcul de k3 pv @ Pour calculer k31 av, il faut calculer le cumulant k3, défini page 55 dans le livre
de Hall. Dans I'expression de ce dernier, on voit apparaitre la quantité S3.
Calcul de S3 :

d ’ d 2 d d
i ; 1 . )
S8 = (Z aiZ(l)> +3 (Z aiZ(”> ”_1/2§Zzaijz(z)zm
i=1 i=1 i=1 j=1
N 1L AN
+3 (Z aiZ(l)> n71/2izzaijz(l)z(ﬁ
i=1 i=1 j=1
d N\ [ i d d -
+3 (Z aiZ(l)> nt 5 Z Z Z aijnZDZNZ® | + 0p (nfs/z)
=1 i=1 j=1k=1

d d d d d d d
= Y3 > wiaja 20292 4 Snm12 ZZZZM]%Z( 70) 7k 70
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d d d d d d
E[s3] = ZZZaa]akE[ 220 Z®)] 4 Zn*W SN wasanE 20202020

i=1 j=1k=1 i=1 j=1k=1I=1
d d d d d )
HYESS S Y aajamE [Z@)Z(J)Z(’“)Z(l)Z(m)]
i=1 j=1k=11=1 m=1
d d d d d )
HYESS S Y agjaumE [ E |20 70 z®) 7O Z<m>} +0 (nf:a/z) .
i=1 j=1k=11=1 m=1

On caleule E5(i, j, k,l,m) := E [20 2 z(®) (D) z(m)]

n n

ES(i’jvk’lvm) = n_5/2 ZZZZZ (Z Xﬁ_ )(l)(X’Y_:u)(k)(Xé_:u)(l)(Xe _u)(m)

a=1p8=1v=146=1e=1

On doit se concentrer sur les termes de cette somme pour lesquels aucun des indices est sans répétition.
En effet si I'un des indices est différent de tous les autres alors la variable aléatoire qui lui est associée est
indépendante des autres variables qui forment le produit. L’espérance du produit des variables centrées
se scinde en le produit de deux espérances, 'une associée a la variable centrée dont 'indice n’est pas
répété et donc nulle, 'autre associée aux variables centrées restantes. L’espérance du produit est de ce
fait nulle.

On décide de représenter le nombre de répétitions d’indices dans les sommes étudiées par un vecteur
dont les composantes indiquent le nombre d’indices égaux dans une somme. Par exemple (1,1,1,1,1) est
associée & la somme ol tous les cing indices sont distincts et (5) a celle ou les cing indices sont tous
égaux. Les cas (1,1,1,1,1), (2,1,1,1), (2,2,1), (3,1,1), (4,1) ont été traités au paragraphe ci-dessus et
sont associés & des sommes d’espérance nulle. Reste alors les possibilités de répétitions suivantes : (5),
(2,3).

Dans le cas de (5), on a :

n 2R li(xa - N)(i) (Xa — N)(j)(Xa - M)(k) (Xa — N)(l)(Xa - M)(m)]

a=1
= " i = O (n_3/2) :
Dans le cas de (2,3), on a par exemple :
n S E[(Xe = ) (X — )9 (X = )P (X — )X — )]

<a,8<n
a#p

= n(n — D)0 maim = 0~ i pirim + O (n—3/2) .
En considérant toutes les possibilités de sommes de type (2, 3) on obtient :

n(n — 1)n_5/2 (Hij ferim + Makfjim + Wit oegm + BimBriy + Mg litm + 05 Rkim + g Hkts + Lk ijm
Flkmtbiji + Mimfbijh) -

Ce terme est égal au terme ci-dessous si ’on néglige la partie qui est en O (n_3/2) :

Es (i, j, k1, m) = 17 Y2 (pij tinim + Miklbjim + fittbijm + fimbiki; + b fhitm + 1 eim
L okli + Bkl fijm + e tiji + fmijk) -

12



Ainsi les deux derniers termes dans le développement de E [S3] sont au plus de 'ordre de O (n=3/2). On
obtient alors le développement suivant :

d d d d d d
SN gk [Z()Z(J)Z(k)} NSV S wajanE [Z@)Z(J')Z(k)Z(”}

1j=1k=1 i=1 j=1k=11=1

I
Mg

E [Sy]

7

+0 (n_3/2)

d d d d d d d
—_ n*1/2 ZZZazajak‘u,ijk + g ZZZZG Qi ,U“L]M’kl + Wik i + ﬂzl,u']k)

1j=1k=1 i=1 j=1k=11=1
+0 (n_?’/ 2) .
On peut maintenant calculer le cumulant 3 ,. On peut bien str utiliser la relation ci-dessous, que 1'on

trouve a la page 55 dans le livre de Hall :

kan = E[S3]—3E[SZE[S,]+2E[S,]’

d d d d d d d
3
= pl/2 ZZ Zaiajakﬂijk + 3 Z Z Z Za a;jak] ,u”,LLkl + Wikt + uﬂujk)
=1 j=1 k=1 1=1 j=1 k=1 [l=1
1 d d
3B [82] {n 203N aismi | +0 (0?2
i=1 j=1

Puisque E [SEJ = ko1, mv + n_lkg,g’MV + O (n‘3/2), alors seul le premier terme du développement est

a reporter dans le développement de k3 ,. En supprimant également le terme provenant de E [Sn]3, qui
est un O (n’3/2), on obtient :

K3 = E[S3] —3E[S2]E[S.] +2E[S,]°
d d d d d d d
= p Y2 Z Z a;Qjagijk + = Z Z Z Z a;a;an (ijter + Wakitg + i fbk)
i=1 j=1 k=1 2= j=1k=11=1
d d 14
—3n"1/2 Z Z a;Qj [hi 3 Z Z aijpi; | +O (n_3/2)
i=1 j=1 i=1 j=1
d d d d d d d
= p /2 Z Z Za ;g fbije + = ZZ Zza ajary (fijper + fakptge + fifhik)
i=1 j=1k=1 z:1 j=1k=11=1
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d d d d d d

= DD DD wasanpii Y Y Y D aiasanip
k=11=1 i=1 j*l k=11=1

d

d
= ZZZZCL Q5 Akl ik [ +ZZZZalajakmzl,qu
k=

11=1 =1 j=11=1 k=1

d d d d
Z ;A5 Ak ik g1 + Z Z Z Z A3 Q5 A1k il gk

1 i=1j=1 I=1 k=1

d d d d d d d d
- Z Z Z Z @ik pikfij + Z Z Z Z @i Ak fhik [l
k=1

i=1 j=1 k=1 i=1 i=1 j=1 k=1 i=1
d d d d
= 2 E E E E @i Qg fhife fhi -

Finalement, on a :

d d d d d d d
Ky = n /2 Zzzaia]‘akuijk+3zzzzaiajakluik/ijz +O<n_3/2).

d d d d d d
ks = D> Y @iajakpiige+3Y Y Y Y aitak st
=1 :

En comparant avec le résultat page 55 du livre de Hall, on remarque que ’on obtient bien la méme
expression.

Calcul de k41 v : Finalement, on calcule :

d 4 d
St = (Za,z(i)) +4<ZaiZ(i)> nv2l ZZG YAQVACH
i=1 1=1

11_]1

d 2 d d
. 1 . .
+6 <§ aiz(”) n_1/2§§ RIARNAL
i=1

i=1j=1

2

d d
Z Z aiajaklamoz(i)z(j)Z(k)Z(l)Z(M)Z(O)
d d o
Z ZaiajakalmoZ(l)Z(])Z(k)Z(l)Z(m)Z(O) + Op (n_3/2) .
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Calculons maintenant I'espérance de S

d d d
E [S;lb] = Zzzzaiajakal]}z {Z(Z)Z(])Z(k)z(l)}

On doit évaluer E4(i,7,k,l,m,0) = E [Z(i)Z(j)Z(k)Z(l)Z(m)Z(O)], plus précisement on doit obtenir un
développement avec une précision en O (n_l/ 2) de Eg :

EG(iaj7 ka lv m, 0) = n*3 Z E |:(X04 - /u‘)(l) (Xﬁ - :U’)(]) (X’)’ - /’L)(k) (X5 - M)(Z)(XC - :u)(m) (XC - /’L)(O):| .
1<a,B,7,6,6,{<n

On adopte la méme démarche que ci-dessus. On cherche les différentes manieéres d’écrire 6 comme une
somme d’entiers tous strictement plus grands que 2. On trouve comme solutions possibles :

(2,2,2); (2,4); (3,3); (6).
Les nombres de termes associés a ces types de sommes sont :
nn—1)(Mn-2); nn-1); nnh-1); n,
ce qui correspond & un ordre de grandeur dans Fjg :
1+0 (nil) ;O (nil) ;0 O (nfl) ;7 O (sz) .

On a ainsi uniquement & étudier la somme de type (2,2,2) qui se décompose en plusieurs sommes, qui
correspondent aux différents choix possibles pour les indices que I'on choisit comme égaux, et dont I'une
s’écrit de la maniere suivante :

> E | (Xa = 1) (Xa = )P (X5 = )™ (X5 =)D (X, = )™ (X, = )]
I<ao,B,y<n

aF fa#y,B#y

Cette somme est égale a :

13 i j ki fimo + O(n?).

On obtient ainsi :

Es(i,j,k,l,m,0) = flijlrifimo + fijokm Mo + [ijokolimi
ik il bmo Tt Hik jm o T Hik Kjoml
it ok Hmo T+ Ml kmPjo T Ml jobmk
Flim ki tjo + Him ki o + Him kol
Flliofkitim; + iotkmij + Hioftkjiml + O(n™1).
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On doit donc étudier :

d d
E[S)] = ZZZZ%%‘%WEE(@J,]CJ)
d

d d d d
+2n7 23NN NN asaakaim Es (i, 5k, 1m)

i=1 j=1k=11l=1 m=1

d d
+3n*1 ZZZZ Z ZaiajaklamoEG(i7jak,lamao)
j =1
2 d d d d d o o
+§n ZZZZ Z ZaiajakalmoEg(z,j,k,l,m,0) + 0 <n ) )

En utilisant le théoreme de Schwarz, valable puisque A est C° sur R, et la symétrie de la définition des
moments on obtient :

M=

aiajalkamoEG (imju k7 l7 m, 0)

i
M-
M-
g
M- i

[
M=
M-
M=
M=
M=

A0 Rl Crmo (Wi okt fomo + 2bij lkm Mo + Aik i1 femo + Sfbikjm Hio)

s
Il
-
<
Il
-
£
Il
-
Il
-
I
-
o
Il
A

M=
M=
M=
M=
M=
M=

aiajakalmoEG(ivj; kv la m, O)

@
I
-
<
I
—
£l
Il
-
I
-
3
Il
_
o
Il
-

505 Ok Qimo (Ifbig ki fmo + 4lbim ki o + 2Mim bk Hio) »

[
M=
M=

M-
M=
M=
M=

s
Il
_
<
Il
—
o~
Il
—
Il
_
I
—
o
—

M=
M=
M=
M=
M~

aiajakalmE5(i7ja k? la m)

<
Il
—
<
Il
-
b
Il
—
Il
—
Il
_

d
Z i@k (3 tkim + 6Lt fjkm + Bimbtijk) »

[
M=
-
M=
M=

Il
-
<
Il
—
ol
Il
—
Il
—
Il
-

aiajaraiEq(i, j, k, 1)

M=
M-
M=
M=

s
Il
-
~
Il
-
£
Il
-
Il
-

Il
M&
-M&
M&
M&

@
I
-
-
I
—
£l
Il
-
I
-

azajarar (3pijpe + 1" (e — 3pijpnt))

M&

d d d
aiajapagpijig +n " Z Z Z

i=1j=1k=11

I
M=
M-
M=
M=

s
Il
—
<
Il
-
=~
Il
_
-~
Il
—

aiaagay (fijre — 3bijiil) -

<.
Il
—

On en déduit :

d d d d
aiajapapijig +n "t Z Z Z Za ajaray (fijki — 3ftijliki)

i=1j=1k=1I=1

E[s,] =

7
M-
Mﬁ.
M&

h
Il
_
<
Il
_
=~
Il
_
Il
_
_

d
Z Qi kA, (Bbij fkim + Obit fhjkm + Him ijk)

&
M=
M-
M-~
M~

@
Il
-
<
I
—
=~
Il
—
Il
o
Il
-

16



d d d d d d
+3 Z Z SN aiajariamo (wijttkitimo + 24 km fiio + Atikfii fmo + Sttintjm o)

d d d d d d
+§ Z Z DD tiajaraimo Iijikitimo + Atimpkitto + 2timbtki o) | +O(n=%?).

La formule exprimant le quatrieme cumulant x4, en fonction des moments centrés de S,, est :
kanm = B[S —4E[S}|E[S,] - 3E [$2]” + 12E [S2] E[S,]? — 6E [S,]".

Puisque 'on ne s’intéresse qu’a obtenir une précision en O(n~3/2) on doit évaluer :

d d d d d d d
Ran = 33003 D aiasasapiu tnt | 30D TS0 Y aiaanar (pigk — i)
1=1 j=1 k=1 [=1 i=1 j=1k=11=1
d d d
23 3 NN asajaraim (g itkim + Gptifikm + imbigk)
=17 =1 m=1

i=1 j=1k=11=1 1o0=1
9 d d d d d d
+§ ; Jz:; ; ; z:l ; a;A50EAImo (QMZJ,uklllmo + 4M1m,ukl,ujo + Zﬂzmukj/félo)

d d d d d d d
—an 2 [ SOSTS wiajanmige + g DX DD aajan (pijpw + 2k i)

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1k=11=1
d d
—1/21 -1
X |n 5 Q5 iz a;Qjpi; +n Qi Ak ik
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

2

d d d d
- QA ikl
+n7 Z Z Z Z ( J4 + 7; ) (Rig ot + pirfig + fafhin)
2

d d
+12 Zzaiajuij 121 ZZGUMU +0(n=%?).

i=1 j=1 i=1 j=1

d d d d d d d
Rapn = 3ZZZZa ajaRaiflijfiee +mn- ZZZZ(L ajakar (fijer — 3pbijfkl)

i=1 j=1 k=1 =1 i=1 j=1 k=1 i=1
d d d
+2 Z Z Z ;05 Ak am (3tij Lrim + Ot fhjkm + Mimbijk)

—

o=

d
m=1
d d d
Z Z Z QG5 AL Amo ,U/z]///klﬂmo + 2,“/2],U/km/~’/lo + 4Msz]leo + 8Mzkﬂjmﬂlo)
m=1
d

d
Z ;50 Imo gﬂzj,ufkl,ufmo + 4H1m,ukl,uf]o + Qﬂzmﬂk],ulo)
i=1 j=1k=1Il=1 m=1o0=1
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d d
DO aiajariamo (tigikitimo + 2Abinthjtfimo)

i=1 j=1k=1I=1 m=1 o=1

d d d d d d d d d
-1
-3 Z Z Z Z a;a;akarfujfike — 6n E E E E E ;5 Qg Aim i kim
= k j=1k=11=1m=1

=11i=1 i=1 j=

d d d d d
Z Z Z Z Z a;a; (aklzmo + ak:C;lmo) ij (ki fbmo + Memttio + Bkolbim)
d ; d d d d
+3n Z Z Z Z Z Z 0050k Amolbiz ki mo + O(n‘3/2),

,_.
£l
Il
-
Il
-
3
3
Il
-
o
I
-

1j=1k=11=1 i=1 j=1 k=1 =1 m=1

d d i d d d d
K = n7' [ZZZZ“ ajarar (fijr — 3pijim) + 12 3NN " aiaiaxaimpipinm

d d d
Z Z Z i@k Amo (Hij bkl fimo + 2Hij fkem o + dtikfjitmo ~+ 16Lik fm o)

d d d
Z Z Z @55, Amo (Ybim tkifjo + 2Htim kg thio) | + O(n™%/2).

Finalement :

d d d d d d d d d
kiimv = Zzzzaiajakal(#ijkl 3uzguk1)+12zzzzZaiajakmmﬂuujkm

\,
Il
-
<~
Il
_
£
Il
-
Il
-
Il
-
o
Il
-

4. Développement d’Edgeworth pour 7

Afin d’obtenir un développement d’Edgeworth pour 7, nous utilisons les résultats et les notations de [6] et
nous procédons de facon similaire & la maniére dont nous avons procédé avec 7. Soient { X, X1,..., X, } des
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi A'(, 02). Introduisons X = (X, X?)
et Xg = (X, X2, X3, X1). L’expression (2.3) permet d’affirmer que 7 dépend également de X et de s./k.
Mais nous pouvons aussi dire que 7 sont des fonctions de I'échantillon {(X;, X?): 1 <i < n}.

Nous introduisons la fonction Fy spyvas (ou la version studentisée de cette statistique Fs spvas) définie
simplement en remplagant gyv par gspyvay dans les expressions (3.1) et (6). Toutefois un raffine-
ment supplémentaire est nécessaire puisque gggx_;v[(x,y) et donc Fy spyvm(z,y) et Fs spvm(z,y,z,t)
dépendent de n (voir [6] page 58 pour plus de détails sur la maniére de traiter cette difficulté).
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Théoréme 4.1. Nous avons le développement d’Edgeworth a 1’ordre deux suivant :

P[vnFespvm (X, s2/k%) <z] = ®(z)+ n"2p) o spvar(2)d(x) + 0 pae spv M () (2)
+0 (n*3/2) , (4.1)

uniformément en x € R et ol p1 ¢ 5BV M €t D2,e,5Bv M Ont été définis au théoreéme 3.1 et ou k1 2 spv s,
k3,1,5BvM, k2,2,5Bv M et k41 sy sont donnés par :

d d
k12 spvm = ki2mv, k31,sBvm = k31,mv, k22svm = koo vy + 2 E E bo,iba,jfrij s
i=1 =1

ks spvm = ka1 mv,
et avec les by i, 1 <1 < d, et les by 5, 1 < j < d, définis par I'équation (2.38) page 58 dans [6].

Démonstration du Théoréme 4.1

Contrairement a la situation présente dans le Théoreme 3.1, la fonction ggpay permettant de définir
wsemy a laide de X et s. dépend de n. Pour tenir compte de cette dépendance, on exprime A,, de la
maniere suivante :

1
Ay = Bo+—Bi+ BQ+ /Bg+op( )

/

ou By, By, By et Bz sont définis ci-apres et dépendent du fait que I’on considere une version studentisée
ou non de mggrv. On note cette dépendance par I’absence d’exposant ou la présence de *

wspmv(2,y) = gsBmv (T, y — xz) - 7T(/\M70%/I)'

n—1 n—4

I'|f — U ¥ 2 2

hspuv (X, s2/k%) = 5 2 ) b 1- (k 4 X)> ! W (y)dy.
NZ3s ( L

On pose alors hsparv(z,y — 22) = hspuv (2,9) — hspuv (u, 02), et on introduit :

—~—

hspuv(z,y — z?)
ospmv (1)

Ap(z,y) =

s h;_BEV "E,y*$2
An(xay) = /\( ) )

U;QSBMV(x’ya Zat)

ou
Ohspan Oh .
~ gépuv (p ZZ giMV 1)- giMV (0,1) (¢p(i + j) — p(0)d(J)), ot (k) est la k—eme com-
=1 j=1 v v

posante du vecteur p = (0, 1,0, 3).

5 d Ohspmv Ohspmv . N . .
~ ogpmv(T,y,2,1) = ZZ Oz (z,y) - I (2,y) (@i +j) — p(i)p(4)), ot (k) est la k—eme

i=1 j=1 v ?

composante du vecteur (l‘, Y, 2,t).
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On remarque qu’alors le dénominateur va également dépendre de n. Il faut en tenir compte pour établir
le développement de A,, recherché ci-dessus. On rappelle également la relation 2.4, obtenue page 4, entre
les deux estimateurs que ’on étudie :

k(U-X)
_ = 1 1 se —1/922
hSBI\/fV (X, 83//{72) = TMV (X 82/k2) + 7? k:(L X) e 1/2 ’ (73 + 622 - 24)1[7m,\/ﬁ]<2)dz

+0p (n™%)

- Ny (X, s2/k?
= Np (X,s2/k?) + % +O0p (n7?).

En désigant par f(x,y) = f(z,y — 2?) — f(0,1), le numérateur de A, vaut :

—_—~— — ﬁ x’ _
hspuv(z,y) = No(z,y) + Nolo,) +0p (n7?)
ot Ny et Ny ne dépendent pas de n.
Le dénominateur vaut quant a lui :
_ 3hSBMV Ohspmv L Ny . .
- ospav (u) = ZZ o (0:1) - == (0,1) (80 + ) — @()6())), ot ¢(k) est la k—eme
=1 j=1 i v
composante du vecteur p = (0, 1,0,3).
\/ 5 ahSBMV Ohsparv o N .
- Vospuv (@ y,2,t) = ZZ z,y) T(%y) (@i + ) — ¢()8(5)), ou (k) est la
=1 j=1 v
k—eéme composante du vecteur (x,y, z, t).
On va maintenant obtenir un développement de ce terme :
Ihspary N 10N, L
_ el 4.2
O; (@y) Oz, @)+ n 0x; (2,9) +Op (n) (4.2)
ce qui permettra d’écrire que :
~1/2
5 ~1/2 3hSBMV Ohspmv L N
O%'BMV (‘T7y727t) = ZZ ) o1 (xay) (¢(Z+j) 7¢(7’)¢(]))
=1 j=1 v
d d ~
ON ON
= [ 5w S w) (0 + ) — ()
i=1 j=1 v v
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ou l'on pose :

~1/2

—1/2

d d
Pales )= | 3 Gl Gl (6645~ 000D | =
i=1 j=1 % i

On pose également :

2

d d -
Dy =33 000 (0,9) - 2 ) (000 + ) — 00)04))
i=1 j=1 g

Ox;
Ainsi :
— —1/2 2 ) —1/2
U%’B]\/IV (m,y,z,t) = DO('/anvz7t) X <1 + an(.’If,y,Z,t)Do(l',y,Z,t))
_ 1 2 -2
= Do(z,y,2,t) x |1 Ds(z,y, 2,t)D§(z,y, 2,t) + O (n™?)
n
1
= Do(x,y,z,t) — EDQ(LU, y, 2, ) D3 (2,5, 2,t) + O (n_2) .
Alors :
A _ Ny -2 1 3 -2
n(x7yuz7t) - N0+7+O(n ) (l‘,y) DO_EDQDO—’_O(W’ ) (x,y,z,t)

1
= NO($7y)D0<xayazvt) + E (N2(337?J)D0(307y,2at) - NO(-T7y) (D2D8> (a?,y7z,t)) +0 (n_

Pour vérifier que le développement obtenu en (4.2) est licite, on montre que le reste est un O (n’Q), on

peut par exemple s’intéresser au calcul du coefficient du terme en n~2 dans le développement. A laide de
I'inégalité de Markov, on peut montrer qu’il y a bien convergence en loi. Voir I'indication page 77 dans Hall.

On remarque que pour obtenir le développement de ospary (@) il suffit d’évaluer le développement ci-
dessus en (0, 1,0, 3).
Finalement dans le cas de la statistique non studentisée on a :

Bo(z,y) Apv(z,y),

Bi(z,y) = 0,

By(z,y) = Na(z,y)Do(0,1,0,3) — No(,y)D2(0,1,0,3)Do(0,1,0,3)%,
Bs(z,y) 0,

et dans le cas de la statistique studentisée :

Bo(x,y, 2,t) Agmv(z,y,2,t),

Bi(z,y,2,1) 0,

By(x,y,2,t) = Na(z,y)Do(x,y, 2,t) — No(z,y)Da(x,y, 2,t) D3 (x,y, 2, 1),
Bs(z,y,2,t) = 0.

On remarque qu’aucun des B, ne dépend de n, qu’ils sont tous tels que B, () = 0 et que By = Appy -

Puis on développe chaque B,, 0 < a < 3, a l’aide d’une formule de Taylor au point (p) :
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d d d d d
) | ) ) (r— 1 ) ,
Sa,n,TZE baiZD4n 1/2§§ § baiyin 2 20 4 4 WZﬁE § R AL AL

=1 11=112=1 i1=1 =1

o Z=n(X—p).
Dans le cas étudié ici, un développement de Taylor a 'ordre r, avec r égal a 3, suffira pour ne négliger
aucun terme dans les calculs. Par conséquent S, ,,  devient :

ang—Zb 20 12l ;;bwzﬁz(ﬂ +n 1éiééb WACVAALS
Par conséquent, on a :
Zb Z(z)+n—1/z ZZb Z(i)Z<j>+n—1lZd:zd:Zd:b 70 70 7(k) 4 o <n—3/2>
i=1 j=1 6 i=1 j=1 k=1 ok ’ .

Alors :

d d d d
. B a1 Al
S, = waz(z) 412 Zbl’iz( ) 4+ 5 Z Zbomz( )Z(J))
i=1 i=1 =1 j=1
d oA 4 d o
Z by 2 + 5 Z Z by 2D Z20) 4 p Z Z Z bo.ijxZM 2D Z®) | 4 Op (n73/2>
i=1 i=1j=1 i=1 j=1 k=1
d ‘ 14 o d oA A o
= Z bO,iZ(l) + n*1/25 Z Z b07ijZ(l)Z(]) 4+t Z bg,iZ(Z) + S Z Z b07iij(l)Z(])Z(k)
i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1k=1
+Op (n73/2) ,
car comme B (x,y, 2,t) = 0, cela implique que pour tout ¢ =1,...,d, on a by ; = 0.
Calculons alors les moments de .S, jusqu’a l'ordre 4 :
Z by ;E Z(z) ]+ n—1/2 Z Z bo.i; Z(i)Z(j)]
i=1 j=1
d d d
> ba EIZ0)+ ¢ Z DD ARKAYACI N6 (n*3/2) .
i=1 i=1 j=1k=1
On rappelle que :
E[ZD] = Vo =0,
BZ0Z9) =
E[Z(i)Z(j)Z(k)] — n_l/Quijk.
Ainsi
1
BIS,] =125 30 bt + 0 (n2).
=1 j=1
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On en déduit la valeur de k12 smv :
d d
1
kl,z,SBMV = 5 E E bo,ij/iz'gw
i=1j=1
On constate qu'il s’agit de la méme expression que pour Tasy .

Maintenant calculons S? en ne gardant que les termes au plus en n=! :

d 2 d d 2 d d d
Sn = (Z_; bo,iz<i>> +n*1§ ;;bo,ijzwzm +n12 (; bo,iZ@) ;;bo,ijZ“
d d 1 d d d
1 (Z bo.s Z(z‘)) TACES s SN S bk 29290 2® | 4 0p (nfs/z)
=1 =1 =1 j=1 k=1
d d 1 d d d d
= 22 boabo 2020 4 nT 2N N N D boisbo V2020 20
=1 j=1 =1 j=1k=1[l=1
d d d 1 d d d d
4nl/2 Z Z Z bo lbOJkZ(Z)Z(j)Z(k) +nlz ZZ Z Zbo +bo ]klz( ) 7(0) 7 (k) 7(1)
i=1j=1k=1 3 i=1 j=1k=11=1
d d
12030 by b Z()Z(J)+Op( —3/2)
=1 j=1
d d ’ 1 d d d d
E [SZ] _ ;;bo iboE [Z( )Z(j)} 1Z ;; ; ;bo iibo wE [Z(z)Z(J)Z(k)Z(l)]
d d d 1 d d d d
+n 230575 b o kB {Z@ZmZ( )] —1gzzzzbolb0jkﬁ [ZoZ( )Z(mzm}
i=1 j:l k=1 i=1 j=1k=11=1
n-L (1) 7(9) —3/2
ZZbOZbQJ [Z Z :|+O< )
i=1 j=1

Rappelons que :
E {Z(i)Z(j)Z(k)Z(l)} = (pijprr + pinpigi + paftix) + nt (Bijrt — pijhtkt — Mikptge — fatie) = Ea(i, g,k 1).

On peut enfin achever le calcul de E [S?] :

d d d d d d d
Z Z bo,ibo.; pij + 2n 1 Z Z bo,iba jpij + nt Z Z Z bo,ibo jxttijk
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
1 4 2 bO z]bO kl bO zbO gkl B ) ) o —3/2
n ZZZZ + 3 (Reijprr + pirttie + parpegr) + O (n ) .

i=1 j=1k=1 =1

La correction apportée par le terme Bs/n n’apparait que dans le terme en 1/n.
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Finalement, on a :

d d d d d d d
Z Z bo,ibo,jpij + 2n Z Z bo,ibajpij + " Z Z Z bo,ibo,jxtbijk
i=1 j=1 k=1

i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1k=

d d
- bo,ijbokt  bo,ibo,jki
Pt 330 (P P i i+ )

d d
koaspav = > boibo i

—1 =1
Z d] d d d d L4 4 d d

koo spmy = 2 Z Z bo b2, jpij + Z Z Z bo,ibo,jxtijr + 3 Z Z Z Z bo,i7b0, ki fhik 141
=1 j—1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 =1

On remarque que ka2 1,spmv = k2,1, mv ce qui était un résultat attendu puisque les deux estimateurs sont
\/n—équivalents et que k1 est la variance de I'estimateur dont on fait le développement.

Calcul de k3,1,SBMV :

Calcul de S3 :

2

d ? d d d
7 i _ 1 i .
<Zb07iz<)> +3 (Zboﬂz()> n 1/2§Zzb07ijz()z(j)
i=1 i=1 i=1 j=1
2

d d d
E 7 (i) -1/2= E E - 7(1) 7(4)
+3 <i_1 b071Z > n 3 22 bo,”Z AY

d d d

d 2
+3 <Z A > szlﬂ +éZZZbO 202D Z0) | 4 0p (n72)

i=1 j=1 k=1

d d d d d d d
- Zzzbolbwb(mz()z(a)z() ‘;’nfl/2 ZZZZbo,ibo,jbo,klz(i)Z(j)Z(k)Z(l)
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d d d d d
E [Sf;] = Z Z Z bo,ibo, b0, E {Z(i)z(j)Z(k)} n-1/2 Z Z Z Z bo.ibo_ibo wE {Z(i)Z(j)Z(k)Z(l)}

i=1j=1k=1 i=1 j=1k=11=1

d d d
%n*l (Z S tnibosboin: [ 7) 7G) Z(k) 7 Z<m>}

d d d d d
+%n*1 (ZZZZ Z bo,ibo, b0, kimE [Z(i)Z(j)Z(k)Z(Z)Z(m)} +0 (n*3/2> )

Or E [Z(i)Z(j)Z(k)] = n’l/zuijk et E [Z(i)Z(j)Z(k)Z(l)Z(m)} =0 (n’l/z), Iexpression de E [Sf;] reste
donc inchangée :

d d d d d d
E [S;ri] = n1/? Z Z Z bo,ibo,jbo,ktbijr + gn_l/z Z Z Z Z bo,ib0,jb0, k1 (fij okt + Hakfte + Harthik)

i=1 j=1k=1 i=1 j=1 k=1 I=1
+0 (n_3/2) .

On peut maintenant calculer le cumulant k3 ,. Or on remarque que, dans la formule donnant x3 ,,, seul
E [S’g] est touché par l'ajout du terme By/n. Cette modification n’affecte que ka2 spmv, k2,1,58Mv
quant a lui restant identique & la valeur k21 av que l'on a calculée précedemment. Si on consulte les
calculs réalisés pour déterminer la valeur de k3 5, on s’apercoit que seul ks 1 spapv est utilisé au cours du
calcul. Ainsi la formule donnant x3 , reste inchangée et par conséquent il en va de méme pour la valeur
de k31,5BMmV -

d d d d d d d
ks1,sBMv = Z Z Z bo,:bo,;bo,k ik + 3 Z Z Z Z bo,ibo,;bo, ki ikt j1-

1j=1k=1 i=1j=1k=1 =1

Ainsi k31 spmv = k3,1,mv-
Calcul de k4,1 spmv ¢ Finalement, on calcule :

d 4 d 3 1A
boi ZWD | +4 boiZW | n1/22 AIVARNAS

2
2 d

d
+6 (Z bo,,»Z“)) n-1/21 ZZbO IYARNASY
=1

Lljl

d 3 d d d d
+4 (Z bo Z(”) n Y bz 1 é NN b0z 29 2% | 4 0s (n_3/2)
=1

i=1 =1 j=1 k=1

d d d ‘ ‘
Z Z Z bo,ibo,jbo,kbo,lz(l)zmZ(k)Z(l)

1j=1k=11=1

[
M&

7

25



d d d d d d
+3n 1 Z Z Z Z Z Z bO,ibO,jbO,klbO,moZ(i)Z(j)Z(k)Z(l)Z(m)Z(o)
i=1 j=1k=1l=1 m=1o=1
2 INAYAYR YN N Y b be b b1 7@ 7) 7(8) (1) 7(m) (o)
+§n ZZZZ Z Z 0,:00,500,500,1mo
i=1 j=1k=1Il=1 m=1o0=1
d d d d
40 30303 S b b sbobe 20 29 20 20 1 0p (n—3/ 2) .
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Il
—
~
Il
=

Calculons maintenant I'espérance de S

d d d d
E[S:] = Zzzzbo,ibo,jbo,kbo,zﬁ {Z(i)Z(j)Z(k)Z(l)}

ﬁ_
: QL
]~ ling I
<. —
: I o
I
= I
I -
I
—_ I
i
Il
I
.
S
1]
I

s
Il
-
<
Il
-
~
Il
-
~

+
5
M=
M= 1=
M= 1=
M= 1M
s
,;@ MR‘
¥ -
¥ g
= <
~
— ol
s 5
S
N e
SN
+ >
/Sl\ N
e =
NEA
. 2
N
S

@
I
—
<
Il
-
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I
=
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Il
-

On doit donc étudier :

Bl - 33

M=
M=

bo,ibo,;bo,kbo,1 E4 (i, 3, k, 1)

&
Il
-
<
Il
—
~
Il
-
-
Il
-

bO,ibOA,jbO,kbO,lmES (Zv jv k? lv m)

s
Il
-
<
Il
-
£
Il
s
~

&
M=
M=
M=
HM&
M&

3
Il

M=
M=

bo,ibo,jb0,k1b0,mo L (1, J, k, 1, m, 0)

&
M=
“-
M=

bo,ibo.;00,kb0,1moE6 (4, j, k, 1, m, 0)

Q
Il
i
<
Il
i
o
Il
i
M- 1
I
i
Q
I
i

T
M- 1
M-
M-
M-

M= g
M=
[~ 1=
M= T

:

i

o
Il
_
<
Il
—
~
Il
—
Il
-

an~? bo.ibo.sbo,kba Eali, i 1) 4+ O (n=9/2).

On rappelle la valeur de Eg = E [Z(i)Z(j)Z(k)Z(l)Z(m)Z(O)] :

Es(i, j, k,l,m,0) = pijkifimo + Hijokm o + Hijokolbmi
ik i fbmo T MikfbimMlo + ik jolbml
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F it kg mo + il bkmtjo T+ il fbjobmk
Flim ki jo + Him ki o + Mimtkolbji
Fliofkifim; + fiotkmtiy + Miottkjtmi + O(n 1)

On en déduit, en utlisant le théoreme de Schwarz, valable puisque By et By sont C® au voisinage de
(0,1,0,3), et la symétrie de la définition des moments :

d d d d d d d
E[S;] = 3 Z Z Z Z bo,ibo,jbo,kbo,ftij ik + 1" Z Z Z Z bo,ibo,j00.kb0.1 (Hijkt — 3ptijpir)
i=1 j=1 k=1 =1 i=1 j=1k=1I=1
d d d d d
+2 Z Z Z Z Z b0,ib0,00,kb0,1m (3ktijtkim + 6ftittjkm + imflijr)
i=1 j=1 k=1 I=1 m—1

La formule exprimant le quatrieme cumulant x4, en fonction des moments centrés de S,, est :

kam = B[S} —4E[S?|E[S,]-3E [S?]° +12E [S2] E[S,]> =6 E[S,]*
—_——  N———— —— ——_— — H,—/,
Modifié Inchangé Modifié Inchangé Inchangé

o l'on a repéré les termes modifiés par la présence du terme By /n si 'on ne s’intéresse qu’a obtenir une
précision en O(n=3/2).

On doit donc seulement réévaluer —3E [S%]Q :

d d d d d d d
=3 D0 boibojpis 1Y DD boibo ktige 207> D boiba i
i=1 j=1 i=1 j=1k=1 =1 j=1
LY bo.i;b bo.ib i
_ 500, k1 ibo, jki _
nt Z Z Z < 0’”4 kL | 20 So’j > (fajomr + pakttin + papis) | +O0(n 3/2),
i=1 j=1 k=1 1=1

On constate qu’a la précision recherchée en O (n’3/ 2) il n’y a que le terme correctif suivant :

d d
—12n~t ZZZbo,ibo,jbo,kbz,lﬂijukl-

i=1 j=1k=1 (=1
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On obtient ainsi :

d d d d d d d d
R4yn = n_l ZZZZbO zbO,jbO kbOI (szkl - 3/J/lj/'(‘kl + 122222 Z bO zb077b0 k:bO Am Ml jkem
i=1 j=1 k=1 I=1 i=1 j=1 k=1 I=1 m=1
g d 4 d d d d
+3 Z Z Z Z Z b0,ib0,b0,k100,mo (HijHkimo + 2fbij lim tio + ik kjifimo + 164k jmbtio)
i=1 j=1k=1I=1 m=1o0=1
g d 4 d d d d
t3 Z Z Z Z Z Z b0,ib0,00,kb0,1mo (4tim ki fjo + 2Him kg Fio)
i=1 j=1 k=1 I=1 m=10—1
d d d d d d d
—12n7t Z Z Z Z bo,ibo,jb0,kba, 1t purr + 1207 Z Z Z Z bo,ibo,jbo kba,ipuij ks + O(n=3/?)
i=1 j=1k=11=1 i=1 j=1k=1I=1

d d d
ZZ Z bo,:b0, 700,100, 1m il i lm

k=11=1 m=1

1
3
|
]
]
]
Mg_
Mg_
s
j;é“‘
Tg.‘
ol
s
=
E
£
.
:
+
"
[\}
M&
M-

i=1 j=1k=1I=1 i=1

Z b0,1b0.500, 5100, mo (1ij ki imo + 2045 blem tio + dltik fji mo + 1618k jm tio)

d
Z b0,ib0,700,100,1mo (4ttim ftiifjo + 2Hbim Lk fio)

Le quatrieme cumulant est donc laissé inchangé par 'ajout du terme en By /n.

On obtient finalement k41 spMmv :

d d

d d d d
ksaseay = D> Y)Y bosboborbos (ijre — Bpizik) +12> 0

i=1 j=1 1 =1 j=1

d d
E E bo,:b0,;b0,1:00,1m it fjEm
11l=1m=1

,_.
I
E
Il
~
I
-
=~
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S

M-
M=
M=
M=

b0,i00,700,k100,mo (Lij Mok tomo + 245 ok o + Atk fjifimo + 163k hjm fio)
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N w
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qui est identique a k41 arv -

5. Développements de Cornish-Fisher

Nous souhaitons obtenir les deux quantiles de niveau o pour les deux estimateurs dont nous avons obtenu
un développement d’Edgeworth qui sont déterminés par :

wy® =inf {z: P [VnFe. (X,s2/k?) <z] >a}.

Notons z, le quantile de niveau o d’une loi normale centrée réduite. Les équations (3.3) et (4.1) permettent
d’obtenir un développement de w, dans les quatre cas qui nous intéressent en fonction de z, :

1
izapiop(za) - pQ,Q,O(Za) + O(n73/2) (51)

avec Pi.e,e €t P2.oe comme définis ci-dessus au théoreme 3.1 ou au théoreme 4.1.

W = za =17 p1ee(2a) + 7 D100 (20)P) 00 (2a) —
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6.

Conclusion et perspectives

Nous avons établi les développements d’Edgeworth de deux estimateurs d’une proportion de mesures. Ces
développements doivent maintenant étre testés sur des données réelles. De tels résultats seront présentés
ultérieurement, en particulier le recours a des techniques bootstrap justifié par le fait que les parametres
p et o2 sont inconnus. Pour plus de détails & ce sujet nous renvoyons a [3] et [4].
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