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CLOTURE INTEGRALE D’IDEAUX ET LA PROPRIETE (Z))

C. BEDDANI

ResumE. Dans cet article nous donnons quelques applications du théo-
réme de valuations de Rees a I’étude de la cloture intégrale des idéaux. En
particulier, nous étudions la question de Hiibl et Swanson (Cf. [2], Ques-
tion 2.9). Ensuite, nous introduisons une nouvelle propriété des idéaux,
que nous l'appelons (Z;). Cette propriété nous permette de majorer le
nombre de valuations de Rees associées a un idéal I.

INTRODUCTION.

En appliquant le théoreme de valuations de Rees (Cf. Théoreme
a I'étude de la cloture intégrale des idéaux, nous allons montrer le critere
suivant :

Critere 1. Soit I un idéal d"un anneau ncethérien R, tel que pour tout entier
naturel n > 0, et pour tout x € R,on a: x2 e Pl = x e "L, Alors I est
normal.

Et nous montrons que la réciproque est vraie (Cf. Proposition dans
le cas ou pour toute valuation de Rees v associée a I, on a : v(I) = 1. De
maniere semblable et toujours dans le cas ol pour toute valuation de Rees v
associée a I, on a : v(I) = 1, nous allons montrer un autre critere pour savoir
sil’idéal I est intégralement clos ou non. Ce critére s’annonce comme suit :

Critere 2. Soit I un idéal d’un anneau ncethérien R, tel que pour toute
valuation de Rees v associée a I, on a : v(I) = 1. Alors I est intégralement
clos si, et seulement si, pour tout x € R, on a: Yel=xel

Par ailleurs, nous allons présenter des diverses résultats concernant la ques-
tion de Hiibl et Swanson (Cf. [2], Question 2.9). Autrement dit, nous allons
étudier la question suivante :
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Question 1. Soient R un anneau ncethérien analytiquement irréductible
(Cft. Définition et ] un idéal m-primaire de R. Supposons que pour tout
entier naturel n > 0 et pour tous x et yde R,ona: xy € [’ = x € [" ou
y € I'" (en particulier, pour tout x de R, on a : x* € [*" = x € ["). L'idéal I
est-il normal ?

Ensuite, nous allons donner un cas particulier de certains idéaux dans
lesquels cette question a une réponse affirmative. Plus précisément, nous
allons montrer le résultat suivant :

Proposition 1. Soient I un idéal de R tel que pour toute valuation de Rees v;
associée a I, on a : v;(I) = 1. Alors I est normal si, et seulement si, pour tout
x € R, et pour tout entier naturel n > 1,ona:

(a) vi(x) € Z = vi(x?) € 2Z.

b)x? e = x el

Enfin, nons allons démontrer le résultat principal de cet article (Cf. Théo-
reme [£.7) qui sert majorer le nombre de valuations de Rees associées a un
idéal, qui possede la propriété (Z;) (Cf. Définition 1). Nous définissions la
propriété (Z;) comme suit :

Définition 1. Soient I un idéal d’un anneau ncethérien R et k un entier
naturel supérieur ou égal a 2. On dit que I possede la propriété (Zy), s’il
existe un entier naturel b > 0, tel que pour tous x1,x2, ..., xx de R, et pour
tout entier naturel n > 1, les deux conditions suivante sont vérifiées :

k
Hxi et — Jie(1,.. k} : xel
i1

Le résultat principal s’annonce comme suit :

Théoreme 1. Soient (R, m) un anneau ncethérien, k un entier naturel su-
périeur ou égal a 2, et I un idéal de R qui posseéde la propriété (Zy). Alors I
a au plus (k — 1) valuations de Rees associées.

A Taide de ce théoréme, nous déduisons une généralisation du critere
"One-fiberedness" (Cf. [2], Propositions 2.8). Plus précisément, nous allons
montrer le critere suivant :

Critere 3. Soient R un anneau local analytiquement non-ramifié et I un
idéal de R. Alors I possede la propriété (Z,) si, et seulement si, I a exacte-
ment une seule valuation de Rees associée.



CLOTURE INTEGRALE D'IDEAUX ET LA PROPRIETE (Z;) 3

Les résultats de cet article font partie d'un chapitre de ma these, au sein
Laboratoire Eimile Picard, sous la direction de M. SPIVAKOVSKY.

Remerciement : je remercie M. SPIVAKOVSKY, pour les remarques et les conseils
qui m’ont permis d’apporter certaines précisions et de rendre plus claire plusieurs
parties de cet article.

1. PRELIMINAIRES

Soient R un anneau ncethérien, I un idéal de R, x un élément non nul
dans R et n un entier naturel. Nous rappelons que :

e l'ordre de x dans I est le plus grand entier naturel r qui vérifie x € I",
on le note par vy(x).
e L'ordre réduit de x dans I est le nombre vi(x) défini par :

n
VI(X) - 711—1>I-+1:100 VI(]/J[C )

Cette limite existe toujours (Cf. [4], Lemme 1.2).
e Nous notons I la cloture intégrale de I, c’est-a-dire les éléments x dans R
qui vérifient une équation de la forme :

¥ =mx* L+,

otta; € IF pour tout 1 < k < s.
¢ Nons notons p;j(x) le plus grand entier naturel r qui vérifie x € I

e En fin, nous notons :

— g ()
#I(X)_Vll—lir-loo n '

Rappelons ici, le théoréme de valuations de Rees :

Théoréme 1.1 (Théoréme de valuations de Rees, Cf. [B]). Soient R un anneau
neethérien et I un idéal de R. 1l existe un nombre fini de valuations discreétes {vi}1<i<,
de R telles que pour tout x € R — {0}, ona:

— . vilx
vi(x) = min ﬁ,
1<i<r €

ot e; = min{v;(x) teque x € I}.

Remarque 1.2. Les valuations vy, ..., vs qui apparaissent dans le théoréme précé-
dent sont appelées les valuations de Rees associées a I. Et nous avons les propriétés
suivantes (Cf. [4,15,7]) :

1) Pour tout entier naturel n > 1,ona:I" = {x € R tel que vi(x) > n}.

2) Pour tout entier natureln > 1,ona:1" = {x € R tel que vi(x) > n}.



4 C. BEDDANI

3) Pour tout x € R, s'il existe une valuation de Rees v; associée a I tel que v;(x) est
fini, alors vi(x) est un nombre rationnel.

4) Pour tout x €, ona : vi(x) = f;(x).

5) Pour tout x € R, ona : [vi(x)] = pi(x), our [vi(x)] est la partie entiere de vi(x).

Définition 1.3. Soit (R, m) un anneau local intégre. On dit que R est un anneau
analytiquement non-ramifié (resp. analytiquement irréductible) si le complété m-
adique de R est réduit (resp. intégre).

2. CLOTURE INTEGRALE DES IDEAUX

Nous nous intéressons dans cette section a 1’étude de la cloture intégrale
des idéaux I d'un anneau ncethérien, qui vérifient v(I) = 1 pour toute
valuation de Rees associé a I.

Définition 2.1. Un idéal I d'un anneau R est dit normal, si pour tout entier
naturel n >1,ona: 1" = I".

Proposition 2.2. Soient R un anneau neethérien et I un idéal de R. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
1) Pour tous entiers naturels k > 1, n > 0, et pour tout x € R, on a:

xk e Ikn+1 —xc In+1‘

2) 1 existe un entier naturel k > 1, tel que pour tout entier naturel n > 0, et pour
toutx e R,ona:

xk e Ikn+1 — xec Iﬂ+1.

3) Pour tout entier naturel n > 0, et pour tout x € R, ona :

x2 c 12n+1 In+1‘

—xe€
Démonstration. 1) = 2) : est trivial.
2) = 3): soient x un élément de R et v(x) = n, alors x € I" = ["*1. D’apreés la

_ Ikn+1

condition 2), il est clair que x* € I¥" et ceci implique que v;(x) = kn.

Doncpourtoutx € R, ona:vy(x*) = kvi(x). Pour montrer queVx € R,Vn e N,
ona:x? € " = x € ["*}, il suffit de montrer que pour tout élément
x € R, on a : v(x?) = 2vi(x). En utilisant 1'égalité v;(x*) = kvi(x), on peut
montrer par récurrence que vi(xX') = k"v;(x). Donc

i
vl(ky,i ) - vi(x)

En passant a la limite quand # tend vers +oo, on obtient :

VYx € R

VxeR : vi(x) =vi(x).
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Donc vl(xZ) = 171(x2), et comme la pseudo-valuation v; est homogene, il
résulte que vi(x?) = 2vi(x) pour tout x € R.

3) = 1) : supposons que pour tout x € R, on a : v(x?) = 2vy(x). Soit k
un entier naturel non nul. Prenons s un entier naturel tel que k < 2°. La
condition 3) donne v(x?) = 25v(x). D’autre part,ona:

S S__
(%) = vy(x )
> vi(x® ) + vi(b)

> (2° — k)vi(x) + vi(x¥).

Ce qui donne v;(x¥) < kvy(x) +vi(x?) = 25vi(x) = kvi(x). Donc pour tout x € R,
et pour tout entier natureln > 1,ona: vl(xk) = kvi(x). Or, si x* € I'**1 alors
kvi(x) = vi(x*) > kn + 1, par suite vi(x) > n + % Donc x € "1, O

Proposition 2.3. Si I vérifie 'une des conditions de la proposition précédentes,
alors I est normal.

Démonstration. 1l est clair que si 1'idéal I vérifie I'une des conditions de la
proposition précédente, alors pour tout x € R, on a : vi(x) = vi(x). Le fait
que pour tout entier naturel n, on a : I" = {x € R tel que vi(x) > n} et
I"={xeR tel que Vvi(x) > n} entraine immédiatement =T O

Proposition 2.4. Si pour toute valuation v; de Rees associée a I, on a : vi(I) = 1,
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1) I est normal.

2) Pour tousx € Retn €N, ona:

x2 c 1211+1 — ye I1’l+1‘
Démonstration. 2) = 1) : voir la proposition précédente

1) = 2) : supposons que I est normal, et soient x € R et 7 un entier naturel.
Ona:

¥ e P — 4% e [2n+]
= 1(x*) > 2n +1

= min{v;(x?)} >2n +1

1<i<s

= Vi=1,.,sona:vi(x)>n+1
= vi(x)=2n+1

= x € ["*1 = "],
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Proposition 2.5. Si pour toute valuation v; de Rees associée a I, on a : vi(I) = 1,
alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) Pour tout x e R,ona: x> € = x € L.

2) I est intégralement clos.

Démonstration. 1) = 2) : supposons que pour tout x € R,ona:x?> € [ =
x € 1. Soit x ¢ I, alors pour tout entier naturel k > 0, on a : s ¢ I et ceci
donne vl(xzk) = (, par suite vi(x) = 0. Donc x ¢ L.
2) = 1) : supposons que I = [.On a:
el=x*el
= 71(x?) > 1

= min{v;(x?)} > 1
1<i<s

= Vi=1,..,,sona:vix)>1
:>§[(x) >1

—xel=1

3. LA QUESTION DE HUBL ET SWANSON

Soient R un anneau ncethérien analytiquement irréductible et I un idéal
m-primaire de R. Supposons que pour tout entier naturel n > 0 et pour tous
xetydeR,ona:xy€* = x €I"ouy € I" (en particulier, pour tout x de
R,ona:x? € I’ = x € I"). l’idéal I est-il normal ?

Cette question a été posé par R. Hiibl et I. Swanson dans un article inti-
tulé "Discrete valuations centered on local domains" (Cf. [2], Question 2.9).
Il est clair que sil'idéal I est normal, alors pour tout entier naturel n > 0 et
pour tout xde R, ona:x? € [’ = x € [", car :

el = el
= v(x?) > 2n
= v(X)>n

—xelt=T"

On remarque que si 1'idéal I vérifie la propriété : pour tout entier naturel
n >0, et pour tout x € R, on a: x> € [*' = x € I", alors pour tout entier
naturel s > 1 l'idéal I° vérifie aussi cette propriété. Donc il suffit de donner
une réponse a la question suivante :
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Question 3.1. Soient R un anneau neethérien analytiquement irréductible et I un
idéal m-primaire de R. Supposons que pour tout entier naturel n > 1, et pour tout
xdeR,ona:x? €’ = x € I". ] est-il intégralement clos ?

Lemme 3.2. Soient R un anneau ncethérien et I un idéal de R. Si pour tout entier
naturel n > 1, et pour tout xde R, ona : 2 e " = x e I", alors pour toutn > 0,
ona:ll cI".

Démonstration. Soient x € R et vi(x) = s, alors x € I* — I**1. Par récurrence
on peut montrer que pour tout k € IN on a 2 e [ et x2° ¢ J6T2
ce qui donne s2k < vl(xzk) < (s+1)2k - 1. Alors pour tout k € IN, on a :
s < vl(xzk)/Zk < (s+1) = (1/2%. En passant a la limite quand k tend vers
(+00), on obtient :

vi(x) < vi(x) <vi(x) + 1.

L’'inégalité v; < vr+1 entraine que pour tout n > 0, I'inclusion : mlcr. o

La proposition suivante donne une réponse affirmative a la question de
Hiibl et Swanson, dans le cas ot1, toute valuation de Rees v; associée a I,
vérifie vi(I) = 1, et pour tout x € R, on a : v(x) € Z = vi(x?) € 2Z.

Proposition 3.3. Soient I un idéal d’un anneau neethérien R, tel que pour toute
valuation de Rees v; associée a I, on a : vi(I) = 1. Alors I est normal si, et seulement
si, pour tout x € R, et pour tout entier naturel n > 0, les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

(a) vi(x) € Z = vi(x?) € 2Z.

b x> e’ = xel"

Démonstration. Supposons que I est normal. Soit x un élément de R. On a
déja vu que : I normal implique la condition (b). Le fait que I est normal
et que pour tout 1 <i <5, on a: v;(I) = 1 implique que vi(x) = vi(x). Ce
qui montre que vi(x?) = Vi(x?) = 2vi(x) € 2Z. Supposons maintenant que I
vérifie les conditions (a) et (b). Soient x un élément de R et n > 1 un entier
naturel. On a :

xel"=7i(x) > n
= 71(x?) > 2n

Or d’apres le lemme on sait que vi(x) + 1 > Vi(x). Par conséquent
vi(x?) + 1 > 2n, donc x? € I?", car vi(x?) € 2Z. La condition (b) implique que
x €I". Donc I = I". |
Définition 3.4. Soient R un anneau ncethérien et k un entier naturel. On dit que
R posséde la propriété Sy si pour tout idéal premier pde R, on a :

depth R, > inf{k, ht p}.
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Définition 3.5. Soient R un anneau ncethérien et k un entier naturel. On dit que
R posseéde la propriété Ry, si pour tout idéal premier p de R de hauteur inférieure
ou égale a k, I'anneau Ry, est régulier.

Notation 3.6. Si A = @;:g A; est un anneau gradué et p un idéal premier de A,
onnote: Ay = {x € Ay tel que degx = 0}.

Proposition 3.7. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) L'anneau R[IT]/IR[IT] posseéde la propriété (Ro).
2) Pour toute valuation de Rees v associée a I on a v(I) = 1.

Démonstration. 1) = 2) : soit v un valuation de Rees associée a I. Alors il
existe un idéal premier p € Spec R[IT] de hauteur 1, minimal sur IR[IT]

tel que R, = R[IT],. Posons q = p/IR[IT], alors htq = 0. Si I'anneau

R[IT]/IR[IT] possede la propriété (Ro), alors 'anneau

(3.1) (RUTI/IR[T]) ) = Ru/IR,

est integre, donc IR, C m, est un idéal premier de R, de hauteur supérieure
ouégaleal, car (0) ¢ I. Comme la hauteur de mest 1, il en résulte IR, = m,,.
Doncv(l) = 1.

2) = 1) : supposons maintenant que pour toute valuation de Rees v asso-

ciée a I, ona: v(I) = 1. Soit q un idéal premier de R[IT]/IR[IT] de hauteur
zéro. Soit p la pré-image de q dans R[IT]. Donc p est un idéal premier de
R[IT] de hauteur 1 tel que q = p/ IR[IT]. Soit v la valuation de Rees associée
I tel que R, = R[IT]y). Donc IR, = m, car v(I) = 1. D’apres l'égalité ,
il est clair que (m/lm)@ est integre. Donc R[IT]/IR[IT] possede la

propriété (Ro). ]

Remarque 3.8. Dire que I'anneau (R[IT]/IR[IT]) posséde la propriété (Ro), c’est
la méme chose de dire qu'il est réduit, car cet anneau possede la propriété (S1).

4. LA PROPRIETE (Z})

Nous introduisons dans cette section, une nouvelle propriété des idéaux,
qu’on l'appelle (Z), et nous présentons des diverses résultats liés a cette
propriété.

Définition 4.1. Soient I un idéal d’un anneau ncethérien R et k un entier naturel
supérieur ou égal a 2. On dit que I posseéde la propriété (Zy), s'il existe un entier
naturel b > 0, tel que pour tous x1,xz, ..., Xi de R, et pour tout entier natureln > 1,
ona:

4.1) x;j€ M — Jie1,..,k} : x; el

k
i=1
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Proposition 4.2. Soient I un idéal d’un anneau ncethérien R et k, s deux entiers
naturels supérieurs ou égals a 2. On a :

1) Si I possede les propriétés (Zy), alors I° possede la propriété (Zy) pour tout
sef2,..,k}.

2) Si I posséde les propriétés (Zy) et (Zs), alors I° et I possedent la propriété (Z.).
3) Si I possede la propriété (Z2), alors I possede la propriété (Zy). En générale, s'il
existe un entier naturel r > 0, tel que I possede la propriété (Z,or), alors I possede
la propriété (Zy).

Démonstration. 1) Supposons que I posséde la propriété (Z). Alors il existe
un entier naturel b > 0, tel que pour tous x1, x7, ..., X, de R, et pour tout entier
natureln > 1,ona:

k
(4.2) Hxi et — Jie {1,k : x el
i=1

Soits € {2,...,k},ona:

s s
x; € Is(kn+b) N H x; € Ik(sn)+sb C Ik(sn)+b
i=1 i=1

= die{l,.. s} : x;e’", (Cf. @.2)).

Donc I° possede la propriété (Zy).

2) Supposons que I possede les propriétés (Zy) et (Zs). Alors par définition,
il existe deux entiers naturels b; > 0,b, > 0, tels que pour tous x1, x2, ..., Xk,
Y1,Y2,.., ¥s de R, et pour tout entier naturel n > 1,on a:

k
(4.3) sz- el — Jie(1,..,k) : x; €l
i=1
et
S
(4.4) H yi € = e (1,.,k) ¢ yjel.
j=1

Pour montrer que I° possede la propriété (Zy), il suffit de montrer qu’il
existe un entier naturel ¢ > 0, tel que pour tous x11, x12, ...xsc de R, et pour
tout entier natureln > 1,ona:

H xij € e — Jp e (l,...,s}, B e (1, ..k} : Xap € I,

1<i<s
1<j<k
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Prenons c un entier naturel qui vérifie cs > kb, + b;. On a:

S

k
2 2
H xij € Iks n+es H H xij € Ik(s n+by)+by

T<izs =1 i=1
1<j<k

S
= e 1,k : [[xp el (Cf @)

i=1
= Jdaefl, ., s},ABe(l,.. k) : xqp € ", (CL. (@.3)).

Donc I° posséde la propriété (Zy). De maniere similaire, nous pouvons
montrer que I¥ posséde la propriété (Zg).

3) Supposons que I possede la propriété (Z;2). Alors il existe un entier naturel
b > 0, tel que pour tous x11, X12, ..., Xk de R, et pour tout entier naturel n > 1,
ona:

(4.5) X € MY — Jiiell,. .k} : x; el
j ] j

1<i<k
1<j<k

Montrons maintenant que I posséde la propriété (Zi). Soient x1, x2, ..., X € R,
et n > 1 un entier naturel, on a :

k k
Hx‘ e [+t — thk c Ik2n+bk c Ik2n+b
1 1 =
i:l l=1
= die{l,.. k} : x;€I", (Cf. @.5)).

S’il un entier naturel r > 0 tel que I possede la propriété (Z»r), alors d’apreés
ce qu’on vient de montrer, nous en déduisons par récurrence que I posséde
les propriétés (Z ,-1), (Z,y-2),---(Zs2), (Z)- O

Proposition 4.3. Soit I un idéal d’un anneau ncethérien R. Les conditions sui-
vantes équivalentes :

1) I possede la propriété (Zy).

2) Il existe un entier naturel s > 0, tel que I possede la propriété (Z,z).

3) Pour tout entier naturel s > 0, I possede la propriété (Zys).

Démonstration. 3) = 2) : est trivial.

2) = 1) : est une conséquence immédiate de la proposition 4.2} 1l suffit de
remplacer k par 2 dans 3).

1) = 3) : nous allons utiliser la démonstration par récurrence sur s pour
montrer que : I possede la propriété (Z,).

Sis = 0:iln’y a rien montrer.

La récurrence : supposons que I posséde la propriété (Z,s). Alors il existe
un entier naturel bs > 0, tel que xq, ..., X2y € R, et pour tout entier naturel
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n>1,ona:
22

(4.6) sz- e — Jie(1,..,2%) : x el
i=1

Montrons maintenant que I possede la propriété (Z,s+). Posons bsy1 =
(2% + 1)bs. Soient n > 1 un entier naturel et (Vif) 1<ic2s 22" _¢léments de R.

1<j<2?°
Ona:

25+1 2%° (22s +b, )+b5
H yijelz ntbsin H H ]/ijEI n+bg

1<i<0?® 1<i<2?’ 1<j<2%
1<j<2?

= 3ie(,..2%) : [] y;; € b (CF. [@6))

1<j<2®

= Ji,je(l,..,2%), : y;el", (Cf. @&9)).

Donc I possede la propriété (Z,s+1). |

Lemme 4.4. Si I posséde la propriété (Zy), alors il existe un entier naturel [ > 1,
tel que pour tout entier naturel n > 0, on a : ["*! C I".

Démonstration. Soient x un élément non nul de R et s = vi(x). Donc x ¢
I*1. Comme I possede la propriété (Z) (Cf. (4.1)), vi(x*) < k(s + 1) + b. Par
recurrence, on peut montrer que pour tout entier natureln > 1, on a:

i) <K'(s+ D+ K+ L+ k+Db=K'(s+1) + %
Donc
nglkn) <(s+1)+ - 1/kb ;cl_/llcn)b.
En passant a la limite quand n tend vers +co on obtient :
4.7) vi(x) < vi(x) + b;;_#

En prenant!/ = [b;;ﬁl] +1, on peut montrer d’apres I’équation 1} que pour

tout entier naturel n > 0, on a : I"*/ C I". O

Proposition 4.5. Soient R un anneau ncethérien, I un idéal de R, et k un entier
naturel supérieur oit égal a 2. Si I posséde la propriété (Zy), alors I possede la
propriété (Zx). En plus, si 'anneau R est analytiquement non-ramifié, alors la
réciproque est vraie.
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Démonstration. Supposons que I possede la propriété (Zy). Alors il existe un
entier naturel b > 0, tel que pour tous x1, xy, ..., X, de R, et pour tout entier
natureln > 1,ona:

k
x;e MY —= Jie(1,.k} : x; el

i=1

D’apres le lemme précédent, il existe un entier naturel / > 0 tel que pour

tout entier naturel n > 0,on a:

(4.8) [+ c 1"

Posonsd=b+1.0Ona:

k k

— kn+d —
xie() = H x; € [kn+d
i=1 i=1

k
— H x; € I'*h | (Cf. @8))
i=1

= Jief{l,.  k:xel"cd.

Donc I posséde la propriété (Z;). Réciproquement, supposons que l'idéal I
possede la propriété (Z;). Alors il existe un entier naturel s > 0, tel que pour
tous x1,x, ..., X, de R, et pour tout entier naturel n > 1,on a:

k
—k -
(4.9) Hxi e =Tie(l,.k:xed.
i=1
Sil’anneau R est analytiquement non-ramifié, alors d’apres Rees (Cf. [6]), il
existe un entier naturel r > 0 tel que pour tout entier naturel n > 0, on a:

(4.10) -
Posonsc=s+kr.Ona:
k k
H Y€ e — H % € (j)k(n+r)+s
i=1 i=1
— Jie{l,.k :xed I, (Cf. [@9)
= dief{l,.. k : x;el", (Cf. @.10).
Donc I possede la propriété (Zy). m|

Nous allons montrer le résultat principal de cet article (Cf. Théoreme
4.7), qui nous permette de borner le nombre de valuations de Rees associées
a un idéal I d'un anneau R ncethérien, qui possede la propriété (Z;). Pour
cela nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 4.6. Soient I un idéal d'un anneau neethérien R et v1,v», ..., Vs ses valua-
tion de Rees associées. Alors pour tout i € {1,2,...,s}, il existe un élément x; € R
tel que pour tout j #i,0na:

vi(xi)/er < vi(xi)/ej,

oit ¢; = vi(I).

Démonstration. Soient pour touti € {1, 2, ...,s}, p; 'idéal premier homogene
de S = R[IT, U]/(UT-1) associé a (U) tel que R,, = S(;,). Notons 7; I'extension
de v; a Sp,. Comme les idéaux (p;); sont distincts, pour touti € {1, 2, ...,s}, il
existe un élémenth; ¢ p;eth; € () j#i Pj- Par conséquent v;(h;) = 0 et v;(h;) > 1
pour tout j # i. Comme les idéaux (p;); sont homogenes, on peux considérer
que ’élément 1; est homogene (ie. h; = aT”, avec a € I"). Nous distinguons
trois cas :

Sin = 0. On peut prendre x; = a.

Sin<0.0na:
S

hi=aT" =aT"™ U e US|y,
j=1
ceci contredit le fait que h; ¢ p;.
Sin>0.0na:

vi(a) = vi(a) = vi(aT"U") = v;(aT") + nvy(U) = ne;.
D’autre part, pour tout j # i,ona:
vi(a) = vj(a) = v;(@T"U") = v;(aT") + nv;(U) > ne;.
Dong, on a bien : vi(a)/e; < vj(a)/e;. O

Théoreéme 4.7. Soient (R, m) un anneau ncethérien, k un entier naturel supérieur
ou égal a 2, et [ un idéal de R qui possede la propriété (Zy). Alors I a au plus (k —1)
valuations de Rees associées.

Démonstration. Soient vq,v>, ..., v les valuations de Rees associées a I. Sup-
posons que 7 > k. Donc d’apres le lemme 4.6, pour tout i € {1, ..., 7}, il existe
un élément a; € R tel que pour tout j # i, on a : w;(a;) < wj(a;), ot w; = vi/e;.
On peut choisir les a; dans R tels que v;(a;) > 0. Soit

yi = ji [T jai (@)
Donc pour tout i € {1, ..., 7}, et pour tout j # i, on a : w;(y;) < a)j(yi), et

r

1) = =y = [ [ ewita).

i=1
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Posons s = []}_; eiwi(a;). Soit g un nombre rationnel tel que pour tout j # i,
ona:

wi(yi) +q < wi(yi)-
Comme 1'idéal I possede la propriété (Z;), il existe un entier naturel b tel
que pour tous x1, X2, ..., Xx de R et pour tout entier natureln > 1,on a:

K
xp€ M — Jie|1,..,k} : x; el
-1

1
De plus, d’aprés le lemme il existe un entier naturel > 0 tel que pour
tout entier natureln > 0,on a:

1+ c 1.
Prenons m un entier naturel tel que [m(s(k —1)g)] > k+b+1.Ona:
pour touti € {1, ..., k}

k
WYy -y = may) +m Y wily))

=L j#

k
>ms+m Z (s+9)
j=1,j#i
=ms+m(k—1)(s +q)
= kms + (k — 1)mg,

et pour touti € {k+1,...,7}

K
wiyy'yy - y) = m Z wi(y;)
=1

k
>m Z(s +q)
=1

=m(k—1)(s +9q)
= (k= 1)ms + (k — 1)mgq.
Donc pour touti € {1,...,r},ona:
@i(yy'yy - vy = (k= Lyms + (k — Dmg
> k(sm + 1) + (ms + (k — 1)mq — k)
>k(sm+1)+b+1
Ceci montre que y'y;' - -y’ € [ksm+1)+b+l Donc Yy -yt € Jksm+1)+b.

Comme I possede la propriété (Zy), il existe i € {1, ...k} tel que y € [+,
ce qui contredit le fait que w;(y!") = sm. m|
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Corollaire 4.8. Soient R un anneau ncethérien analytiquement non-ramifié et I
un idéal de R. I posseéde la propriété (Zy) si, et seulement si, I a exactement une
seule valuation de Rees associée.

Démonstration. D’apres le théoreme [£.7] il est clair que si I possede la pro-
priété (Z,), alors I a une seule valuation de Rees associée. Réciproquement,
si I a une seule valuation de Rees associée, alors la fonction v; définit une
valuation a valeurs dans Q. Posons b = 2] o1 ] est I’entier naturel qui vérifie

pour tout 7 > 0, I'inclusion I"*! c I'" (Cf. [6])). Soient x1, x, deux éléments de
R tels que x1xp € 2P, Alors vy(x1) + Vi(x2) = Vi(x1x2) = 2n+b > 2(n +1), par
conséquent vi(x1) > (n + 1) ou vi(x2) > (n + I), par suite x; € I'*! ou x, € "+,

Donc x1 € I" ou x; € I", car I"*! c I". Cela montre que I posséde la propriété
(Z»). O

Remarque 4.9. Ce dernier corollaire est une généralisation du critére "One-
fiberedness” introduite dans les travaux de Swanson et Hiibl (Cf. [2], Proposition
2.8).

Corollaire 4.10. Soient (R, m) un anneau ncethérien analytiquement irréductible
et I un idéal de R. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) I possede la propriété (Z7).

2) IR possede la propriété (Z,), oit Rest le complété m-adique de R.

Démonstration. Puisque 1’anneau R est analytiquement irréductible, I et IR
ont le méme nombre de valuations de Rees associées. Donc si I (resp. IE)
possede la propriété (Z,), alors I (resp. IR) a une seule valuation de Rees
associée (Cf. Proposition. Par suit, IR (resp.I) aaussi une seule valuation

de Rees associée. Donc IR (resp. I) possede la propriété (Z») (Cf. Proposition
4.8). O

Définition 4.11. Soient I un idéal d'un anneau neethérien, et v1,v, deux valua-
tions de Rees associées a I. On dit que la topologie v1-adique et la topologie vo-adique
sont linéairement équivalentes (ou vq et vo sont linéairement comparables) si, et
seulement si, il existe un entier naturel r tel que pour tout x € R non nul, on a :

v1(x) < rva(x) et va(x) < rvq(x).

Notation 4.12. Soient v une valuation de Rees associée a un idéal I d'un anneau
neethérien R, et n un entier naturel. On note :

1) v(I) = min{v(x) tel que x € I}.

2)I,(v) ={x €R tel que v(x)>n}.

Proposition 4.13. Soient R un anneau ncethérien et I un idéal de R. Si toutes
les valuations de Rees associées a I sont linéairement comparables, alors VI est
premier.
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Démonstration. Soientvy,vs, ..., vsles valuations de Rees associées a I. D"apres
le théoreme de valuations de Rees et la remarque[1.2} on sait que :

S
I= ﬂlef(vi)’ ou e; = vi(I).
i=1

Donc

Vi= ﬁ L, (vi) = ﬁll(Vi)~

i=1

Il
—_

Comme toute les valuations de Rees v, 1>, ..., vs sont linéairement compa-
rables,on a:

Li(vi) = i(v2) = - - - = [h(vs),

donc \ﬁ = I1(v1), ce qui montre que \ﬁ est premier, donc il est de méme
pour I, car \ﬁ = VL |

Corollaire 4.14. Soient R un anneau ncethérien et I un ideal de R. Si VI n’est pas
premier, alors I a au moins deux valuations de Rees non-linéairement comparables.

Proposition 4.15. Soient R un anneau ncethérien analytiquement non-ramifié et
I un idéal de R tel que son radical n’est pas premier. Si I posséde la propriété (Z3),
alors I a exactement deux valuations de Rees associées.

Démonstration. Cette proposition est une conséquence immediate du théo-
reme[4.7 et du corollaire O
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