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Résumé — Dans cet article, nous proposons une méthode pour le
calcul des modéles dynamiques inverse et direct de 1'Orthoglide,
un robot paralléle a trois degrés de liberté en translation. Ces
modéles sont calculés a partir des éléments du modéle dynamique
de la structure d'une chaine cinématique et des équations de
Newton-Euler appliquées a la plate-forme. Ces modéles sont
obtenus sous forme explicite ayant une interprétation physique
intéressante.

Mots clés — Robots paralléles, 3-DDL, dynamique, structures
fermées, modéle dynamique inverse, modéle dynamique direct.

I. INTRODUCTION

Les robots paralleles sont des systemes multi-corps
complexes, qui sont parmi ceux les plus difficiles a modéliser,
a cause de leur architecture paralléle qui comporte plusieurs
boucles fermées. Suite a l'augmentation constante des
performances attendues par ce type de machines, la conception
de leur commande doit prendre en compte les forces
d’interactions dynamiques. D’ou I’intérét d’avoir un modele
dynamique efficace pour la commande en ligne.

Afin d'obtenir le modéle dynamique des robots paralléles,
beaucoup de méthodes calculent le modéle dynamique de la
structure arborescente et utilisent les multiplicateurs de
Lagrange afin d'obtenir le modele dynamique complet du robot
[1-5]. Le principe des travaux virtuels a été utilisé dans [6,7].
La formulation de Newton-Euler a aussi été utilisée, par
exemple : Reboulet et al. [8] ont donné une forme matricielle
pour les robots paralléles de type Stewart, cependant leur
modele n'est pas complet. lls négligent notamment la masse
des pistons et la rotation autour de I'axe principal de chaque
chaine. Gosselin [9] a proposé le modéle dynamique inverse
du robot Stewart dans lequel toutes les masses et inerties sont
prises en compte, le probleme direct n'a pas été traité.
Dasgupta et al. [10] ont appliqué cette méthode a plusieurs
robots paralléles de type planaires et spatiaux [11]. Ji [12] a
étudié l'influence de I'inertie des chaines cinématiques dans le
modéle dynamique.

Cet article propose une solution pour la formulation des
modéles dynamiques complets inverse et direct des robots
paralléles. Ces modeles sont obtenus en termes des éléments
du modéle dynamique cartésien des chaines cinématiques du
robot percues aux points de connexions des chaines avec la
plate-forme. Par conséquent, on peut appliquer les techniques
développées pour les robots séries aux calculs de ces modéles.

Nous avons récemment proposé une nouvelle méthode pour
la modélisation dynamique du robot & 6 degrés de liberté
Gough-Stewart [13]. Dans cet article, nous considérons
I'application de cette méthode au robot Orthoglide [14].

L'architecture de I'Orthoglide est donnée sur la figure 1. La
description des chaines cinématiques est présentée sur la figure
2. L'Orthoglide est une machine de type paralléle possédant 3
articulations prismatiques orthogonales. La plate-forme mobile
est connectée aux articulations prismatiques par 3
parallélogrammes articulés et bouge dans I'espace cartésien x-
y-z avec une orientation fixe.

Articulations
rotoides

Plate-forme

Articulation de type
parallélogramme

Actionneur
Prismatique

Fig. 2. : Description du robot Orthoglide

L'Orthoglide est dédié a I'usinage a grande vitesse, car son
architecture se rapproche des machines standards
d'architecture série PPP (espace de travail Cartésien régulier et
performances uniformes) et avec, en plus, les propriétés des
structures paralléles (inerties moins importantes et meilleures
performances dynamiques). Son espace de travail est proche
d'un cube et ne possede aucune singularité. Il existe une
configuration ou la matrice Jacobienne est isotrope avec tous
ces facteurs d'amplification de vitesse égaux a 1. Ces facteurs
restent bornés dans l'intervalle [1/2 ; 2] dans le reste de
I'espace de travail.



Le paragraphe suivant présente la description géométrique
du robot. Le paragraphe trois traite de la modélisation
cinématique du robot. Les paragraphes quatre et cing donnent
respectivement les modéles dynamiques inverse et direct du
robot. Un paragraphe final permet de tirer les conclusions sur
ce travail.

1. DESCRIPTION DU ROBOT

L'Orthoglide est un robot paralléle a trois degrés de liberté
en translation. Il est composé d'une plate-forme mobile et de
trois chafnes cinématiques identiques. Chaque chaine est
composée d'un actionneur prismatique (P) liant la base a la
chaine (point A pour i = 1, 2, 3) d'une articulation rotoide (R),
d'une articulation de type parallélogramme (Pa) et d'une
articulation rotoide liant la chaine a la plate-forme (figure 2).

Le robot a une structure complexe avec 2 boucles spatiales
et 3 boucles planaires. La structure arborescente équivalente
est obtenue en isolant la plate-forme et en coupant les trois
articulations passives qg; (i = 1, 2, 3) (figure 3) :

Ay ’// >
Xo%RO
Xa1 Yo, Ya1
Fig. 4. : Repere de la base Ry et repére de la plate-forme Rp

Les axes des trois actionneurs se coupent au point K. Le
repere fixe Rk a pour origine le point K. Les axes Xk, Yk, Zk

sont définis par les axes des trois actionneurs (qy),
respectivement Qio, 013, g11. Nous définissons également deux
repéres : le repére Ry fixe par rapport & la base et le repére R,
fixe par rapport a la plate-forme, respectivement d'origine A;
et P. Leurs axes, respectivement (Xo, Yo, Zo) et (Xp, Yp, Zp), SONt
paralléles aux axes (X, Yk Zx). De plus, nous introduisons 3
repéres Ru; d'origine A;. Leurs axes sont définis de la maniére
suivante : l'axe z,; est le long de I'axe de l'actionneur i et le
plan (Xai, Za;) est défini pour i = 1 a 3 respectivement par : (A;,
K, A), (A, K, A3, (As, K, Ay). La figure 4 indique
I'emplacement de ces reperes.

La notation de Khalil et Kleinfinger [15] peut-étre utilisée
pour décrire la géométrie de la structure arborescente. Le
placement des reperes est indiqué sur la figure 3. On peut
remarquer que l'on utilise deux repéres Rg et Rg, pour
l'articulation coupée qg [15]. Les paramétres géométriques
nécessaires pour définir le repére du 1% corps de chaque
chaine Ry;, dans le repére de base du robot Ry, sont donnés
dans le tableau 1. Le tableau 2 donne la description du reste de
chaque chaine :

i la) | wi [og [l yalbilopldilea]l ri|

1, 0 1 1 0 0 0 0 0 Qu

1, 0 1 1 /2 a /2 0 0 -a+0i2
13 0 1 1 0 -1i/2 0 /2 | -at+Qi3
Tableau 1 : Paramétres géométriques du repére
du 1* corps de la chaine i (pouri=1a3)

i la) [ wi [ o[y [ byl auldi] 05 [ry]
2i L 0 0 0 0 -t/2 | O Oai I
3 2 0 0 0 0 -nt/2 0 Qs 0
4; 3i 0 0 0 0 0 Dai Qai 0
5i 4i 0 0 0 0 /2 0 Osi Isi
6 5, 0 0 0 0 0 [Dg 0 0
7i 2i 0 0 0 by -n/2 | O Ori 0
8; 7 0 0 0 0 0 Dgi Qsi 0
9 5, 0 0 0 b | -ni2 | 0 0 0

Remarque : by = -2 1y, b = -I2i, I'si = =I5, Dgj = Dy
07i = Usi, Gsi = 04i = -Usi, Osi = -Ozi-70/2

Tableau 2 : Paramétres géométriques de la chaine i

Les Parametres des tableaux 1 et 2 sont :
a(j) qui donne le repére antécédent au repére j,
u() et o(j) qui décrivent le type de l'articulation :
- u(j) = 1 si l'articulation j est motorisée et u(j) = 0 si elle est
passive,
- o (j) = L si l'articulation est prismatique et ¢ (j) = 0 si elle est
rotoide.

Les paramétres (y, b, aj, dj, 6 r;) sont utilisés pour
définir le repére R; dans le repére de son antécédent R;. La
matrice de transformation composée de ces parameétres est
notée :

. ‘A, P,

l'I*j — J J (1)
0(1)(3) 1

ou:

'A;  estla matrice (3x3) qui définit l'orientation du repere
R; dans le repére R;.

in est la matrice de position (3x1) qui définit I'origine du
repére R; dans le repére R;.



I1l.  MODELISATION CINEMATIQUE
Les notations suivantes sont utilisées :

(Xp, Yo, Zp) coordonnées du point P exprimées dans le
repére Ry
(Xai» Yai» Zai) coordonnées du point A; exprimées dans le
repére Ry
L matrice composée des variables prismatiques du robot
T
L:[qn SP; ql3]
L matrice composée des vitesses des articulations
. . : N . N T
prismatiques du robot : L =[¢; @, Q]
q; matrice composée des vitesses des articulations
indépendantes de lachainei: q; =[dy; G5 Gsi"
qQ matrice composée des accélérations des articulations

indépendantes de la chaine i : §; = [ty Gy s
OVP vitesse linéaire de I'origine de la plate-forme,
"Vp accélération linéaire de l'origine de la plate-forme.

Les modeles suivants sont présentés dans [16,17] et ont une
solution unique :

i) Le modéle géométrique inverse du robot donne les variables
prismatiques motorisées (qs;) en fonction des coordonnées (Xp,
Y, Zp) exprimées dans le repére Ry :

— 0
L=F(P) 2)

0 T
avec ‘P, =[X, Y, Z,]
Le modele géométrique inverse est de la forme suivante :

Uy ZP - cos(q31)cos(q21) D41 - D61
Gy | =| Xp = Xa, —C08(0y, ) €0S(0,; ) Dy, — Dy 3)
O YP - YA3 - cos(q33)cos(q23) D43 - D63

avec :

q31

. -Y, . _X .
sint| —2 | et g, =—|sin?| ————|+= | ;
[D“J “ [ [Cos(qSI)DAIJ 2]
. (-Z,+Z O A n
=sint| =L ZA2 | ot — _lsint =2 Taz Tl
e ( D4z ] Uz [ [COS(qSZ) DAZjJr 2]
. =X, +X - ~Z,+Z T
=sint| Z2r T2 | ot =—|sint| 2T As (LT
s [ D, J U [ {cos(q%) DAJ+ 2]

ii) Le modeéle cinématique inverse du robot donne la vitesse
des variables prismatiques motorisées (Q,;, Gy, Gz) €N

fonction de la vitesse de la plate-forme :
L="J"'"V, @)

ou "J; est la matrice Jacobienne inverse du robot :

R Y
TZl S21
1 T
R R T (5)
’ T22 SZZ
T 1
SZ3 TZS
avec: T, =tan(q,), S; =sin(qy ) et T, =tan(qy ).

iii) Le modéle cinématique inverse de la chaine i donne la
vitesse des articulations de la chaine i (y,q,05) €N
fonction de la vitesse du point P :

q="3""V, (6)

ot *J;' est la matrice Jacobienne inverse de la chaine i.

0 -D;CySy -DyS;Cy 1 -D,CyCyp DS, Sy,
qu =0 0 _D41 Csl ’ DJz =|0 -D,;CypS; -D,S,Cyp
1 -D,CyCy DS54 S, 0 0 D, Cy
0 0 —D;3Cys
0*]3 =|1 -Dy;CsCy D43 S Sy (7)
0 - D43 Cas 523 ’D43 533 Cza
1 To 1 T
Ta Su T Sz
ﬂJ-ll: _ 1 T ol, nJ-21: 0 - 1 T
D4l C31 S DAl C3l TZl D42 CSZ SZZ D4Z c32 TZZ
0 - ! 0 0 0 - L
L D, Cy D, Cy
T 1
Sz T
i Ta g 1 (8)
’ DAS CRS T23 D43 CSR SZS
- 0 0
| DuCy

iv) Le modele cinématique inverse du second ordre de la
chaine i donne l'accélération des articulations de la chaine
(8y, Gy, s ) enfonction de I'accélération du point P :

tii = OJ;I (OVp - Ojiqi) (9)

IV. MODELE DYNAMIQUE INVERSE

Le modele dynamique inverse représente la relation entre
les forces des articulations motorisées et les positions,
vitesses, accélérations cartésiennes de la plate-forme. Il s'écrit
r=f('p,, 'v,, 'V,).

En utilisant les modéles géométrique et cinématique inverse
du robot et des chaines on peut exprimer la position, la vitesse
et l'accélération des articulations de chaque chaine
(q;, 4;, q;) en fonction du mouvement de la plate-forme

("P, "V, 'V,)

Fig. 5. : Force f;

En représentant les réactions de la plate-forme sur la chaine
i par f; (figure 5), les inconnues du modele dynamique inverse

sont les 9 composantes des forces f; = [fXi fi fa ]T etles 3
forces des articulations indépendantes I'y;; (i = 1, 2, 3). Le

modéle dynamique inverse de chaque chaine est composée de
3 équations indépendantes (cf : annexe) ce qui donne un total



de 9 équations. Les équations de Newton-Euler de la plate-
forme donnent 3 équations supplémentaires. Le systéme est
donc composé de 12 inconnues et de 12 équations, il est donc
envisageable d'étre résolu. Dans la suite, ce systéeme
d'équations sera résolu de fagon séquentielle.

A. Calcul de °f; en utilisant le modéle dynamique de la
chainei

La forme générale du modele dynamique de la chaine i,
s'écrit :

I =H, (qi»qi1Qi)+0JiT f, (10)
ou :
Hi (qi’qi’iii ) = Aiqi +hi (qi’qi) (11)

A; est la matrice d'inertie (3x3) de la chaine i et h; est la
matrice (3x1) contenant les forces de Coriolis, centrifuge et
gravité. I'; est composé des couples/forces de la chaine i, ot I'y;
etI',; sont nuls :

F':[Fli Y Iﬂ3i]T:[F1i 0 0]

1

T

(12)

En utilisant I'équation (10), les forces de réaction °f;
peuvent s'écrire :

Ofi = OJ;T (Fi —-H; (qi’qi’iii )) (13)
f,= -"J'H, (qi’qi'q.i)_’— Ry (14)
En notant °J;"H, (q;,q;,4;) parH(q;,q;.q;), alors:

f, = -H;(q;,4;.4;)+"J;'T; (15)

H, (q;,q9;.4;) exprime le vecteur H,(q;,q;,q;) dans l'espace
cartésien de position au point P; [18,19].

En utilisant I'équation (8), on obtient pour la chaine 1 :

T2 1

l]f1 =-H, (qp('h’"l'])"' Iy (16)

On peut observer que le coefficient de I'y; dans I'équation
(16) correspond a la premiére colonne de la matrice
Jacobienne inverse transposée du robot (équation (5)). Il en est
de méme pour les chaines 2 et 3, qui donne des matrices
respectivement fonction de T';, et T'yj3, qui correspondent
respectivement a la deuxiéme et la troisieme colonne de la
matrice Jacobienne inverse transposée du robot :
Ofi = _Hxi (qi’qi’til) OJpT[ ] i
ou °JPT[ i i°™ colonne de la matrice Jacobienne

inverse transpose du robot.

A7)

représente la i

B. Dynamique de la plate-forme
Les équations de Newton-Euler appliquées a l'origine de la
plate-forme s'écrivent (pas de rotation) :
="V, Mp—Mp"g (18)

g accélération de la pesanteur exprimée dans le repére R
M, masse de la plate-forme
', Force totale extérieure appliquée sur la plate-forme au

point P. Puisque °V, est connu, alors 0Fp peut-étre
calculé a partir de I'équation (18).

Les forces appliquées a la plate-forme dues aux forces de
réaction de chaque chaine (figure 6) sont calculées en utilisant
I'équation suivante :

(19)

Chaine 3

Fig. 6. : Forces extérieures appliquées au point P

En substituant I'équation (17) dans I'équation (19), on obtient :

OF Z[( ql’q17ql) J T[ i]rli ):l (20)

ou ;
3

OJ;)T 1—‘robot = 0F‘p + Z[Hxl (qi’qi ’qi ):| (21)
i=1

On peut en déduire :

Frobot :ngHrobot (22)

avec .

Frobot = [Fu FlZ 1—‘13 ]T

robot - OF +Z|: xi q19q1’q1):l (23)

L'équation (22) représente le modéle dynamique inverse.
Pour le calculer, en plus du calcul des matrices Jacobiennes,

nous devons déterminer H, (qi,qi,qi) qui représente le

modele dynamique inverse de la chaine i. Différentes
méthodes peuvent étre utilisées pour calculer ce vecteur
numériquement ou symboliquement [20,21,22]. Afin de
réduire les colts du calcul, la méthode de Newton-Euler
s'appuyant sur un calcul symbolique itératif et utilisant les
parameétres inertiels de base du robot peut-étre utilisée [17,23].

On peut remarquer que le modele dynamique inverse,
équation (22), ne posséde pas de singularités dans I'espace
accessible du robot.

C. Interprétation physique

i) On peut observer sur l'équation (23), que l'effet des
chaines cinématiques sur la plate-forme équivaut a appliquer

une force égale @ H, (q;,q;,d;) au point P. La force totale
correspondante est égale & > H(q;,4;.4;).

ii) Le membre a gauche de I'équation (21) représente les
forces des actionneurs exprimées dans l'espace cartésien de
la plate-forme.

V. MODELE DYNAMIQUE DIRECT

Le modéle dynamique direct exprime les accélérations
cartésiennes de la plate-forme en fonction des positions et
vitesses de la plate-forme et les forces des articulations

motorisées. Il sécrit 1V, =£(°V,, °V,,T).



Les inconnues pour ce probléme sont les 9 composantes des
forces de réaction au point P sur chaque chaine

£, =[f, f, fu]" et les 3 composantes de I'accélération

linéaire cartésienne de la pIate-forme“Vp. Comme pour le

modéle dynamique inverse, on a 9 équations obtenues a partir
des modeles dynamiques inverses des chaines et 3 équations
provenant de la plate-forme. Le systéme est donc composé
également de 12 inconnues et de 12 équations. Ce systéeme
d'équations sera résolu de fagon séquentielle.

A. Calcul de °f; en utilisant le modéle dynamique de la
chaine i.

Les forces de réaction de la chaine, relation (14), doivent
étre exprimées en fonction des accélérations linéaires
cartésiennes de la plate-forme. En utilisant les relations (11) et
(17) de fagon a séparer les forces d'inerties des forces de
Coriolis, centrifuges et gravités, on obtient :

Ofi = _OJi_TAiqi _OJ;Thi (qi’ql) OJpT[ i (24)
En substituant I'équation (9) dans (24), ona:

Ofi = _Axi 0Vp +Axi OJi qi _hxi (qi’qi)+ OJ;JT[:’i]ri (25)
ou A, ="J"A,J; estlamatrice (3x3) d'inertie cartésienne

de la chaine i exprimée au point P;, et h, ="J;"h, est la

matrice (3x1) de Coriolis, centrifuge et gravité exprimée dans
I'espace cartésien au point P; [18,19].

En substituant I'équation (25) dans les équations de Newton-
euler de la plate-forme, relation (18), on obtient :

oF __Z[AXI]OV +Z|: UJ q; - xl(qi’qi):|+0‘]-l’rrrobol (26)
Ce qui s'écrit ;
3 3 .
(Z[Axi]-i_I}MPj +Z|: q.’q xiuJi qi]_MPgZOJ;’T | -
i=1 i=1

@7)
Les accélérations cartésiennes de la plate-forme peuvent
étre calculées a partir de la relation suivante suivante :

! V Art:bot ( ’ J;’T 1—‘robot - hrobot ) (28)
Avec :
Frobot = [Fu rlz r13 ]T
3
Arobot = Z[Axi]+I3Mp (29)
i=1
3 .
hrobot :z[hxi (qi’qi)_Axi OJiqi:I_Mp g (30)

i=1

Les accélérations articulaires @, ¢, 05 (pour i =1 a 3)
des trois chaines cinématiques peuvent étre obtenues en
utilisant le modele cinématique inverse du second ordre
(relation (9)).

La matrice (3x3) A oot COrrespond a la somme des matrices
d'inerties spatiales des chaines plus la matrice (3x3) diagonale
dont les éléments sont égaux a Mp.

L'équation (28) représente le modéle dynamique direct du
robot. Pour I'obtenir, on calcule les termes A; et h; de chaque
chaine :

- h; peut étre obtenu en utilisant la formulation de Newton-
Euler dans le modele dynamique inverse de chaque chaine en
considérant les accelérations g; nulles : h, = H, (q;,4;.d; =0)

[24,25].

- A; peut étre obtenu en utilisant la formulation de Newton-
Euler [24,25] ou Lagrange [17].

Pour réduire les colts de calcul, on peut utiliser une
méthode de calcul symbolique itératif et les paramétres
inertiels de base du robot pour A; et h; [25].

La relation (28) peut étre aussi utiliser pour le calcul du
modele dynamique inverse, mais la relation (22) est plus
efficace du point de vue co(t de calcul.

B. Interprétation physique
i) La contribution de chaque chaine sur la matrice d'inertie
spatiale du robot A,g,. €st due a la matrice (3x3) d'inertie
cartésienne de la chaine exprimée au point P.
ii) La matrice (3x1) h, représente les forces de Coriolis,

centrifuges et gravité exprimées dans l'espace cartésien au
point P. Les forces totales correspondantes sont données par

Z<h"i (qi’qi ) Ay oji(li) )

VI. CONCLUSION

Dans cet article, nous présentons une forme intéressante des
modéles dynamiques inverse et direct du robot Orthoglide. En
effet, ces modéles prennent en compte toute la dynamique du
robot sans simplification et permettent de déduire une
interprétation physique du modele dynamique du robot
parallele. Cette approche pourra étre utilisée sur d'autres
structures paralléles.

Ces modeles sont obtenus en termes des éléments du
modele dynamique cartésien des chaines cinématiques du
robot percues aux points de connexions des chaines avec la
plate-forme. Par conséquent, on peut appliquer les techniques
développées pour les robots séries, aux calculs de ces modeéles.
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ANNEXE

Calcul du modeéle dynamique inverse de la chaine i

Chaque chaine du robot est composée d'une boucle planaire
de type parallélogramme. On calcule le modele dynamique de
la structure arborescente équivalente en coupant l'articulation
passive (gg;) du parallélogramme (figure 3) :
Fari = Hari (qi’qi'qi)

avec I, =[I; Ty T,

(31)

Ly F7i]T

i l—15i

On calcule ensuite les équations de contrainte de fermeture
de boucle pour exprimer les variables des articulations
passives en fonction des variables des articulations actives. La
chaine i étant isolée de la plate-forme, on considére dans un
premier temps que les articulations qg;, 0z et gs; sont actives.
Dans le modéle complet du robot, on rappelle que seule q; est
motorisée et que I'on considére les couples I'y; et I'y; de valeurs
nulles.

Soit q, le vecteur contenant les articulations actives et q,,

le vecteur contenant les articulations passives :
T
q, = [% Qi q3i] (32)
T
q, = [q4i 0s; Q7i] (33)
Les équations de fermeture de boucle sont les suivantes :
U4 =3

b
Osi =—0y _E (34)
Q7i =03
Osi = —0j;

Le modele dynamique de la boucle fermée est obtenu a
partir de T',. et des équations de contraintes en utilisant la

ar,
i

relation suivante [17] :

I = [Fli Iy Ty ]T = GiTFar. (35)
I =GiTHs.ri (qi’qi'qi)zHi(qi’qi’qi) (36)
aq,,
avec . Gi = a a‘] et qar; = |:qai ql’i:|
En utilisant les équations (34), on obtient :

100 0 0O

G'=|l01 00 -10 (37)
001 -1 0 1

H,(q;,q;,q;)est le modéle dynamique de la chaine i.

Lorsque I'on prend en compte la force de réaction f; sur le
point terminal de chaque chaine, la forme générale du modéle
dynamique de la chaine i, devient :

Fi :Hi (qi’qivqi)"’o‘]iT 0fi (38)
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