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Points singuliers normaux

Dax Jean-Pierre**

24 Juin 2007

SOMMAIRE. L’auteur étudie les singularités d’une application différentiable s entre variétés diffé-
rentielles, soumise a la contrainte f(A)cB ol A et B sont deux sous-variétés différentielles. L’auteur
dégage une notion nouvelle, celle de point singulier normal; il étudie plus particulierement les
points singuliers normaux simples ; il en donne une définition intrinseque ainsi qu’une forme réduite
en coordonnées locales. L’auteur donne également un modele d’élimination de points singuliers
normaux simples.

SUMMARY. The author studies the singularities of a differential mapping s between differential
manifolds with the constraint f(A)cB where A and B are two differential submanifolds. The author
introduces a new notion : that of a normal singular point. In particular he studies some of these
points that he calls simple normal singular points. He gives for them an intrinsic definition and
a reduced form in local coordinates. The author gives also a model for the elimination of simple
normal singular points.

Introduction

On considére deux paires de variétés différentielles de classe C°, (X, A) et (Y, B). On
suppose que X est compacte et que A et B sont des sous-variétés fermées. On note m, n, p, q
les dimensions respectives de X, Y, A, B . Onnoter=m —pet s=n —q.

On considere une application différentiable de la paire (X, A) dans la paire (Y, B); on
entend par 1a une application différentiable

f: X —Y telleque f(A)CB.

On introduit au €1 la notion de rang normal de f au point ¢ € A, noté rgn, f
(cf. Déf 1.1). On dit que le point a € A est un point régulier normal de f sirgn, f =
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inf(r, s) , un point singulier normal de f sirgn, f < inf(r, s) . On étudie dans ce papier
ces points d’'un point de vue local et d’un point de vue global. On exhibe notamment des
formes réduites en coordonnées locales de certains points réguliers normaux et de certains
points singuliers normaux.

Au 92 on considere deux sortes de points réguliers normaux.

On considere d’abord les points réguliers normaux satisfaisant a rgn, f =r , rg, f =
m . On prouve qu’au voisinage d’un tel point, f peut s’écrire en coordonnées locales sous
la forme (cf. Prop 2.1)

flut, ... up;v1,...,0p) = (u1,...,up,0,...,0; vi,...,0,,0,...,0) avec p<gq,r<s.

On considere également les points réguliers normaux satisfaisant argn, f = s, rg, fla =
q . On prouve qu’au voisinage d’un tel point, f peut s’écrire en coordonnées locales sous
la forme (cf. Prop 2.2)

flut, ... up;vr,...,0p) = (Ut,...,uq; U1,...,0s) avec ¢<p, s<r.

Au €3 on introduit la notion de points singuliers normaux simples. Un point
singulier normal a € A de f est dit semi-simple (cf. Déf 3.1) si rgn, f = r — 1 et si la
premiere dérivée normale (cf. Déf 1.4) de f est transversale au point a & la sous-variété des
1-jets normaux (cf. Déf 1.3) de rang r — 1 . Un point singulier normal a € A de f est dit
simple (cf. Déf 3.2) §'il est semi-simple et si I'on a rg, f = m . Ces conditions impliquent
r<s (cf. Déf 3.1), p < qg—1 (cf. Déf 3.2) et s < m — 1 (cf. Prop 3.1).

On prouve qu’au voisinage d’un point singulier normal simple, f peut s’écrire en co-
ordonnées locales sous la forme (cf. Prop 3.3)

flut, .. upsvr, oo v) = (Ui, Up,v1,0,...,0 5 Vo, Vp ULV, L Us—p1UT) -

On introduit aussi au 43 la notion d’application simple. On dit qu'une application
f est semi-simple (cf. Déf 3.3) si r < s, si tous ses points singuliers normaux sont semi-
simples et si fix\ 4 est transversale a B . On prouve alors (cf. Prop 3.2) que D = f~1(B) \ A
est une sous-variété compacte de X et que S = D N A est une sous-variété compacte de
codimension 1 de D. On dit qu’une application f est simple (cf. Déf 3.4) si elle est semi-
simple, si tous ses points singuliers normaux sont simples et si la restriction de f a D est
un plongement.

Au 94 on introduit la notion de point singulier normal non dégénéré d’une
fonction

C’est un point singulier normal a € A tel que la premiere dérivée normale f! soit trans-
versale en a a la sous-variété des 1-jets normaux de rang 0. On prouve (cf. Prop 4.2) qu’en
un tel point f peut s’écrire en coordonnées locales sous la forme

.
flut, ..., up;vr,...,00) = b+ E u;v; avec r < p.
i=1



1 GENERALITES SUR LES POINTS SINGULIERS NORMAUX

Dans les 95 et 96 on introduit les notions d’applications correctes et d’applica-
tions excellentes. Ces notions sont génériques (cf. Prop 5.3 et 6.3) et ont des liens avec
certaines singularités normales (cf. Prop 1.4). Les applications semi-simples sont toujours
excellentes.

Au 97 on exhibe des modeéles de déformation d’applications simples entre
paires de variétés. Ces modeles permettent de déformer une application simple

f:(X,A) — (Y, B)

en une application g sans point singulier normal et satisfaisant & (X \ A)N B = . Un
cas élémentaire d’un tel modele est donné dans ’exemple 7.2, illustré par les figures 1,2 et
3, aux commentaires desquelles on pourra se reporter.

1 Généralités sur les points singuliers normaux
On considére une application différentiable f : (X, A) — (Y, B) .

NOTATIONS 1.1.— On note 74X la restriction a A du fibré tangent a X noté 7X. On
note de méme 7Y la restriction & B du fibré tangent a Y noté 7Y.

Si € est un fibré vectoriel réel, on note E(£) Iespace total de ce fibré ; on note E(€) le
complémentaire de la section nulle dans E(§) .

Si € est un fibré vectoriel euclidien, on note B(§) le fibré en boules unités fermées
associé a £ ; on note S(§) le fibré en sphéres unités associé a &.

DEFINITION 1.1.— On appelle rang normal de f au point a € A le rang au-dessus du
point a de Iapplication fibrée

fa: E(taX/TA) — E(78Y /TB)

obtenue par passage au quotient de la restriction a A de I'application linéaire tangente f,.
On notera rgn,(f) ce rang et rg,(f) le rang de f au point a.

DEFINITION 1.2.— On dit qu’un point a € A est un point singulier normal de ’application
fsilon a
rgn, (f) < inf(r,s) .

Sinon on dit que le point a € A est un point régulier normal de I'application f .

DEFINITION 1.3.— On appelle 1-jet normal de (X, A) dans (Y,B) un élément de la
variété
IN'(X,4Y,B)= | L(nX/mA Y /7,B)
(z,y)eAxB
ou L(m X/, A, 17,Y/7yB) désigne l'espace des applications linéaires de 7,X/7,A dans
Y /1y B.
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DEFINITION 1.4.— On appelle premiére dérivée normale de f I’application
fl . A— JNY(X,A;Y,B)

v

qui a x € A associe I’application linéaire fa , obtenue par passage au quotient de I’appli-
cation linéaire tangente a f au point x.

DEFINITION 1.5.— On appelle 1-jet de (X, A) dans (Y, B) un élément de la variété

JNX,A4Y,B)= ) L(nX mAnY nB)
(z,y)€EAXB

ou L(1, X, 1, A;17,Y, 7y B) désigne l'espace des applications linéaires ¢ de 1, X dans 7,Y
telles que p(1,A) C 7, B.

DEFINITION 1.6.— On appelle premiére dérivée de f I’application
! A— JYX,A;Y,B)

qui a x € A associe I'application linéaire tangente f., a f au point x.

On a une application naturelle
7 JYX,A;Y,B) — JNY(X,A;Y,B)

et I'on a fl = mo fl. L’application 7 est une fibration différentiable.

NOTATIONS 1.2.— En mettant des coordonnées locales au voisinage de a € A, centrées en a
et f(a), 'application f peut étre considérée au voisinage de a comme une application

f: (D™ DP) — (R",/RY)
avec a =0 et f(a) =0.
On utilisera les notations suivantes :

u=(ut,...,up), v=_(v1,...,v), ¢ =(u;v) avec u;,v; € R
U=(U,....Up), V=W,...,V}), X = (U;V) avec U;, V; € R
g:(gl7"'7.gq)7 h:(hla---ahs)v f:(g7h)

(é1,...,em) base canonique de R™

(é1,...,ep) base canonique de RP, (epi1,...,ep+,) base canonique de R”
(e1,...,ey) base canonique de R

(é1,...,eq) base canonique de RY, (eq1,...,€eq+s) base canonique de R?
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REMARQUE 1.1.— f étant une application entre paires de variétés, on a h(u,0) =0 .

L’application linéaire tangente f, : D™ x R™ — R™ x R" est donnée par

UL,
felz, X) = (f(x) ; Zai(%) Xi)

j=1
Par restriction ’application
fl:DP — DP x R? x L(R",R?)

est donc donnée par

fo(u, V) = <“ ;9w 0) (%(U;O)W>
J

j=1

NOTATION 1.3.— On note C*(X, A;Y, B) I'espace des applications de classe C*° de la paire
(X, A) dans la paire (Y, B) , espace muni de la topologie C*° de Whitney.
PROPOSITION 1.1.— Soit N une sous-variété (non nécessairement fermée) de
JYX,A;Y,B) .
Alors I'ensemble des applications
f:(X,4) — (Y, B)

dont la premiére dérivée f' est transversale & la sous-variété N est partout dense dans
C*(X,AY,B).

PREUVE. On procede comme pour la preuve des Théoremes de transversalité de Thom.
Le point essentiel & vérifier est que 1'on peut appliquer le lemme fondamental de ([C], exp.
6-05). Le point a vérifier étant local, on part d’une application

f (D™ DP) — (R",R?) avec f(0) = 0.
11 suffit de construire une application F(z,w,k,[,t) avec
F : (D™ xR x RPI x R x R™ | D x R? x RP? x R x R"*) — (R" , RY)

telle que
F((u;v),0,0,0,0) = f(u;v)

et telle que 'application

¢ : DP x RY x RP? x R x R™ — DP x R? x £(R™, RP; R", RY)
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définie par ¢(u, w, k,1,t) = (Fyk1.¢)'(u) soit transversale & la sous-variété N.
On définit F' par

F((“? v)7w7 k?l’t) = (G(u’ /U7 w7 k?l7t> ) H(u7 U7w7k7l7t))

a P g v
G(u,v,w,k, 1, t) = g(u;v) + w + ujkije; + Z Z vjlije;
i=1 j=1 i=1 j=1
S T S S s
H(u,v,w,k,1,t) :h(u;v)—i-z Z Vjtij€qti :Zhi(u, v)egri + Z Z Vjtij€qti
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

L’application F' ainsi définie est telle que
F((u;v),0,0,0,0) = f(u;v)
H(u,0,w,k,l,t) =0 .

L’application ¢ est réguliere en tout point (c’est-a-dire en tout point son rang est égal
a la dimension du but). Par suite 'application ¢ est transversale a la sous-variété N.

On peut donc appliquer le lemme fondamental.
O

PROPOSITION 1.2.— Soit N une sous-variété (non nécessairement fermée) de
JNYX,A;Y,B) .

Alors I'ensemble des applications f : (X, A) — (Y, B) dont la premiére dérivée normale
fl est transversale & la sous-variété N est partout dense dans C*(X, A;Y, B).

PREUVE. Ce résultat découle de la Prop 1.1, compte-tenu de la fibration différentiable
7 JYX,A;Y,B) — JN'(X,A;Y,B)

et de ce que 'on a f} = 7o fL.

PROPOSITION 1.3.— On considére un germe d’application
f+ (R™RP0) — (R",RY,0)

de rang normal k a lorigine, avec 0 < k < inf(r, s). Plus précisément on suppose que ’'on

a les relations ok
6—(0) = egyqj pour tout j=1,...,k
Uj

h
g'l)j(O) = 0 pourtout j=k+1,...,m
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Alors la premiére dérivée normale f} est transversale a I'origine a la sous-variété des
1-jets normaux de rang k si et seulement si

0%h;

O dv; >k+1§i§s, k+1<j<r

(TN1) les matrices N; = < , 1<Ii<p,

engendrent 'espace vectoriel des matrices (s — k,r — k) .

Lorsque k =r — 1, r < s cette condition est équivalente a
0%h;

O Ovy >k+1§z‘§s, 1<I<p

(TN2) la matrice R = ( est de rang s — k .

Lorsque k = s — 1, s < r cette condition est équivalente a :
0%h

0w 0v; >1313p, k+1<j<r

(T'N3) la matrice S = < est derangr — k .

PREUVE. La matrice de I'application linéaire f!(u) est de la forme

Alu) = <A1§((5)) J%EZ%) - (a}glfgu) >1<i<s ,1<j<r

ou M (u) est une matrice carrée de rang k, M (0) la matrice identité et
P(0) =0, Q(0) =0, N(0) =0

Pour u voisin de 0 la matrice M (u) est donc inversible et la matrice A(u) est de rang k si

et seulement si
N(u) = P(u)M(u)"'Q(u) = 0

Par suite I'application f! est transversale & la sous-variété des 1-jets normaux de rang
k si et seulement si les coefficients de la matrice N(u) — P(u)M (u)~'Q(u) [matrice qui
s’annule & ’origine]ont leurs parties linéaires linéairement indépendantes.

Comme P(0) = 0 et Q(0) = 0, les coefficients de la matrice P(u)M (u)~*Q(u) ont
leurs parties linéaires identiquement nulles. Ce qui précede équivaut donc a dire que les
coefficients de la matrice N (u) ont leurs parties linéaires linéairement indépendantes, c’est-
a-dire & la condition (T'N1).

Considérons le cas particulier k = r — 1,7 < s. Les matrices N; (1 <1 < p) sont alors
des matrices colonnes. Donc dans ce cas la condition (T'N1) équivaut a la condition
(T'N2).

Considérons le cas particulier k = s — 1, s < r. Les matrices N; (1 <1 < p) sont alors

des matrices lignes. Donc dans ce cas la condition (T'N'1) équivaut a la condition (T'N3).
g
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PROPOSITION 1.4.— On consideére une application f : (X, A) — (Y, B) et un point a € A.
Notons k le rang normal de f au point a. Si la premiére dérivée normale f! est transversale
au point a a la sous-variété des 1-jets normaux de rang k, alors ’application f est correcte
au point a (cf.95.Déf 5.1).

Si de plus k = inf(r, s) — 1, alors ces deux propriétés sont équivalentes.

PREUVE.

1) Supposons d’abord que k = inf(r, s) . Dans ce cas f! est transversal au point a & la
sous-variété des 1-jets normaux de rang k [puisque ces 1-jets forment un ouvert].

Par ailleurs si 7 < s, on a k = r et 'application linéaire f , est injective; si s <r, on
a k= set f, est surjective. Par suite dans ces deux cas f est correcte au point a .

2) Supposons maintenant que k < inf(r,;s) — 1 .
Le probleme étant local, on peut supposer que f est le germe a ’origine d’une appli-
cation
(D™, DP,0) — (R",R%,0) .
Des changements linéaires de cartes sur R” et sur R® permettent de satisfaire les rela-
tions

oh .
a—vj(()) = egtj pour 1 <j<k
oh

a—UJ(O) = 0 pour k+1<j<r.

Soit V = (Viy1,...,Vs) €ER™™F |V 20 . On lui associe I"application linéaire

(I)V . R(T*k‘)(sfk) _ Rsfk

qui & une matrice A = (\;j) de type (s — k,r — k) associe le vecteur colonne Z A;V; ot

j=k+1
Ak+1,-- -, A désignent les vecteurs colonnes de la matrice A. L’application linéaire @y est
surjective car
0
0
0oy
— v ,
8)\2']' 0
0

le coefficient V; étant situé a la ligne d’indice 1.

®y étant surjective, il résulte de la condition (T'N'1) que les vecteurs colonnes

By (Ny) , Dy (N) ..., By(N,)
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engendrent R5~F

Autrement dit la condition (T'N'1) entraine la propriété suivante :

(C) Pour tout vecteur V = (Vigy ,..., V;) € R™™% |V £ 0, les vecteurs co-
lonnes T2

Z k+1 0) V}

=kt 1 8Ulavj

, 1<i<p
" 0%hs
> 2wy
jmkt1 CUOY

engendrent R,

D’apres la Prop 5.1 la propriété (C) équivaut a dire que f est correcte au point a.

Envisageons le cas particulier k = r—1, r < s. Dans ce cas V = (V}.) donc la condition
(C) revient a dire que les vecteurs colonnes
&hy
ou;0v,

5h
Ou0vy

engendrent R*~% . Cette condition est bien équivalente & (T'N2) .

Envisageons le cas particulier k =s—1, s <r. On note W1 ,..., W, les vecteurs
colonnes de la matrice figurant dans ('N3) . La condition (7'N3) équivaut a dire que pour

tout vecteur
V=Vis1,..., ,)ERTF V0,

T
le vecteur Z V;W; est non nul; autrement dit les nombres
j=k-+1
"L 9%hs

Ouv;

0)V; (1<i<p)
j=k+1

ne sont pas tous nuls. Et ceci coincide avec la condition (C).
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2 Points réguliers normaux

On détermine dans ce paragraphe deux formes locales explicites de certains points
réguliers normaux.

DEFINITION 2.1.— On dira qu’une carte au voisinage de a € A dans X (resp. de b € B
dans Y') est normale si la sous-variété A (resp. B) est définie par la nullité des derniéres
coordonnées.

PROPOSITION 2.1.— Soit a € A un point régulier normal d’une application f : (X, A) —
(Y, B) . On suppose que l'on a

rgn, f=r et rg,f=m (doup<gq, r<s).

Alors il existe des cartes normales en a et en f(a) telles que f prenne la forme
flusv) = (u1,...,up,0,...,0; v1,...,0,,0,...,0)

avec u = (uy,...,up) , v=(V1,...,0) .

PREUVE.

a) Le résultat étant local, on part d’un germe
f:(R™,RP 0) — (R",RY,0) .

Comme rgn, f = r, par un changement linéaire de carte normale, on obtient que la
différentielle de h a l'origine satisfasse a

(1) h*,0(6p+j) = Cq+j I1<j<r
c’est-a-dire a
oh ) oh (0)
—_— =€ I = €g+r -
81)1 q+1 31}T q+

On fait le changement de carte normale suivant :
u =u
vl = hj(u,v) 1<i<r

C’est un changement de carte normale car h(u,0) = 0 et la matrice jacobienne a
I’origine est la matrice identité. L’application f prend alors la forme

flu;v) = (g(u,v) 5 viyeoo v, hpgpr(u,v), ... hg(u,v))

et satisfait encore a (1).

10
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b) Puisque h(u,0) = 0, la matrice jacobienne de f en a est de la forme

dg dg
20 3,0
Jo(f) = oh , matrice de type (q, s;p,r)
0 %(O)
Oh
avec 7(0) = <I> ,  matrice de type (T, s§—r 7“) .
ov 0

D’apres 'hypothese rg, f = m et la forme de la matrice J,(f), la matrice

0
<9(0)> , matrice de type (q,p) ,
ou

est de rang p. Par suite quitte a faire un changement linéaire de carte sur R?, on impose

les relations

(2) gx0(ej) = e pour 1<i<p
c’est-a-dire
dg dg
—0)=e€e1,..., 0)=e
8u1( ) ! 8up( ) P

On fait alors le changement de carte normale ¢ défini par

uj = gj(wv) 1<j<p

On a a lorigine
dep0(ej) = ¢ 1<j<p

L 0gi )
Px0(epts) = (Z (%A(U) ei) +oepr;  1<j<r
J

i=1

f prend la forme
f(u7 U) = (U1, v 7upagp+1(u7v)7 R 79(1(“7”) 5 ULy vey Up,y h,q.l(’U;,U), R >hs(u7 U))

et satisfait encore a (1) et & (2) .

11
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c¢) Faisons dans le but le changement de carte normale défini par

U = U; 1<i<p

7

U = Ui—gi(U,....,Up; V1,...,V}) p+1<i<gq

2

v =V 1<i<r

1

(Vi =Vi=hi(U1,...,Up; V1,..., V) r+1<i<s

)

C’est un changement de carte normale car on a h(u;0) =0 .

Alors f prend la forme

flu;v) = (ur,...,up,0,...,0; vy,...,0.,0,...,0) .

PROPOSITION 2.2.— Soit a € A un point régulier normal d’une application f : (X, A) —
(Y, B) . On suppose que l'on a

rgn, f=s et r1g,fla=q doig<p, s<r).
Alors il existe des cartes normales en a et en f(a) telles que f prenne la forme
flusv) = (ur,...,uq; vi,...,0s)
avec u = (ui,...,up) , v=(V1,...,0) .

PREUVE.

Comme rgn, f = s, par un changement de carte linéaire sur R” on peut imposer les
conditions

hao(€ptj) = €q+; I<j<s
hyo(eptj) =0 s+1<j5<r
c’est-a-dire o
ail]j(o):qurj 1§]§S
oh
—(0)=0 1<5<
50 ) s+1<jsr
On effectue le changement de carte normale défini par
u=u
vh = hj(u,v) 1<j<s
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L’application f prend alors la forme suivante :
f(u,v) - (g(U/?U) 3 Ulyeee 7v$) .

Comme rg, fj4 = ¢, par un changement de carte linéaire sur R” on peut imposer les
conditions

gro(ej) = €; 1<j<q
g0(ej) =0 g+1<j<p
c’est-a-dire

Se0)=¢  1<j<q

SLO=0  a+1<i<
On effectue le changement de carte normale défini par

;= g;(u,v) 1<j<gq

ul; = uy ¢g+1<j<p

v =w

Alors 'application f prend la forme suivante :

flusv) = (ur,...,uq 5 V1,...,0s) .

3 Points singuliers normaux simples

On va exhiber dans ce paragraphe et le suivant des formes réduites de certains germes
d’applications f : (X, A) — (Y, B) en des points singuliers normaux.

DEFINITION 3.1.— On dira qu’un point singulier normal a de f est semi-simple s’il
posseéde les propriétés suivantes :

(NS1) le rang normal de f au point a est égal ar —1 :rgn, f =r —1 [doncr < s];
(NS2) la premiére dérivée normale fl est transversale au point a & la sous-variété des
1-jets normaux de rang r — 1.

DEFINITION 3.2.— On dit qu’un point singulier normal a de f est simple s’il est semi-
simple et si de plus il satisfait a :

(NS3) le rang de f au point a est égal a m : rg, f = m [ce qui implique ¢ > p + 1].

13
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DEFINITION 3.3.— On dit que ’application f est semi-simple si r < s et si elle satisfait
a:

(AS1) les points singuliers normaux de f sont semi-simples;

(AS2) la restriction de f 4 X \ A est transversale a B .

DEFINITION 3.4.— On dit que ’application f est simple si elle est semi-simple et si de
plus elle posséde les propriétés suivantes :

(AS3) les points singuliers normaux de f sont simples;

(AS4) larestriction de f & la sous-variété D = f~1(B) \ A est un plongement (cf. Prop 3.2).

PROPOSITION 3.1.— Considérons un germe d’application f = (g;h) : (R™ /RP 0) —

oh
(R™,R%,0) . On suppose que —(0) = 0. Alors ce germe est le germe d’un point singulier

81}1

normal semi-simple si et seulement si

h h
(a) les vecteurs 8—(0), e g(O) sont linéairement indépendants ;
U2 Ur
oh oh 0*h 0*h

(b) les vecteurs 871)2(0)7 ceey 87%(0)’ W(O), Tt m(

La condition (b) implique p +1r — 1 > s, c’est-a-dire m > s + 1.

0) engendrent R® .

PREUVE. Il est immédiat que la condition (N.S1) est équivalente a la condition (a) .

Par un changement linéaire de carte sur R®, on se raméne a prouver la Prop 3.1 pour
une application h satisfaisant de plus aux conditions

Oh Ooh

—(0) = ..., —(0) = r—1 -
(%2() €q+1 ’6vr() €q+r—1

D’apres la Prop 1.3 la condition (NS2) est équivalente & la condition (TN2) du 91,
laquelle peut se mettre sous la forme (b) .
O

PRrROPOSITION 3.2.— Soit f : (X, A) — (Y, B) une application semi-simple. Alors
D=f(B)\A

est une sous-variété compacte de X, de dimension m — s. De plus S = DN A est une sous-
variété compacte de codimension 1 de D ; c’est I'ensemble des points singuliers normaux
de f . Tout vecteur tangent & D et normal a S est normal a A .

14
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PREUVE.

a) D’apres la condition (AS2), 'application fix\ 4 est transversale a B . Il en résulte
que f~1(B)\A est une sous-variété fermée de X\ A .

b) Placons-nous d’abord au voisinage d’un point régulier normal a € A . Comme r < s,
on a rgn, f = r . Par suite pour u donné, I’équation h(u,v) = 0 a au plus une solution
d’apres le théoreme des fonctions implicites; or v = 0 est solution. Il en résulte qu’il existe
un voisinage V' de a dans X tel que

BNV =AnV.
c¢) Plagons-nous dorénavant au voisinage d’un point singulier normal semi-simple a €

A . On choisit des cartes normales en a et en f(a) telles que l'on ait

Oh Ooh Oh

1) =0, S20) =gt ooy 5 (0) = cqir

vy vy

On fait le changement de carte normale suivant :

v = hj_1(u,v) 2<j<r

C’est un changement de carte normale car h(u,0) = 0 et la matrice jacobienne a
I’origine est la matrice identité. L’application f prend alors la forme

flu;v) = (g(u,v) ; va,...,vp, hp(u,v),. .., hs(u,v))

et satisfait encore a (1).

d) Il existe des germes de fonctions w; tels que

hi(u;v) = vy w;i(u;v) + hi(u;0,ve,...,v,) pour 7 <i<s.
ahz 5 N 1 .
On a w;(0) = 3 (0) = 0 d’apres (1). Le sous-ensemble f~'(B) est solution du
U1
systeme
v; =0 2<j5j<r
hi(u;v) =0 r<i<s
c’est-a-dire du systeme
v; =0 2<3<r

viw;(u; v) + hi(u; 0,v2,. .., v,) =0 r<i<s

15
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Comme h;(u;0) = 0, ce sous-ensemble est aussi solution du systeme

v; =0 2<3<r
vy wi(u;v1,0,...,0) =0 r<i<s

Par suite au voisinage de a, f~1(B) est réunion de A et du sous-ensemble D défini par

le systeme
v; =0 2<j<r

wi(u;v1,0,...,0) =0 r<i<s

Comme 'origine est un point singulier semi-simple de f , il résulte de la Prop 3.1 que

la matrice
ow;
<8 (0)>
uj . .
r<i<s,1<j<p

est de rang s — 7+ 1 . D est donc une sous-variété de dimension (p+1) — (s —r+1) =
m—s.

Par ailleurs au voisinage de a, ’ensemble S des points singuliers normaux est donné

par
’Uj:O 1<3<r

Oh; .
—(u: = < <
avl(u,O) 0 r<i<s

c’est-a-dire par
v; =0 1<5<r

wi(u;0) =0 r<i<s

On a donc S = D N A au voisinage de a . De plus S est une sous-variété compacte de

codimension 1 de D et tout vecteur tangent a D et normal & S est normal a A .
O

Une forme réduite des points singuliers normaux simples est donnée par la proposition
suivante.

PROPOSITION 3.3.— Le point a € A est un point singulier normal simple d’une applica-
tion

f : (XvA) - (YvB)
si et seulement s’il existe des cartes normales en a et en f(a) telles que f prenne la
forme

flusv) = (ui,...,up,v1,0,...,0 5 v, ..., 00, ULV, ..., Us—p4101)

ot u=(ui,...,up), v=(V1,...,0) .

16
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PREUVE. La condition est suffisante d’apres la Prop 3.1. Prouvons qu’elle est nécessaire.

a) Le résultat étant local, on part d’un germe
f:(R™ RP 0) — (R",RY,0) .

Par un changement linéaire de carte, d’apreés ’hypothese (IV.S1), on obtient que la différentielle
de h a lorigine satisfasse a

(1) h*70(€p+1) =0 et h*,0(€p+j) = €q+j71 2 §j S T
c’est-a-dire a
oh 0 0 oh (0) oh (0)
RN = s —_— = € geeey T = €gdr—1 -
ovy O0va o+l ovy, ar=t

On fait le changement de carte normale suivant :

vl = hj—1(u;v) 2<j<r

C’est un changement de carte normale car h(u,0) = 0 et la matrice jacobienne a
l’origine est la matrice identité. L’application f prend alors la forme

flu;v) = (g(usv) ;5 vo, ..., vp, he(usv), ..., hs(u;v))

et satisfait encore a (1).

b) Puisque h(u;0) = 0, la matrice jacobienne de f en a est de la forme

dg dg
730 5,0
Jo(f) = oh , matrice de type (g, s;p,7)
0 %(0)

Oh
avec —(0) = 01 , matrice de type (r —1,s —r+1;1,r = 1) .
v 0 0

D’apres 'hypothese (NS3) et la forme de la matrice J,(f), la matrice

0 0
<aZ(0) (%91(0)> , matrice de type (¢,p+1) ,

est de rang p+ 1 (d’ou p+ 1 < q). Par suite quitte a faire un changement linéaire de carte
sur R?, on impose les relations

(2) gro(ej) = ej pour 1<j<p et giolept1) = ept1

17
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c’est-a-dire
dg dg
—(0) —(0) = €ep41 -

9g
—(0)=e1,.. :ep,av1

Ouy 7 Ouy,
On fait alors le changement de carte normale ¢ défini par
u;=ygj(uiv)  1<j<p
v =w
On a a lorigine

bx0(ej) = e 1<7<p+1

agi
buoleprs) = D 5 -(0) e + ey 255 <7
i—1 YV
f prend la forme
flusv) = (ui, ..., up, Gp+1(us0), ..., gg(usv) 5 v, ..., 00, he(usv),. .., hs(u;v))

et satisfait encore a (1) et a (2) .

c) Il existe un germe A : (R”,0) — R de classe C*° tel que

Ip+1(w;v) = gpr1(u;0,v2,...,0r) + 01 A(u;v) .
0
Comme gp +1 (0) =1, 0on a A(0) = 1. On fait alors le changement de carte normale défini
par vl
o= u
v = v1 AMu;v)
vl = vy 2<i<r

Ce changement de carte admet la matrice identité comme matrice jacobienne a l'origi-
ne.

L’application f prend la forme
f(u7 U) = (Ul, v 7upavl+gp+1(u; O,'UQ, ey UT)vgp-i-Q(u; 'l)), s 7gq(u; 'U) ; V2,0, Up, h'f‘(u7 U)a vy hs(“’v 'U))

et satisfait encore a (1) et (2).
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d) Faisons dans le but le changement de carte normale défini par

u =10 pour i #p+1

U/+1 = Up+1 - gp+1(U17 .. ’7Up;07‘/17 .- '7‘/;"—1)

p
Vi =V
P N 8gp+ .
D’apres (2) on a 3 =0pour 1 <j<p. f prend alors la forme
wj
f(u,v) = (Ul, s ,up,vl,gp+2(u;v), s ,gq(u;v) ; U2, 7UT7h7‘(u;v)a s

et satisfait toujours a (1) et (2).

Faisons dans le but le changement de carte normale défini par

U =U 1<i<p+1

s hs(us )

UZ/ = Ui_gi(Ulv"'aUp;Up+17‘/17"‘7‘/tr‘fl) p+2§2§q

V=V

f prend alors la forme

flu;v) = (ut,...,up,v1,0,...,0; va, ..., 0, hp(u30),. .., hs(u;v))

et satisfait & (1) [vu la forme de f, la condition (2) est évidemment satisfaite].

e) Il existe des germes w; de fonctions de classe C™ tels que
hi(u;v) = v1 wi(u;v) + hi(u; 0,va, ..., vp) r<i<s.

_ Ohy
N 81}1

On fait dans le but le changement de carte normale suivant

On a alors w;(0)

(0) = 0 d’apres (1).

U =U
V)=V, 1<i<r-—1

V;/:‘/:i_hi(Ula"‘7Up;O7‘/i7"‘7‘/;‘—1) TSiSS

Alors f prend la forme

flusv) = (w1, ..., up,v1,0,...,0;02, ..., v, Viwr (U5 0), ..., V1w (w3 V) .

19
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D’apres la Prop 3.1, les vecteurs
ow,

0

au, V)

Ow
22 0)
Uj
engendrent R*7t! d'ots —r+1<p.
En permutant les coordonnées uy1, . .., u,, on obtient que les vecteurs précédents forment

une base pour 1 <i¢ < s—r+ 1. On fait dans la source et dans le but les changements de
cartes normales définis par

u;:wrﬂ_l(u;v) 1<j<s—r+1

u; = u; s—r+2<j<p

vl =v; 1<i<r

(U] = wrpica(Ui, ..., Up; Upy1, Vi, ..., Vist) 1<i<s—r+1
Ui = Ui s—r+2<i<gq
Vi =V

Alors f prend la forme

flusv) = (w1, ..., up,v1,0,...,0; v2,..., 0, UVL, ..., Us—p4+1V1) -

PROPOSITION 3.4.— On suppose que les inégalités suivantes sont satisfaites :

p—3 op 2p—q+1

5 pP—q, 9 )

[En particulier on a donc r < s et m < n]. Alors le sous-ensemble S de C*°(X, A;Y, B)

formé des applications simples est un ouvert partout dense pour la topologie C* de
Whitney.

s—rZsup<0,

PREUVE.
1) Prouvons d’abord que le sous-ensemble S est un ouvert de C*°(X, A;Y, B) .
L’ensemble des applications f satisfaisant a (AS1) et (AS3) est un ouvert. Si 'on
ajoute la condition (AS2) on a encore un ouvert d’apres les Prop 1.4 et 6.2 . Comme D
dépend contintiment de f, vu la forme de la condition (AS4), il en résulte que S est un
ouvert.
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2) Prouvons maintenant que le sous-ensemble S est partout dense dans C* (X, A;Y, B) .

On considere une application

f:(X,A) — (V,B) .

L’application f n’a pas de point singulier normal de rang < r — 2 si et seulement
si I'image de la premiere dérivée normale f! ne contient pas de 1-jets normaux de rang
< r —2 . Mais les 1-jets normaux de rang < r — 2 forment une sous-variété stratifiée de
codimension 2(s — r 4+ 2) . Par suite d’apres la Prop 1.2, si

dimA < 2(s—r+2) clest-a-diresi p<2(s—r)+3,

quitte a remplacer f par une application voisine, f n’a pas de point singulier normal de
rang <r —2.

D’apres la Prop 1.2, quitte a remplacer f par une application voisine, on peut supposer
que fl est transversale & la sous-variété des 1-jets normaux de rang r — 1 . Les points
singuliers normaux de f sont alors semi-simples.

D’apres la Prop 1.4 'application f est correcte. D’apres la Prop 6.2 il existe un voi-
sinage ouvert U de A dans X tel que fj;r\ 4 soit transversale & B . D’apres les Théorémes
de transversalité de Thom, quitte & remplacer f par une application voisine, fix\4 est
transversale a B , c’est-a-dire satisfait a la condition (AS2) .

Soit S I’ensemble des points singuliers normaux de f . Pour que le rang de f en tout
point de S soit égal & m, il faut et il suffit que la premiere dérivée f! évite une sous-variété
stratifiée de codimension n —m + 1 . Par suite d’apres la Prop 1.1 si

dimA<n—m+1 clest-a-diresi 2p—qg<s—r,

quitte a remplacer f par une application voisine, les points singuliers normaux de f sont
simples.

L’application f satisfait a (AS4) si et seulement si fijp : D — B est un plongement.
Par suite si

2dimD +1<dimB cest-a-diresi 2p—q¢<2(s—r)—1,

quitte a remplacer f par une application voisine, ’application f est simple.

COROLLAIRE 1.— Soit V™ une variété différentielle compacte. Soit M™ une variété différentielle.
On suppose que 2m > 3n > 0 . On note Ay ey Ay les diagonales de V x V et M x M res-
pectivement. Alors ’ensemble des applications simples g : (V x V,Ay) — (M x M, Ayr)

est un ouvert partout dense de I'espace C°(V x V, Ay; M x M, Ayy) .
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4 Points singuliers normaux non dégénérés de fonctions

DEFINITION 4.1.— On dit qu’un point singulier normal a d’une fonction

est non dégénéré si la premiére dérivée normale f! est transversale au point a a la sous-
variété des 1-jets normaux de rang 0.

PROPOSITION 4.1.— On considére un germe d’application

f:(R™RP 0) — (R,0,0) avec r>1

0
On suppose que —f(O) =0 pour 1 < j <r. Alors 'origine 0 est un point singulier normal

(%j

non dégénéré si et seulement si la matrice

0 f
(520-)
U0V 1<i<p , 1<5<r

est de rang r. En particulier dans ce cas on ap > r.

PREUVE. Cette proposition est le cas particulier s = 1 de la condition (T'N3) de la Prop
1.3. O

Une forme réduite des points singuliers normaux non dégénérés est donnée par la
proposition suivante.

PROPOSITION 4.2.— a € A est un point singulier normal non dégénéré d’une fonc-
tion

f:(X,A) — (R, {b}) avec r>1

si et seulement s’il existe une carte normale au voisinage de a € A telle que f soit de la
forme

flu;v) = b+2uivi
i=1

PREUVE. Le probleme étant local, on peut partir d’'un germe de fonction
f:(R™/RP0) — (R,0,0) .

La Prop 4.1 montre immédiatement que la condition est suffisante. Prouvons que la condi-
tion est nécessaire.
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Puisque f(u;0) =0, il existe des germes de fonctions 6; tels que
Fluiv) =" vj 0;(u;v)
j=1

Alors )
a0, o°f
~(0)

of _
Bui N 8uz avj

B avj

0,(0) ©0=0 (0)

Par suite d’apres la Prop 4.1 la matrice

00;
<J@)
g 1<i<p , 1<5<r

est de rang r.

U . . , 00;
Quitte & permuter les coordonnées de RP, la matrice carrée ( J (0)) est de
Wi 1<ij<r

rang r.

Effectuons le changement de coordonnées normales

ul = 6;(u;v) 1<i<r
u, = u; r+1<i<p
Ui = v 1<53<r

L’application f prend alors la forme

fluo) =3
i=1

REMARQUE 4.1.— Si a est un point critique non dégénéré d’une fonction différentiable
f: V™ — R, alors (a, a) est un point singulier normal non dégénéré de I’application

o (VxV,Ay) — (R,0)

(2, y) — f(y) = fz)
oll Ay désigne la diagonale de V x V.
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PREUVE. En effet il existe une carte centrée en a telle que 'application f soit de la
forme

t m
flz) = Zazf - Z 7 avec t€{0,...,m}
i=1 i=t+1
d’ou .
f)—f@) = > W -2} — > W —a))
i=1 i=t+1

Considérons la carte normale

Ui =Yi + T 1<i<m
Vi =Y — Ty 1<i<t
Vi = Xj — Yi t+1<:1<m

Alors on obtient

ce qui prouve la remarque.

5 Définition et étude des applications correctes

On introduit dans ce paragraphe la notion d’application correcte, notion reliée a cer-
taines singularités normales (cf. Prop 1.4).

On rappelle que E(7,X /7, A) désigne le complémentaire de la section nulle dans E(7,X/7,A) .

DEFINITION 5.1.— On dit qu'une application différentiable f : (X, A) — (Y, B) est
correcte au point a € A si application

fa : E(taX/TA) — E(13Y/TB)

est transversale a la section nulle du fibré vectoriel TpY /7B en tout point de E(1,X/7,A) .
On dit que ’application f est correcte si elle est correcte en tout point a € A.

REMARQUE 5.1.— Si V et M sont deux variétés différentielles, V étant compacte sans
bord, une application f : V' — M est correcte au sens de ([D],III.1.1) si et seulement si
I’application

fxf: (VxV,Ay) — (M x M,Ay)

est correcte au sens précédent, Ay et A désignant les diagonales de V x V et de M x M
respectivement.
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PROPOSITION 5.1.— L’application f : (D™,DP,0) — (R",RY,0) est correcte a l’origine
si et seulement si pour tout vecteur V € R” avec V #£ 0 et

", Oh
—0)V; =0,
=1 avj
les vecteurs o
6—%(0) avec 1<j<r
", 9%h ,
et Z s, (0) V; avec 1<i<p

j=1
engendrent ’espace vectoriel R® .

PREUVE. L’application
for : DPxR" — R? x R®

est donnée par

Uy
Jor(u, V) = (g(U;O), Zaj(u;o) Vj)

j=1 "

La proposition résulte alors aussitot de la Déf 5.1 .

PROPOSITION 5.2.— On munit X d’une structure riemannienne et on prend pour T4 X /7T A
le fibré normal & A dans X . On note S(14X/7TA) le fibré en sphéres unités associé au fibré
normal & A dans X . Une application différentiable f : (X, A) — (Y, B) est correcte au
point a € A si et seulement si I'application

fa o S(taX/7A) — E(18Y/7TB)

est transversale a la section nulle en tout point de S(7,X/1,A) .

PREUVE. En effet si un point b du fibré S(7,X/7,A) a une image par f4 située dans la
section nulle, alors tous les points du sous-espace vectoriel engendré par b ont la méme
image. La proposition résulte de cette remarque et de ce que 'application f4 est linéaire
sur les fibres de E(t4X/TA) .

O

PROPOSITION 5.3.— Les applications correctes de (X, A) dans (Y, B) forment un ouvert
dense de I'espace C**°(X, A;Y, B) des applications de classe C* de (X, A) dans (Y, B) muni
de la topologie C*° de Whitney. De plus si une application différentiable f : (X, A) —
(Y, B) est correcte en tout point d’un fermé L de X, alors on peut ’approcher d’aussi prés
que 'on veut par une application correcte g égale a f au voisinage de L .
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PREUVE. Il résulte de la Prop 5.2 que les applications correctes de (X, A) dans (Y, B)
forment un ouvert de C*°(X, A;Y, B). Prouvons que cet ouvert est dense.

Le probleme est essentiellement local. On part d’une application
f: (D™ DP0) — (R",RY,0) .
On lui associe 'application
fpp + DPXR" — R xR®

explicitée par

po(u>V) = (g(u;0)7 Z?(u,@)%) .

— Ov;

On considere I'application
F : (D™ xR"™  DP xR"™) — (R",RY)
définie par

F(u,v,t) = (G(u,v,t),H(u,v,t)) ou (u,v) e D™, t=(t;)cR"™

G(uv v, t) - g(“? 1))

S T
H(u,v,t) = h(u;v) + szjtij €qti -
i=1 j=1
On a F(u,v,0) = f .
Considérons I'application

¢+ DP x (R\{0}) x R"™ — RY x R®

définie par
Qb(ua v, t) = (Ft)Dp (uv V) = (g(u; O) ) T/J(U, V, t) )

ou v est 'application donnée par

" OH r Oh s
Y, Vit) = Zaf(ui)) Vi = Z(a(“’o) + Z tz‘jeq+z‘> Vj .
Uj Uj

j=1 j=1 i=1

Soit V € R"\{0} . Il existe k € {1,...,r} tel que Vj, # 0. Les vecteurs Viegy1,. .., Vien
engendrent alors R®. Ceci montre que le point (u, V,t) est un point régulier de I’application
1. Par suite Papplication ¢ est transversale a la sous-variété R? x {0} .

11 suffit alors d’appliquer & l'application ¢ le lemme fondamental de ([C], exp 6-05),
lemme qui est a la base des Théoremes de transversalité de Thom. Plus précisément, on

applique ce lemme & la restriction de application ¢ & DP x S™~1 x R™ .
O
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On note I =[0,1] et 'on pose (X,A) x I = (X x[,AxI).

DEFINITION 5.2.— On dit qu’une homotopie
h=(hi)ier : (X,A) xI — (Y,B)

est correcte si les applications hg et hy sont correctes et si ’application h est correcte.

De la Prop 5.3 appliquée au fermé L = X x {0, 1} découle la proposition suivante.

PROPOSITION 5.4.— Soient f et g deux applications correctes de (X, A) dans (Y, B). Alors

toute homotopie
h : (X,A)xI— (Y,B)

de f dans g peut étre approchée d’aussi prés que 'on veut par une homotopie correcte de
f dans g.

6 Définition et étude des applications excellentes

On introduit dans ce paragraphe la notion d’application excellente. Cette notion est
reliée a celle d’application semi-simple (cf. Déf 3.3) car toute application semi-simple est
excellente.

DEFINITION 6.1.— On dit qu’une application différentiable f : (X,A) — (Y, B) est
excellente si elle est correcte et si I'application fix\ 4 est transversale a B.

REMARQUE 6.1.— Si V et M sont deux variétés, V étant compacte sans bord, une appli-
cation f : V. — M est excellente au sens de ([D],IIL.1.2) si et seulement si I'application
fxf + (VxV,Ay) — (M x M,Ay) est excellente au sens précédent, Ay et Ay
désignant les diagonales de V' x V et de M x M respectivement.

PROPOSITION 6.1.— Soit a € A et soit f: (X,A) — (Y, B) une application correcte au
point a. 1l existe un voisinage ouvert W de a dans X et un voisinage ouvert V de f €
C*(X,A;Y,B) tels que pour F € Vv,
Fiy\ 4 soit transversale a B.

PREUVE. Le probleme étant local, il suffit d’étudier un germe d’application f : (D™, DP, 0) —

(R",RY,0) .
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6 DEFINITION ET ETUDE DES APPLICATIONS EXCELLENTES

a) Soit une application F': (D™, DP,0) — (R™,R?,0). On utilise la notation
F(u;v) = (G(u;v) 3 H(w;v))

Comme H (u;0) = 0, il existe des fonctions af de classe C*°(1 < j < r) définies dans D™ |
a valeurs dans R?, dépendant contintiment de H, telles que 'on ait

7=1
Il vient SH
aTj(O) = of(0) 1<j<r
O*H datl
0) = (0 1<i< 1<i<r.
sun; 0 = G © <i<p, 1<j<r

b) L’application f est correcte a l'origine. Par suite d’apres la Prop 5.1 pour tout
vecteur V € R" avec V # 0 et
", Oh
> oo = 0
avj

j=1

les vecteurs o
ovj (0) =J=T

t ZT: o 0)V, 1<i<
(S i 7
J=1 8u1-8vj J =t=P

engendrent I’espace vectoriel R®.

c¢) Soit K le sous-espace vectoriel de R" défini par

", Oh

Z%(O)Vj =0
Jj

j=1

Il existe un secteur S de R" [c’est-a-dire une réunion de demi-droites fermées issues
de 0 ], il existe un voisinage Wi de 0 dans D™ | il existe un voisinage V; de h dans
C>(D™,DP;R%,0) tels que

1) S'\ {0} soit un voisinage de K \ {0} ;
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2) si (wyv) € Wi, HeV, VeSetV #0, alors les vecteurs

%(U;U) I1<jyj<r
j
" datl
et Za;(u;v)v] 1<i<p
j=1 Ot

engendrent R® .

L’existence de S résulte de b) et d'un argument de compacité sur K NS ! .

d) Il existe W voisinage de 0 dans D™, W C W7, il existe V voisinage de h, V C V; ,
tels que si (u;v) € W, H € V et si

Zaf(u; v)V; =0
j=1

oh

alors V € S . Cela résulte de la définition de K et de ce que a?(O) = 6—(0) .
Uj

e) Par suite si (u;v) € W, H € V et si
T
H(u;v) = Zaf(u;v)vj =0
j=1

onav €S . Vulechoix de S , on déduit de c) que si v # 0 , alors les vecteurs

OH

Gsz(u’ v) I1<j<r

OH " 0ot

2 (- — <9 <
et 9, (u;v) 2 " (u;v) v; 1<i<p

engendrent R? .

Autrement dit, pour tout H € V', I"application H)y\pr admet 0 comme valeur réguliére.
O

PROPOSITION 6.2.— Soit f : (X,A) — (Y, B) une application correcte. 1l existe un
voisinage ouvert U de A dans X et un voisinage ouvert V de f dans C*°(X, A;Y, B) tels
que pour F' € V, Fin\ 4 soit transversale a B.
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6 DEFINITION ET ETUDE DES APPLICATIONS EXCELLENTES

PREUVE. A tout point x € A on associe a l’aide de la Prop 6.1 un voisinage ouvert V, de
x dans X et un voisinage ouvert V, de f tels que pour F' € Vy, Fjy,\ 4 soit transversale a
B. A étant compact, il existe

(x1,...,2,) €A telsque A CV,,U...UV,, .

Posons
U=V, U...UV,. et V=V, N...0V,, .

U est un voisinage ouvert de A et V est un voisinage ouvert de f . Alors si F' € V, on
aF €V pouri=1,...,r;donc Fjy, \4 est transversale a B pour ¢ = 1,...,7; par suite
Fiir\ 4 est transversale a B .

O

PROPOSITION 6.3.— Les applications excellentes de (X, A) dans (Y, B) forment un ou-
vert dense de I'espace C*°(X, A;Y, B) des applications de classe C* de (X, A) dans (Y, B)
muni de la topologie C'*° de Whitney. De plus si L est un fermé de X, si une application
différentiable f : (X, A) — (Y, B) est excellente au voisinage de L, alors on peut I’ap-
procher d’aussi prés que 'on veut par une application excellente égale a f au voisinage de
L.

PREUVE.
a) Montrons que le sous-espace étudié est un ouvert.

Soit f une application excellente. f étant correcte, d’apres la Prop 5.3, il existe un
voisinage ouvert W de f formé d’applications correctes. D’apres la Prop 6.2 il existe un
voisinage tubulaire fermé T' de A dans X et un voisinage ouvert V de f avec V C W tels
que pour g € V, g1\ 4 soit transversale a B .

X\ T étant un fermé disjoint de A, les applications de X dans Y transversales & B en

tout point de X'\ 7" forment un ouvert O de C*(X, A;Y, B). f étant excellente appartient
a 0. Par suite O NV est un voisinage ouvert de f formé d’applications excellentes.

b) Montrons que le sous-espace étudié est dense.

Soit f une application de (X, A) dans (Y, B) . D’apres la Prop 5.3 on peut approcher
f d’aussi pres que I'on veut par une application correcte F'. D’aprés la Prop 6.2 il existe
un voisinage tubulaire fermé T' de A dans X tel que Fjp\ 4 soit transversale a B . D’apres
un Théoreme de transversalité de Thom, quitte a remplacer F' par une application voisine,
Fix\ 4 est transversale a B . L’application F' est encore correcte d’apres la Prop 5.3 et par

suite elle est excellente.
O
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7 MODELES DE DEFORMATION D’APPLICATIONS SIMPLES

On note I =[0,1] et 'on pose (X, A)xI = (X xI,Ax1I).

DEFINITION 6.2.— On dit qu’'une homotopie
h = (ht)tel : (X,A) X I — (Y, B)

est excellente si les applications hy et hy sont excellentes et si 'application h est excel-
lente .

De la Prop 6.3 appliquée au fermé L = X x {0, 1} découle la proposition suivante.

PROPOSITION 6.4.— Soient f et g deux applications excellentes de (X, A) dans (Y, B).
Alors toute homotopie
h : (X,A)xI— (Y,B)

de f dans g peut étre approchée d’aussi prés que I'on veut par une homotopie excellente
de f dans g.

7 Modeles de déformation d’applications simples

On construit dans ce paragraphe des modeles de déformation d’applications simples.
Ces modeles permettent de déformer une application simple f : (X, A) — (Y, B) en une
application g sans point singulier normal et satisfaisant & g(X \ A)N B =10 .

7.1 Construction d’un fibré vectoriel différentiel réel w de rang 1 .

Soit D une variété compacte admettant S comme sous-variété fermée de codimen-
sion 1 . On va donner une construction permettant d’associer au couple (D, S) un fibré
vectoriel réel w de rang 1 et de base D , muni d’une section i : D — FE(w) transversale
a la section nulle.

Soit T' un voisinage tubulaire fermé de S dans D . On note p : T' — S la projection
de ce voisinage tubulaire. On construit w en recollant les fibrés vectoriels

Wi = (D\T) xR

wr = pv(D;5))

ou v(D; S) désigne le fibré normal & S dans D . Les deux fibrés précédents se recollent sur
OT car la restriction de p*(v(D; S)) & 0T possede une section canonique partout non nulle
puisque T' = B(v(D; S)) .

On définit maintenant une section

i:D— F(w)



7 MODELES DE DEFORMATION D’APPLICATIONS SIMPLES 32

du fibré w comme suit :

i(x) = (z,1) pour z € D\ T

i(x) section canonique du fibré p*(v(D;S)) pourz € T .

L’image réciproque par i de la section nulle de w est égale a .S . Si 'on identifie a D la
section nulle de w , on a une application entre paires d’espaces

i:(D,S) — (E(w),D)

telle que i~ 1(D) = S . De plus i est transversale & D .

EXEMPLE 7.1.— Prenons D = S! le cercle unité, S = {1}. Dans ce cas le fibré w coincide
avec \; fibré vectoriel de Hopf de base S! , c’est-a-dire avec la bande de Moébius. La section
i:S' — E(\1) est une section transversale & la section nulle et elle coupe la section nulle
en un seul point.

7.2 Construction d’un fibré vectoriel différentiel réel 7, .

On se donne un fibré vectoriel différentiel réel 1) de base D et un sous-fibré vectoriel
0 de 7|s- On va leur associer un fibré vectoriel différentiel réel 19 de base D, de méme
rang que 1, et un morphisme de fibrés vectoriels

Yin— g
au-dessus de D tel que

Y(x) =0 pour tout x € E(0)
Y(x) #0 pour tout x € E(n), v ¢ E(0) .

Le couple (ng, ©) sera caractérisé a isomorphisme pres par la propriété universelle
suivante : quels que soient le fibré vectoriel A de base D et le morphisme ¢ : 7 — X de
fibrés vectoriels au-dessus de D tel que ¢(z) = 0 pour tout x € E(6), il existe un morphisme
de fibrés vectoriels ¢ : 79 — X et un seul tel que ¢ = (o ¥.

On va prouver 'existence du couple (ng, ¥).

Supposons d’abord que S = (). Il suffit dans ce cas de prendre
Ne=mn ,¢ =id

Supposons maintenant que

= SxR

S x {0}

(S x R) x R* x R?
= (9 x{0}) xR*x {0}

T3 Ny
I
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Alors on pose 19 = 1 et 'on définit ¢ par
¥(s,t,u,v) = (s,t, tu,v)

ouseS, teR, uecR* veRb.

Prouvons que le couple (1, 1) ainsi défini posséde bien la propriété universelle. Il suffit
pour cela de prouver 'existence et I'unicité de 'application ¢ localement au-dessus de D.
Il suffit donc de considérer le cas A = D x R. Mais alors se donner ¢ : 17 — X revient a
se donner une application

g: (SxR)xR*xRl —s R
(s,t,u,v) = g(s,t,u,v)

linéaire par rapport a (u,v) et telle que
9(5,0,u,0) =0.

Ceci implique qu’il existe des fonctions «;, 3; de classe C° telles que

g(s,t,u,v) Zalstul—i—Zﬂjst

et «ai(s,0)=0 pour i=1,...,a.
1l existe donc des fonctions ~y; de classe C™ telles que

ai(s,t) =tvy(s,t) .

Par suite

g(s,t,u,v) Z'yzsttuH—Zﬂjst

Posons
h(s,t,u,v) Z%stul—FZﬁjst

On a alors g = hot. Sil'on définit ¢ : n — X\ = D xR par {(s,t,u,v) = (s,t,h(s,t,u,v))
on a donc ¢ = (o1. Par ailleurs 'unicité de ¢ est immédiate puisque ¥ est un isomorphisme
au-dessus de D\ S.

Revenons au cas général. On peut recouvrir D par une famille finie d’ouverts U tels
que
(U¢ SnU, Ullg G\UOS)

soit de I'une des 2 formes précédemment traitées. Au-dessus de U on a donc une solution et
ces solutions se recollent grace a la propriété universelle pour donner le couple (g, ¥).
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REMARQUE 7.1.— Au-dessus de D \ S, l'application v est un isomorphisme de fibrés
vectoriels.

REMARQUE 7.2.— Pour n = D xR et § = S xR on peut prendre ny = w et ¥(d, t) = ti(d),
ou i est I'inclusion de D dans E(w) définie au 97.1.

REMARQUE 7.3.— Méme si n, 0 et v(D;S) sont des fibrés vectoriels triviaux, le fibré
vectoriel 79 peut ne pas étre trivial. Prenons par exemple

D=s! §={1}, n=S'xR, 6={1} xR.
Alors 1y = w est la bande de Moébius.

REMARQUE 7.4.— Lorsque le sous-fibré vectoriel 6 du fibré 7,5 se prolonge en un sous-fibré
vectoriel © du fibré 1, on peut donner une construction plus simple du couple (ng, ¥).

Soit p un sous-fibré vectoriel de n tel que n = O & p.

On pose
ng=0Qw d p

et lon définit ¢ : § — 1y par
V(24 ya) = (2a @ i(d) , Ya)

oui: D — FE(w) est la section de w définie au 7.1 .

7.3 Construction d’un modele d’application simple.

On consideére une variété compacte D sans bord, S une sous-variété fermée de codi-
mension 1. Soit 1 un fibré vectoriel de base D, soit 6 un sous-fibré vectoriel de ;5. Soit { un
fibré vectoriel de base D et soit j : § — &g un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de
S, qui soit injectif sur chaque fibre. On note ¢ : n — £ un morphisme de fibrés vectoriels
au-dessus de D tel que gy = Jj.

Au couple (D, S) et aux fibrés vectoriels 7, 8 sont associés au §7.2 un fibré vectoriel 7y
de base D et un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de D

Yin—np .
On considere I'application fibrée au-dessus de D

I:(B(n), B(#)) — (E(E @), E€))

définie par
I'(zq) = (¢(zq),¥(za)) ou deD.

On identifie dans I’espace source D a la section nulle de B(n).
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ProposiTION 7.1.— L’application différentiable

I':(B(n), B(O)) — (E( @), E(E))

est un plongement et c’est une application simple. De plus on a les relations

I YEE)\B®) = D\S e DNB®) =S5 .

PREUVE. Prouvons d’abord que I' est un plongement. Comme I' est un morphisme de
fibrés vectoriels au-dessus de D, il suffit de prouver que I' est injectif sur chaque fibre. Soit
zq € E(n) avec zg # 04 . Si zg € E(), on a p(zq) = j(xg) # 04 car j est injectif sur
chaque fibre. Si x4 € E(n) \ E(6), on a ¢¥(xq) # 0 d’apres la construction de 1.

Le morphisme ¢ étant un isomorphisme au-dessus de D \ S, application I' restreinte
a B(n) \ B(#) est transversale a E(§) .

Au-dessus d’un voisinage dans D d’un point de S, 1 est de la forme
,(Z)(S? t’ u? v) = (S’ t’ tu? /U)

avec s € S, t € R, u € R, v € RY et aussi (s,t) € D, (s,u) € E(0), (s, t,u,v) €
E(n) .
L’application ¢ est de la forme

o(s,t,u,v) = (s,t,u, h(s,t,u,v))

ou h est une fonction de classe C'°.

Par suite I' est de la forme

[(s,u;t,v) = (s,t,u, h(s,t,u,v);tu,v) .

Les points singuliers normaux de I' sont donc solution du systeme

t=20

c’est-a-dire du systeme t = 0,v = 0,u = 0 . Par suite ce sont des points singuliers normaux
simples.
g
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REMARQUE 7.5.— Considérons ’application
f:(R™RP) — (R",RY)
donnée par la forme réduite d’un point singulier normal (cf.Prop 3.3), ¢’est-a-dire par
flut, ... ups v, 0p) = (Ui, .o, Up,01,0,...,05 V2,00 U, U VL, -, Ug—p iy 101) -

On peut mettre cette application sous une forme analogue a celle de I'application I’
ci-dessus en prenant dans la source

D={(0,...,0,us—pq2,...,up; v1,0,...,0) }
S={(0,...,0,u5—r42,...,up; 0,0,...,0) }

E)={ (u1,..., Us—rg1, Us—r42,...,Up; 0,0,...,0) } =RP
E(m) ={ (u1, ..., Us—rt1, Us—r42, -, Up; V1,...,0p) } =R™
et dans le but
D={(0,...,0,Usrs2, .. ,Up,Upp1,0,...,0;0,...,0) }
S={(0,...,0,Us_psn,...,Up,0,0,...,050,...,0) }

E(ng):{ (0,...,O,U577«+2,...,Up,Uerl,O,...,O; Vl,...,‘/s)}
E€)={ (U, ,Us—r31,Us—ri2s - -, Up, Ups1,Upy2, ..., Uy; 0,...,0) } = R? .

On prend pour applications j, ¢, 1, les applications données par

Jur, o U1, Ug—pi 2y - Ups 0,000, 0) = (Ul, .oy Us— g1, Us—pg2, - -+, Up, 0,0,...,050,...,0)
O(Uy vy U g1y Us—pg 2y - -5 Up s V1, V25 oo, Up) = (UL, ooy Ug—p 1y Ug—pt2, - - -, Up, 1,0,0,...,0;0,...
Y(ur, ... up; vy, 0p) = (0,000,0, Us—pg, oo Up, 1,0, 0,05 V2, L VR, UIVL, L Us—p g 1UT)

7.4 Construction d’un modele élémentaire de déformation d’application
simple.

On considere une variété différentielle compacte D’ de bord D . Soit S’ une sous-variété
fermée de D’ de codimension 1, de bord S = 8’ N D, cette intersection étant transversale.
Soit Dj la variété obtenue a partir de D’ en ajoutant un collier 9D’ x [0,1] le long de
son bord. On introduit de méme S} C D} & partir de S’ .

On note wj le fibré vectoriel de rang 1 et de base D] associé & (D], S7) par la construc-
tion du 47.1. On note | la section de ce fibré définie au §7.1. On note 7] un voisinage
tubulaire fermé de S} dans D] .

On considére une fonction différentiable
A: D} — ] —1,+1]
admettant 0 comme valeur réguliére et telle que

AN0)=D, XD)clo1], XDy\D)c]-1,0[.

,0)
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On lui associe I’application fibrée au-dessus de D]

définie par
pour tout d € Dj.

PRroPOSITION 7.2.— L’application différentiable
est un plongement et c’est une application simple. De plus on a
yHDY\ S =D\ S.

Pour tout voisinage V' de D' dans D} , I'application v est différentiablement homotope par
une homotopie v, (o € [0,1]) fixe en dehors de V et respectant la projection sur D} , a
une application 7y, sans point singulier normal et telle que

(1) n(DI\NS)ND = 0.

PREUVE.
1) Montrons que I'application v est simple.
Au voisinage d'un point de D} \ S7 , I'application v est de la forme

Y(d) = (d; A(d))
avec d € RF1 olt k = dim D . Comme 0 est une valeur réguliére de ), il en résulte qu’en
un tel point «y est transversale a la section nulle de W} .

Au voisinage d’un point de S , 'application ~ est de la forme
Y(u;v) = (u, v; A(u, v) v)

avec u € R* v € R, la sous-variété S} correspondant & v = 0 . Les points singuliers normaux
de v sont donc définis par v = 0, A(u,0) = 0; ce sont donc les éléments de S et ce sont des
points singuliers normaux simples vu les hypotheses faites sur \ .

2) Exhibons une homotopie 7, ayant les propriétés voulues.
Soit m : D} — [0, 1] une fonction différentiable nulle en dehors de V' et égale & 1 sur
D' . Tl suffit de définir v, (o € [0,1]) par
Yo (d) = (A\(d) — 7(d) o) i} (d) pour tout d € D) .

L’application v, n’a plus de points singuliers normaux et satisfait a la condition (1)

car on a
Ad) —7(d) <0 pour tout de Dj.
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EXEMPLE 7.2.— On considere ’application
f: (R R) — (R R?)

définie par
flusv) = (w05 0(1 —u® = 0%)) .

L’application f possede 2 points singuliers normaux simples S; et S5. Le graphe de
I’application f est représenté sur le figure 2 ci-apres. On peut déformer f pour éliminer les
points singuliers normaux simples et obtenir une application dont le graphe est représenté
sur le figure 3 ci-apres.

figure 1 : cette figure illustre 'exemple 7.2 en représentant la source de I’application f.
Le cercle et 'axe Ou, en traits gras, ont leurs images situées dans le plan QU U,. Les
segments horizontaux ou verticaux de la figure sont ceux dont on voit I'image par f sur la
figure 2.
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figure 2 : cette figure illustre 'exemple 7.2 en représentant le graphe de I'application f.
L’ellipse et 'axe OUjy, en traits gras, sont I'intersection du graphe avec le plan OU;U,. La
partie du graphe située en dessous du plan OU;Us figure en pointillés. L’axe OU; coupe
Iellipse suivant les points singuliers normaux simples 57 et So. Le modele de déformation
consiste a pousser vers le haut la partie du graphe située a gauche du plan OU;V ; cette
déformation entraine la disparition de l’ellipse et des 2 points singuliers normaux.
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figure 3 : cette figure illustre 'exemple 7.2. Elle représente le graphe de 'application
f apres qu’elle ait subi la déformation. L’intersection du graphe avec le plan OUUs est
réduite a 'axe OUj. Il n’y a plus de points singuliers normaux.
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Cette application est simple [mis a part que l'espace source n’est pas compact, mais
on pourrait se restreindre au carré fermé |u| < 2, |v| < 2 ]. L’application f possede deux
points singuliers normaux simples, & savoir les points (1,0) et (—1,0) d’images notées
S; = (1,0,0) et Sy = (—1,0,0) . De plus la sous-variété D de la source R? coincide avec le
cercle unité.

La figure 1 représente I’espace source de f, la figure 2 représente 'image de f . On a
dessiné en trait gras l'intersection avec le plan OU;Uy de I'image de f . Cette intersection
comprend 'axe OU; ainsi que le cercle unité du plan OU1U, .

On peut déformer f en une application fi ne possédant plus de points singuliers nor-
maux et telle que f; ' (R?) = R, au moyen de ’homotopie définie par

fo(u;v) = (u,v; v(1 — 20 —u? —0v?))

avec o € [0,1] . La figure 3 représente I'image de f;. La déformation f, est un cas particulier
de la déformation v, . La variété D’ est le disque unité de R? et S" = [~1,1] x {0} .

7.5 Construction d’un modele de déformation d’application simple.

Le modele de déformation 7y, permet de déformer certaines applications simples
f : (X7A) - (Y7B)

en une application g sans point singulier normal et satisfaisant & g(X \ A) N B = 0;
I’application f doit en particulier satisfaire aux conditions de dimensions

r=s=1,q=p+1.

Nous allons construire un modele de déformation I', plus général qui n’exigera pas ces res-
trictions sur les dimensions. Ce modele sera obtenu en grossissant le modele de déformation

Yo -

On se donne des entiers naturels p, g, r, s satisfaisant a

1<r<s
p<qg-—1
s<p+r+1

Onnotem=p+retn=q+s.

On considére comme précédemment un couple (D', S"), la variété D’ étant supposée de
dimension m — s + 1 . On considere des fibrés vectoriels réels n*~1, £"~™~1 de base D] et
un sous-fibré vectoriel 6°7" de 775_1‘ s;- On se donne aussi un morphisme de fibrés vectoriels
au-dessus de S|

Ji0— &g
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qui soit injectif sur chaque fibre. Soit

p:n—2E
un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de D/, prolongeant j.

Au couple (D], S]) est associé au 7.1 un fibré vectoriel w’ de rang 1 et une application
i' : D} — E()) .

Au couple (D], S]) et aux fibrés vectoriels 7, 6 sont associés au 7.2 un fibré vectoriel
ng de base D) et un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de D}

Vi —1yg -
On considere Papplication fibrée au-dessus de D]

L' : (B(n),B(0)) — (E@w &), E(€))

définie par
L'(z4) = (¢(za); ¥(d),¥(za)) pour d € Dy, zq € B(n)
ol 7 est I'application définie au 7.4 .

On a
dimE(0) = dim S" +rgbh =p

(
dim E(n) =dim D' 4+ rgn=m
dim E(§) =dim D' +rgf =g¢q
dim E({ ®w) @ 1) = dim D' +1g{+1+rgn=n .

PROPOSITION 7.3.— L’application différentiable
I': (B(n), B(O)) — (BEEOw dn), BS))

est un plongement et c’est une application simple. De plus on a les relations
I Y EE\BO)=D\S e DNBO)=S.

Pour tout voisinage V' de D' dans B(n), I'application T' est différentiablement homotope
par une homotopie I, (o € [0,1]) fixe en dehors de V et respectant la projection sur D] ,
a une application 'y sans point singulier normal et telle que

(2) (B \ B@)NEE) = 0.
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PREUVE.
1) Montrons que 'application T' est simple.
L’application I" est un plongement et I'on a les relations

I YEE\BO)=D\S e DNB@UH)=S.

Etudions d’abord T' au-dessus d’un voisinage dans D} d’un point de D] \ Si. Au
voisinage d’un tel point, I est de la forme

I'(d,z) = (d,h(d, z); \(d), x)

ou d € Dj, (d,x) € E(n) ou h est une fonction de classe C* et ot \ est I'application
considérée au 7.4 . Par suite comme 0 est une valeur réguliere de A, I’application I" est
transversale a la sous-variété E(¢) du but.

Etudions maintenant I" au-dessus d’un voisinage dans D} d’un point de S}. Au voisi-
nage d’un tel point, un point d € D} peut s’écrire d = (s, t), les points de S} correspondant
at=0.Et application I' est de la forme

I(s,z;t,y) = (d, 2, h(d, z,y);t A(d), tz, y)
oud e Dy, (s,z) € B(0), (d,z,y) € B(n) et ol h est une fonction de classe C* .

Les points singuliers normaux de I' sont donc solution du systéeme

t = 0
y = 0
o(tx)
ot 0
O(tA(s,1)) — 0
ot -

c’est-a-dire
t=0,y=0, =0, A\(5,0)=0".
Par suite ’ensemble des points singuliers normaux est DN.S; = S . Et comme 0 est une

valeur réguliere de A, il en résulte que ce sont des points singuliers normaux simples.

2) Exhibons une homotopie ayant les propriétés voulues.

Soit 7 : E(n) — [0, 1] une fonction différentiable nulle en dehors de V' et égale & 1 sur
D’. 11 suffit de définir T', (o € [0,1]) par

Lo(z4) = (@(24); 1o (d), ¥(za))

Yo (d) = (AM(d) — w(xq)0) ) (d) pour tout d € D .

L’application I'y n’a plus de points singuliers normaux et satisfait a la condition
L EMm) \E@©)NEE) =10

car on a
A(d) —7(04) <0 pour tout d € Dj .
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