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Points singuliers normaux

Dax Jean-Pierre∗†‡

24 Juin 2007

Sommaire. L’auteur étudie les singularités d’une application différentiable f entre variétés diffé-
rentielles, soumise à la contrainte f(A)⊂B où A et B sont deux sous-variétés différentielles. L’auteur
dégage une notion nouvelle, celle de point singulier normal ; il étudie plus particulièrement les
points singuliers normaux simples ; il en donne une définition intrinsèque ainsi qu’une forme réduite
en coordonnées locales. L’auteur donne également un modèle d’élimination de points singuliers
normaux simples.

Summary. The author studies the singularities of a differential mapping f between differential
manifolds with the constraint f(A)⊂B where A and B are two differential submanifolds. The author
introduces a new notion : that of a normal singular point. In particular he studies some of these
points that he calls simple normal singular points. He gives for them an intrinsic definition and
a reduced form in local coordinates. The author gives also a model for the elimination of simple
normal singular points.

Introduction

On considère deux paires de variétés différentielles de classe C∞, (X,A) et (Y,B). On
suppose que X est compacte et que A et B sont des sous-variétés fermées. On note m,n, p, q
les dimensions respectives de X,Y,A,B . On note r = m− p et s = n− q.

On considère une application différentiable de la paire (X,A) dans la paire (Y,B) ; on
entend par là une application différentiable

f : X −→ Y telle que f(A) ⊂ B .

On introduit au ¶1 la notion de rang normal de f au point a ∈ A, noté rgna f
(cf. Déf 1.1). On dit que le point a ∈ A est un point régulier normal de f si rgna f =
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inf(r, s) , un point singulier normal de f si rgna f < inf(r, s) . On étudie dans ce papier
ces points d’un point de vue local et d’un point de vue global. On exhibe notamment des
formes réduites en coordonnées locales de certains points réguliers normaux et de certains
points singuliers normaux.

Au ¶2 on considère deux sortes de points réguliers normaux.
On considère d’abord les points réguliers normaux satisfaisant à rgna f = r , rga f =

m . On prouve qu’au voisinage d’un tel point, f peut s’écrire en coordonnées locales sous
la forme (cf. Prop 2.1)

f(u1, . . . , up; v1, . . . , vr) = (u1, . . . , up, 0, . . . , 0 ; v1, . . . , vr, 0, . . . , 0) avec p ≤ q , r ≤ s .

On considère également les points réguliers normaux satisfaisant à rgna f = s , rga f|A =
q . On prouve qu’au voisinage d’un tel point, f peut s’écrire en coordonnées locales sous
la forme (cf. Prop 2.2)

f(u1, . . . , up; v1, . . . , vr) = (u1, . . . , uq ; v1, . . . , vs) avec q ≤ p , s ≤ r .

Au ¶3 on introduit la notion de points singuliers normaux simples. Un point
singulier normal a ∈ A de f est dit semi-simple (cf. Déf 3.1) si rgna f = r − 1 et si la
première dérivée normale (cf. Déf 1.4) de f est transversale au point a à la sous-variété des
1-jets normaux (cf. Déf 1.3) de rang r − 1 . Un point singulier normal a ∈ A de f est dit
simple (cf. Déf 3.2) s’il est semi-simple et si l’on a rga f = m . Ces conditions impliquent
r ≤ s (cf. Déf 3.1), p ≤ q − 1 (cf. Déf 3.2) et s ≤ m− 1 (cf. Prop 3.1).

On prouve qu’au voisinage d’un point singulier normal simple, f peut s’écrire en co-
ordonnées locales sous la forme (cf. Prop 3.3)

f(u1, . . . , up; v1, . . . , vr) = (u1, . . . , up, v1, 0, . . . , 0 ; v2, . . . , vr, u1v1, . . . , us−r+1v1) .

On introduit aussi au ¶3 la notion d’application simple. On dit qu’une application
f est semi-simple (cf. Déf 3.3) si r ≤ s, si tous ses points singuliers normaux sont semi-
simples et si f|X\A est transversale à B . On prouve alors (cf. Prop 3.2) que D = f−1(B) \A
est une sous-variété compacte de X et que S = D ∩ A est une sous-variété compacte de
codimension 1 de D. On dit qu’une application f est simple (cf. Déf 3.4) si elle est semi-
simple, si tous ses points singuliers normaux sont simples et si la restriction de f à D est
un plongement.

Au ¶4 on introduit la notion de point singulier normal non dégénéré d’une
fonction

f : (X,A) −→ (R, {b}) .
C’est un point singulier normal a ∈ A tel que la première dérivée normale f1

ν soit trans-
versale en a à la sous-variété des 1-jets normaux de rang 0. On prouve (cf. Prop 4.2) qu’en
un tel point f peut s’écrire en coordonnées locales sous la forme

f(u1, . . . , up; v1, . . . , vr) = b+
r∑
i=1

ui vi avec r ≤ p .
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Dans les ¶5 et ¶6 on introduit les notions d’applications correctes et d’applica-
tions excellentes. Ces notions sont génériques (cf. Prop 5.3 et 6.3) et ont des liens avec
certaines singularités normales (cf. Prop 1.4). Les applications semi-simples sont toujours
excellentes.

Au ¶7 on exhibe des modèles de déformation d’applications simples entre
paires de variétés. Ces modèles permettent de déformer une application simple

f : (X,A) −→ (Y,B)

en une application g sans point singulier normal et satisfaisant à g(X \ A) ∩ B = ∅ . Un
cas élémentaire d’un tel modèle est donné dans l’exemple 7.2, illustré par les figures 1,2 et
3, aux commentaires desquelles on pourra se reporter.

1 Généralités sur les points singuliers normaux

On considère une application différentiable f : (X,A) −→ (Y,B) .

Notations 1.1.— On note τAX la restriction à A du fibré tangent à X noté τX. On
note de même τBY la restriction à B du fibré tangent à Y noté τY .

Si ξ est un fibré vectoriel réel, on note E(ξ) l’espace total de ce fibré ; on note Ė(ξ) le
complémentaire de la section nulle dans E(ξ) .

Si ξ est un fibré vectoriel euclidien, on note B(ξ) le fibré en boules unités fermées
associé à ξ ; on note S(ξ) le fibré en sphères unités associé à ξ.

Définition 1.1.— On appelle rang normal de f au point a ∈ A le rang au-dessus du
point a de l’application fibrée

fA : E(τAX/τA) −→ E(τBY /τB)

obtenue par passage au quotient de la restriction à A de l’application linéaire tangente f∗.
On notera rgna(f) ce rang et rga(f) le rang de f au point a.

Définition 1.2.— On dit qu’un point a ∈ A est un point singulier normal de l’application
f si l’on a

rgna(f) < inf(r, s) .

Sinon on dit que le point a ∈ A est un point régulier normal de l’application f .

Définition 1.3.— On appelle 1-jet normal de (X,A) dans (Y,B) un élément de la
variété

JN1(X,A;Y,B) =
⋃

(x,y)∈A×B

L(τxX/τxA, τyY /τyB)

où L(τxX/τxA, τyY /τyB) désigne l’espace des applications linéaires de τxX/τxA dans
τyY /τyB.



1 GÉNÉRALITÉS SUR LES POINTS SINGULIERS NORMAUX 4

Définition 1.4.— On appelle première dérivée normale de f l’application

f1
ν : A −→ JN1(X,A;Y,B)

qui à x ∈ A associe l’application linéaire fA,x obtenue par passage au quotient de l’appli-
cation linéaire tangente à f au point x.

Définition 1.5.— On appelle 1-jet de (X,A) dans (Y,B) un élément de la variété

J1(X,A;Y,B) =
⋃

(x,y)∈A×B

L(τxX, τxA; τyY, τyB)

où L(τxX, τxA; τyY, τyB) désigne l’espace des applications linéaires ϕ de τxX dans τyY
telles que ϕ(τxA) ⊂ τxB.

Définition 1.6.— On appelle première dérivée de f l’application

f1 : A −→ J1(X,A;Y,B)

qui à x ∈ A associe l’application linéaire tangente f∗,x à f au point x.

On a une application naturelle

π : J1(X,A;Y,B) −→ JN1(X,A;Y,B)

et l’on a f1
ν = π ◦ f1. L’application π est une fibration différentiable.

Notations 1.2.— En mettant des coordonnées locales au voisinage de a ∈ A, centrées en a
et f(a), l’application f peut être considérée au voisinage de a comme une application

f : (Dm,Dp) −→ (Rn,Rq)

avec a = 0 et f(a) = 0.

On utilisera les notations suivantes :

u = (u1, . . . , up), v = (v1, . . . , vr), x = (u; v) avec ui, vj ∈ R
U = (U1, . . . , Up), V = (V1, . . . , Vr), X = (U ;V ) avec Ui, Vj ∈ R
g = (g1, . . . , gq), h = (h1, . . . , hs), f = (g;h)

(e1, . . . , em) base canonique de Rm

(e1, . . . , ep) base canonique de Rp, (ep+1, . . . , ep+r) base canonique de Rr

(e1, . . . , en) base canonique de Rn

(e1, . . . , eq) base canonique de Rq, (eq+1, . . . , eq+s) base canonique de Rs
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Remarque 1.1.— f étant une application entre paires de variétés, on a h(u, 0) = 0 .

L’application linéaire tangente f∗ : Dm × Rm −→ Rn × Rn est donnée par

f∗(x,X) =

(
f(x) ,

m∑
j=1

∂f

∂xj
(x) Xi

)

Par restriction l’application

f1
ν : Dp −→ Dp × Rq × L(Rr,Rs)

est donc donnée par

f1
ν (u, V ) =

(
u , g(u; 0) ,

r∑
j=1

∂h

∂vj
(u; 0) Vj

)

Notation 1.3.— On note C∞(X,A;Y,B) l’espace des applications de classe C∞ de la paire
(X,A) dans la paire (Y,B) , espace muni de la topologie C∞ de Whitney.

Proposition 1.1.— Soit N une sous-variété (non nécessairement fermée) de

J1(X,A;Y,B) .

Alors l’ensemble des applications

f : (X,A) −→ (Y,B)

dont la première dérivée f1 est transversale à la sous-variété N est partout dense dans
C∞(X,A;Y,B).

Preuve. On procède comme pour la preuve des Théorèmes de transversalité de Thom.
Le point essentiel à vérifier est que l’on peut appliquer le lemme fondamental de ([C], exp.
6-05). Le point à vérifier étant local, on part d’une application

f : (Dm,Dp) −→ (Rn,Rq) avec f(0) = 0 .

Il suffit de construire une application F (x,w, k, l, t) avec

F : (Dm × Rq × Rpq × Rqr × Rrs , Dp × Rq × Rpq × Rqr × Rrs) −→ (Rn , Rq)

telle que
F ((u; v), 0, 0, 0, 0) = f(u; v)

et telle que l’application

φ : Dp × Rq × Rpq × Rqr × Rrs −→ Dp × Rq × L(Rm,Rp; Rn,Rq)
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définie par φ(u,w, k, l, t) = (Fw,k,l,t)1(u) soit transversale à la sous-variété N .

On définit F par

F ((u; v), w, k, l, t) = (G(u, v, w, k, l, t) , H(u, v, w, k, l, t))

G(u, v, w, k, l, t) = g(u; v) + w +
q∑
i=1

p∑
j=1

ujkijei +
q∑
i=1

r∑
j=1

vjlijei

H(u, v, w, k, l, t) = h(u; v) +
s∑
i=1

r∑
j=1

vjtijeq+i =
s∑
i=1

hi(u, v)eq+i +
s∑
i=1

r∑
j=1

vjtijeq+i

L’application F ainsi définie est telle que

F ((u; v), 0, 0, 0, 0) = f(u; v)

H(u, 0, w, k, l, t) = 0 .

L’application φ est régulière en tout point (c’est-à-dire en tout point son rang est égal
à la dimension du but). Par suite l’application φ est transversale à la sous-variété N .

On peut donc appliquer le lemme fondamental.
�

Proposition 1.2.— Soit N une sous-variété (non nécessairement fermée) de

JN1(X,A;Y,B) .

Alors l’ensemble des applications f : (X,A) −→ (Y,B) dont la première dérivée normale
f1
ν est transversale à la sous-variété N est partout dense dans C∞(X,A;Y,B).

Preuve. Ce résultat découle de la Prop 1.1, compte-tenu de la fibration différentiable

π : J1(X,A;Y,B) −→ JN1(X,A;Y,B)

et de ce que l’on a f1
ν = π ◦ f1.

�

Proposition 1.3.— On considère un germe d’application

f : (Rm,Rp, 0) −→ (Rn,Rq, 0)

de rang normal k à l’origine, avec 0 ≤ k < inf(r, s). Plus précisément on suppose que l’on
a les relations

∂h

∂vj
(0) = eq+j pour tout j = 1, . . . , k

∂h

∂vj
(0) = 0 pour tout j = k + 1, . . . , r.



1 GÉNÉRALITÉS SUR LES POINTS SINGULIERS NORMAUX 7

Alors la première dérivée normale f1
ν est transversale à l’origine à la sous-variété des

1-jets normaux de rang k si et seulement si

(TN1) les matrices Nl =
(

∂2hi
∂ul∂vj

(0)
)
k+1≤i≤s, k+1≤j≤r

, 1 ≤ l ≤ p ,

engendrent l’espace vectoriel des matrices (s− k, r − k) .

Lorsque k = r − 1, r ≤ s cette condition est équivalente à

(TN2) la matrice R =
(

∂2hi
∂ul∂vr

(0)
)
k+1≤i≤s, 1≤l≤p

est de rang s− k .

Lorsque k = s− 1, s ≤ r cette condition est équivalente à :

(TN3) la matrice S =
(

∂2hs
∂ul∂vj

(0)
)

1≤l≤p, k+1≤j≤r
est de rang r − k .

Preuve. La matrice de l’application linéaire f1
ν (u) est de la forme

A(u) =
(
M(u) Q(u)
P (u) N(u)

)
=
(
∂hi(u)
∂vj

)
1≤i≤s , 1≤j≤r

où M(u) est une matrice carrée de rang k, M(0) la matrice identité et

P (0) = 0, Q(0) = 0, N(0) = 0 .

Pour u voisin de 0 la matrice M(u) est donc inversible et la matrice A(u) est de rang k si
et seulement si

N(u)− P (u)M(u)−1Q(u) = 0 .

Par suite l’application f1
ν est transversale à la sous-variété des 1-jets normaux de rang

k si et seulement si les coefficients de la matrice N(u) − P (u)M(u)−1Q(u) [matrice qui
s’annule à l’origine]ont leurs parties linéaires linéairement indépendantes.

Comme P (0) = 0 et Q(0) = 0, les coefficients de la matrice P (u)M(u)−1Q(u) ont
leurs parties linéaires identiquement nulles. Ce qui précède équivaut donc à dire que les
coefficients de la matrice N(u) ont leurs parties linéaires linéairement indépendantes, c’est-
à-dire à la condition (TN1).

Considérons le cas particulier k = r − 1, r ≤ s. Les matrices Nl (1 ≤ l ≤ p) sont alors
des matrices colonnes. Donc dans ce cas la condition (TN1) équivaut à la condition
(TN2).

Considérons le cas particulier k = s− 1, s ≤ r. Les matrices Nl (1 ≤ l ≤ p) sont alors
des matrices lignes. Donc dans ce cas la condition (TN1) équivaut à la condition (TN3).

�
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Proposition 1.4.— On considère une application f : (X,A) −→ (Y,B) et un point a ∈ A.
Notons k le rang normal de f au point a. Si la première dérivée normale f1

ν est transversale
au point a à la sous-variété des 1-jets normaux de rang k, alors l’application f est correcte

au point a (cf.¶5.Déf 5.1).
Si de plus k = inf(r, s)− 1, alors ces deux propriétés sont équivalentes.

Preuve.

1) Supposons d’abord que k = inf(r, s) . Dans ce cas f1
ν est transversal au point a à la

sous-variété des 1-jets normaux de rang k [puisque ces 1-jets forment un ouvert].

Par ailleurs si r ≤ s, on a k = r et l’application linéaire f∗,a est injective ; si s ≤ r, on
a k = s et f∗,a est surjective. Par suite dans ces deux cas f est correcte au point a .

2) Supposons maintenant que k ≤ inf(r, s)− 1 .

Le problème étant local, on peut supposer que f est le germe à l’origine d’une appli-
cation

(Dm,Dp, 0) −→ (Rn,Rq, 0) .

Des changements linéaires de cartes sur Rr et sur Rs permettent de satisfaire les rela-
tions

∂h

∂vj
(0) = eq+j pour 1 ≤ j ≤ k

∂h

∂vj
(0) = 0 pour k + 1 ≤ j ≤ r .

Soit V = (Vk+1, . . . , Vr) ∈ Rr−k , V 6= 0 . On lui associe l’application linéaire

ΦV : R(r−k)(s−k) −→ Rs−k

qui à une matrice Λ = (λij) de type (s− k, r − k) associe le vecteur colonne
r∑

j=k+1

λjVj où

λk+1, . . . , λr désignent les vecteurs colonnes de la matrice Λ. L’application linéaire ΦV est
surjective car

∂ΦV

∂λij
=



0
...
0
Vj
0
...
0


,

le coefficient Vj étant situé à la ligne d’indice i.

ΦV étant surjective, il résulte de la condition (TN1) que les vecteurs colonnes

ΦV (N1) , ΦV (N2) , . . . , ΦV (Np)
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engendrent Rs−k .

Autrement dit la condition (TN1) entrâıne la propriété suivante :

(C) Pour tout vecteur V = (Vk+1 , . . . , Vr) ∈ Rr−k , V 6= 0 , les vecteurs co-
lonnes 

r∑
j=k+1

∂2hk+1

∂ul∂vj
(0) Vj

...

r∑
j=k+1

∂2hs

∂ul∂vj
(0) Vj


, 1 ≤ l ≤ p

engendrent Rs−k.

D’après la Prop 5.1 la propriété (C) équivaut à dire que f est correcte au point a.

Envisageons le cas particulier k = r−1 , r ≤ s. Dans ce cas V = (Vr) donc la condition
(C) revient à dire que les vecteurs colonnes

∂2hr
∂ul∂vr

(0)

...

∂2hs
∂ul∂vr

(0)


, 1 ≤ l ≤ p

engendrent Rs−k . Cette condition est bien équivalente à (TN2) .

Envisageons le cas particulier k = s− 1 , s ≤ r. On note Wk+1 , . . . , Wr les vecteurs
colonnes de la matrice figurant dans (TN3) . La condition (TN3) équivaut à dire que pour
tout vecteur

V = (Vk+1 , . . . , Vr) ∈ Rr−k , V 6= 0 ,

le vecteur
r∑

j=k+1

VjWj est non nul ; autrement dit les nombres

r∑
j=k+1

∂2hs

∂ulvj
(0) Vj (1 ≤ l ≤ p)

ne sont pas tous nuls. Et ceci cöıncide avec la condition (C).
�
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2 Points réguliers normaux

On détermine dans ce paragraphe deux formes locales explicites de certains points
réguliers normaux.

Définition 2.1.— On dira qu’une carte au voisinage de a ∈ A dans X (resp. de b ∈ B
dans Y ) est normale si la sous-variété A (resp. B) est définie par la nullité des dernières
coordonnées.

Proposition 2.1.— Soit a ∈ A un point régulier normal d’une application f : (X,A) −→
(Y,B) . On suppose que l’on a

rgna f = r et rga f = m (d’où p ≤ q, r ≤ s).

Alors il existe des cartes normales en a et en f(a) telles que f prenne la forme

f(u; v) = (u1, . . . , up, 0, . . . , 0 ; v1, . . . , vr, 0, . . . , 0)

avec u = (u1, . . . , up) , v = (v1, . . . , vr) .

Preuve.

a) Le résultat étant local, on part d’un germe

f : (Rm,Rp, 0) −→ (Rn,Rq, 0) .

Comme rgna f = r, par un changement linéaire de carte normale, on obtient que la
différentielle de h à l’origine satisfasse à

(1) h∗,0(ep+j) = eq+j 1 ≤ j ≤ r

c’est-à-dire à
∂h

∂v1
(0) = eq+1 , . . . ,

∂h

∂vr
(0) = eq+r .

On fait le changement de carte normale suivant :
u′ = u

v′j = hj(u, v) 1 ≤ i ≤ r

C’est un changement de carte normale car h(u, 0) = 0 et la matrice jacobienne à
l’origine est la matrice identité. L’application f prend alors la forme

f(u; v) = (g(u, v) ; v1, . . . , vr, hr+1(u, v), . . . , hs(u, v))

et satisfait encore à (1).
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b) Puisque h(u, 0) = 0, la matrice jacobienne de f en a est de la forme

Ja(f) =


∂g

∂u
(0)

∂g

∂v
(0)

0
∂h

∂v
(0)

 , matrice de type (q, s; p, r)

avec
∂h

∂v
(0) =

(
I
0

)
, matrice de type (r, s− r; r) .

D’après l’hypothèse rga f = m et la forme de la matrice Ja(f), la matrice(
∂g

∂u
(0)
)

, matrice de type (q, p) ,

est de rang p. Par suite quitte à faire un changement linéaire de carte sur Rq, on impose
les relations

(2) g∗,0(ej) = ej pour 1 ≤ i ≤ p

c’est-à-dire
∂g

∂u1
(0) = e1 , . . . ,

∂g

∂up
(0) = ep .

On fait alors le changement de carte normale φ défini par
u′j = gj(u, v) 1 ≤ j ≤ p

v′ = v

On a à l’origine
φ∗,0(ej) = ej 1 ≤ j ≤ p

φ∗,0(ep+j) =

(
p∑
i=1

∂gi

∂vj
(0) ei

)
+ ep+j 1 ≤ j ≤ r

f prend la forme

f(u; v) = (u1, . . . , up, gp+1(u, v), . . . , gq(u, v) ; v1, . . . , vr, hr+1(u, v), . . . , hs(u, v))

et satisfait encore à (1) et à (2) .
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c) Faisons dans le but le changement de carte normale défini par

U ′i = Ui 1 ≤ i ≤ p

U ′i = Ui − gi(U1, . . . , Up ; V1, . . . , Vr) p+ 1 ≤ i ≤ q

V ′i = Vi 1 ≤ i ≤ r

V ′i = Vi − hi(U1, . . . , Up ; V1, . . . , Vr) r + 1 ≤ i ≤ s

C’est un changement de carte normale car on a h(u; 0) = 0 .
Alors f prend la forme

f(u; v) = (u1, . . . , up, 0, . . . , 0 ; v1, . . . , vr, 0, . . . , 0) .

�

Proposition 2.2.— Soit a ∈ A un point régulier normal d’une application f : (X,A) −→
(Y,B) . On suppose que l’on a

rgna f = s et rga f|A = q d’où q ≤ p, s ≤ r).

Alors il existe des cartes normales en a et en f(a) telles que f prenne la forme

f(u; v) = (u1, . . . , uq ; v1, . . . , vs)

avec u = (u1, . . . , up) , v = (v1, . . . , vr) .

Preuve.

Comme rgna f = s, par un changement de carte linéaire sur Rr on peut imposer les
conditions 

h∗,0(ep+j) = eq+j 1 ≤ j ≤ s

h∗,0(ep+j) = 0 s+ 1 ≤ j ≤ r
c’est-à-dire 

∂h

∂vj
(0) = eq+j 1 ≤ j ≤ s

∂h

∂vj
(0) = 0 s+ 1 ≤ j ≤ r

On effectue le changement de carte normale défini par
u′ = u

v′j = hj(u, v) 1 ≤ j ≤ s

v′j = vj s+ 1 ≤ j ≤ r
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L’application f prend alors la forme suivante :

f(u; v) = (g(u, v) ; v1, . . . , vs) .

Comme rga f|A = q, par un changement de carte linéaire sur Rp on peut imposer les
conditions 

g∗,0(ej) = ej 1 ≤ j ≤ q

g∗,0(ej) = 0 q + 1 ≤ j ≤ p
c’est-à-dire 

∂g

∂uj
(0) = ej 1 ≤ j ≤ q

∂g

∂uj
(0) = 0 q + 1 ≤ j ≤ p

On effectue le changement de carte normale défini par
u′j = gj(u, v) 1 ≤ j ≤ q

u′j = uj q + 1 ≤ j ≤ p

v′ = v

Alors l’application f prend la forme suivante :

f(u; v) = (u1, . . . , uq ; v1, . . . , vs) .

�

3 Points singuliers normaux simples

On va exhiber dans ce paragraphe et le suivant des formes réduites de certains germes
d’applications f : (X,A) −→ (Y,B) en des points singuliers normaux.

Définition 3.1.— On dira qu’un point singulier normal a de f est semi-simple s’il
possède les propriétés suivantes :
(NS1) le rang normal de f au point a est égal à r − 1 : rgna f = r − 1 [donc r ≤ s] ;
(NS2) la première dérivée normale f1

ν est transversale au point a à la sous-variété des
1-jets normaux de rang r − 1.

Définition 3.2.— On dit qu’un point singulier normal a de f est simple s’il est semi-
simple et si de plus il satisfait à :
(NS3) le rang de f au point a est égal à m : rga f = m [ce qui implique q ≥ p+ 1].
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Définition 3.3.— On dit que l’application f est semi-simple si r ≤ s et si elle satisfait
à :
(AS1) les points singuliers normaux de f sont semi-simples ;
(AS2) la restriction de f à X \A est transversale à B .

Définition 3.4.— On dit que l’application f est simple si elle est semi-simple et si de
plus elle possède les propriétés suivantes :
(AS3) les points singuliers normaux de f sont simples ;
(AS4) la restriction de f à la sous-variétéD = f−1(B) \A est un plongement (cf. Prop 3.2).

Proposition 3.1.— Considérons un germe d’application f = (g;h) : (Rm,Rp, 0) −→

(Rn,Rq, 0) . On suppose que
∂h

∂v1
(0) = 0. Alors ce germe est le germe d’un point singulier

normal semi-simple si et seulement si

(a) les vecteurs
∂h

∂v2
(0), . . . ,

∂h

∂vr
(0) sont linéairement indépendants ;

(b) les vecteurs
∂h

∂v2
(0), . . . ,

∂h

∂vr
(0),

∂2h

∂u1∂v1
(0), . . . ,

∂2h

∂up∂v1
(0) engendrent Rs .

La condition (b) implique p+ r − 1 ≥ s, c’est-à-dire m ≥ s+ 1.

Preuve. Il est immédiat que la condition (NS1) est équivalente à la condition (a) .

Par un changement linéaire de carte sur Rs, on se ramène à prouver la Prop 3.1 pour
une application h satisfaisant de plus aux conditions

∂h

∂v2
(0) = eq+1 , . . . ,

∂h

∂vr
(0) = eq+r−1 .

D’après la Prop 1.3 la condition (NS2) est équivalente à la condition (TN2) du ¶1,
laquelle peut se mettre sous la forme (b) .

�

Proposition 3.2.— Soit f : (X,A) −→ (Y,B) une application semi-simple. Alors

D = f−1(B) \A

est une sous-variété compacte de X, de dimension m−s. De plus S = D∩A est une sous-
variété compacte de codimension 1 de D ; c’est l’ensemble des points singuliers normaux
de f . Tout vecteur tangent à D et normal à S est normal à A .
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Preuve.

a) D’après la condition (AS2), l’application f|X\A est transversale à B . Il en résulte
que f−1(B)\A est une sous-variété fermée de X\A .

b) Plaçons-nous d’abord au voisinage d’un point régulier normal a ∈ A . Comme r ≤ s,
on a rgna f = r . Par suite pour u donné, l’équation h(u, v) = 0 a au plus une solution
d’après le théorème des fonctions implicites ; or v = 0 est solution. Il en résulte qu’il existe
un voisinage V de a dans X tel que

f−1(B) ∩ V = A ∩ V .

c) Plaçons-nous dorénavant au voisinage d’un point singulier normal semi-simple a ∈
A . On choisit des cartes normales en a et en f(a) telles que l’on ait

(1)
∂h

∂v1
(0) = 0 ,

∂h

∂v2
(0) = eq+1 , . . . ,

∂h

∂vr
(0) = eq+r−1 .

On fait le changement de carte normale suivant :
u′ = u

v′1 = v1

v′j = hj−1(u, v) 2 ≤ j ≤ r

C’est un changement de carte normale car h(u, 0) = 0 et la matrice jacobienne à
l’origine est la matrice identité. L’application f prend alors la forme

f(u; v) = (g(u, v) ; v2, . . . , vr, hr(u, v), . . . , hs(u, v))

et satisfait encore à (1).

d) Il existe des germes de fonctions ωi tels que

hi(u; v) = v1 ωi(u; v) + hi(u; 0, v2, . . . , vr) pour r ≤ i ≤ s .

On a ωi(0) =
∂hi
∂v1

(0) = 0 d’après (1). Le sous-ensemble f−1(B) est solution du

système 
vj = 0 2 ≤ j ≤ r

hi(u; v) = 0 r ≤ i ≤ s
c’est-à-dire du système

vj = 0 2 ≤ j ≤ r

v1ωi(u; v) + hi(u; 0, v2, . . . , vr) = 0 r ≤ i ≤ s
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Comme hi(u; 0) = 0 , ce sous-ensemble est aussi solution du système
vj = 0 2 ≤ j ≤ r

v1 ωi(u; v1, 0, . . . , 0) = 0 r ≤ i ≤ s

Par suite au voisinage de a, f−1(B) est réunion de A et du sous-ensemble D défini par
le système 

vj = 0 2 ≤ j ≤ r

ωi(u; v1, 0, . . . , 0) = 0 r ≤ i ≤ s

Comme l’origine est un point singulier semi-simple de f , il résulte de la Prop 3.1 que
la matrice (

∂ωi

∂uj
(0)

)
r≤i≤s , 1≤j≤p

est de rang s − r + 1 . D est donc une sous-variété de dimension (p + 1) − (s − r + 1) =
m− s .

Par ailleurs au voisinage de a, l’ensemble S des points singuliers normaux est donné
par 

vj = 0 1 ≤ j ≤ r

∂hi
∂v1

(u; 0) = 0 r ≤ i ≤ s

c’est-à-dire par 
vj = 0 1 ≤ j ≤ r

ωi(u; 0) = 0 r ≤ i ≤ s

On a donc S = D ∩A au voisinage de a . De plus S est une sous-variété compacte de
codimension 1 de D et tout vecteur tangent à D et normal à S est normal à A .

�

Une forme réduite des points singuliers normaux simples est donnée par la proposition
suivante.

Proposition 3.3.— Le point a ∈ A est un point singulier normal simple d’une applica-
tion

f : (X,A) −→ (Y,B)

si et seulement s’il existe des cartes normales en a et en f(a) telles que f prenne la
forme

f(u; v) = (u1, . . . , up, v1, 0, . . . , 0 ; v2, . . . , vr, u1v1, . . . , us−r+1v1)

où u = (u1, . . . , up) , v = (v1, . . . , vr) .
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Preuve. La condition est suffisante d’après la Prop 3.1. Prouvons qu’elle est nécessaire.

a) Le résultat étant local, on part d’un germe

f : (Rm,Rp, 0) −→ (Rn,Rq, 0) .

Par un changement linéaire de carte, d’après l’hypothèse (NS1), on obtient que la différentielle
de h à l’origine satisfasse à

(1) h∗,0(ep+1) = 0 et h∗,0(ep+j) = eq+j−1 2 ≤ j ≤ r

c’est-à-dire à
∂h

∂v1
(0) = 0 ,

∂h

∂v2
(0) = eq+1 , . . . ,

∂h

∂vr
(0) = eq+r−1 .

On fait le changement de carte normale suivant :
u′ = u

v′1 = v1

v′j = hj−1(u; v) 2 ≤ j ≤ r

C’est un changement de carte normale car h(u, 0) = 0 et la matrice jacobienne à
l’origine est la matrice identité. L’application f prend alors la forme

f(u; v) = (g(u; v) ; v2, . . . , vr, hr(u; v), . . . , hs(u; v))

et satisfait encore à (1).

b) Puisque h(u; 0) = 0, la matrice jacobienne de f en a est de la forme

Ja(f) =


∂g

∂u
(0)

∂g

∂v
(0)

0
∂h

∂v
(0)

 , matrice de type (q, s; p, r)

avec
∂h

∂v
(0) =

(
0 I
0 0

)
, matrice de type (r − 1, s− r + 1; 1, r − 1) .

D’après l’hypothèse (NS3) et la forme de la matrice Ja(f), la matrice(
∂g

∂u
(0)

∂g

∂v1
(0)
)

, matrice de type (q, p+ 1) ,

est de rang p+ 1 (d’où p+ 1 ≤ q). Par suite quitte à faire un changement linéaire de carte
sur Rq, on impose les relations

(2) g∗,0(ej) = ej pour 1 ≤ j ≤ p et g∗,0(ep+1) = ep+1
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c’est-à-dire
∂g

∂u1
(0) = e1 , . . . ,

∂g

∂up
(0) = ep ,

∂g

∂v1
(0) = ep+1 .

On fait alors le changement de carte normale φ défini par
u′j = gj(u; v) 1 ≤ j ≤ p

v′ = v

On a à l’origine
φ∗,0(ej) = ej 1 ≤ j ≤ p+ 1

φ∗,0(ep+j) =
p∑
i=1

∂gi

∂vj
(0) ei + ep+j 2 ≤ j ≤ r

f prend la forme

f(u; v) = (u1, . . . , up, gp+1(u; v), . . . , gq(u; v) ; v2, . . . , vr, hr(u; v), . . . , hs(u; v))

et satisfait encore à (1) et à (2) .

c) Il existe un germe λ : (Rn, 0) −→ R de classe C∞ tel que

gp+1(u; v) = gp+1(u; 0, v2, . . . , vr) + v1 λ(u; v) .

Comme
∂gp+1

∂v1
(0) = 1 , on a λ(0) = 1. On fait alors le changement de carte normale défini

par 
u′ = u

v′1 = v1 λ(u; v)

v′i = vi 2 ≤ i ≤ r
Ce changement de carte admet la matrice identité comme matrice jacobienne à l’origi-
ne.

L’application f prend la forme

f(u; v) = (u1, . . . , up, v1+gp+1(u; 0, v2, . . . , vr), gp+2(u; v), . . . , gq(u; v) ; v2, . . . , vr, hr(u; v), . . . , hs(u; v))

et satisfait encore à (1) et (2).
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d) Faisons dans le but le changement de carte normale défini par
U ′i = Ui pour i 6= p+ 1

U ′p+1 = Up+1 − gp+1(U1, . . . , Up; 0, V1, . . . , Vr−1)

V ′ = V

D’après (2) on a
∂gp+1

∂uj
= 0 pour 1 ≤ j ≤ p . f prend alors la forme

f(u; v) = (u1, . . . , up, v1, gp+2(u; v), . . . , gq(u; v) ; v2, . . . , vr, hr(u; v), . . . , hs(u; v))

et satisfait toujours à (1) et (2).

Faisons dans le but le changement de carte normale défini par
U ′i = Ui 1 ≤ i ≤ p+ 1

U ′i = Ui − gi(U1, . . . , Up;Up+1, V1, . . . , Vr−1) p+ 2 ≤ i ≤ q

V ′ = V

f prend alors la forme

f(u; v) = (u1, . . . , up, v1, 0, . . . , 0 ; v2, . . . , vr, hr(u; v), . . . , hs(u; v))

et satisfait à (1) [vu la forme de f , la condition (2) est évidemment satisfaite].

e) Il existe des germes ωi de fonctions de classe C∞ tels que

hi(u; v) = v1 ωi(u; v) + hi(u; 0, v2, . . . , vr) r ≤ i ≤ s .

On a alors ωi(0) =
∂hi
∂v1

(0) = 0 d’après (1).

On fait dans le but le changement de carte normale suivant
U ′ = U

V ′i = Vi 1 ≤ i ≤ r − 1

V ′i = Vi − hi(U1, . . . , Up; 0, V1, . . . , Vr−1) r ≤ i ≤ s

Alors f prend la forme

f(u; v) = (u1, . . . , up, v1, 0, . . . , 0; v2, . . . , vr, v1ωr(u; v), . . . , v1ωs(u; v)) .
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D’après la Prop 3.1, les vecteurs

∂ωr
∂ui

(0)

...

∂ωs
∂ui

(0)


, 1 ≤ i ≤ p ,

engendrent Rs−r+1, d’où s− r + 1 ≤ p .
En permutant les coordonnées u1, . . . , up, on obtient que les vecteurs précédents forment

une base pour 1 ≤ i ≤ s− r + 1. On fait dans la source et dans le but les changements de
cartes normales définis par

u′j = ωr+j−1(u; v) 1 ≤ j ≤ s− r + 1

u′j = uj s− r + 2 ≤ j ≤ p

v′i = vi 1 ≤ i ≤ r
U ′i = ωr+i−1(U1, . . . , Up;Up+1, V1, . . . , Vr−1) 1 ≤ i ≤ s− r + 1

U ′i = Ui s− r + 2 ≤ i ≤ q

V ′ = V

Alors f prend la forme

f(u; v) = (u1, . . . , up, v1, 0, . . . , 0 ; v2, . . . , vr, u1v1, . . . , us−r+1v1) .

�

Proposition 3.4.— On suppose que les inégalités suivantes sont satisfaites :

s− r ≥ sup
(

0 ,
p− 3

2
, 2p− q , 2p− q + 1

2

)
.

[En particulier on a donc r ≤ s et m ≤ n]. Alors le sous-ensemble S de C∞(X,A;Y,B)
formé des applications simples est un ouvert partout dense pour la topologie C∞ de
Whitney.

Preuve.

1) Prouvons d’abord que le sous-ensemble S est un ouvert de C∞(X,A;Y,B) .

L’ensemble des applications f satisfaisant à (AS1) et (AS3) est un ouvert. Si l’on
ajoute la condition (AS2) on a encore un ouvert d’après les Prop 1.4 et 6.2 . Comme D
dépend continûment de f , vu la forme de la condition (AS4), il en résulte que S est un
ouvert.
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2) Prouvons maintenant que le sous-ensemble S est partout dense dans C∞(X,A;Y,B) .

On considère une application

f : (X,A) −→ (Y,B) .

L’application f n’a pas de point singulier normal de rang ≤ r − 2 si et seulement
si l’image de la première dérivée normale f1

ν ne contient pas de 1-jets normaux de rang
≤ r − 2 . Mais les 1-jets normaux de rang ≤ r − 2 forment une sous-variété stratifiée de
codimension 2(s− r + 2) . Par suite d’après la Prop 1.2, si

dimA < 2(s− r + 2) c’est-à-dire si p ≤ 2(s− r) + 3 ,

quitte à remplacer f par une application voisine, f n’a pas de point singulier normal de
rang ≤ r − 2 .

D’après la Prop 1.2, quitte à remplacer f par une application voisine, on peut supposer
que f1

ν est transversale à la sous-variété des 1-jets normaux de rang r − 1 . Les points
singuliers normaux de f sont alors semi-simples.

D’après la Prop 1.4 l’application f est correcte. D’après la Prop 6.2 il existe un voi-
sinage ouvert U de A dans X tel que f|U\A soit transversale à B . D’après les Théorèmes
de transversalité de Thom, quitte à remplacer f par une application voisine, f|X\A est
transversale à B , c’est-à-dire satisfait à la condition (AS2) .

Soit S l’ensemble des points singuliers normaux de f . Pour que le rang de f en tout
point de S soit égal à m, il faut et il suffit que la première dérivée f1 évite une sous-variété
stratifiée de codimension n−m+ 1 . Par suite d’après la Prop 1.1 si

dimA < n−m+ 1 c’est-à-dire si 2p− q ≤ s− r ,

quitte à remplacer f par une application voisine, les points singuliers normaux de f sont
simples.

L’application f satisfait à (AS4) si et seulement si f|D : D −→ B est un plongement.
Par suite si

2 dimD + 1 ≤ dimB c’est-à-dire si 2p− q ≤ 2(s− r)− 1 ,

quitte à remplacer f par une application voisine, l’application f est simple.
�

Corollaire 1.— Soit V n une variété différentielle compacte. SoitMm une variété différentielle.
On suppose que 2m ≥ 3n > 0 . On note ∆V ey ∆M les diagonales de V ×V et M ×M res-
pectivement. Alors l’ensemble des applications simples g : (V × V,∆V ) −→ (M ×M,∆M )
est un ouvert partout dense de l’espace C∞(V × V,∆V ;M ×M,∆M ) .
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4 Points singuliers normaux non dégénérés de fonctions

Définition 4.1.— On dit qu’un point singulier normal a d’une fonction

f : (X,A) −→ (R, {b})

est non dégénéré si la première dérivée normale f1
ν est transversale au point a à la sous-

variété des 1-jets normaux de rang 0.

Proposition 4.1.— On considère un germe d’application

f : (Rm,Rp, 0) −→ (R, 0, 0) avec r ≥ 1

On suppose que
∂f

∂vj
(0) = 0 pour 1 ≤ j ≤ r. Alors l’origine 0 est un point singulier normal

non dégénéré si et seulement si la matrice(
∂2f

∂ui∂vj
(0)
)

1≤i≤p , 1≤j≤r

est de rang r. En particulier dans ce cas on a p ≥ r.

Preuve. Cette proposition est le cas particulier s = 1 de la condition (TN3) de la Prop
1.3. �

Une forme réduite des points singuliers normaux non dégénérés est donnée par la
proposition suivante.

Proposition 4.2.— a ∈ A est un point singulier normal non dégénéré d’une fonc-
tion

f : (X,A) −→ (R, {b}) avec r ≥ 1

si et seulement s’il existe une carte normale au voisinage de a ∈ A telle que f soit de la
forme

f(u; v) = b+
r∑
i=1

ui vi

Preuve. Le problème étant local, on peut partir d’un germe de fonction

f : (Rm,Rp, 0) −→ (R, 0, 0) .

La Prop 4.1 montre immédiatement que la condition est suffisante. Prouvons que la condi-
tion est nécessaire.
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Puisque f(u; 0) = 0, il existe des germes de fonctions θj tels que

f(u; v) =
r∑
j=1

vj θj(u; v) .

Alors

θj(0) =
∂f

∂vj
(0) = 0 ,

∂θj

∂ui
(0) =

∂2f

∂ui∂vj
(0) .

Par suite d’après la Prop 4.1 la matrice(
∂θj
∂ui

(0)
)

1≤i≤p , 1≤j≤r

est de rang r.

Quitte à permuter les coordonnées de Rp, la matrice carrée
(
∂θj
∂ui

(0)
)

1≤i,j≤r
est de

rang r.

Effectuons le changement de coordonnées normales
u′i = θi(u; v) 1 ≤ i ≤ r

u′i = ui r + 1 ≤ i ≤ p

v′j = vj 1 ≤ j ≤ r

L’application f prend alors la forme

f(u; v) =
r∑
i=1

ui vi

�

Remarque 4.1.— Si a est un point critique non dégénéré d’une fonction différentiable
f : V m −→ R, alors (a, a) est un point singulier normal non dégénéré de l’application

Φ : (V × V,∆V ) −→ (R, 0)

(x, y) 7−→ f(y)− f(x)

où ∆V désigne la diagonale de V × V .
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Preuve. En effet il existe une carte centrée en a telle que l’application f soit de la
forme

f(x) =
t∑
i=1

x2
i −

m∑
i=t+1

x2
i avec t ∈ {0, . . . ,m}

d’où

f(y)− f(x) =
t∑
i=1

(y2
i − x2

i ) −
m∑

i=t+1

(y2
i − x2

i ) .

Considérons la carte normale
ui = yi + xi 1 ≤ i ≤ m

vi = yi − xi 1 ≤ i ≤ t

vi = xi − yi t+ 1 ≤ i ≤ m

Alors on obtient

f(y)− f(x) =
m∑
i=1

ui vi

ce qui prouve la remarque.
�

5 Définition et étude des applications correctes

On introduit dans ce paragraphe la notion d’application correcte, notion reliée à cer-
taines singularités normales (cf. Prop 1.4).

On rappelle que Ė(τaX/τaA) désigne le complémentaire de la section nulle dans E(τaX/τaA) .

Définition 5.1.— On dit qu’une application différentiable f : (X,A) −→ (Y,B) est
correcte au point a ∈ A si l’application

fA : E(τAX/τA) −→ E(τBY/τB)

est transversale à la section nulle du fibré vectoriel τBY/τB en tout point de Ė(τaX/τaA) .
On dit que l’application f est correcte si elle est correcte en tout point a ∈ A.

Remarque 5.1.— Si V et M sont deux variétés différentielles, V étant compacte sans
bord, une application f : V −→ M est correcte au sens de ([D],III.1.1) si et seulement si
l’application

f × f : (V × V,∆V ) −→ (M ×M,∆M )

est correcte au sens précédent, ∆V et ∆M désignant les diagonales de V ×V et de M ×M
respectivement.
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Proposition 5.1.— L’application f : (Dm,Dp, 0) −→ (Rn,Rq, 0) est correcte à l’origine
si et seulement si pour tout vecteur V ∈ Rr avec V 6= 0 et

r∑
j=1

∂h

∂vj
(0) Vj = 0 ,

les vecteurs
∂h

∂vj
(0) avec 1 ≤ j ≤ r

et
r∑
j=1

∂2h

∂ui∂vj
(0) Vj avec 1 ≤ i ≤ p

engendrent l’espace vectoriel Rs .

Preuve. L’application
fDp : Dp × Rr −→ Rq × Rs

est donnée par

fDp(u, V ) =

(
g(u; 0) ,

r∑
j=1

∂h

∂vj
(u; 0) Vj

)
La proposition résulte alors aussitôt de la Déf 5.1 .

�

Proposition 5.2.— On munit X d’une structure riemannienne et on prend pour τAX/τA
le fibré normal à A dans X . On note S(τAX/τA) le fibré en sphères unités associé au fibré
normal à A dans X . Une application différentiable f : (X,A) −→ (Y,B) est correcte au
point a ∈ A si et seulement si l’application

fA : S(τAX/τA) −→ E(τBY/τB)

est transversale à la section nulle en tout point de S(τaX/τaA) .

Preuve. En effet si un point b du fibré S(τaX/τaA) a une image par fA située dans la
section nulle, alors tous les points du sous-espace vectoriel engendré par b ont la même
image. La proposition résulte de cette remarque et de ce que l’application fA est linéaire
sur les fibres de E(τAX/τA) .

�

Proposition 5.3.— Les applications correctes de (X,A) dans (Y,B) forment un ouvert

dense de l’espace C∞(X,A;Y,B) des applications de classe C∞ de (X,A) dans (Y,B) muni
de la topologie C∞ de Whitney. De plus si une application différentiable f : (X,A) −→
(Y,B) est correcte en tout point d’un fermé L de X, alors on peut l’approcher d’aussi près
que l’on veut par une application correcte g égale à f au voisinage de L .
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Preuve. Il résulte de la Prop 5.2 que les applications correctes de (X,A) dans (Y,B)
forment un ouvert de C∞(X,A;Y,B). Prouvons que cet ouvert est dense.

Le problème est essentiellement local. On part d’une application

f : (Dm,Dp, 0) −→ (Rn,Rq, 0) .

On lui associe l’application

fDp : Dp × Rr −→ Rq × Rs

explicitée par

fDp (u, V ) =

(
g(u; 0) ,

r∑
j=1

∂h

∂vj
(u; 0) Vj

)
.

On considère l’application

F : (Dm × Rrs , Dp × Rrs) −→ (Rn,Rq)

définie par

F (u, v, t) = (G(u, v, t), H(u, v, t)) où (u, v) ∈ Dm, t = (tij) ∈ Rrs

G(u, v, t) = g(u; v)

H(u, v, t) = h(u; v) +
s∑
i=1

r∑
j=1

vjtij eq+i .

On a F (u, v, 0) = f .

Considérons l’application

φ : Dp × (Rr\{0})× Rrs −→ Rq × Rs

définie par
φ(u, V, t) = (Ft)Dp (u, V ) = ( g(u; 0) , ψ(u, V, t) )

où ψ est l’application donnée par

ψ(u, V, t) =
r∑
j=1

∂H

∂vj
(u; 0) Vj =

r∑
j=1

(
∂h

∂vj
(u; 0) +

s∑
i=1

tijeq+i

)
Vj .

Soit V ∈ Rr\{0} . Il existe k ∈ {1, . . . , r} tel que Vk 6= 0. Les vecteurs Vkeq+1, . . . , Vken
engendrent alors Rs. Ceci montre que le point (u, V, t) est un point régulier de l’application
ψ. Par suite l’application φ est transversale à la sous-variété Rq × {0} .

Il suffit alors d’appliquer à l’application φ le lemme fondamental de ([C], exp 6-05),
lemme qui est à la base des Théorèmes de transversalité de Thom. Plus précisément, on
applique ce lemme à la restriction de l’application φ à Dp × Sr−1 × Rrs .

�



6 DÉFINITION ET ÉTUDE DES APPLICATIONS EXCELLENTES 27

On note I = [0, 1] et l’on pose (X,A)× I = (X × I, A× I) .

Définition 5.2.— On dit qu’une homotopie

h = (ht)t∈I : (X,A)× I −→ (Y,B)

est correcte si les applications h0 et h1 sont correctes et si l’application h est correcte.

De la Prop 5.3 appliquée au fermé L = X×{0, 1} découle la proposition suivante.

Proposition 5.4.— Soient f et g deux applications correctes de (X,A) dans (Y,B). Alors
toute homotopie

h : (X,A)× I −→ (Y,B)

de f dans g peut être approchée d’aussi près que l’on veut par une homotopie correcte de
f dans g.

6 Définition et étude des applications excellentes

On introduit dans ce paragraphe la notion d’application excellente. Cette notion est
reliée à celle d’application semi-simple (cf. Déf 3.3) car toute application semi-simple est
excellente.

Définition 6.1.— On dit qu’une application différentiable f : (X,A) −→ (Y,B) est
excellente si elle est correcte et si l’application f|X\A est transversale à B.

Remarque 6.1.— Si V et M sont deux variétés, V étant compacte sans bord, une appli-
cation f : V −→ M est excellente au sens de ([D],III.1.2) si et seulement si l’application
f × f : (V × V,∆V ) −→ (M ×M,∆M ) est excellente au sens précédent, ∆V et ∆M

désignant les diagonales de V × V et de M ×M respectivement.

Proposition 6.1.— Soit a ∈ A et soit f : (X,A) −→ (Y,B) une application correcte au
point a. Il existe un voisinage ouvert W de a dans X et un voisinage ouvert V de f ∈
C∞(X,A;Y,B) tels que pour F ∈ V ,
F|W\A soit transversale à B.

Preuve. Le problème étant local, il suffit d’étudier un germe d’application f : (Dm,Dp, 0) −→
(Rn,Rq, 0) .
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a) Soit une application F : (Dm,Dp, 0) −→ (Rn,Rq, 0). On utilise la notation

F (u; v) = (G(u; v) ; H(u; v)) .

Comme H(u; 0) = 0, il existe des fonctions αHj de classe C∞(1 ≤ j ≤ r) définies dans Dm ,
à valeurs dans Rs, dépendant continûment de H, telles que l’on ait

H(u; v) =
r∑
j=1

αHj (u; v) vj .

Il vient
∂H

∂vj
(0) = αHj (0) 1 ≤ j ≤ r

∂2H

∂ui∂vj
(0) =

∂αHj
∂ui

(0) 1 ≤ i ≤ p , 1 ≤ j ≤ r .

b) L’application f est correcte à l’origine. Par suite d’après la Prop 5.1 pour tout
vecteur V ∈ Rr avec V 6= 0 et

r∑
j=1

∂h

∂vj
(0)Vj = 0

les vecteurs
∂h

∂vj
(0) 1 ≤ j ≤ r

et
r∑
j=1

∂2h

∂ui∂vj
(0)Vj 1 ≤ i ≤ p

engendrent l’espace vectoriel Rs.

c) Soit K le sous-espace vectoriel de Rr défini par

r∑
j=1

∂h

∂vj
(0)Vj = 0 .

Il existe un secteur S de Rr [c’est-à-dire une réunion de demi-droites fermées issues
de 0 ], il existe un voisinage W1 de 0 dans Dm , il existe un voisinage V1 de h dans
C∞(Dm,Dp; Rs, 0) tels que

1) S \ {0} soit un voisinage de K \ {0} ;
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2) si (u; v) ∈W1, H ∈ V1, V ∈ S et V 6= 0, alors les vecteurs

∂H

∂vj
(u; v) 1 ≤ j ≤ r

et
r∑
j=1

∂αHj

∂ui
(u; v)Vj 1 ≤ i ≤ p

engendrent Rs .

L’existence de S résulte de b) et d’un argument de compacité sur K ∩ Sr−1 .

d) Il existe W voisinage de 0 dans Dm, W ⊂ W1, il existe V voisinage de h, V ⊂ V1 ,
tels que si (u; v) ∈W , H ∈ V et si

r∑
j=1

αHj (u; v)Vj = 0

alors V ∈ S . Cela résulte de la définition de K et de ce que αhj (0) =
∂h

∂vj
(0) .

e) Par suite si (u; v) ∈W , H ∈ V et si

H(u; v) =
r∑
j=1

αHj (u; v) vj = 0

on a v ∈ S . Vu le choix de S , on déduit de c) que si v 6= 0 , alors les vecteurs

∂H

∂vj
(u; v) 1 ≤ j ≤ r

et
∂H

∂ui
(u; v) =

r∑
j=1

∂αHj

∂ui
(u; v) vj 1 ≤ i ≤ p

engendrent Rs .

Autrement dit, pour toutH ∈ V , l’applicationH|W\Dp admet 0 comme valeur régulière.
�

Proposition 6.2.— Soit f : (X,A) −→ (Y,B) une application correcte. Il existe un
voisinage ouvert U de A dans X et un voisinage ouvert V de f dans C∞(X,A;Y,B) tels
que pour F ∈ V, F|U\A soit transversale à B.
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Preuve. A tout point x ∈ A on associe à l’aide de la Prop 6.1 un voisinage ouvert Vx de
x dans X et un voisinage ouvert Vx de f tels que pour F ∈ Vx, F|Vx\A soit transversale à
B. A étant compact, il existe

(x1, . . . , xr) ∈ A tels que A ⊂ Vx1 ∪ . . . ∪ Vxr .

Posons
U = Vx1 ∪ . . . ∪ Vxr et V = Vx1 ∩ . . . ∩ Vxr .

U est un voisinage ouvert de A et V est un voisinage ouvert de f . Alors si F ∈ V, on
a F ∈ Vxi pour i = 1, . . . , r ; donc F|Vxi\A est transversale à B pour i = 1, . . . , r ; par suite
F|U\A est transversale à B .

�

Proposition 6.3.— Les applications excellentes de (X,A) dans (Y,B) forment un ou-
vert dense de l’espace C∞(X,A;Y,B) des applications de classe C∞ de (X,A) dans (Y,B)
muni de la topologie C∞ de Whitney. De plus si L est un fermé de X, si une application
différentiable f : (X,A) −→ (Y,B) est excellente au voisinage de L, alors on peut l’ap-
procher d’aussi près que l’on veut par une application excellente égale à f au voisinage de
L .

Preuve.

a) Montrons que le sous-espace étudié est un ouvert.

Soit f une application excellente. f étant correcte, d’après la Prop 5.3, il existe un
voisinage ouvert W de f formé d’applications correctes. D’après la Prop 6.2 il existe un
voisinage tubulaire fermé T de A dans X et un voisinage ouvert V de f avec V ⊂ W tels
que pour g ∈ V, g|T\A soit transversale à B .

X\
◦
T étant un fermé disjoint de A, les applications de X dans Y transversales à B en

tout point de X\
◦
T forment un ouvert O de C∞(X,A;Y,B). f étant excellente appartient

à O. Par suite O ∩ V est un voisinage ouvert de f formé d’applications excellentes.

b) Montrons que le sous-espace étudié est dense.

Soit f une application de (X,A) dans (Y,B) . D’après la Prop 5.3 on peut approcher
f d’aussi près que l’on veut par une application correcte F . D’après la Prop 6.2 il existe
un voisinage tubulaire fermé T de A dans X tel que F|T\A soit transversale à B . D’après
un Théorème de transversalité de Thom, quitte à remplacer F par une application voisine,
F|X\A est transversale à B . L’application F est encore correcte d’après la Prop 5.3 et par
suite elle est excellente.

�



7 MODÈLES DE DÉFORMATION D’APPLICATIONS SIMPLES 31

On note I = [0, 1] et l’on pose (X,A)× I = (X × I, A× I) .

Définition 6.2.— On dit qu’une homotopie

h = (ht)t∈I : (X,A)× I −→ (Y,B)

est excellente si les applications h0 et h1 sont excellentes et si l’application h est excel-
lente .

De la Prop 6.3 appliquée au fermé L = X×{0, 1} découle la proposition suivante.

Proposition 6.4.— Soient f et g deux applications excellentes de (X,A) dans (Y,B).
Alors toute homotopie

h : (X,A)× I −→ (Y,B)

de f dans g peut être approchée d’aussi près que l’on veut par une homotopie excellente
de f dans g.

7 Modèles de déformation d’applications simples

On construit dans ce paragraphe des modèles de déformation d’applications simples.
Ces modèles permettent de déformer une application simple f : (X,A) −→ (Y,B) en une
application g sans point singulier normal et satisfaisant à g(X \A) ∩B = ∅ .

7.1 Construction d’un fibré vectoriel différentiel réel ω de rang 1 .

Soit D une variété compacte admettant S comme sous-variété fermée de codimen-

sion 1 . On va donner une construction permettant d’associer au couple (D,S) un fibré

vectoriel réel ω de rang 1 et de base D , muni d’une section i : D −→ E(ω) transversale

à la section nulle.

Soit T un voisinage tubulaire fermé de S dans D . On note p : T −→ S la projection
de ce voisinage tubulaire. On construit ω en recollant les fibrés vectoriels

ω
|D\

◦
T

= (D\
◦
T )× R

ω|T = p∗(ν(D;S))

où ν(D;S) désigne le fibré normal à S dans D . Les deux fibrés précédents se recollent sur
∂T car la restriction de p∗(ν(D;S)) à ∂T possède une section canonique partout non nulle
puisque T = B(ν(D;S)) .

On définit maintenant une section

i : D −→ E(ω)
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du fibré ω comme suit :

i(x) = (x, 1) pour x ∈ D\
◦
T

i(x) section canonique du fibré p∗(ν(D;S)) pour x ∈ T .

L’image réciproque par i de la section nulle de ω est égale à S . Si l’on identifie à D la
section nulle de ω , on a une application entre paires d’espaces

i : (D,S) −→ (E(ω), D)

telle que i−1(D) = S . De plus i est transversale à D .

Exemple 7.1.— Prenons D = S1 le cercle unité, S = {1}. Dans ce cas le fibré ω cöıncide
avec λ1 fibré vectoriel de Hopf de base S1 , c’est-à-dire avec la bande de Moëbius. La section
i : S1 −→ E(λ1) est une section transversale à la section nulle et elle coupe la section nulle
en un seul point.

7.2 Construction d’un fibré vectoriel différentiel réel ηθ .

On se donne un fibré vectoriel différentiel réel η de base D et un sous-fibré vectoriel

θ de η|S. On va leur associer un fibré vectoriel différentiel réel ηθ de base D, de même

rang que η, et un morphisme de fibrés vectoriels

ψ : η −→ ηθ

au-dessus de D tel que

ψ(x) = 0 pour tout x ∈ E(θ)
ψ(x) 6= 0 pour tout x ∈ E(η), x /∈ E(θ) .

Le couple (ηθ , ψ) sera caractérisé à isomorphisme près par la propriété universelle
suivante : quels que soient le fibré vectoriel λ de base D et le morphisme ϕ : η −→ λ de
fibrés vectoriels au-dessus de D tel que ϕ(x) = 0 pour tout x ∈ E(θ), il existe un morphisme
de fibrés vectoriels ζ : ηθ −→ λ et un seul tel que ϕ = ζ ◦ ψ.

On va prouver l’existence du couple (ηθ , ψ).

Supposons d’abord que S = ∅. Il suffit dans ce cas de prendre

ηθ = η , ψ = id .

Supposons maintenant que

D = S × R
S = S × {0}
η = (S × R)× Ra × Rb

θ = (S × {0})× Ra × {0}
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Alors on pose ηθ = η et l’on définit ψ par

ψ(s, t, u, v) = (s, t, tu, v)

où s ∈ S, t ∈ R, u ∈ Ra, v ∈ Rb .

Prouvons que le couple (ηθ, ψ) ainsi défini possède bien la propriété universelle. Il suffit
pour cela de prouver l’existence et l’unicité de l’application ζ localement au-dessus de D.
Il suffit donc de considérer le cas λ = D × R. Mais alors se donner ϕ : η −→ λ revient à
se donner une application

g : (S × R)× Ra × Rb −→ R
(s, t, u, v) 7→ g(s, t, u, v)

linéaire par rapport à (u, v) et telle que

g(s, 0, u, 0) = 0 .

Ceci implique qu’il existe des fonctions αi, βj de classe C∞ telles que

g(s, t, u, v) =
a∑
i=1

αi(s, t)ui +
b∑

j=1

βj(s, t) vj

et αi(s, 0) = 0 pour i = 1, . . . , a .

Il existe donc des fonctions γi de classe C∞ telles que

αi(s, t) = t γi(s, t) .

Par suite

g(s, t, u, v) =
a∑
i=1

γi(s, t) t ui +
b∑

j=1

βj(s, t) vj .

Posons

h(s, t, u, v) =
a∑
i=1

γi(s, t)ui +
b∑

j=1

βj(s, t) vj .

On a alors g = h◦ψ. Si l’on définit ζ : η −→ λ = D×R par ζ(s, t, u, v) = (s, t, h(s, t, u, v))
on a donc ϕ = ζ◦ψ. Par ailleurs l’unicité de ζ est immédiate puisque ψ est un isomorphisme
au-dessus de D \ S.

Revenons au cas général. On peut recouvrir D par une famille finie d’ouverts U tels
que

(U, S ∩ U, η|U , θ|U∩S)

soit de l’une des 2 formes précédemment traitées. Au-dessus de U on a donc une solution et
ces solutions se recollent grâce à la propriété universelle pour donner le couple (ηθ, ψ).
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Remarque 7.1.— Au-dessus de D \ S, l’application ψ est un isomorphisme de fibrés
vectoriels.

Remarque 7.2.— Pour η = D×R et θ = S×R on peut prendre ηθ = ω et ψ(d, t) = t i(d),
où i est l’inclusion de D dans E(ω) définie au ¶7.1.

Remarque 7.3.— Même si η, θ et ν(D;S) sont des fibrés vectoriels triviaux, le fibré
vectoriel ηθ peut ne pas être trivial. Prenons par exemple

D = S1, S = {1}, η = S1 × R, θ = {1} × R .

Alors ηθ = ω est la bande de Moëbius.

Remarque 7.4.— Lorsque le sous-fibré vectoriel θ du fibré η|S se prolonge en un sous-fibré
vectoriel Θ du fibré η, on peut donner une construction plus simple du couple (ηθ, ψ).

Soit ρ un sous-fibré vectoriel de η tel que η = Θ⊕ ρ.

On pose
ηθ = Θ⊗ ω ⊕ ρ

et l’on définit ψ : η −→ ηθ par

ψ(xd, yd) = (xd ⊗ i(d) , yd)

où i : D −→ E(ω) est la section de ω définie au ¶7.1 .

7.3 Construction d’un modèle d’application simple.

On considère une variété compacte D sans bord, S une sous-variété fermée de codi-
mension 1. Soit η un fibré vectoriel de base D, soit θ un sous-fibré vectoriel de η|S . Soit ξ un
fibré vectoriel de base D et soit j : θ −→ ξ|S un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de
S, qui soit injectif sur chaque fibre. On note ϕ : η −→ ξ un morphisme de fibrés vectoriels
au-dessus de D tel que ϕ|E(θ) = j.

Au couple (D,S) et aux fibrés vectoriels η, θ sont associés au ¶7.2 un fibré vectoriel ηθ
de base D et un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de D

ψ : η −→ ηθ .

On considère l’application fibrée au-dessus de D

Γ : (B(η) , B(θ)) −→ (E(ξ ⊕ ηθ) , E(ξ))

définie par
Γ(xd) = (ϕ(xd), ψ(xd)) où d ∈ D .

On identifie dans l’espace source D à la section nulle de B(η).
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Proposition 7.1.— L’application différentiable

Γ : (B(η) , B(θ)) −→ (E(ξ ⊕ ηθ) , E(ξ))

est un plongement et c’est une application simple. De plus on a les relations

Γ−1(E(ξ)) \B(θ) = D \ S et D ∩B(θ) = S .

Preuve. Prouvons d’abord que Γ est un plongement. Comme Γ est un morphisme de
fibrés vectoriels au-dessus de D, il suffit de prouver que Γ est injectif sur chaque fibre. Soit
xd ∈ E(η) avec xd 6= 0d . Si xd ∈ E(θ), on a ϕ(xd) = j(xd) 6= 0d car j est injectif sur
chaque fibre. Si xd ∈ E(η) \ E(θ), on a ψ(xd) 6= 0 d’après la construction de ψ.

Le morphisme ψ étant un isomorphisme au-dessus de D \ S, l’application Γ restreinte
à B(η) \B(θ) est transversale à E(ξ) .

Au-dessus d’un voisinage dans D d’un point de S, ψ est de la forme

ψ(s, t, u, v) = (s, t, tu, v)

avec s ∈ S, t ∈ R, u ∈ Ra, v ∈ Rb et aussi (s, t) ∈ D, (s, u) ∈ E(θ), (s, t, u, v) ∈
E(η) .

L’application ϕ est de la forme

ϕ(s, t, u, v) = (s, t, u, h(s, t, u, v))

où h est une fonction de classe C∞.

Par suite Γ est de la forme

Γ(s, u; t, v) = (s, t, u, h(s, t, u, v); tu, v) .

Les points singuliers normaux de Γ sont donc solution du système

t = 0

v = 0

∂(tu)
∂t

= 0

c’est-à-dire du système t = 0, v = 0, u = 0 . Par suite ce sont des points singuliers normaux
simples.

�
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Remarque 7.5.— Considérons l’application

f : (Rm,Rp) −→ (Rn,Rq)

donnée par la forme réduite d’un point singulier normal (cf.Prop 3.3), c’est-à-dire par

f(u1, . . . , up ; v1, . . . , vr) = (u1, . . . , up, v1, 0, . . . , 0 ; v2, . . . , vr, u1v1, . . . , us−r+1v1) .

On peut mettre cette application sous une forme analogue à celle de l’application Γ
ci-dessus en prenant dans la source

D = { (0, . . . , 0, us−r+2, . . . , up ; v1, 0, . . . , 0) }

S = { (0, . . . , 0, us−r+2, . . . , up ; 0, 0, . . . , 0) }
E(θ) = { (u1, . . . , us−r+1, us−r+2, . . . , up ; 0, 0, . . . , 0) } = Rp

E(η) = { (u1, . . . , us−r+1, us−r+2, . . . , up ; v1, . . . , vr) } = Rm

et dans le but

D = { (0, . . . , 0, Us−r+2, . . . , Up, Up+1, 0, . . . , 0 ; 0, . . . , 0) }

S = { (0, . . . , 0, Us−r+2, . . . , Up, 0, 0, . . . , 0 ; 0, . . . , 0) }
E(ηθ) = { (0, . . . , 0, Us−r+2, . . . , Up, Up+1, 0, . . . , 0 ; V1, . . . , Vs) }

E(ξ) = { (U1, . . . , Us−r+1, Us−r+2, . . . , Up, Up+1, Up+2, . . . , Uq ; 0, . . . , 0) } = Rq .

On prend pour applications j, ϕ, ψ, les applications données par

j(u1, . . . , us−r+1, us−r+2, . . . , up ; 0, . . . , 0) = (u1, . . . , us−r+1, us−r+2, . . . , up, 0, 0, . . . , 0 ; 0, . . . , 0)

ϕ(u1, . . . , us−r+1, us−r+2, . . . , up ; v1, v2, . . . , vr) = (u1, . . . , us−r+1, us−r+2, . . . , up, v1, 0, 0, . . . , 0 ; 0, . . . , 0)

ψ(u1, . . . , up ; v1, . . . , vr) = (0, . . . , 0, us−r+2, . . . , up, v1, 0, . . . , 0 ; v2, . . . , vr, u1v1, . . . , us−r+1v1) .

7.4 Construction d’un modèle élémentaire de déformation d’application
simple.

On considère une variété différentielle compacte D′ de bord D . Soit S′ une sous-variété
fermée de D′ de codimension 1, de bord S = S′ ∩D, cette intersection étant transversale.
Soit D′1 la variété obtenue à partir de D′ en ajoutant un collier ∂D′ × [0, 1] le long de
son bord. On introduit de même S′1 ⊂ D′1 à partir de S′ .

On note ω′1 le fibré vectoriel de rang 1 et de base D′1 associé à (D′1, S
′
1) par la construc-

tion du ¶7.1. On note i′1 la section de ce fibré définie au ¶7.1. On note T ′1 un voisinage
tubulaire fermé de S′1 dans D′1 .

On considère une fonction différentiable

λ : D′1 −→ ]− 1,+1[

admettant 0 comme valeur régulière et telle que

λ−1(0) = D , λ(D′) ⊂ [0, 1[ , λ(D′1 \D′) ⊂ ]− 1, 0[ .
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On lui associe l’application fibrée au-dessus de D′1

γ : (D′1, S
′
1) −→ (E(ω′1), D′1)

définie par
γ(d) = λ(d) i′1(d)

pour tout d ∈ D′1.

Proposition 7.2.— L’application différentiable

γ : (D′1, S
′
1) −→ (E(ω′1), D′1)

est un plongement et c’est une application simple. De plus on a

γ−1(D′1) \ S′1 = D \ S .

Pour tout voisinage V de D′ dans D′1 , l’application γ est différentiablement homotope par
une homotopie γσ (σ ∈ [0, 1]) fixe en dehors de V et respectant la projection sur D′1 , à
une application γ1 sans point singulier normal et telle que

(1) γ1(D′1 \ S′1) ∩D′1 = ∅ .

Preuve.

1) Montrons que l’application γ est simple.

Au voisinage d’un point de D′1 \ S′1 , l’application γ est de la forme

γ(d) = (d;λ(d))

avec d ∈ Rk+1 où k = dimD . Comme 0 est une valeur régulière de λ, il en résulte qu’en
un tel point γ est transversale à la section nulle de ω′1 .

Au voisinage d’un point de S′1 , l’application γ est de la forme

γ(u; v) = (u, v;λ(u, v) v)

avec u ∈ Rk, v ∈ R, la sous-variété S′1 correspondant à v = 0 . Les points singuliers normaux
de γ sont donc définis par v = 0, λ(u, 0) = 0 ; ce sont donc les éléments de S et ce sont des
points singuliers normaux simples vu les hypothèses faites sur λ .

2) Exhibons une homotopie γσ ayant les propriétés voulues.

Soit π : D′1 −→ [0, 1] une fonction différentiable nulle en dehors de V et égale à 1 sur
D′ . Il suffit de définir γσ (σ ∈ [0, 1]) par

γσ(d) = (λ(d)− π(d)σ) i′1(d) pour tout d ∈ D′1 .

L’application γ1 n’a plus de points singuliers normaux et satisfait à la condition (1)
car on a

λ(d)− π(d) < 0 pour tout d ∈ D′1 .

�
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Exemple 7.2.— On considère l’application

f : (R2,R) −→ (R3,R2)

définie par
f(u; v) = (u, v ; v(1− u2 − v2)) .

L’application f possède 2 points singuliers normaux simples S1 et S2. Le graphe de
l’application f est représenté sur le figure 2 ci-après. On peut déformer f pour éliminer les
points singuliers normaux simples et obtenir une application dont le graphe est représenté
sur le figure 3 ci-après.

u

v

O

figure 1 : cette figure illustre l’exemple 7.2 en représentant la source de l’application f .
Le cercle et l’axe Ou, en traits gras, ont leurs images situées dans le plan OU1U2. Les
segments horizontaux ou verticaux de la figure sont ceux dont on voit l’image par f sur la
figure 2.
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U2

V

U1

O

S1

S2

figure 2 : cette figure illustre l’exemple 7.2 en représentant le graphe de l’application f .
L’ellipse et l’axe OU1, en traits gras, sont l’intersection du graphe avec le plan OU1U2. La
partie du graphe située en dessous du plan OU1U2 figure en pointillés. L’axe OU1 coupe
l’ellipse suivant les points singuliers normaux simples S1 et S2. Le modèle de déformation
consiste à pousser vers le haut la partie du graphe située à gauche du plan OU1V ; cette
déformation entrâıne la disparition de l’ellipse et des 2 points singuliers normaux.
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U2

V

U1

O

figure 3 : cette figure illustre l’exemple 7.2. Elle représente le graphe de l’application
f après qu’elle ait subi la déformation. L’intersection du graphe avec le plan OU1U2 est
réduite à l’axe OU1. Il n’y a plus de points singuliers normaux.
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Cette application est simple [mis à part que l’espace source n’est pas compact, mais
on pourrait se restreindre au carré fermé |u| ≤ 2, |v| ≤ 2 ]. L’application f possède deux
points singuliers normaux simples, à savoir les points (1, 0) et (−1, 0) d’images notées
S1 = (1, 0, 0) et S2 = (−1, 0, 0) . De plus la sous-variété D de la source R2 cöıncide avec le
cercle unité.

La figure 1 représente l’espace source de f , la figure 2 représente l’image de f . On a
dessiné en trait gras l’intersection avec le plan OU1U2 de l’image de f . Cette intersection
comprend l’axe OU1 ainsi que le cercle unité du plan OU1U2 .

On peut déformer f en une application f1 ne possédant plus de points singuliers nor-
maux et telle que f−1

1 (R2) = R, au moyen de l’homotopie définie par

fσ(u; v) = (u, v ; v(1− 2σ − u2 − v2))

avec σ ∈ [0, 1] . La figure 3 représente l’image de f1. La déformation fσ est un cas particulier
de la déformation γσ . La variété D′ est le disque unité de R2 et S′ = [−1, 1]× {0} .

7.5 Construction d’un modèle de déformation d’application simple.

Le modèle de déformation γσ permet de déformer certaines applications simples

f : (X,A) −→ (Y,B)

en une application g sans point singulier normal et satisfaisant à g(X \ A) ∩ B = ∅ ;
l’application f doit en particulier satisfaire aux conditions de dimensions

r = s = 1 , q = p+ 1 .

Nous allons construire un modèle de déformation Γσ plus général qui n’exigera pas ces res-
trictions sur les dimensions. Ce modèle sera obtenu en grossissant le modèle de déformation
γσ .

On se donne des entiers naturels p, q, r, s satisfaisant à

1 ≤ r ≤ s
p ≤ q − 1
s ≤ p+ r + 1

On note m = p+ r et n = q + s.

On considère comme précédemment un couple (D′, S′), la variété D′ étant supposée de
dimension m− s+ 1 . On considère des fibrés vectoriels réels ηs−1, ξn−m−1 de base D′1 et
un sous-fibré vectoriel θs−r de ηs−1

|S′1 . On se donne aussi un morphisme de fibrés vectoriels
au-dessus de S′1

j : θ −→ ξ|S′1
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qui soit injectif sur chaque fibre. Soit

ϕ : η −→ ξ

un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de D′1, prolongeant j.

Au couple (D′1, S
′
1) est associé au ¶7.1 un fibré vectoriel ω′ de rang 1 et une application

i′ : D′1 −→ E(ω′1) .

Au couple (D′1, S
′
1) et aux fibrés vectoriels η, θ sont associés au ¶7.2 un fibré vectoriel

ηθ de base D′1 et un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de D′1

ψ : η −→ ηθ .

On considère l’application fibrée au-dessus de D′1

Γ : (B(η) , B(θ) ) −→ (E(ξ ⊕ ω′1 ⊕ ηθ) , E(ξ) )

définie par
Γ(xd) = (ϕ(xd); γ(d), ψ(xd)) pour d ∈ D′1, xd ∈ B(η) ,

où γ est l’application définie au ¶7.4 .

On a
dimE(θ) = dimS′ + rg θ = p
dimE(η) = dimD′ + rg η = m
dimE(ξ) = dimD′ + rg ξ = q
dimE(ξ ⊕ ω′1 ⊕ ηθ) = dimD′ + rg ξ + 1 + rg η = n .

Proposition 7.3.— L’application différentiable

Γ : (B(η) , B(θ) ) −→ (E(ξ ⊕ ω′1 ⊕ ηθ) , E(ξ) )

est un plongement et c’est une application simple. De plus on a les relations

Γ−1(E(ξ) \B(θ) = D \ S et D ∩B(θ) = S .

Pour tout voisinage V de D′ dans B(η), l’application Γ est différentiablement homotope
par une homotopie Γσ (σ ∈ [0, 1]) fixe en dehors de V et respectant la projection sur D′1 ,
à une application Γ1 sans point singulier normal et telle que

(2) Γ1(B(η) \B(θ)) ∩ E(ξ) = ∅ .
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Preuve.

1) Montrons que l’application Γ est simple.

L’application Γ est un plongement et l’on a les relations

Γ−1(E(ξ) \B(θ) = D \ S et D ∩B(θ) = S .

Etudions d’abord Γ au-dessus d’un voisinage dans D′1 d’un point de D′1 \ S′1. Au
voisinage d’un tel point, Γ est de la forme

Γ(d, x) = (d, h(d, x);λ(d), x)

où d ∈ D′1, (d, x) ∈ E(η) où h est une fonction de classe C∞ et où λ est l’application
considérée au ¶7.4 . Par suite comme 0 est une valeur régulière de λ, l’application Γ est
transversale à la sous-variété E(ξ) du but.

Etudions maintenant Γ au-dessus d’un voisinage dans D′1 d’un point de S′1. Au voisi-
nage d’un tel point, un point d ∈ D′1 peut s’écrire d = (s, t), les points de S′1 correspondant
à t = 0 . Et l’application Γ est de la forme

Γ(s, x; t, y) = (d, x, h(d, x, y); t λ(d), tx, y)

où d ∈ D′1, (s, x) ∈ B(θ), (d, x, y) ∈ B(η) et où h est une fonction de classe C∞ .
Les points singuliers normaux de Γ sont donc solution du système

t = 0
y = 0

∂(tx)
∂t

= 0

∂(tλ(s, t))
∂t

= 0

c’est-à-dire
t = 0, y = 0, x = 0, λ(s, 0) = 0 .

Par suite l’ensemble des points singuliers normaux est D∩S′1 = S . Et comme 0 est une
valeur régulière de λ, il en résulte que ce sont des points singuliers normaux simples.

2) Exhibons une homotopie ayant les propriétés voulues.

Soit π : E(η) −→ [0, 1] une fonction différentiable nulle en dehors de V et égale à 1 sur
D′. Il suffit de définir Γσ (σ ∈ [0, 1]) par

Γσ(xd) = (ϕ(xd); γσ(d), ψ(xd))

où
γσ(d) = (λ(d)− π(xd)σ) i′1(d) pour tout d ∈ D′1 .

L’application Γ1 n’a plus de points singuliers normaux et satisfait à la condition

Γ1(E(η) \ E(θ)) ∩ E(ξ) = ∅

car on a
λ(d)− π(0d) < 0 pour tout d ∈ D′1 .



RÉFÉRENCES 44
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