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Etude de 'algebre de Lie double des arbres enracinés décorés

L. Foissy

Laboratoire de Mathématiques, UMRG6056, Université de Reims, Moulin de la Housse, BP 1039,
51687 REIMS Cedex 2, France *

RESUME : I’algebre de Lie L” double des arbres enracinés décorés par un ensemble D est
introduite, généralisant la construction de Connes et Kreimer. Nous montrons qu’il s’agit d’une
algebre de Lie simple. Nous décrivons ses dérivations, ses automorphismes et certaines exten-
sions centrales. Enfin, la catégorie des modules de plus bas poids sur L est introduite et étudiée.

MOTS-CLES : algebre de Lie, arbres enracinés, modules de plus bas poids.

ABSTRACT : the double Lie algebra L of rooted trees decorated by a set D is introduced,
generalising the construction of Connes and Kreimer. It is shown that it is a simple Lie algebra.
Its derivations and its automorphisms are described, as well as some central extensions. Finally,
the category of lowest weight modules is introduced and studied.

KEYWORDS : Lie algebra, rooted trees, lowest weight modules.

Introduction

Dans [B, {, L1, 12, 1], A. Connes et D. Kreimer introduisent une algebre de Hopf d’arbres
enracinés Hp dans le but d’étudier un probleme de Renormalisation en Théorie Quantique des
Champs (voir également [f, [], fj]). Cette algébre de Hopf est graduée, connexe, commutative et
non cocommutative. De plus, Hp est un module sur ’algebre de Lie double des arbres enracinés
(non décorés) introduite dans [[J]. Cette algebre de Lie agit sur Hp par dérivation ; son action
est décrite a l'aide de greffes et de coupes.

Dans cet article, nous introduisons l’algebre de Lie double des arbres enracinés décorés par
un ensemble fini non vide D. Nous la désignerons par LP. Cette construction généralise celle de
D. Kreimer. Cette algebre de Lie se décompose en LP = LE @ Ly® LP, ou LE et LP sont deux
sous-algebres de Lie isomorphes, possédant chacune une base indexée par ’ensemble des arbres
décorés par D, alors que Ly est une sous-algebre de Lie de dimension 1 agissant diagonalement
sur LP. De plus, l'algebre de Hopf H? (notée HE dans [, §]) des arbres enracinés décorés par
D est un LP-module.

Nous montrons que L? est une algébre de Lie simple. Nous décrivons I’algebre de Lie des
dérivations extérieures de LT : elle est isomorphe & sl(D), o D est le cardinal de D. Nous
décrivons également le groupe des isomorphismes de LP : il s’agit d’un produit semi-direct de
GLp(K) (ou K est le corps de base) par un groupe cyclique d’ordre 2. De plus, nous décrivons
certaines extensions centrales de LP.

Nous introduisons ensuite la catégorie des modules de plus bas poids sur LP. Pour tout poids
A € K, nous décrivons le module de Verma V) ainsi que les modules de plus bas poids simples.
De plus, nous décomposons le LP-module HP en modules de plus bas poids simples ainsi que
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V) ® V), lorsque A + p n’est pas un entier négatif.

Ce texte est organisé de la manieére suivante : la premieére partie est consacrée a des rappels
et des compléments sur les algebres de Hopf HP. Nous construisons I’algebre de Lie LP ainsi que
son module TP dans la deuxiéme partie; nous montrons également que L? est une algebre de
Lie simple. Nous étudions les dérivations et les automorphismes de LP dans la troisieme partie
et ses extensions centrales dans la quatrieme partie. Enfin, la derniére partie est consacrée a
I’étude des modules de plus bas poids sur LP.

Notation. K désigne un corps de caractéristique nulle.

1 Rappels et notations

Définition 1 Un arbre enraciné t est un graphe fini, connexe et sans boucles muni d’un
sommet particulier appelé racine de t. Les arbres enracinés seront dessinés avec la racine en bas.
Le poids de t est le nombre de ses sommets. L’ensemble des arbres enracinés est noté 7.

Soit D un ensemble non vide. Un arbre enraciné décoré par D est un arbre enraciné t
muni d’une application de I’ensemble de ses sommets vers D. L’image d’un sommet s par cette
application est appelée décoration de s. L’ensemble des arbres enracinés décorés par D sera noté
TP. Pour tout d € D, on notera ., I'élément de 7P formé d’un seul sommet décoré par d.

Exemples.

1. Arbres enracinés de poids inférieur ou égal a 5 :

vt b vle vyl v b1

2. Arbres enracinés décorés par D = {1,2}, de poids inférieur ou égal a 3 :

1

1 1 2 42 42 1
1 92 o1 g2 lapl 1apl 1ep2 18p2 2022 2022 §;7 17 15 Il IQ Il IQ I
-1,-2,11,11,12,12,\/1,\/2,\/1,\/2,\/1,\/2,1,2,1,1,1,2,2,

NN N

Soit D un ensemble non vide et soit HP 'algebre associative et commutative librement en-
gendrée sur K par les éléments de 7P. Les monomes en les arbres enracinés de cette algebre
sont appelés foréts enracinées décorées; il sera souvent utile de considérer 1 comme la forét vide.
L’ensemble des foréts enracinées décorées est noté FP. Le poids d’une forét F' =t .. .t, est par
définition poids(t1) + ... + poids(ty,).

Exemples.

1. Foréts enracinées de poids inférieur ou égal a 4 :

UUUUUNE SUUUUE DU VIS SUURUIS BUNIL VNS SUR S S 20 {/ YI

2. Foréts enracinées décorées par D = {1,2}, de poids inférieur ou égal a 2 :

1, e1, 02,0101, 0102,0202, 11, 0F, 15,13,

Soit t € TP. Une coupe élémentaire de t est une coupe sur une seule aréte de ¢t. Une coupe
admissible de t est une coupe non vide telle que tout trajet d’'un sommet de ¢ vers un autre ne
rencontre au plus qu'une seule coupe élémentaire. L’ensemble des coupes admissibles de ¢ est
noté Adm(t). Une coupe admissible ¢ envoie ¢ vers un couple (P¢(t), R°(t)) € FP x TP, tel que
RE(t) est la composante connexe de la racine de ¢ apres la coupe, et P¢(t) est la forét formée
par les autres composantes connexes, placées dans le méme ordre.



HP est munie d’une structure d’algebre de Hopf donnée par le coproduit suivant : pour tout
teTP,
Ay=1ot+tal+ > PY(t)®R(L).
ce Adm(t)

Exemple. Avec a, b, ¢, d € D :
c c d c d d ¢
A Y=Y 1110 ¥ 1ol ruell L aen 1tV e
En particulier, la counité de HP est donnée de la maniére suivante :
HP — K

FerP _, {1 si F'=1,

0 sinon.

(Voir [, B, [, [L] pour plus de détails).

Notations : soient ¢,t1,to € TP. Alors n(ty,ts;t) désigne le nombre de coupes admissibles
c de t telles que P¢(t) = t1 et R°(t) = to. De plus, n'(t1,t2;t) désigne le nombre de greffes de t;
sur ty dont le résultat est ¢ (voir [, b))

Résultat préliminaire 1 On note TP ’espace vectoriel engendré par TP. On considére
Uapplication § ci-dessous :

77 — TP TP
d:4 teT? — > PC(t) ® R(t).

c coupe simple de t

Alors Ker(6) = Vect(.a,d € D).

Preuve. L’espace TP est gradué par le poids ; de plus, pour cette graduation, § est homogene
de degré 0. Notons (T7)*9 le dual gradué de TP. On appelle (Z;),c7o la base duale de la base
TP de T. L’application 6*9 est donnée par :

(T'D)*g ® (T’D)*g _ (TD)*
o=§"": Zy ® Zyy — Y nltitait) Ze.
teTD

Or o est un produit pré-Lie (voir [g, f]); de plus, (T D)*9 est, trivialement isomorphe & 1’algébre
)17,

donc Im(o) = EB(TD)ZQ . En considérant 1'orthogonal
n>2

pré-Lie librement engendrée par (T

de ce sous-espace, on obtient le résultat annoncé. [

Notation. On considere 'application suivante :

HP — HP@HP
A ti...tpeFP — > PUty)... P%(t) ® R (t1) ... R%(ty).

Vi, c; € Adm(t;)
ou ¢; est vide

L’application A vérifie :

Alt) = A@t)—-t®1,VteTP,
Afzy) = A@)A(y), Va,y € HP,
(e@Id)oA(x) = z,VzeHP.

Cependant, A n’est ni coassociatif, ni counitaire.



2 Algebres de Lie LP

2.1 Construction de L?
(Voir [H]). Soient t € 7P, F € FP. On pose :
NS (F)= ) to,F, (1)
sesom(F)

ou t oz F' est la forét obtenue en greffant ¢ sur le sommet s de F. On définit ainsi un opérateur
N;7: HP — HP. Cet opérateur est une dérivation homogene de degré le poids de .

Exemples. On se place dans le cas ot D est réduit a un seul élément. On peut donc oublier
les décorations.

NF(1) 0, NF() I
N*(1) V o+ N*(.) 21.,
vidy = e Yl | vrv) = vl
N*+(.1) 1 SR VAN S Y S OO 31...

On note Der(HD) I’algebre de Lie des dérivations de HP. On appelle LE le sous-espace de
Der(HP) engendré par les N;7, t € TP. Pour tous t1,t, € 77, on montre facilement que pour
tout arbre t € 7P :

[NtJlr,NtJQF](t) = Z Nlj{ostg(t)_ Z N;gostl(t) (2)
s€som(t2) sesom(ty)
= > [0/(t1tass) — n/(ta, t1;8)] NS (8),
seTD

ou n/(t;, tj; tx) désigne le nombre de greffes de ¢; sur t; donnant ¢;. Donc LE est une sous-algebre

de Lie de Der(HP).

Pour toute F' € FP, on pose :
No(F) = poids(F)F. (3)

Alors Ny est une dérivation de HP homogene de degré 0. On appelle LOD le sous-espace de
Der(HP) engendré par Ny. Pour tout t € 7P, on a :

[No, Nit| = poids(t)N;'. (4)
Donc LY @ LE est une sous-algebre de Lie de Der(HP).

Soient t € TP, F € FP. Une analyse des coupes admissibles montre que :

A(No(F)) = (No®Id+Id® Ng)o A(F), (5)

ANH(F) = | N@Id+Id@Ne+t@No+ Y P()@ N | o AF).
ce Adm(t)

~—

—~
(@)}

=

Soient t € TP, F € FP. On pose :

NO(F)= > bupeairyRe(F) = (fi ® Id) o A(F), (7)

a aréte de F'



ou ¢, désigne la coupe portant sur I’aréte a et f; désigne I’application suivante :

£ HP — K
Y"1V FeFP — by

On définit ainsi un opérateur IV, : HP — HP. Cet opérateur est une dérivation homogene de
degré —poids(t).

Exemples.
1. Si s, t € TP sont tels que poids(t) > poids(s), alors N, (s) = 0.

2. On se place dans le cas ou D est réduit & un seul élément. On peut donc oublier les

décorations.
(a) Pourt =. :
Nj((t)) = ., Nj((\/)) = 21,
N- (1) = 1, N~ (V) = 3V,
N.—(K/ = V4l Nj(Y) = of,
N- (f = L
(b) Pourt=1:

On appelle LP le sous-espace de Der(HD) engendré par les N, t € TP. Pour ti,ty € TP,
on montre facilement que :

[Ny, s Ny, | = — Z [n(t1,t2,t) — n(ta, t1,t)] N, (8)
teTD

ou n(t;, t;;ty) désigne le nombre de coupes de tj, telles que le tronc soit ¢; et la branche ¢;. Donc
LP est une sous-algebre de Lie de Der(HP). De plus, pour tout t € 7P :

[No, Ni'] = —poids(t)N; . (9)

Donc LE @ LP est une sous-algebre de Lie de Der(HP).

Lemme 2 Soient t,ty € TP. Alors :

fo o N =" n'(ta, tit) fr. (10)

tcTD



Preuve. Les deux membres de ([[(]) sont nuls sur les foréts qui ne sont pas réduites & un seul
arbre. Par suite, il suffit de vérifier qu’ils coincident sur 72. Soit ¢’ € TP.

ftloNg(t/) — ft1 Z n/(tQ,t/;t”)t”

€T

= ) (e, 5”6y,

t”GTD
= n/(ta,t';t1)

— Z n'(ta, t;t1) fe(t). O

tcTD

Lemme 3 Soient t1,to € TP. On a :

Z n'(ta,t;t1)N,  si poids(ty) > poids(tz),

tcTD
[Ny, Nl = Z n(ty,t;te)N;™,  si poids(t1) < poids(tz), (11)
teTD
t1.4No, si poids(t1) = poids(ta).

Par suite, LP = LP & LY & LT est une sous-algébre de Lie de Der(HP).
Preuve. Soit 2 € HP. On pose A(z) = 2’/ ® 2”. Par exemple, siz = V :

rei"=19 V+2.01+..®..
D’apres (B) et ([L0), on a :

Ny o Ny (@) = fu (2 )N (a"),

Nt (@)@ 2" + 2’ ® N (@ ”)+t2x’®N0(x”)

Ny oNf(@) = (fu ®1Id) £ . ) @ Nj(a)
t/ t”GTD
= Z n'(tz,t,tl)ft(:c’)x" + fu, (x’)Ntw;(x//)
teT P

+(fu (t2)e(@') + e(t2) fi, () No(2")
+ Z t t” t2 ftl(t/)g(x) ()ftl( )) t"(x”)

t t”ETD

= > d(ta,t, ) fila)a” + fr, ()N (@)
teTD
+5t1,t2N0( )

+ Z n(t', ", ta) fr, (t )N;'L'( )

t/t”GTD
= > n(ta,t, 1) Ny (z) + N o Ny ()
teTD

+5t17t2N0( )
+ ) n(tt" )N (@),

t”ETD

d’ou le résultat annoncé. OJ

Les propriétés de I’algebre de Lie LP sont résumées dans le théoreme suivant :



Théoréme 4 LP posséde une base (N;7),e7pU(N; ),erpU(No). Le crochet de Lie est donné

var B).@), @), @) et [[1). Elle est graduée en posant deg(N;") = poids(t), deg(N; ) = —poids(t)
et deg(Ny) = 0. De plus, HP est munie d'une structure de LP-module par (1), @) et (7).

Exemples. Par souci de lisibilité, on écrit ici ¢tT & la place de Nt+ et t~ a la place de N; .
On a alors :

+ 4+

[1+,f+: - U++k{++l+—L/ —] - U++y+—L/+,
[1—,I__ - —2U_—k{ —[ +L/ +[ - —29_—y +L/ :
[:,V_ ~ 9"
V] -

2.2 Simplicité de LP
Lemme 5 Soit I un idéal gradué de LP. Alors I = (0) ou [ = LP.

Preuve. Supposons I # (0). Montrons d’abord que Ny € I. Soit « un élément homogene
non nul de I. Soit n son degré. Trois cas se présentent :

1. n =0 : alors z est un multiple de Ny, d’ou Ny € 1.

2. n > 0 : on peut alors écrire x = E O%Nt'F . Soit t tel que «; soit non nul. Alors
poids(t)=n
1
— [Ny ,x] = Np € I.
Qi

3. n < 0 : méme raisonnement.
1
Soit y € LP, homogene de degré k non nul. Alors E[NO’ yl=y €I ,doncI=LP. O

Théoréme 6 LT est une algébre de Lie simple : ses seuls idéaux sont ses idéauz triviaur.

Preuve. D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que tout idéal de LP est gradué.
b

Soit I un idéal de LP et soit « € I. On pose = = Zxk, avec xp homogene de degré k. On a

k=a
b b

[No, z] = Z kxy, € I. Par récurrence, pour tout ¢ € N, Z k'z) € I. On déduit alors que les xy

k=a k=a
sont dans I de la non-annulation du déterminant de Vandermond suivant :

1 1 e 1

a a+1 .b

a? (a+1)2 ... ¥ | QO
a’=% (a4 1) ... e

Corollaire 7 Le dual de Hopf de U(LP) (voir [[[Q]) est de dimension 1, engendré par la
counité e.

Preuve. Soit I un idéal bilateére de U(LP) de codimension finie dans U(LP). Supposons
INLP = (0). Alors I et L? sont en somme directe dans U(LP) et donc la codimension de I dans
U(LP) n’est pas finie car LP n’est pas de dimension finie : contradiction. Par suite, comme [
est un idéal bilatere de U(LP), IN LP est un idéal de Lie non nul de L? ; comme LP est simple,
I = LP. Par suite, I'idéal bilatere engendré par L? est inclus dans I et donc I contient Ker(e),



I'idéal d’augmentation de U(LP) : on en déduit que I = Ker(e) ou I =U(LP).
Soit f dans le dual de U(LP). On a alors :

f est dans le dual de Hopf de U(LP) <= f s’annule sur un idéal

de codimension finie de U(LP),

f s’annule sur Ker(g) ou sur U(LP),

f s’annule sur Ker(e),

f est un multiple de la counité de U(LP).

[

Donc le dual de Hopf de U(LP) est de dimension 1, engendré par e. O

2.3 Le LP-module TP

TP = Vect(TP) c HP est un sous-LP-module de HP. Pour tout d € D, on pose :
TP = Vect(t € TP / la racine de t est décorée par d).

TP est un sous-module de TP et TP = @TE; de plus HP = EBS"(TD) en tant que LP-
deD neN
module, car les éléments de L? agissent par dérivation sur HP. Enfin, les LP-modules TdD sont

tous isomorphes.
Théoréme 8 1. .4 génére TY comme LE—module (et donc comme LP-module).
2. Tf est un LP-module simple.
Preuve. On considere 'application suivante :
FP __, 7D

Bc‘l" : F —— larbre obtenu en greffant les différents arbres de F
sur une racine commune décorée par d.

Par exemple, si a,b,c,d € D, B (..1§) = “\}d .

1. On appelle V le sous-LP-module de TP engendré par . 4. Soit F = t; ...t, € FP. Montrons
+ d
que B:{(F) € V par récurrence sur n. C’est trivial si n = 0. Supposons que n = 1. Alors
N;(.a) = BJ (t1) € V. Supposons le résultat vrai au rang n — 1, alors :

N (Bf (t1...ta—1)) = B (F) + combinaison linéaire de termes B (s1...sp—1) € V,
donc le' (F) € V d’apres 'hypothese de récurrence.

2. Montrons d’abord le résultat suivant :

Lemme 9 Soitx € TP, non nul, homogéne de degré n > 2. Alors il existe y € L, homogéne
de degré compris entre —m + 1 et —1, tel que y.x # 0.

Preuve du lemme f. On utilise les notations du résultat préliminaire fl. Il découle immédiatement
de (fl) que pour tout z € TP, homogene de degré n € N* :

Sx)= > t®N () (12)

poids(t)<n

Soit alors € TP, non nul, homogene de degré n > 1, tel que pour tout y € LP, homogene de
degré compris entre —n + 1 et —1, on ait y.z = 0. D’apres ([J), 6(z) = 0 et donc d’apres le



résultat préliminaire fl, n = 1. O

Preuve du second point du théoréme B. Soit M un sous-module non nul de 7’ dD . D’apres
@), pour tout t € TP, No.t = poids(t)t. On en déduit de la méme maniére que dans la preuve du
théoreme fl que M est un sous-module gradué de TC? . Soit « € M, non nul, homogene de poids
minimal n. Par minimalité de n, pour tout y € L homogene de poids compris entre —n 4 1 et
—1, y.x = 0. D’apres le lemme précédent, n = 1, donc x € Vect(.y4). Par suite, .4 € M. D’apres
le point 1, M :TdD. O

3 Dérivations et automorphismes de L”

3.1 Dérivations extérieures de LP

On note Der(LP) I'algebre de Lie des dérivations de LP et Int(LP) la sous-algebre de Lie
des dérivations intérieures.

Lemme 10 Soit f € Der(LP), homogéne de degré n € Z*. Alors f € Int(LP).

1
Preuve. Posons a = —— f(Ng). Soit = € LP, homogene de degré k. Alors f(x) est homogene
n
de degré n + k, par suite :

kf(x) = f([No,z]) = [f(No), z] + [No, f(z)] = —nla, z] + (n + k) f (2).
Par suite, comme n # 0, pour tout = € LP, f(z) = [a,z]. O

Lemme 11 Soit f € Der(LP), homogéne de degré 0. Alors f|L3> est nulle. Si de plus f‘L?
est nulle, alors f est nulle.

La preuve de ce lemme utilise la proposition suivante :

Proposition 12 Soit © € LP, non nul, homogéne de degré n > 2. Alors il existe y € LP,
homogéne de degré compris entre —n + 1 et —1, tel que [z,y] # 0.

Preuve de la proposition [[2. On utilise les notations du résultat préliminaire f. On
considere I'isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :

D D
o LJr — T
N;r — .

Il découle immédiatement de ([[J) que pour tout = € Lig , homogene de degré n € N* :

5O@)= Y te6(N ). (13)

1<poids(t)<n
Soit alors z € LP, non nul, homogene de degré n > 1, tel que pour tout y € LP, homogeéne de

degré compris entre —n + 1 et —1, on ait [y, z] = 0. D’apres ([[J), §(O(z)) = 0 et donc d’apres
le résultat préliminaire I, n = 1. O

Preuve du lemme [[T]. Montrons d’abord que f(Ng) = 0. Soit z € LP, homogene de degré
k. Comme f est homogene de degré 0 :

kf(z) = f([No,]) = [f(No), 2] + [No, f(2)] = [f (No), x] + k().

Donc f(Np) est central. Comme LP est simple, non abélienne, son centre est nul, donc f (Ng) = 0.
Montrons ensuite le résultat suivant : pour tout n € N*,
(fizz =0) = (fizz, = 0)-

9



Soit z € LP, . Posons f(x) = Z a; N, par homogénéité. Pour tout ¢ € 7P, de poids n, on
poids(t)=n
a alors f([z, N;7]) C f(L¥) = (0); par suite, en utilisant ([[]),
F([2, NiT) = 0 = [f(2), N+ [z, F(N{)] = aNo + 0.

Donc f(x) = 0.
Montrons enfin le résultat suivant : pour tout n € N*,

(fILoDea...EBLZ? - 0) — (f‘L(?@"'@LEH - O> '

Soit z € LEH, n > 1, tel que f(x) # 0. Par la proposition [, il existe y € L, @ ... ® LP,
tel que [f(z),y] # 0. Par hypothese, f([z,y]) = 0; d’apres le résultat précédent, f(y) = 0. Par
suite :

fleyl) = 0= [f(x), y] + [z, f(w)] = [f (@), y].

On aboutit a une contradiction, ce qui prouve le résultat annoncé. Le lemme découle alors d’une
récurrence sur n. [J

Corollaire 13 Soit Der(LP)q la sous-algébre de Lie de Der(LP) des dérivations homogénes
de degré 0 et Int(LP) la sous-algeébre de Lie des dérivations intérieures de L.

1. Der(LP) = Int(LP) 4+ Der(LP),.
Der(LP)  Der(LP)y  Der(LP)o
Int(LP)  ad(LP)  (ad(No))

Preuve. Soit f € Der(LP). On pose alors f = Z fn, avec fp homogene de degré n. Il est

ne”
immeédiat que f,, € Der(LP) pour tout n. D’apreés le lemme [[0, si n # 0, alors f, = ad(ay,), avec
an = —% fn(Np). Par suite, seul un nombre fini de a,, sont non nuls. On appelle I 'ensemble des

n tels que a, # 0. On a alors :

f=> ad(a,)+ fo € Int(LP) + Der(LP),,
nel

ce qui prouve le premier point. Le deuxieme point est un corollaire immédiat. [

Soient 7, j deux éléments de D. On définit alors f; ; : LP — LP de la maniere suivante :
fi.5(No) 0,
fii(N) = Z N ;,r ou ¢’ parcourt I'ensemble des arbres obtenus en changeant
utn (unique) sommet de ¢t décoré par j en un sommet décoré par i,
fiij(N7) = Z N, ou t’ parcourt ensemble des arbres obtenus en changeant
m

un unique sommet de ¢ décoré par ¢ en un sommet décoré par j.

De maniére immédiate, f; ; € Der(LP)y pour tous i, j.

)

Exemples. fij(N7,)=0;xN7, fij(N)=06xN_,. SiD={1,2} :

fra((t)™) =0, f2((hH)7) = (1) +(13)7,
fie((1)F) = ()7, fi20(18)7) = (13)7,
he((1)T) = (1Y, fe((1d)7) = (13)7,
he((13)T) = )T+ )" | fie((13)7) = 0.
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Théoréme 14 1. (f;;)ijep est une base de Der(LP),.

2. Si D = card(D), alors Der(LP)y est isomorphe a gl(D) comme algébre de Lie.
Der(LP)
Int(LP)

Preuve.
1. Soit f € Der(LP)g. Par homogénéité, on pose, pour tout d € D :

o

est isomorphe a sl(D) comme algébre de Lie.

FINEY =YX N

1€D

Considérons g = f — Z Aij fij. Alors cet élément de Der(LP)g s’annule sur LP, donc est nul
1,j€D
d’apres le lemme [[1. Par suite, (f; ;)i jep est une base de Der(LP)y.

2. Soient i, j, k,l,n € D.
[figs Fedd (N ) = 0un fij (N ) = 85 fea(NE ) = 61005 kN — 65,001,NT

donc [fi j, fra] = 0;kfi1—01:fk ;- Par suite, 'application suivante est un isomorphisme d’algebres
de Lie :
gl(D) — Der(LP)
(aij)ijep — Y aijfij.
1,j€D
3. On constate que ad(Ny) = Z fa,a- Le résultat découle alors immédiatement du point 2

deD
et du corollaire [[3-2. O

3.2 Automorphismes de L?

Notations. On pose D = {di,...,dp}. Soient t € TP, A = (a;;) € Mp(K). Soit A.t
I'élement de TP obtenu en remplacant les sommets décorés par d; de ¢ par des sommets décorés
par Z a; jd; pour tout i et en développant par linéarité en chacun des sommets. On définit de

J
A~ + —_
méme NA.t et NA.t'

Exemple. t = 1§ ; alors A.t = Zai,kaj,ﬂgi-
Kl

Proposition 15 1. L’application U : LP — LP définie de la maniére suivante est un
automorphisme involutif d’algébre de Lie :

Nt — —sN[,

1
v:¢{ N — ——N/,

2. Soit A € GLp(K). L’application ®4 : L — LP définie de la maniére suivante est un
automorphisme d’algébre de Lie :

N = Ni,,
CI)A : Nt_ = N@—I)T_ta
No = Ny



3. L’application suivante est un morphisme injectif de groupes :

o. )] GLo(K) — Aut(LP)
’ A — By

Preuve. 1. découle immédiatement de (B), ({), (B), (), (1) et de la formule suivante (voir

B )

n(ti,to;ts) = n'(t1,t2;t3).

Stl St2
2. Immédiat.
3. L’injectivité provient du fait que pour tout i, ®4(NV; + Z ai ;N Le fait que @ soit

un morphisme de groupes est trivial. [

Lemme 16 Soit ¢ € Aut(LP); alors ¢(Ng) = +=Ny. Si, de plus, ¢(Ny) = Ny, alors ¢ est
homogeéne de degré 0.

Preuve. Soit 2 € L?, homogene de degré n. On a alors [¢p(Np), #(z)] = (b([NO, x]) = no(x).
Comme ¢ est surjectif, on en déduit que ad(¢(Ng)) agit diagonalement sur LT ; par suite,

#(No) = ANy, pour un certain A non nul. On a alors [¢(Np), ¢(x)] = A\[No, ¢(z)] = ne(x), donc
n est une valeur propre de ad(Np) pour tout n € Z. Les valeurs propres de ad(Ny) étant les

entiers, on en déduit que A = +1.

Supposons ¢(Ng) = Ny. Pour tout = € LP homogene de degré n, on a [Ny, ¢(x)] = no(z) et
donc ¢(x) est un vecteur propre de ad(Ny) pour la valeur propre n. Par suite, ¢(x) est homogene
de degré n et donc ¢ est homogene de degré 0. [J

Lemme 17 Soit ¢ € Aut(LP), tel que ¢|LOD@L? = Id. Alors ¢ = Id.

Preuve. Alors ¢(Ny) = Ny, donc ¢ est homogene de degré 0 par le lemme précédent.
Montrons le résultat suivant : pour tout n € N*,

(62 = 1d) = (90, = 1d).

Soit # € LP,. Posons = = Z atN; et ¢(z) = Z bsN, par homogénéité. Pour tout
poids(t)=n poids(t)=n
t € TP de poids n, on a alors :

¢z, N;']) = d(a:No) = arNo = [¢(x), o(N;")] = [¢(x), N;'] = by No.
Donc ay = by, d’ou ¢(x) = x.

Montrons ensuite le résultat suivant : pour tout n € N*,

<¢|L3’@...@LE = Id) = (¢|L3’@...@LE+1 = Id) .

Soit x € LS_H, n > 1, tel que ¢(x) # . Par la proposition [[J, il existe y € LP, @ ... @ LP,, tel
que [¢p(z),y] # [z,y]. Par hypothese, ¢([x,y]) = [z,y]; d’apres le résultat précédent, ¢(y) = y.
Par suite, ¢([z,y]) = [z,y] = [¢(z), dp(y)] = [¢(x),y] : on aboutit & une contradiction, ce qui
prouve le résultat annoncé. On termine par une récurrence sur n. [

Proposition 18 Le groupe Aut(LP) est engendré par U et par Im(®). De plus, Im(®) est
un sous-groupe distingué de Aut(LP).

Preuve. Soit ¢ € Aut(LP). D’apres le lemme [1, ¢ = £ Ny. Supposons d’abord que
d(No) = Ny. Alors ¢ est homogene de degré 0. Par sulte, on pose :

_ E +
= ai,jN.dj.
J
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Comme ¢ est bijectif, nécessairement A = (a; ;)1<; j<p € GLp(K). De plus, ¢ et ® 4 coincident
sur LE @® LP. En appliquant le lemme [ago <I>21, on obtient ¢ = ® 4.

Supposons ensuite que ¢(Ny) = —Ny. Alors ¢po U(Ny) = Ny et donc est dans Im(P) d’apres
le premier cas.

Pour montrer que Im(®) est un sous-groupe distingué de Aut(LP), il suffit donc de calculer
Vodbgol ! =Wod,yoW pour tout A € GLp(K).

VodyoW(N' ) = Toda(-N_,)

= v —meNfd_ avec B = (A~H)T
J

= sz‘,ijdj
j

= ®p(NT').

od;
D’apres le lemme [I7, o ®4 0 U1 = Qg-1yr. O

Soit Cy = {—1,+1} le groupe cyclique d’ordre 2. Le morphisme suivant est un morphisme

de groupes :
f Aut(LP) — Oy
< ¢ — €4 tel que ¢(Ny) = ey No.

Une section de ce morphisme est donnée par —1 —— ¥. On a alors une suite exacte scindée :
(0) —= GLp(K) —2= Aut(LP) <—= C; —= (0) .

S

Par suite :

Théoréme 19 Le groupe Aut(LP) est un produit semi-direct GLp(K) x Co, laction du
générateur de Co sur GLp(K) étant donnée par A — (A~1)T.

4 Extensions centrales de LP

4.1 Rappels

K est muni de la structure de LP-module trivial. L’espace des 2-cocycles Z2(LP, K) est
I'espace des applications linéaires f : L? A LP — K vérifiant, pour tous z1,zs, x5 € LP :

f(w1, 2ol 3) — f([21, 3], w2) + f([w2, w3],21) = 0. (14)

L’ensemble des 2-cobords B?(LP, K) est I’ensemble des applications linéaires f : LPALP — K

telles qu’il existe g : L? — K, avec f(z1,22) = —g([x1,22]) pour tous x1,z2 € LP. Enfin, le
_ 2", K)

“ PN ) 2/1D
deuxiéme groupe de cohomologie a valeur dans K est H*(L", K) = m.
On rappelle qu'une extension centrale de L? est une algebre de Lie L contenant un élément
central vg non nul tel que le quotient de L par v soit isomorphe & LP. Une telle algebre de Lie
peut étre supposée de la forme Ly = LP & (v), ot f € Z*(LP, K), avec le crochet de Lie donné
par :
[z + ave, y + Puoly = [z, y] + f(z, y)vo.

De plus, si f =g+ B*(LP,K), alors Ly et L, sont isomorphes.
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4.2 Groupe de cohomologie H?*(L? K)

Le LP-module K est gradué en le mettant en degré 0.

Lemme 20 1. Soit f € Z*(LP,K). Il existe g € B>(LP, K), tel que f = g sur (LPALP),
pour tout n # 0.

2. Soit Z*(LP, K)o lensemble des éléments de Z*(LP,K) homogénes de degré 0. Alors
ZX(LP K) = Z*(LP,K)o + B*(LP,K).

Preuve. Soient z1, 2z € LP, homogenes de degrés respectifs nq,ns. On a alors :

f([z1,22], No) — f([z1, Nol, z2) + f([z2, No],z1) = 0
= f([z1,22], No) +n1f(x1,22) — naf(x2, 21)
= f([.%'l,m'g],No) + (Tll + ng)f(xl,xg).

Soit g : LP — LP définie par :

0 sur LOD,
9= 1 D
Ef("NO) sur L,’, n # 0.

Alors sur (LP ALP),,, n #0, f(z1,12) = —g([x1,22]), d’olt le premier point. Le deuxieme point
est un corollaire immédiat. [J

On peut donc se contenter de chercher les éléments de Z 2(LD, K)g. Ces éléments sont définis
par des scalaires Ay, pour tout couple (¢,¢') d’arbres de méme poids, avec A\py = f(Nt+,Nt7).
Soient t1,ta,t3 € TP, avec poids(t1) + poids(tas) = poids(t3). En considérant (z1,12,73) =
(N;7, N5 N puis (21, 2,23) = (N, N;,,N;"), l'équation ([[4) devient le systéme suivant :
pour tous t1,to,t3 € TD,

(> (e Ay — > (bt ts) A
teTP teTP
= > (et Ay + > Wt tita) Ay = 0,
teTP teTP
> nlta, o)A — > nlty, tits) A,
teTP teTP
= > nltyt A+ Y nltatits) ey, = 0.
\ teT P teT?

Nous allons résoudre le systéme (plus fort) suivant : pour tous tq,ts,t3 € TP,

Z nl(tly t2a t)>\t,t3 = Z ’I’L/(tl, t’ t3)>‘t2,ta

tcTD teTD (15)
Z n(ty, to;t) Ay e = Z n(ty, t5t3) Aty
teT?P teT?P
Pour alléger les notations, on suppose que D = {1,...,D}.

Proposition 21 Soient \; ; € K pour tous i,j € D. Alors le systéme ([IJ) admet une unique
solution telle que A, ., = A;j pour tous i,j € D. Cette solution est donnée par )\B_+(F) BHG) =
i g

AijOrG-

Preuve. Fixons d’abord ¢ € D et montrons que si poids(t) > 2, alors A, ; = 0. Posons
t = B]Jf(sl ... Sm) et procédons par récurrence sur m (m > 1 car poids(t) > 2). Sim =1, en
prenant t; = s1, to = .;, t3 = ., dans la deuxiéme équation de ([[§), on obtient immédiatement
A, =0.8im >1, en prenant t; = sq, to = B;-L(SQ ...Sm), t3 = +; dans la deuxieme équation
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de ([L5), on obtient avec I'hypothese de récurrence A, + +0 = 0.

Unicité : fixons maintenant t € 7P. Posons t = Bj(sl...sm). Montrons que Ay est
enticrement déterminé par les \; ; par récurrence sur m . Si m = 0, alors ¢ est de la forme
.i et le résultat découle de la remarque précédente. Supposons m = 1. On a alors, d’apres la
premiére équation de ([[§) avec t; = s1, t2 = .;, t3 = ¢/, en utilisant la remarque précédente :

!/ /
)‘t,t’ = Z n (81, .k;t ))\@k,
keD

d’ot le résultat. Supposons le résultat acquis au rang m — 1 : d’apres la premiere équation de
([3) avec t1 = sy, to = B (s1...8m—1), t3 =1t :

.. .. o / gl
At + combinaison linéaire de )\BT(SQM%_JJ, = E n'(s1,s;t ))\BT(SI---Smfl)pS’
seTD

ce qui permet de déduire A; s .

Ezistence : montrons que la solution proposée dans I’énoncé de la proposition vérifie la
premiére équation de ([L5) : posons ty = B (F) et t3 = B;»r(G).
/ : _ ' (Y. Bt
>ttt g, = Y n(t, B (F); B (G)Aay
teTP deD

= n/(ty, Bf (F); B (G))Aij + 0,

>ttt d,e = Y n/(t, B (F); B (G)Aig
teTD deD

= n'(t1, Bf (F); Bf (G))A\ij +0.

Le fait que la premicre équation de ([[§) est vérifiée est alors trivial. On vérifie de méme la
deuxieme équation. [

De maniere évidente, Z2(LP, K)o N B*(LP,K) = Vect(—go o [,]), avec go : LP? — K,
homogene de degré 0, définie par go(No) = —1. Si ¢, € TP de méme poids, —go([N,", N,/ ]) =
¢ . Par suite, on a le résultat suivant :

Théoréme 22 Les applications suivantes sont des injections :

Mp(K) — Z*LP,K)
L (Aij) — Uélément fy de Z%(LP K)q associé a
l'unique solution de telle que A, ., = Aij,

Mp(K)
75[))_ — H*LP,K)

A — N,

I

ou Ip est la matrice identité de Mp(K).

Par la suite, I'extension centrale associée & I’élément de Z2(LP, K)q associé & 'unique solution
de ([3) telle que A,, ., = A;; sera notée LY. Son crochet de Lie [,] vérifie, pour F,G € FP,
de méme poids,

[N N

B (F) " Bf (@» = 9r6(=0iiNo + Ai ;o).

Dans tous les autres cas, il coincide avec le crochet de LP.
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4.3 Classification des L} & isomorphisme pres

Lemme 23 Soient f,f € Z*(LP,K) et L?,L? les extensions centrales de LT associées.
Alors L}) et L?, sont isomorphes si, et seulement si, il existe ¢ € Aut(LP), a € K — {0},
g: LP — K, tels que pour tous x1,29 € LP, g([x1, 13]) + af (x1,22) = f'(d(1), d(2)).

Preuve.
<= : on vérifie qu’alors 'application suivante est un isomorphisme d’algebre de Lie :

Ly — L}
v9 — QYo
r€LP — ¢(z)+ g(x)vo.

= : soit P : L? — L?, un isomorphisme d’algebres de Lie. Comme le centre de LT est nul
(car LP est simple), le centre de L? et de L?, est réduit a Vect(vp). Par suite, il existe o € K,
non nul, tel que ®(vy) = awvy. De plus, il existe alors un unique automorphisme d’algebre de Lie
¢ : LP — LP tel que le diagramme suivant commute :

D_®_ 1D
Ly — L%

L,

LP——1LP

(Les fleches verticales étant les surjections canoniques). Il existe alors g : LP — K tel que pour
tout x € LP, ®(x) = ¢(x) + g(z)vo. Soient alors x1, 79 € LT :

O([z1,22]5) = @

+ g(w1)vo, p(2) + g(w2)vo] 47
1), ¢(x2)] + f(¢(x1), ¢(22))v0.

En identifiant, on obtient immédiatement le résultat annoncé. [

Théoréme 24 Pour tous \, N € Mp(K), L? et L?, sont isomorphes si, et seulement si, il
eviste A€ GLp(K), a € K — {0} et B € K, tels que A\ = aANA~! + BIp.

Preuve. On a vu dans la partie précédente que tout élément de Aut(LP) est de la forme ® 4
ou ® 40¥. Un calcul direct élémentaire montre que fx(Pa(.),Pa(.)) = fara-1 et [u(¥(.), V() =
f_». Par suite, d’apres le lemme précédent :

LP ~ L?, — JAeGLp(K), e {-1,1}, a #0, g € (LP)*, homogene de degré 0, tels que
pour tous z1, 29 € LT, g([z1, z2]) + afa(z1,22) = foana—1(x1, 22).
— JAeGLp(K), a#0, v€ K, tels que yIp + ol = £ANA™L,

ou v = g(Np). On en déduit immédiatement le résultat annoncé. [

Exemples.

1. SiD=1, Lg\) ~ L%S] pour tout A et donc est une extension centrale triviale de LP.
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2.SiD=2e¢t K=C:

L?%LDO 01 < A=pIp pourun certain g€ C;
0 0
LP~ [P L o1 = A a deux valeurs propres distinctes ;
0 0
LP ~ P <= A nest pas di lisabl
XL, pas diagonalisable.
0 0

On a donc construit trois extensions centrales deux & deux non isomorphes de L?, les deux
derniéres étant non triviales.

3. SiD=3et K=C:onnote P\(X) le polynéme minimal de A € M3(C).

L?%L@O 0o 01 = Pu(X)estdelaforme X —a;
0 0 O
0 0 O
L?%Ll?o L o1 > DPi(X) est delaforme (X —a)?;
0 0 O
0 0 O
L?zL@O Lol = Py(X) est de la forme (X — a)3;
0 0 1
0 0 O
Lg\)zL@O 0o 01 = DBPa(X)estdelaforme (X —a)(X —b), a+#b;
0 0 O
0 0 1
L?%LDO L o1 hFO0 = Py(X) est de la forme (X — a)(X — b)?, a # b;
0 0 O
0 0 pu
L?%LDO o o01:1#0,1 <= Py(X) a trois racines distinctes.
0 1 0
0 0 pu

On a donc construit 4 extensions centrales (dont l’extension triviale) et deux familles
infinies d’extensions centrales de LP.

5 Modules de plus bas poids sur L”

5.1 Définition

Définition 25 Soit V un LP-module. On dira que V est un module de plus bas poids s’il
existe un sous-espace W de V tel que :

1. W engendre V comme LP-module;
2. Ny agit diagonalement sur W ;
3. LP agit trivialement sur W.

Si de plus W est de dimension 1, il existe un unique A tel que Ng = Al d sur W ; X est appelé
poids de V.
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Proposition 26 Soit V un LP-module de plus bas poids. Pour tout A € K, on pose :

V = {zeV/LPx=(0)},
VA = {z eV /Nyx =z},
VY = vnvh

On a alors :
1. V génére V. comme Lf—module (et donc comme LP-module).
2. V=Ppviv=gv
AeK AEK

Preuve. Soit (w;);c; une base de W (définition PH) sur laquelle Ny agit diagonalement :
No.w; = \w; pour tout i. D’apres le théoreme de Poincaré-Birkhof-Witt, V' est linéairement

engendré par les éléments de la forme :
+ + AT -\ m AT+ + A7 — .
Nt1"'Ntth’1"'Nt; Nyt w; = X Ntl"'Ntth’l"'Nt; AW;
_ + +
= AT(;I,ONH ce Ntk Wi,

et donc V est linéairement engendré par les éléments de la forme N;' ... Ntt.wi. Comme W C V,

on a le premier point. De plus,

No.Ni ... Nifaw; = NjiNoN;...Np w;+ poids(ti) Nyt ... N w

= N N{:No.wi + (poids(t1) + . .. + poids(tx)) Nyt ... Nt':.wi
= (N +poids(t1) + ... + poids(ty)) Ny ... N;}:.wi,

donc Ny agit diagonalement sur V', ce qui implique le point 2. [J

5.2 Modules de Verma et modules de poids simples

Notations.

1. On note Z,P I'ensemble des arbres enracinés dont les sommets différents de la racine sont
décorés par des éléments de D (la racine n’étant pas décorée).

2. On considere les applications suivantes :

j:’D _ T’D

*
BT F — Tarbre obtenu en greffant les différents arbres de F

sur une racine commune (non décorée),

D ]:D
{ t —— la forét obtenue en otant la racine de t.

b

Par exemple, si a,b,c € D, BT (.,1§) = a\}b et B~ <a\} > =..15.

3. Pour toute forét ¢ ...t, € FP on note lg[t; ...t,] = n (les t; étant dans 77).

Définition 27 Soit A € K ; Vy est I'espace vectoriel engendré par 7.P, muni de la structure
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de LP-module suivante : pour tous t; € TP, ty € T,P,

Nty = Z t] ogty = Zn/(tl,tg;t)t,

s€som(t2) teT,P
No.ta = (A —1+ poids(t))t,
Nty = Z 5t1’Pc(tQ))\lg[Bf(t2)}—19[Bf(Rc(t2))}RC(tQ)

c coupe élémentaire de to

= 37 nt, b ta) AOLBT (2 l0lBT (0L,
teT,P

Remarquons que pour tout to € Z,P et toute coupe élémentaire ¢ de to, on a :

_ e 1 si ¢ coupe une aréte issue de la racine de to,
()] - tlB ()] = { P :

sinon.

Donc V) est bien défini pour A = 0 (avec la convention 0° = 1). De plus, Vy est gradué par le
poids; on a immédiatement, avec les notations de la proposition P :

(VW ={z € Vy/ Nog.x = (A —1+n)z} = (Vy) 17

La proposition suivante est immédiate :
Proposition 28 Soit d € D. On considére les applications suivantes :
v, - W — Tc%) P, W — TC%)
4 BY(F) — B} (F) 1 BYHF) — NIEIBH(F).
Alors U4 est un morphisme de Lf—modules et ®g est un morphisme de LP-modules.
Corollaire 29 1. . génére V) comme LP-module (et donc comme LP-module).
2. SiX#0, Vy est un LP-module simple.

Preuve.
1. Découle immédiatement de I'existence de I'isomorphisme V.
2. Si A # 0, ®g est un isomorphisme; on déduit alors du lemme J le résultat suivant :

Lemme 30 Supposons A\ # 0 et soit x € Vi, non nul, homogéne de degré n > 2. Alors il
existe y € LT, homogéne de degré compris entre —n + 1 et —1, tel que y.x # 0.

La preuve du second point du corollaire g est alors analogue & la preuve du second point du
théoreme §. O
Le théoréme suivant montre que les Vy jouent le role des modules de Verma pour LP :

Théoréme 31 1. Vy est un module de plus bas poids \.
2. Soit V. un module de plus bas poids et soit x € V*. Alors il existe un unique morphisme

de LP-modules Vy — V ,envoyant . sur x.

Preuve.
1. Découle immédiatement de la définition d’un module de plus bas poids, avec W = Vect(.).

2. Soit W le LP-module engendré par . et les relations LP.. = (0), Ny.. = A.. On gradue W
en mettant . en degré 1. Par le théoreme de Poincaré-Birkhof-Witt, 'application suivante est
une bijection homogene de degré 0O :

{U(L’D) — W

r — ...
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De plus, d’aprés le point 1 du corollaire précédent, il existe un morphisme surjectif de LP-
modules W — V), envoyant . sur .. Ce morphisme est homogene de degré 0. En comparant
les dimensions des composantes homogenes de W et V), c’est un isomorphisme, ce qui implique
le point 2. [J

Considérons maintenant le cas A =0 :

Proposition 32 1. Vi n’est pas simple.

2. Tout quotient de Vy est indécomposable.

3. Vo admet un unique quotient simple : le LP-module trivial de dimension 1.

Preuve.
1. Soit i € D. Alors pour tout z € LP, x.1" = 0 dans Vj. Par suite, le sous-module de Vj

engendré par 1° est inclus dans le sous-espace de Vj engendré par les éléments homogenes de
degré supérieur ou égal a 2, donc est un sous-module propre.

v
2. Soit V' un sous-module de V distinct de Vj et supposons que VO = V'@ V"”. Comme les

différents espaces propres de ’action de Ny sur Vj sont les composantes homogenes de Vj, tout

sous-module de Vj est gradué. Par suite, V', V' et V" sont des sous-modules gradués. Comme

1% 1%
dim(Vp)1 = 1, V{ ou V/ contient . + V. Par suite, comme . engendre V;, V' = VO ou V"’ = VO.

3. D’apres le théoreme B1-2, il existe un morphisme surjectif de LP-modules V) — K,
donc K est un quotient simple de V. De plus, le noyau de cet isomorphisme est (Vp)>2 =
(Vo)2® (Vo) @ . ... Soit V un sous-module propre de Vj. Il est alors gradué. Par suite, comme il
est propre, . ¢ V, donc V C (V5)>2. Donc (Vp)>2 est 'unique idéal maximal de Vj et par suite
K est 'unique quotient simple de Vj. [

Corollaire 33 Les modules de poids simples sont les Vi, X\ # 0 et le module trivial de
dimension 1. Ces modules sont deuz-d-deuzr non isomorphes.

Preuve. Soit V un module de poids simple. Soit A une valeur propre de Ny restreint & V.
D’apres le théoreme B1-2, il existe un morphisme de LP-modules non nul de V) dans V. Comme
ce morphisme est non nul et que V' est simple, il est surjectif. Si A £ 0, comme V), est simple il
est injectif. Si A = 0, d’apres la proposition B3, V = K.

Supposons V) =~ V,,. Alors on a un isomorphisme de Lg—modules de V dans Vua donc Ny
agit avec la méme valeur propre sur V) et sur Vu- Par suite, A = p. OJ

5.3 Caractérisation des modules de plus bas poids

Proposition 34 Soit V. un LP-module. Alors V est un module de plus bas poids si, et
seulement si, les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Ny agit diagonalement sur V.
2. Pour tout x € V, il exziste N € N, tel que U(LP),,.x = (0) sin > N.

Preuve.

= : on a déja vu que Ny agissait diagonalement sur V. La condition 2 est trivialement
vérifiée si V' = V). De plus, si (\;)icr sont les valeurs propres de Ny restreint a V, d’aprés le
théoréme B1-2, on a alors un morphisme surjectif @ Vi, — V. Par suite, V vérifie 2.

iel

<= : LP est trivialement anti-isomorphe & l’algébre de Lie L' de [fJ]. Par suite, en utilisant
la base (fr)perr de U(L') introduite dans [[, {], pour toute F € FP, il existe un élément
N € U(LP) C U(LP) agissant sur H? par coupe des copies de F. De méme, il existe N, €
U(LP) C U(LP) agissant sur H? par greffe de F. Un calcul direct montre que pour toutes foréts
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F.G,HeFP si F=ty...ty, alors :
[NZ,NiI.H = 0sipoids(F) = poids(G) et F # G,

m + poids(H) — 1
INg, NfLH = ( +pm _(1 ) )H
Par suite, il existe Pr(X) € K[X], tel que, dans U(LP) :
[Nm,N&] = 0sipoids(F) = poids(G) et F # G,
[Nz, Ngl = Pr(No).

Plus précisément, Pp(X) = (X+1D)...(X+m—=1)si F=t1...ty,.

(m—1)!

Soit W le sous-LP-module de V engendré par V. Soit z € V, montrons que z € W. Comme
Ny agit diagonalement sur V', on peut supposer que Ng.x = Ax. Par suite, pour toute forét
F € FP [N, Nj].x = Pr(\)z.

On indexe Pensemble des foréts FP par les éléments de N, de sorte que :

1. sii > j, alors poids(F;) > poids(F;),

2. si poids(F;) > poids(F}), alors i > j.
En particulier, Fy = 1. Soit n € N le plus grand entier tel que N, .z = (0); par la condition
2 du théoreme, n existe. Procédons par récurrence sur n. Si n = 0, alors LP agit trivialement
sur 2, donc z € V. C W. Supposons le résultat acquis pour tout k < n. Posons y = Ny, .x. Par

maximalité de n et la condition 2 sur indexation de FP, y € V. De plus :
No.y = NoNp .
= [No,Ng .z + Np No.w
= —poids(Fp)Np .x + AN .x
= (A —poids(Fy))y.

On a donc un morphisme de LP-module ¢ : VA—poids(F,) — V, envoyant . sur y. Posons
= NEnNZEn.x. On a alors :

Ni y=Np Np x=[Njt Npla+a2' =—Pp,(M\z+2'.
Soit m > n. Par maximalité de n, on a NEmN;n.y = N;m.x’. Deux cas se présentent :
1. poids(F,,) > poids(F,) : par 'application ¢, NEmN;n.y =0 et donc N;m.m' =0.
2. poids(F,,) = poids(F,,), F,, # F, : par I'application ¢, NEmNI:fn.y = 0 et donc N, .2’ =0.
Toujours par 'application ¢, on a :
Ny Ni .y = —Pp,(\Np @+ Ny ' =y = —Pp,(\)y + Nj, «'.

Il en ressort que si m > n, alors N .(2' — (1 + Pg,(\))z) = 0. Par I'hypothese de récurrence,
' — (14 Ppg,(\))xz € W. De plus,

2’ — (14 Pr,(N)z = Nf. .y + Pp,(\)z — (1+ Pp,(A\)z = Njf .y — .

Comme y € W, on en déduit que z € W. .
Par suite, V engendre V. Comme Ny agit diagonalement sur V, il agit diagonalement sur V
et donc V est un module de plus bas poids. [J

Corollaire 35 Soit V' un module de plus bas poids. Alors tout sous-module et tout quotient
de V' est un module de plus bas poids. Si Vi et Vo sont des modules de plus bas poids, alors
Vi @ Vy sont des modules de plus bas poids. Enfin, HP est un module de plus bas poids.

Preuve. On vérifie facilement les conditions 1 et 2 du théoreme précédent dans tous les cas
cités. U
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5.4 Caractere d’un module de plus bas poids

On consideére l'algebre Z[K] sur Z du groupe (additif) K ; un élément A € K est noté z*
dans Z[K].

Soit V' un module de plus bas poids. On suppose que dim(V?) est fini pour tout A\. On pose
alors :

xv(@) =Y dim(V")2* € Z[[K]].
AeK

La proposition suivante est immédiate :
Proposition 36 1. Soient Vi, Vo des modules de plus bas poids, alors :
(@) Xvievs = Xvi + XV3 §
(b) Xvigvs = XviXVa-

2. On note 1y, le nombre de foréts enracinées décorées par D de poids n et R(x) = Z rpx”.

neN
On a alors :

(a) xv,(x) = 2 R(z) ;
(b) xwr(z) = R(z).

Soit ¥ un module de plus bas poids, tel que V0 = (0). Soient (\;)ier les valeurs propres de Ny
restreint & V : les \; sont tous nuls. Par suite, d’apres le théoréme B1l-2, il existe un morphisme
surjectif de LP-modules :

b —Vv

iel
Par la simplicité des V),, c’est un isomorphisme. En regroupant les V), et en comparant les
caractéres des deux membres, on obtient la proposition suivante :

Proposition 37 Soit V un module de plus bas poids tel que VO = (0). Alors il existe des

entiers n, tels que V = EB Vn@n". De plus, Xy = Z nyz" | R(x).
neK* neK*

Corollaire 38 1. Soient A\, p € K, tels que A + p n'est pas un entier négatif ou nul.
Alors :

~ Drn
@ Vi~ D Vi
neN

1
2. On pose 1 — m = Z pnz”. On a alors HP ~ K @ @ |7AS
neN* neN*

Preuve.
1. Les valeurs propres de Ny sur V) ® V), sont les A4 pi+n, n € N. Par suite, (V) ® VM)0 = (0)

et donc (V) ® Vu)o = (0) : on peut donc appliquer la proposition précédente. On a :

xvev, (@) = xv(2)xv,(z)
2 MHR(x)2.

Donc Y nyz" = 22 R(x).

2. On a HP = (1) @& M, ot M est Didéal d’augmentation de HP. De plus, M? C M = (0) :
on peut appliquer la proposition précédente a M. On a Xy = R(x) — 1, donc :

R(x)—-1
Z nnx":%: anl“n,

neK* neN*
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d’ou le résultat annoncé. OJ

Remarque. Lorsque D est réduit a un seul élément, les nombres p,, apparaissent également

dans [0, fl] : pn est la dimension de I'espace des éléments primitifs de Hr homogenes de degré n.

n | Pn n Pn n Pn
1] 1 |11 631 21 12 055 393
211 |12 1646 22 | 33206 321
31 1 ||13] 4285 23| 91752211
41 2 (|14 11338 | 24| 254261 363
51 3 ||15] 30135 || 25| 706465999
6 | 8 ||16] 80791 | 26| 1967 743 066
7|16 || 17| 217673 || 27| 5493 195530
8 | 41 || 18] 590010 | 28 | 15367 129 299
9 1 98 || 19| 1606188 | 29 | 43073 007 846
10| 250 || 20 | 4392 219
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