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Démonstration de la conjecture de Kepler

Christian Marchal
ONERA, Direction scientifique générale, BP 72, 92&hatillon cedex, France
christian.marchal@onera.fr

Demonstration of Kepler's conjecture

The Kepler’'s conjecture goes back to 1611 andexpsessed in a letter answering to
the British mathematician and astronomer Thomasridar “The most compact packings of
equal spheres are certainly the “compact face aemtecubic lattice” and the equivalent

ones. They give a proportion of occupation of spﬁcer/\/l_S , that is more than 74%” .

The demonstration of this conjecture has attraatemhy mathematicians including
Gauss (who demonstrated that the conjecture is fioueegular lattices) and Hilbert which
listed it as the eighteenth problem of his lise8fmajor mathematical problems.

In 1998 Thomas C. Hales presented a 250 pagesf pmesociated with giant
numerical computations. That proof was given teant of twelve specialists that, after four
years of examination, concluded that “they are 988tain of the validity of the proof”.

It is possible to simplify greatly this questiondato give two simple independent
demonstrations. The first demonstration is the ettbpf this paper (see also the English
summary at the end).
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Résumé

En 1611 Kepler répond a une demande de ThomasoHagéison avis les rangements
les plus compacts de spheres égales sont le réseabique a faces centrées » et plus
généralement les empilements « hexagonaux compagsompacité équivalente, mais il ne
présente pas de démonstration.

Aprés un bref rappel historique de l'histoire dette conjecture, la méthode de
démonstration utilisée est présentée ; son prinegbdout a fait classique : il faut associer a
chaque sphéere d'un rangement arbitraire étudié alome voisin suffisant pour que le

coefficient de remplissage de lI'espace ne dépaasel® valeurr/+/18 fournie par les
rangements de Kepler.

Cependant cette méthode de découpage de l'estmceméthode des volumes
partagés », doit tenir compte de quatre cas différet I'étude est allongée d’autant, mais elle
aboutit analytiquement a des résultats sans antéipsiquels sont illustrés par les graphiques
correspondant.

Une vérification numérique simple termine I'étude.

Introduction

Paris, 1900

Au congres international de Mathématiques, domtrHeoincaré et David Hilbert sont
les figures de proue, ce dernier présente une dist@3 problemes mathématiques majeurs
« pour le nouveau siecle ». Le dix-huitieme d’endrex est la conjecture de Kepler sur
I'empilement le plus compact de sphéres égales.

1. La conjecture de Kepler

« Combien de boulets de canon peut-on ranger alarespace donne ? », telle est la
question que Sir Walter Raleigh, navigateur et @gteur britannique du 1%°siécle, pose a
son ami le mathématicien et astronome Thomas Hak@oguestion n’est pas gratuite : quand
on range les boulets 'un aprés l'autre, au haskrae remplissent que 62 a 65% de I'espace
disponible, tandis qu’un rangement soigneux perdeetdépasser 70%. Ceci peut étre la
différence entre victoire et défaite dans une bataavale...

Thomas Harriot transmettra la question a Kepler ri@pondra qu’'a son avis les
rangements les plus compacts sont le réseau «@bidaces centrées » et les rangements
« hexagonaux compacts » équivalents (réf. 1 etlffg. lls permettent d’atteindre 74,048 %

de I'espace disponible (soit\/l_8 ). Ce résultat est admis depuis longtemps paHegsiciens
et les chimistes, mais l'absence de démonstratmmptete a longtemps tourmenté les
mathématiciens. C’est une question difficile :alif considérer tous les rangements possibles,
certains sont plus compacts que ceux de Keplerdsupetits volumes, mais trés vite ils
obligent a laisser des trous.

Le premier résultat important est di a Gauss erd 183parmi les réseaux réguliers
(ou chaque sphere est entouré de la méme facoseparoisines), ceux de Kepler sont les
plus compacts ». Puis Voronoi définira les « ceiule Voronoi », c'est-a-dire I'ensemble des
points entourant une sphere donnée et situé pas gelle que des autres sphéres voisines
(fig. 1B), et I'astronome Delaunay définira lesrénts conjugués des cellules de Voronoi.

En 1953, le hongrois Laszlo Fejes Toth montre lasfmlité de construire une
fonction dont le minimum indiquera, ou non, si tmgcture de Kepler est juste. Il émet aussi
une autre conjecture : «La plus petite cellule deovioi est le dodécaédre régulier circonscrit



a la sphere ». Cette conjecture est démontrée 88 A& Sean Mac Laughin et comme la
sphére occupe 75,47% du volume du dodécaedre sgbon obtient ainsi un majorant du
coefficient de remplissage. Ce majorant est trésh@ des 74,048% de Kepler ce qui fait que
la conjecture est des lors presque démontrée.

Thomas C. Hales construit la fonction de L. F. Tetih 1998 et présente une
démonstration de la conjecture de Kepler, maisésaomstration comporte 250 pages (réduite
a 121 pages en 2005, réf 2) et s’appuie sur desilsahumériques gigantesques, a tel point
gu’il a pu dire devant les sceptiques : « mémeait vingt ans j'y arriverai ! »...

Rendue prudente par les différents échecs qui @mttpé I'étude de la conjecture de
Kepler, la communauté mathématique confie a dopeeialistes particulierement qualifiés le
soin d’examiner le travail de Thomas C. Hales. Gawapres quatre années d’examen,
concluent : « Nous sommes a 99% sdrs de la vatiditgette démonstration ».

Une approche plus simple n’est pas superflue !

2. Méthode de démonstration.

Considérons un rangement gquelconque de sphéerdeségh non sécantes. Nous
prendrons le diametre des sphéres pour unité dgudam, leur volume est domt/6 et la
distance de deux centres voisins est au moins éghle

L’idée essentielle développée par maint cherchetuen particulier dans la référence
3, est gu'il faut faire correspondre a chaque splitun rangement concurrent de celui de
Kepler un « volume associé » ayant les trois pé&b@si suivantes :

1°) Il est entierement disjoint des volumes atté aux autres spheres.

2°) Il est dans le voisinage immédiat de la splEneespondante (pas question de
jouer avec les paradoxes de l'infini).

3°) Sa mesure est toujours supérieure ou égd@,

Dans ces conditions, le volume de chaque sphampt @6, le coefficient de
remplissage ne peut dépass@b) /\/O_,S , soit +/18, ce qui est la valeur de Kepler, et la
conjecture est démontrée.

La cellule de Voronoi, I'ensemble des points plusche de la sphére étudiée que des
autres spheres voisines (fig. 1B), est I'exempfetg’un volume voisin associé a chaque
sphere. Malheureusement elle ne satisfait pasatdait a la condition n° 3 ci-dessus. Il faut
donc modifier un peu les conditions d’attributi@e, que nous avons tenté avec la « seconde
cellule de Voronoi » et réalisé numériquement éreéce 3.

Cependant une autre méthode, celle des « volumiesgpa » est analytiquement plus
efficace et c’est elle que nous allons présentétugtier ici.

3. La méthode des volumes partagés.
3.1Le découpage de I'espace. Les quatre types de chiki

Comment partager efficacement I'espace entre sphéoisines pour satisfaire aux
trois conditions de la section 2 ? La méthode sue&/a&st certes complexe mais bien adaptée
au probléme posé.

Autour de chaque spheéere du rangement étudié dessione « sphére élargie »
concentrique et de rayod@ (fig. 2). Ces spheres élargies seront « ouverte®st a dire

gue leur surface n’en fait pas partie.



Si ces sphéres étaient « fermées » un point dpdte pourrait appartenir a au
maximum six d’entre elles (les six centres seradelat distance/05 du point étudié et a 90°

ou 180° les uns des autres) mais, les spheresaitaartes, le maximum possible n’est que
de quatre, ce qui est un résultat classique de @@m impossibilité pour cing points sur une
sphére d'étre tous a plus de 90° les uns des aatr@mur quatre points ainsi placés le
tétraedre dont ces quatre points sont les somraetgent toujours le centre de la sphere.

Soit donc un petit volume appartenant a quatreergshélargies voisines, ce petit
volume est entierement a l'intérieur du tétraed&CB (fig. 3) dont les sommets sont les
centres des quatre sphéres voisines. Ces tétrasshmd les « cellules du premier type ». Le
volume de ce tétraedre ABCD sera partagé en qdaine maniere appropriée et sera attribué
aux quatre spheéres voisines. (Ce tétraédre ABCRRlassiquement dénommeé « tétraedre de
Delaunay », mais avec ici en plus la propriété ailaun rayon de la sphére circonscrite

inférieur a \/05. Ceci, et la distance d’au moins un entre censins, fait que deux

tétraédres de ce type ne se « mordent » jamaid'dutre, ils ont au plus une face commune
(voir la démonstration ci-apres a la fin de ceéietion 3.1).

Ces tétraedres, s'ils existent, une fois 0tés, elitprester des « zones triples »
appartenant a trois spheres élargies (fig. 4). eime a partager entre les trois sphéres
voisines sera alors le plus petit convexe contelaarne triple étudiée et les centres des trois
sphéres voisines. Ce volume est soit un tétraededlede du deuxieme type - dont les quatre
sommets sont les trois centres EFG des spherdae®ist le point H extréme de la zone triple

— a la distance/05 de ces trois centres -, soit deux tels tétraédceslés et symétriques

I'un de l'autre par rapport au plan du triangle EFG

Ce dernier cas survient quand la zone triple étudist écartée des tétraédres du
premier type ABCD, l'autre cas apparait quand langle EFG est aussi une face d'un
tétraédre ABCD du premier type.

Notons que le point limite H ne peut en aucun ggsagenir aussi a un tétraedre du

type ABCD. Si c’était le cas il serait a moins (€5 d’au moins I'un des quatre sommets,

par exemple A, et le tétraédre AEFG serait du peeitype et contiendrait la « zone triple »
étudiée, zone qui aurait donc été déja éliminée.

Ces tétraedres EFGH du deuxieme type 6tés a laeurleodécoupage de I'espace se
poursuit a partir des « zones doubles » restapeartenant a deux « spheres élargies ». On
opere de méme : le volume a partager - cette foemtre les deux sphéres voisines - est le
plus petit convexe contenant la zone double etcéedres des deux spheres voisines. Ce
volume — cellule du troisieme type - n'est plus tétraédre ou bien deux tétraédres
symeétriques accolés, il est constitué de deux coireslaires symétriques accolés par leur
base et éventuellement limités par des plans neéigdqui sont des faces du type EFH de
tétraedres du second type (fig. 4).

Ce troisieme découpage effectué il ne reste plesdgux types de volumes : A) Des
secteurs sphériques appartenant a une seule «e%hegie » (fig. 4) et évidemment attribués
a la sphére correspondante - ce sont les cellulegudtrieme type - B) Des zones hors de
toute sphere élargie et de ce fait abandonnées.

Faire le découpage dans l'autre sens aide a bimormtéer I'individualité et I'absence
de chevauchement des différentes cellules ci-dekHirges.

Soit donc un point P, appartenant a la « sphérmgiéla de centre A. A quel
découpage appartient-il ? Considérons le rayonilfoutit a la sphére élargie en Q (fig. 5).

Si Q n'appartient a aucune autre sphere élarge ést de méme de tous les points du
segment AQ et tous ces points font partie d'unéuleeldu quatrieme type : un secteur



circulaire attribué a la sphere de centre A. Céese@ bien entendu A pour sommet et sa base
est 'ensemble des points tels que Q, a la sudada sphére élargie de centre A et hors des
autres spheres élargies.

Si Q appartient a une autre sphére élargie, mettenentre B, construisons dans le

plan ABPQ, le triangle isocele ARB contenant P ett @l que AR = RB 5/05.

Si R n'appartient a aucune autre sphere élarges dst de méme de tous les points du
triangle ARB et tous ces points appartiennent aaetlele du troisieme type et font partie des
cbnes circulaires, ou portions de cones circuladessommet A ou B et de base le cercle
d’axe AB et passant par R. Les portions de ce eaitliées hors des autres sphéres élargies
correspondent aux portions de cones circulairedédoupage consideére.

Si le point R appartient a une autre sphere élamgiettons de centre C, on
recommence la méme construction avec une dimertgoplus : on consideére le tétraédre

ABCS contenant P, Q, R et tel que AS =BS = Cﬁ

Sile point S - a la limite des spheres élargied de et C - n’appartient a aucune autre
sphére élargie il en est de méme de tous les pdint®traedre ABCS et tous ces points
appartiennent a une cellule du second type ; laédte ABCS est alors un tétraédre « du
second type » le type EFGH.

Enfin si le point S appartient a une quatrieme spléargie, mettons de centre D, les
points P, Q, R, S ainsi que tout le tétraedre ABQinent a une cellule du premier type. Il ne
peut y avoir d’ambiguité car S ne saurait appartanine cinquieéme sphere élargie et I'on
vérifie aisément que le découpage est indépendapoitit P initialement choisi.

3.2 Le but intermédiaire.

Comment faire le partage des différents volumesi @iéfinis en « volumes associés »
des spheres voisines ?

Conformément a la méthode exposée en section Butleest bien slr que chaque
sphére se voit associer au total un volume corretga supérieur ou égal@. Mais nous
allons d’abord viser un but intermédiaire.

Considérons une sphere quelconque du rangemenige étidclassons les spheres
voisines par ordre de distances croissantes (distdn centre de la sphére considérée au
centre de la sphere voisine) ; <rr, <rs <...<r,, avec bien sir ¥ r; _ Il est inutile de

dépasser la distana&2 ce qui fait que n reste limité a au plus 25 (#gf.

Le but intermédiaire sera que chaque sphére satioliuer un « volume associé » W
supérieur ou égal a I'expression suivante :

e K-M 3 o) &)

ou K et M sont deux constantes positives appropid@(r) une fonction décroissante simple
que nous allons définir , avé¢l) = 1 etd(+/2) = 0.

Comment assurer la condition (1) ? Il suffit quensl chacune des cellules que nous
avons défini ci-dessus les inégalités correspomdastient satisfaites.

Considérons par exemple un tétraedre ABCD du metyppe a partager en quatre. En
un sommet tel que A aboutissent les trois aré®sAC, AD de longueursyr, I, Iy avec les
angles dieédreB, C, D correspondants et I'angle spatial en A, Be+(C + D - 1) stéradians.

Si, dans ce tétraedre ABCD, le volumgaftribué a la sphére de centre A vérifie :



Va>VA' = (K/4m) B+ C+D=-m) —(M/211) [Bd(rp) +C ¢(rc) +D ¢(rq)] (2)
Si de méme, dans un tétraédre EFGH du secondatygiele sommet E, les arétes EF,
EG, EH de longueurr, 1y , /05 et d’angle diédré, G, H, le volume \¢ attribué a la
sphére de centre E vérifie :
Ve>VE =(K/4n) (F+G+H=-m)—(M/2m) [F d(rr) + G d(rg)] (3)
et si chaque partage obéit a des conditions anespgalors, puisqu’il y a dans I'espace
4mnistéradians autour de chaque point, la somme desnesl partiels attribués a une sphéere
donnée vérifiera la condition (1).

De cette facon I'analyse générale est réduiteeasénie d’analyses partielles beaucoup
plus aisées.

Quelles valeurs choisir pour K et M ? C’est lainoi€rviennent les empilements
hexagonaux compacts de Kepler (ou, aussi biegskau cubique a faces centrées).

Dans ces rangements, lorsque l'on effectue le usamge décrit en section 3.1, |l
n'apparait que deux types de cellules a partager :

1° ) Des tétraedres du premier type a partageyuetre (fig. 3) ; tétraedres réguliers
dont les six arétes sont égales et ont la longliedont le volume est/2/12 et dont les six
angles diedres valent Arccos(1/3) soit 70°,528....

2° ) Des tétraedres EFGH du second type a par@géerois (fig. 4). Ces tétraédres
sont des « huitiemes d’octaédre régulier » avetriadre trirectangle en H, trois arétes EF,

FG et GE de longueur unité et les trois autreodgueur/05. Les angles diédres voisins de
H sont droits, les trois autres valent Arctdh, soit 54°,736... et le volume du tétraédre est

J2124.

Pour que les inégalités analogues a (2) et (¥nsaoutes satisfaites il faut bien sr
gue K et M vérifient les deux conditions suivantes
A) Pour le premier tétraédre :

A\ VolumeABCD / 4 =/2/ 48

J2148> (K / 4m)[ 3 Arccos(1/3)-1t] = (M / 2mt) [ 3 Arccos (1/3) | 4)
B) Pour le deuxieme tétraedre :

\t = Volume EFGH / 3 =/2/ 72
J21 72> (K 1 40)[ 2 Arctary/2 + (11/ 2)- 1] = (M / 21) [ 2 Arctany/2] (5)
Mais, par ailleurs, il nous faut qu’en (1) le nmmim du volume W soit au moiqé0_5

or dans les empilements de Kepler la quant% ¢(r;)) est toujours égale a 12. Les
j=1
constantes K et M sont donc assujetties a unagneescondition :
K-12M> ,/05 (6)
Ces trois conditions (4)-(6) ne laissent gu'undes@ossibilité pour les constantes K et
M : les trois inégalités sont a leur limite et sBormées en égalités, ce qui conduit a :
a = Arccos (1/3) = 1,230 959 417...radian |

K= (3n-m)+2/(12n-30a) = 1,012 080 868... |
M= (18 - 71) +/2/ ( 1441- 3600 ) = 0,025 414 507... |

K-12M=,/05 (7)



4. La différence volume disponible moins volume deamdé.
4.1 La fonctiong(r).

Les constantes K et M sont désormais définiess taafonction décroissantgr) de
'équation (1) ne l'est pas encore. Or que fautdtifier ? Il faut vérifier que les volumes
disponibles sont toujours supérieurs ou égaux almes demandés dans des expressions
comme (2) ou (3).

Dans un tétraedre ABCD, « du premier type », leiwme disponible est précisément
celui du tétraedre, il faut et suffit donc que odume soit supérieur ou égal a la somme des
quatre volumes analoguesa’Wg', V', Vo', le premier étant exprimé en (2).

Il nous faut donc vérifier que toujours :

Volume « tétraédre ABCD»V ' + Vg'+ V'+ Vp' (8)
avec :

Va'+ Ve + Ve +Vp = (K2M[ Y Dy 1-K=-M/m[> Dy d(w)] |

Dk = angle diedre de l'aréte JK ji ¥ longueur de l'aréte JK ; {J, K=A, B, C, D} (9)
(dans le chacun des six diedres est compté une fois etauie)s

De méme pour un tétraédre EFGH, « du second tyippéasit vérifier que :

Volume « tétraedre EFGHE»VE+ VE +V &’ (20)
avec :
e+ VE + Vg = (K/4m) (2Dge + 2D + 2Dk + Den + Deny + Dgn — 3M)
—(M/ 1) (Der ¢(ref )+ Dec ¢(reg)+ Drc ¢(Irg) | (11)

et des inégalités analogues pour les cellules eles derniers types.
Pour étre tranquille on aura tendance a prendsevaleurs dep(r) élevées, mais d’'un
autre cote il faut aussi qudr) ne soit pas trop élevé pour que dans I'équatigrie volume

W ne soit jamais inférieur § 05. D’ou la question : Quelles sont les plus petiaeurs de

¢(r) compatibles avec les conditions (8)-(11) etl@gaes ?

Considérons par exemple un tétraedre ABCD du metype ou cing arétes ont la
longueur unité et la sixieme, mettons I'aréte Al bongueur r.

Dans ces conditions les angles dieédreg &bnt les suivants (voir les expressions
générales et leur démonstration en section 5):

Qe = Arccos [(2-1?) / (4-1?)] . Rp = Arccos [1- (2P / 3)]
R: = Dap = Dgc = Dgp = Arccos [ r/ (123 )Y ?] (12)
et le volume V du tétraedre ABCD est :
V=(sinB)/8=r(3-r*)"%/12 (13)

Donc, en prenant I'égalité dans (8)-(9), on aoftr@it une valeurps(r) qui est
nécessairement un minorantqug) :
V= (K[ > Dy ] ~K—=(M/ [ Dag ¢1(r) + Dac + Dap + Dec + Dep + Dep ] (14)
JK

soit :
d1(r) = 1+ [(K/2M) - 1]G(r) - {Tt[12K + r (3= r?)Y?] /12M Arccos [(2- r?)/(4-r*)]} (15)
avec : G() = PDy1/Dae = |

= 1+ {4 Arccos [r /( 12- 3 )" ?] + Arccos [1- (2r°/3)] }/ Arccos [(2— r)/(4 - r*)]} | (16)
Cette fonction¢,(r) est présentée graphiqguement en figure 6 trouve que c’est
la limite inférieure dep(r). Cependant la démonstration de ce dernier mEhtres longue et



difficile, nous ne la ferons pas ici et nous noostenterons d’une fonctiofur) plus élevée, a
la fois simple et suffisamment efficace :
¢(r)=sup{0;1+(xr)/0,3254} a7)
donc ¢(1) = 1 et pour r>1,3254 la fonctionp(r) est nulle (fig. 6).
Le choix de 1,3254 est bien entendu déterminé I@diait que la fonctiond(r)
s’annule pour r = 1,325 348 175...

Il nous faut donc vérifier (8)-(11) et les condiits analogues pour les deux derniers
types avec cette fonctia(r).

4.2 Examen des quatre types de cellules.

Nous irons du plus simple au plus compligué et cemorrons donc par les cellules
du quatrieme type.

4.2.1 Cellules du quatrieme type.

La difféerence volume disponible moins volume dengagst-elle toujours positive ou
nulle ?

Pour les cellules du quatrieme type, les sectespBériques de rayon R\%O,S ,

(fig. 4) , la démonstration est aisée.
Soit donc un secteur sphérique d’angle spatidkeS:olume V disponible est celui du

secteur , soit V=SR3 =S/6/2 , tandis gue le volume demandé est seulement/ 45S
soit nettement moins :

1/6/2 =0,0117851... > K /b= 0,080 538 8... (18)
4.2.2 Cellules du troisieme type.

Pour les cellules du troisieme type, les deux s@neculaires ou portions de cbnes
circulaires accolées par leur base et limitées geaux plans méridiens (fig. 4), la
démonstration est a peine plus difficile.

Soit D l'angle diédre des deux plans méridienstém(avec éventuellement D F2
et r la distance entre les sommets A et B qui sncentres des deux sphéeres voisines.

La longueur des génératrices des cones /€%, I'angle spatial en A ou en B est de

D (1-r /05 ) stéradians et le volume total V des deux postide cones considérées est :

V=(2r-r*)D/24 (19)
Ce volume V est le volume disponible a compareradume demandeé
M=[2KD (1-r+05)/4n] -[2M D ¢(r) / 2m] (20)

Il nous faut donc vérifier ¥ V; quels que soient r et D (compte tenu deri<+/2
et 0 <D< 2m). D'ou, en multipliant par 24/ D :

(2F- ) T1> 12 K (1-1 /05) - 24 M () 1)
soit :
o> j() =[12K (1-r J05) - (2r-r*) ]/ 24 M (22)

Cette fonction polynomiale j(r) débute a j(1) =6&1 348... et est négative pour
1,091 108...<r /2 , elle est représentée sur la figure 6 avec lestifinsd(r) etdy(r). On



constate aisément qu’elle est effectivement tosjanférieure a ces deux dernieres fonctions
et méme a 0,681 348(r).

4.2.3. Cellules du deuxiéme type.

Abordons maintenant les cellules du deuxieme type.

Le volume V disponible est celui du tétraédre EF@E#l 4), avec EH = FH = GH =
=,/05 et il faut vérifier que ce volume est supérieur égal au volume demandé
V1 =VE+ V¢ +V ' dont 'expression est donnée en (11).

Une comparaison directe et complete est diffieil@js I'on peut aisément fractionner
la comparaison en divisant le tétraedre EFGH @ trmrceaux selon le schéma de la figure
7 : le point H’ est la projection normale de H Buplan EFG et I'on considére séparément les
trois tétraédres EFHH’ , EGHH’ et FGHH'.

Les trois arétes EH, FH et GH étant égales, tas tmgles HEH’ , HFH’ et HGH’ le
sont aussi, leur mesure sera appelée h. D’autite geams le plan EFGH’ (fig. 7) les trois
triangles EFH’, EGH’ et FGH’ sont isoceles, noupdlferons a, b et ¢ les angles a la base
correspondants avec :

b+c=angleFEG=e ; c+awleEFG=f ; a+b=angleEFG=g )(23

On peut remarquer que les trois angles e, f et gi@ngle EFG sont aigus car les trois
c6tés sont supérieurs ou égaux a 1 et infériewf2 2en conséqguence le point H’, le centre du
cercle circonscrit, est a l'intérieur du triangl€& Mais d’autre part, puisque e+f+ g =
180°=2(a+b+c):

0°< a=90%e ; 0°< b=90%f; 0°<c=90>~g ; a+b+c=90° (24)

Le volume et les angles diédres du tétraedre FGiéidendent seulement des angles a

eth:
HH' = /05 sinh ; FH =/05cosh ; hauteur H'A J05cos hsina |
FG=f=2FA=+2coshcosal | (25)

Volume « tétraédre FGHH’ » = V = &icog h sin a cos a /62 (26)
Angle diedre g2 de I'aréte FG = Arctan (HH'/H'A) = Arctan (tan kih a) (27)
et pour ce tétraedre FGHH' :
Angle diédre des arétes FH’ et GH’ = 90°
Angle diedre des arétes FH et GH = @adtan a/ sin h) (28)
On en deéduit la différence D(h, a) = (Volume disipte — Volume demandé) pour le
tétraedre FGHH' :
D(h, a) = (sin h dds sin a cos a /62) + |
+{ M Arctan(rta / sin a) ¢(~/2 cos a cos h)7} - ‘
—{K[Arctan( tan h /sin ay Arctan (sin h /tan a)]/2¢
et pour 'ensemble du tétraedre EFGH cette difféednest :
A(h, a, b, ¢) = D(h, a) + D(h, b) + D(h, c) (30)
Nous allons voir que la différence D(h, a) esfg@armégative, mais I'essentiel est que
A soit toujours positive ou nulle compte tenu degdigs contraintes :
0O°<a,b,c,h ; &+c=90° ; fJ:\/ECOShCOSQJ. (31)
et de méme :

(29)

J2 coshcosk 1 ; J2 coshcose 1 (32)



en conséquence les angles a, b et c restent unfgrée 45° et I'angle h est méme limité
supérieurement par Arcta@ = 35°,264... (cas limite obtenu pour a = b = c02 3avec
A=0).

La différence D(h, a) est présentée en figure &antion de I'angle a pour diverses
valeurs de h. Pour h donné l'angle a est maximusqie a=@ = Arccos(l/\/§ cos h) qui
correspond asg = 1, et, puisque a + b + ¢ = 90°, l'angle aragtimum a h donné pour
a=g=90°-2ay

On notera que pour h < 19°,2284 la courbe D(h&ente un point anguleux, ce point
correspond &g = 1,3254 et au point anguleux de la fonctpgn) ; d’autre part si h >26°,5447
la différence D(h,a) devient négative quand l'angleest proche de son maximum .a
Cependant, et fort heureusement, I'équation (3@ ebndition a + b + ¢ = 90° maintiennent
A positive ou nulle. La concavité des courbes daglae 8 étant vers le bas, le minimumZle
pour h donné est obtenu lorsque {a, b, c} %.{@&, an }, ce qui conduit a :

A minimum pour h donné =2 D(hya + D (h, &) (33)

La courbe correspondantgh) est présentée en figure 9, et, pour les voluthes
second type, la différenas(h, a, b, c) entre le volume disponible et le vadudemandé est
donc effectivement toujours positive ou nulle, céldallait démontrer.

4.2.4 Cellules du premier type.

Il nous reste a examiner les volumes du premige tgt les tétraeédres ABCD
correspondants.

Pour simplifier 'analyse, nous reprendrons lesations de I'analyse précédente en
appelant EFG le triangle ABC et donc DEFG le t@traéABCD.

Le rdle joué par le point H est désormais jouél@aentre de la sphere circonscrite au
tétraedre DEFG ; nous continuerons d’appeler HooetpH’ sa projection normale sur le plan
EFG, h la mesure des angles HEH’, HFH’, HGH’ eelecdes angles H'FG et H'GF (fig. 10)
avec :

DHHEFH=GH=p< 05 (34)
Les six arétes du tétraédre DEFG ayant toutes @nosnta longueur 1, on en déduit
gue H est toujours a l'intérieur du tétraedre DEFt@ue
p>+/3/8 =0,612 37... (égalité lorsque les six arétsla longueur 1) (35)
Pour le petit tétraedre HH'FG la différeri2p, h, a) entre le volume disponible et le
volume demandé se déduit aisément de (29) :
D, h, a) = p°sinh codh sinacosa/3) +
+{ M Arctan(th / sin a) ¢( 2p cos a cos h)1} -

- {KJArctan( tan h /sin a) Arctan (sin h /tan a)]/2} | (36)
ol @3sin h codh sin a cos a/ 3) est le volume disponible et :
longueug de I'aréte FG = pcosacosh 1 (37)

En particulier Dg, h, a) est identique a D(h, a) si I'on prend /05.

L’analyse de la différence «volume disponible msoivolume demandé » pour
l'ensemble du tétraedre DEFG s’obtient donc en tamdiant les résultats partiels
correspondants aux douze petits tétraedres analoguéiH'FG et I'on peut d’abord
commencer en réunissant ces tétraédres trois gardaomme HH'FG , HH'GE et HH'EF
pour faire le tétraedre HEFG. La differery@, h, a, b, ¢) correspondante est donc :

A(p, h, a, b, c) =04, h, a) + Dp, h, b) + Dp, h, c) (38)
ce qui est tout a fait analogue a (30) , et méraetique sip = 4/05.
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La encore, exactement comme dans I'analyse prat#deais a un degré plus loin, la
différence partielleA(p, h, a, b, c) sera presque toujours positive oleretl trés rarement
négative, et, dans ce dernier cas, c'est la présges trois autres tétraedres analogue a HEFG
qui sauvera la situation.

Les contraintes (31)-(32) deviennent :

0°<a,b,c,h ; 8+c=90° ; = 2pcoshcosal (39)
et de méme :
2pcoshcosbkb 1l ; pcoshcosel (40)

Il y a aussi une contrainte supplémentaire liéetenis inégalités :¢e> 1, g>1 et
rag > 1. Si ces trois arétes ont leur valeur minimaleobtient 2p?(1 + sin h) = 1 ,(voir
figure 10) et dans le cas général :

2p°(L+sinh )1 (41)
De (39) et (40) on peut déduire aussi :
V3 pcosh>1 (42)

le cas limite étant obtenu pour a = b = ¢ = 30cetduisant af = lg=fy =1

La condition p < \/E et les deux conditions (41) et (42) délimitent tevdine des
parameétrep et h, domaine présenté en figure 11 avec:

J(3/8)=0,6123.<p< /05 =0,707 1... (43)

et:
0° < hy = Arcsin [(1/9?) - 1] <h< hy = Arccos (14/3p) < 35°,264.. = Arctag05 (44)

L’étude pourp et h donnés est tres fructueuse et tout a faibgoala celle des cas ou
p= \/ﬁ voir par exemple les cas o= 0,69 ; 0,67 ; 0,65 et 0,63 dans les figures 13.a

On obtient ainsi :
A) Le maximum @ de I'angle a est obtenu pow ¥ 2p cos h cos a =1 soit :

as = Arccos (1/2cosh) ; 302 a < 45° (45)
B ) Puisque a+ b+ c=90°, le minimugde I'angle a est donné par :
m& 90°— 2 ay ; 0°<ma< 30° (46)

C) Puisquea+b+c=90° et 0°<a, b, c%,4& somme (cos a + cos b + cos c) est
maximale quand les trois angles a, b, ¢ sont égamxinimale quand ils sont le plus écartés
possible, d’ou :

Dcosh (2cosyt COSan) <fef + legt fig < 34/3 pcosh 47

D ) De méme, les courbes des figures 12 a 15 étarttaves vers le bas, la différence
A (p, h, a, b, ¢) entre le domaine disponible et le @iom demandé dans le tétraédre EFGH
est encadrée par :

2D, h,an)+D @, h,a&) <A(p,h,a b, c)<3D(p,h,30°) (48)

On en déduit les figures 16 a 19 pouniémes valeurs de

On voit donc que le « domaine dangereux », celur fEguel la fonctiod\(p, h, a, b, c)
est négative, est tres petit, cela est partieient net sur la figure 11 ou est tracée en
pointillé la courbe limite h =l{p) avec :
W0, aw) +DE, h, an) =0
W = Arccos (1/2pcosh) ; A =90°- 2 a4 (49)

Encore faut-il étre sdr que la réunion des quatteaédres EFGH, DEFH, DEGH et
DFGH donnera toujours une somiepositive ou nulle, somme égale a la différencaléot
« volume disponible moins volume demandé » :

Dpeeg=D (tétraédre total DEFG) Berg + Aper + Apec + Abrg (50)
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Considérons donc un cas ptest donné etdps supérieur a la « limite dangereuse »
tracée sur la figure 11 et a partir de laquelléolaction A(p, h, a, b, c) peut étre négative.
Quelles sont alors les valeurs possibles desdrdres angles h et des distances mutuelles r
raf, fdg 7

’ Notons tout d’abord que les trois arétes du ttaid-G ont toutes une longueur trés
proche de 1 comme l'indique la figure 20 ou, encfmm de p, est donnée la limite
supérieure issue de (47) de la somme+ rreg + g (cette limite supérieure est toujours trés
proche de 3, tandis que les trois arétes ont ansriailongueur 1) :

of FF Tog+ iy <3+/3 pcos h(p) (51)

Nous appellerons h’ la mesure du plus petit dais aingles ber , hoec , horc €t I la
plus grande des trois distances mutuelesri , lug

h' =inf {dkr, hbec, Pore} 7 " =Sup { ke, far, fag } (52)

On obtient la limite supérieure de h’ et la limitéérieure de r’, poup et herg donnés,
lorsque les trois distances mutuellgsreg, iy SONt €gales et que les trois distances mutuelles
lde, faf , fag 1€ sont aussi, ce qui conduit aux cas limitesasuti:

Brc= h : hx h’yy = Arctan[ cos h/ 2(1 + sin )] |

¥ I'm=p+/(2+2sinh, ) | (53)

On peut noter que la somme (r'+2) dépasse tosijlaulimite donnée en (51) et en
figure 20, donc les deux triangles associés atéadé longueur 1’ (la plus grande aréte) n’ont
jamais unA négatif et les figures 16 a 19 permettent de dooneminorant de la somme de
leur deuxA.

Il'y a deux cas:

1°)p>0,647 93...

Le minorant deDpgrg correspond aux deux extrémités de la codmménimum c’est a
dire a un tétraédre DEFG dont cinq arétes ontrigueur 1, la sixieme ayant la longueur r qui
donne la valeur dp étudiée { soit r = [(18° - 4) / (4% - 1)]¥* }, ce qui conduit & :

Dperc minimal &p donné = 2A (p, hy , 30°, 30°, 30°) + A (p, hm » &m » &m, 8nm) =
= 6@fm,30°)+4Dp, M, aum)+2D @, M, am) (54)

Les parametreshet h, sont donnés en fonction geen (44), et les parametrggeet

anm Sont donnés en fonction geet de k, en (45) et (46), c’est a dire :
am = Arccos (1/ 2 cos k) ; @m=90°- 2 amm (55)

CeDperc minimal ap donné est représenté par la courbe en trait pleimasfigure
21, avec un point anguleux correspondant a r =58,3% au point anguleux de la fonction
¢(r) tracée en figure 6.

2°)p<0,647 93...

Le minorant deDperg ne correspond plus aux deux extréemités de la eourb
Aminimum, mais a I'extrémité droite (pour les delirégatifs) et a un point intermédiaire le
plus a droite possible, pour minimiser les dAupositifs.

Ce point le plus a droite possible correspondaadle R tel que r, + 2 soit égal a
S(hv) ou S est la sommes F reg + fig Maximum = 3/3 p cos h , donc \hest défini par :

,t;{+2:3\/§pcosm ; hu:Arccos[(r}n+2)/3\/§p] (56)
et donc, comme en (54)-(55), mais pput 0,647 93... :
Dperc ap donné> 2 A (p, hy , 30°, 30°, 30°) + A (p, hn, @un > &N, 8nn) =
= 6w ,30°)+4Dp,hy,am)+2D @, N, aw) (57)
an = Arccos (1/2cos ly) ; an =90°- 2 aun (58)
Cette deuxiéme partie de la limite est présemégomtillé sur la figure 21, elle aussi
est toujours positive ou nulle.
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Notons que (54)-(55) correspond a un cas réelt dasc la limite inférieure dBperc
pour la valeur de correspondante, tandis que (56)-(58) ne donnenguiinorant. On peut
montrer, avec l'aide de I'anglejde (53), que méme $ < 0,647 93... la limite inférieure de
Dperc est donnée par (54)-(55) ; cependant cette lomgueonstration est inutile dans le
cadre de la présente étude et nous ne la ferons pas

On peut aussi remarquer que quel quesdibnné, si I'on utilisait la fonctioth(r) de
la figure 6 au lieu de la fonctiof(r) on obtiendrait, par construction, que le minimde la
différenceDperc entre le volume disponible et le volume demandaitseujours nul.

Le but intermédiaire est donc atteint : la diffemeDpers entre le volume disponible et
le volume demandé est toujours positive ou nulleaenéthode des volumes partagés peut
s’appliquer.

5. Une confirmation numérique

Il est toujours bon de vérifier ses résultats pae weuxieme méthode la plus
indépendante possible.

Appelons 3, $, S5, &, les quatre sommets du tétraedre ABCD ou DEFG dar
longueur de l'aréte;S; .

La surface &3 du triangle $5, S;, est donnée par I'expression classique :

Sz = (UA) [ (h2+ N3+ fa3) (2 + a—ra3) (fa+ fa—hi3) (M3 + La—r12) |2 (59)
mais cette surface est aussi le demi-produit des® 1> par la hauteurdi, ( lire hauteur b,

issue du sommet;®t dirigée vers I'arétgs). D’oll la longueur de cette hauteyi

ha12=2S23/r12 = (1/262).[ (f1i2 + Nz + f23) (2 + fiz— F2z) (f2s + M2 — f13) (3 + Rz — 12 ) 2

(60)

Par permutation des indices on obtient de mémdolegueurs des douze hauteurs
apparaissant sur les faces du tétraédre.

Nous sommes maintenant en mesure d’obtenir 'agigigre A, dont 'aréte est S, .

En projection sur un plan perpendiculaire a 'a®® , le tétraédre donne un triangle
dont les cotés sont les hautewss hhyyzet la projection de I'arétesS;. Cependant cette aréte
n'est pas nécessairement dans un plan perpendewlalS, car les deux hauteurs sont
séparees par une distancg [ long de l'aréte :

au signe prés . 12B (I'232 + I';|_42 - r132 - r242 ) /2no (61)
D’ou le cosinus de I'angle diedre A
cosA = (il +hul—raf +Di? )/ 2k buip ; 0°<Ap, <180°  (62)
Le volume V du tétraédre n’est pas compliqué nas pl
V= (]_E .hglz . I’hlz SinAlz )/ 6 (63)

On obtient ainsi tous les éléments du probléme awecminimum de lignes
trigonométriques.

La différenceD, dont on espére qu’elle sera toujours positivenolle dans les
conditions de I'étude, est donc :

D =V+K+ > {Ax[(M/T)d(r) - K2m] } (64)
1< j<k<4

avec : V estle volume du tétraédrie S, S5, &

K est une constante : K =1, 012 080 868 3...

M est une autre constante : #0,025 414 507 26 ...

K-12M =0, 707 106 781 187... #05 ; ces deux constantes ont dgja
été présentées en (7). |
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Les six anglesyAsont exprimes en radians. |
La fonctiorp(r) est définie par :
¢(r)= sup{0;1+qgqr} ; avecq=1/0,3254

autrement dip(1) = 1 et pour ¥ 1, 3254 la fonctiop(r) est nulle. (65)

Une propriété intéressante de la différemepropriété qu'il est difficile de faire
apparaitre dans I'étude analytique de la sectioprétédente, est qu’'une homothétie de
rapport (1 +€) du tétraedre étudié, avepetit et positif, va faire augmentdr En effet :

1°) Les angles diedres et donc les termes emKisochangés.

2°) Le volume V est multiplié par [1 €3 O (% )]

3°) Les termes en M subissent une baisse deg(Mu) Z [Ajk . f(rik )]

1< j<k<4
avec f(r)=1si r<1,3254 etf(r)=0sk1,3254
4°) Il est aisé de vérifier que I'on a toujour¥ 3 (Mq /1) Z [Aj . f(ri )] (66)
1< j<k<4
Pour cela on vérifie successivement que :
A) Deux diedres adjacentsjAt Aq sont toujours tels quepi+ A < 180°
B ) En conséquence Ay < 540° soit 3rradians.
C ) Dans I'expression du volume V, le produit .hs12 . hyio est toujours supérieur ou

égal 4,/05 .

D ) Donc, pour vérifier (66) il suffit que :

(3/6/2 ) sinAi,> 3m(Mq /) (67)
soit :
sin& 6Mg /2 = 0,662 720 483 (68)

Bien entendu cette propriété est aussi vraie pbacun des six diédres, il n’y a donc
plus aucune difficulté si un ou plusieurs des sigdes est compris entre les angles
correspondant : 41°,508... et 138°,492...

Sinon la sommeZ Ay est réduite a au maximum 360° +x21°,508 = 443°,016 =
= 7,73208 radians, ce qui permet d’améliorer (68yjy’'a :

sin A > 0,543 696... ; 32°,986\) < 147°,064 (69)

Pour les angles diedres supérieurs a 147° l'aréteespondante est toujours de
longueur supérieure ou égale a-{22 / tarf(147°/2)]}¥* = 1,382 844... soit davantage que
1,3254 ; I'angle diédre correspondant disparaitcdde la sommeZ [Ajy . f(rik )], ce qui
permet d’achever la démonstration. (Le cas limi@&82 844 est obtenu lorsque les quatre
aréte adjacentes ont la longueur 1 et I'aréte céfmtzslongueur\/i ).

Donc une homothétie du tétraédrg S, S5, S; de rapport (18), avece positif, fait
augmenter la différend®. En conséquence de cette propriét€ puisque nous recherchons le
minimum de cette différend®, il nous suffit d’étudier les cas ou la plus petiréte est de
longueur minimale, c’est a dire 1, nous supposeuig s’agit de l'aréte 4, et cela fait
toujours un paramétre de gagné.

Les six longueurs;r, toujours entre 1 ef2 , peuvent étre choisies comme parametres
de base, la plus petite étant égale a 1. Le sénia¥it délicat est I'expression du raymde la
sphére circonscrite.

Heureusement il est inutile d’exprimer ce rayonil suffit d’exprimer les conditions

pour que l'inégalitgp < /05 soit satisfaite. Pour cela posons :

F—1=uy ; gu<1 ; 4=0 (70)
Les conditions a vérifier sont alors :
W+ ws <1 ; W Fwl<1 (71)
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et:
up < [(1-wd —wd) (L- UF = Upd®) 1% — Uiz Ups — Urg Upg (72)
Ces conditions s’obtiennent aisément en consitiéearas limite olp = \/05. Dans

ce cas on peut placer le pointad pole sud de la sphére de ray@®b , ses coordonnées sont
donc (0, 0,- 4/05), de méme &, a la distance 1 de, Speut étre placé en (6,,/05, 0). Le
point S est alors en (x, ti34/05 , is/05 ) pour que ses distances Ae8 S soient g3 et

r4 , de méme le point,Rest en (X, ws/05 , /05 ). Il reste & exprimer la distance

S;,S; égale a jpet qui conduit a la condition (72) , comptenu bien sdr de la
relation (%% + wa/2 + w2 = 1/2 ) et des relations analogues.

Il faut donc étudier la différend® exprimée en (64) compte tenu des conditions (70)-
(72). L'étude numeérique confirme que cette difféerentre le volume disponible et le
volume demandé est toujours effectivement positivaulle. PouD inférieure & 17 il y a
guatre minimums locaux, trois d’entre eux corregj@m aux minimums de la figure 21 :

A ) Les deux minimums extrémes avBc= 0 , le premier avec les six arétes de
longueur 1, le second avec une aréte de Iongdélﬂt les cing autres de longueur 1.

B ) Le minimum intermédiaire avéz = 3,015 9x 10’ et avec une aréte de longueur
1,3254 les cing autres ayant la longueur 1.

Le quatrieme minimum local est logique et ne aaditrpas la figure 21, il est obtenu
avec deux arétes opposées de Iongu@et les quatre autres de longueur 1 : le tétraédre S
S, S, & est réduit a un carré. Ce dernier minimum condu = V = 0 ; deux diedres jA
valentmtet les quatre autres sont nuls.

6. Du but intermédiaire au but final.

La méthode des volumes partagés conduit donc @ciassa chaque sphere d’un
rangement quelconque un volume W proche, entiéredisjoint des volumes attribués aux
autres spheres et verifiant la condition (1) reprdci-dessous ou lessont les distances des
centres des sphéres voisines au centre de la spinesielérée :

W>K - M Z o(r) (73)

Cependant le but final est d’obtenir des volunmssoaiés W tous supérieurs ou égaux
a /05, et d'autre part les constantes K et M, donnég@ grvérifient K-12 M =,/05. La

constante M étant positive, la conditionM est donc equivalente a:

i o(r) < 12 (74)
La fonction¢(r) a été définie en (17) :
o) = sup{0;1+(xr)/0,3254} (75)

cette fonction est nulle pour les distances r sepges a 1,3254 et donc la condition (74) est
équivalente a I'analyse suivante :
A ) Numérotons de 1 a n les sphéres voisines ldsritentres sont a au plus 1,3254 du
centre de la sphere étudiée. Le nombre n est aw@lréf. ).
B ) Appelons la distance du centre de la j-ieme sphere etaf@sses distances par
ordre croissant :
1ISn<np<.<p<..<r, < 1,3254 (76)
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C) Il nous suffit alors de vérifier qgael que soit le rangement considéré, avec bien
sUr des distances toujours supérieures ou égalesrdre centres de sphéres voisines, on a
toujours :

> > 12+ 1,3254 (7 12) (77)
i=1
Avec (76) cette condition est toujours vérifieesi 12 , et c’est donc pour n supérieur
a 12 que la question se pose.

n
Pour n = 13 le minimum de la sommE fj est connu, si du moins on ne tient pas
i=1
compte de la limite supérieure 1,3254 imposée éj (e minimum est 12 + @75/ 9) =
=13,347 150 6... et est donc effectivement supérela quantité 13,3254 donnée en (77)
pour n = 13.

Le rangement correspondant possede deux plansndaétrs que I'on peut prendre
pour plan équatorial et plan de méridien origin@ule des treize spheres voisines sont
tangentes a la sphere étudiée, et les coordonr@asep des treize centres des spheres
voisines sont alors :

A)) Pour les douze sphéres tangentes a la sphatieé :

larFEn=.=[=..=n"
Deux centres sont I'un au péle Nord, l'autre aepdld, les dix autres sont|
aux latitudes = 30° et aux longitudes 0% £+ 20 , avec cost = 1/3 | (78)
B ) Le treizieme centre a pour coordonnées polaires
hs= (74/3/9) = 1,347 1506.;. $13=0° ; Ly3=180° (79)
Cette treizieme sphére est tangente aux quatréeedesrsphéres précédentes, celles de

longitude + 2 .
Les coordonnées cartésiennes correspondantes sont :

(0;0;£1) ; @3/2;0;£12) ; 3/6; +/6/3; £1/2)]|
(-7+/3/18 ; + 2/6/9 ; +1/2) ; €74J3/9 ; 0; 0) | (80)

n
Pour n > 13 les rangements correspondant aux min'fmdez rj ne sont pas
j=1
connus, mais I'on sait déja qu'ils s’écartent despén plus des conditions qui invalideraient

(76)-(77). C’est d’ailleurs logique : si déja paur 13 le minimum dez fj aun rayongr
j=1
dépassant 1,3254 il est normal qu’il en soit, diddr de méme pour n supérieur a 13. Or,

d’autre part, si I'on pose,S= minimum dez r; et si effectivement pour n 13 on a
j=1
toujours > 1.3254 , alors, en supprimant la sphére la phig@éée, on voit que :
-5 S - 1m<5-1,3254 (81)

Si donc la condition (77) est vérifiee pour<ri) elle le sera aussi pour n, et comme
elle est déja vérifiée pournl3 elle le sera pour tout n.

Pour n = 14, le meilleur cas minimal connu donng * 1,379 55... et
S14=12+2§,=14,759 1...

Certes, obtenir le rangement pour quEl r; est minimal pour un n donné n’'est
j=1
pas simple, mais il nous suffit en fait de vérifi@6)-(77) pour n de 13 a 22. Par exemple il
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suffit de vérifier que lorsque (77) n'est pas datis, il y a toujours s> 1.3254 et/ou deux
sphéres voisines dont la distance des centresféseure a 1.

Ceci ne demande qu’une vérification numérique d’prézision limitée (par exemple
2.10% pour n = 13). En conséquence : le nombre de calaufaire esfiini et il est
relativement aisé de vérifier rigoureusement caidepoint de la démonstration, méme si ce
n’est pas aussi joli qu’une démonstration purenaeatytique.

Bien entendu l'utilisation de la fonctian(r) présentée en (15)-(16) et en figure 6, au
lieu de la fonctiord(r), ne ferait que conduire a des volumes W plaséd ce qui renforcerait
encore le résultat.

Conclusion

Une méthode nouvelle, complexe mais bien adapiéprableme posé, permet de
démontrer la conjecture de Kepler en une quinzdmepages et une vingtaine de figures
seulement. Elle permet méme d’obtenir le résultavamt: considérons un rangement
guelconque et le découpage correspondant utilisg dette étude. Dans ce découpage seules
les cellules apparaissant dans les rangements pierkgeuvent conduire a l'optimum : le
tétraédre régulier et le «huitieme d’octaédre liégw (avec des arétes de longueur
minimale). Toute cellule difféerente de ces deuxes/mptimaux constitue une perte. En
conséquence seuls atteindront le coefficient deplissage maximal, les rangements pour
lesquels les cellules écartées des deux cas optindameurent exceptionnelles. Ces
rangements sont toujours, pour I'essentiel, extrdem proches d’empilements hexagonaux
compacts de Kepler, ces empilements dont le résgaique a faces centrées constitue un cas
particulier.
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Annexe

Considérons la figure 1A et les deux premiéreshkes d’un empilement « hexagonal
compact ». Nous supposerons ces deux couches ihiaizs.

On a depuis longtemps remarqué que, pour posepiEéme couche sur les deux
premieres, on dispose de deux possibilités : smisdes trous de la deuxieme couche a la
verticale des spheres de la premiére couche, @o# lgs autres trous.
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Ce choix se répétant pour chacune des couchesssives on obtient ainsi la variété
des empilements hexagonaux compacts et s'il y apénedicité verticale de trois couches
'empilement obtenu est le célebre réseau « cubigutaces centrées » si fréquent en
cristallographie.

S'’il y a une périodicité verticale de deux couckeslement 'empilement obtenu peut
étre qualifié de « plus simple des rangements l@ag compacts ». Ce rangement est lui
aussi un réseau et chaque sphére y est entourge dianiére identique par ses voisines
proches ou lointaines.

Il semblerait que ce dernier réseau ait la pro@riBavoir des couronnes successives
au contact les plus fournies possibles : 12 sphgoes la premiere couronne, 44 pour la
seconde, 96 pour la troisiéme et « partie entierd@5 A + 2 » pour la n-iéme couronne.
Ceci est a comparer avec le réseau cubique a taresees ou la n-ieme couronne n’'a que
10rf + 2 sphéres seulement. De ce point de vue legifople des rangements hexagonaux
compacts est donc 5% meilleur que le réseau culdidiaees centrées ce qui pourrait avoir
des applications en électronique et en informatique

English summary

Demonstration of Kepler’'s conjecture

Introduction and section 1 : Kepler’s conjecture
A short description of the history of Kepler's mmure on the most compact
packings of equal spheres, with the famous “Voraetls” (fig.1B).

Section 2 : Method of demonstration.

The method used in this study is “the method afesh volumes”. Its principle is
classical : construction of suitable disjoint volesnsurrounding each spheres and large
enough in order to give a sufficiently small upjierit on the coefficient of occupation of
space.

Section 3. The method of shared volumes.

3.1. The sharing of space.

Description of the method : How to share spaceh®2 $pheres of interest have a
diameter equal to the unit of length and hence distances between nearby centers are
always at least one. We consider first concentenlarged spheres” with a diameter equal to

V2 and the intersections of these enlarged spheig@s2f. Regions belonging to four nearby
spheres define the “first type of cells” that aretrahedrons with tips at the four nearby
centers (fig. 3). These cells will be shared inigable way between the four nearby spheres.

The second type of cells are also tetrahedronssbared between only three nearby
spheres (fig. 4). The third and fourth types (#y.are no more tetrahedrons and concern
only two or one nearby spheres. The figure 5 priegensame division of space into cells but
in the opposite succession of types.

3.2. The intermediate goal.
The volume of each initial sphere 86 and the true goal of this study is to associate

to each sphere a corresponding volume (disjointfedl other volumes) of at least05. The
coefficient of occupation of space will be themaist 7 (6 x +/ 0.5 ) ,that is the Kepleratio

/18 . However that final goal is too difficult to rdadirectly and the study begins with the
intermediate goal expressed in equation (1) : Wstragsociate to each sphere a volume W
at least equal to the expression given in (1), witand M given in (7), with thg being the
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distances from the center of the sphere of intei@she centers of nearby spheres and with
the functiond(r) presented irf17) and in figure 6.

Section 4. The difference between the availadlenve and the required volume.

Is it possible to associate a suitable volume Waoh sphere ? Or, in other words, is
the difference between the available volume andeteired volume always positive or zero?
We study that difference separately in all cellspdce and that division into cells lead to a
much simpler analysis.

This section 4 begins in 4.1. bycdheice of a simple and efficient functip(r) and
then analyses the difference between the availadlieme and the required volume for the
four types of cells (sections 4.2.1 to 4.2.4). Tdiference has always the right sign and is
related to the results presented in figures 7-Zhe “ method of shared volume” can be
applied.

Section 5. A numerical confirmation.

The above analytical results are confirmed by godgnmumerical analysis.

Section 6. From the intermediate goal to the fo@dl.

The demonstration of the conjecture and the fireagllga sufficiently large volume W
associated to each sphere, are easily related #itiiermediate goal of section 3.2 and
section 4.

Conclusion. References. Acknowledgments. Appendix.
Légendes des figureffigures captions).

Figure 1.A Deux couches successives d’'un empiléradexagonal compact ».
B Un rangement arbitraire, une sphére centrada etcellule de Voronoi »
A Two successive layers of a “compact hexagonekipg”.
B An arbitrary packing, a central sphere and itédronoi cell”.

Figure 2. Les spheéres étudiées et leurs « sphiamgges » concentriques.
The spheres of interest and their concentric “ egéal spheres”.

Figure 3. Une cellule du premier type : le tétraedBCD. Dans les rangements de
Kepler cette cellule est un tétraedre régulieré&t@ade longueur 1.
A cell of the first type : the tetrahedron ABCD.tlhe Kepler’'s packing this
cell is a regular tetrahedron with edges of length

Figure 4. Des cellules des deuxiéme, troisieme ugtreggme types (tétraedres tel
EFGH, double cénes ou doubles portions de coneséscpar leur base, secteur sphérique).
Dans les rangements de Kepler dellules du second type sont des
« huitiemes d’'octaedre régulier » : EF = EG = FG=EH = FH = GH =,/05. Les angles

en H sont droits.

Cells of the second, third and fourth typgstrahedrons as EFGH, double
cones or part of double cone with a common circblasis, spherical sectors).

In the Kepler's packings the cells of the sectyp are “eighths of regular

octahedron” EF = EG = FG =1 ; EH = FH = GH+05 . The angles at H are straight.

Figure 5. Construction des quatre types de cellldes le sens opposé : du quatrieme
type au premier.
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Construction of the four types oflceh the opposite direction : from the
fourth type to the first.

Figure 6. Les fonctiong(r), ¢1(r) et j(r) définies en (17), (15)-(16) et (22).
The function#(r), ¢1(r) et j(r) defined in(17), (15)-(16) et (22).

Figure 7. Décomposition du tétraédre EFGH.
Decomposition of the tetrahedron EFGH

Figure 8. La fonction D(h, a) définie en (29).
The functiorD(h, a)defined in (29).

Figure 9. En fonction de l'angle h, lenmum et le maximum des fonctions

A(h, a, b, c)etef + fegt fg
In terms of the angle h, the minimum and the maxinofi the functions

A(h, a, b, cand ref + feg+ g

Figure 10. Analyse des cellules du premier type.
Analysis of cells of the first type.

Figure 11. Le domaine des parametres et
The domain of parametehsandp.

Figure 12. La fonction I h, a) , définie en (36), popr= 0.69
The functiorD(p, h, a) defined in(36), for p = 0.69

Figure 13. La fonction i, h, a) poup = 0.67
The functiorD(p, h, a)for p = 0.67

Figure 14. La fonction I, h, a) poup = 0.65
The functiorD(p, h, a)for p = 0.65

Figure 15. La fonction I, h, a) poup = 0.63
The functiorD(p, h, a)for p = 0.63

Figure 16. Poy = 0,69 et en fonction de I'angle h, le minimum etMaximum des
fonctionsA(p, h, a, b, C) etef + feg+ Iig
For p = 0.69and in terms of the angle h, the minimum and theimmam of
the functiong\(p, h, a, b, cand rer+ reg+ g .

Figure 17. Poy = 0,67 et en fonction de I'angle h, le minimum etMaximum des
fonctionsA(p, h, a, b, C) eter + g+ Iy
For p = 0.67and in terms of the angle h, the minimum and theimmam of
the function®\(p, h, a, b, cand res+ reg+ rig -

Figure 18. Poy = 0,65 et en fonction de I'angle h, le minimum etmaximum des
fonctionsA(p, h, a, b, C) etef + feg+ Iy
For p = 0.65and in terms of the angle h, the minimum and theimmam of
the functiong\(p, h, a, b, cand rer+ reg+ g -
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Figure 19. Poy = 0,63 et en fonction de I'angle h, le minimum etMaximum des
fonctionsA(p, h, a, b, C) eter + g+ Iig
For p = 0.63and in terms of the angle h, the minimum and theimmam of
the function®\(p, h, a, b, cand res+ reg+ fig -

Figure 20. Les fonctionser + g+ Iy €t 'm + 2 dans les cas « dangereux » (les cas
ou A(p, h, a, b, c) <0).
The functionsres + feg+ 1,y and r'y + 2 in the “dangerous” cases (the
cases in whicl\(p, h, a, b, ¢) < 0.

Figure 21. En fonction dg, la limite inférieure et un minorant de la difféoeD entre
le volume disponible et le volume demandé.

In terms of the lengtlp, the lower limit and a lower bound of the diffecen
D between the available volume and the requiredmel.
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Figure 1. A) Deux couches successives d’un empilement « hexagonal compact »
B) Un rangement arbitraire, une sphére centrale et sa « cellule de Voronoi »

A) Two successive layers of a “compact hexagonal packing .
B) An arbitrary packing, a central sphere and its “Voronoi cell .




Figure 2. Les sphéres étudiées et leurs « sphéres élargies » concentriques.

The spheres of interest and their concentric “ enlarged spheres”.
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Figure 3. Une cellule du premier type : le tétraedre ABCD. Dans les rangements de
Kepler cette cellule est un tétraédre régulier d’aréte de longueur 1.
A cell of the first type : the tetrahedron ABCD. In the Kepler's packing this
cell is a regular tetrahedron with edges of length 1.




Type 2. EH=FH=GH = /0,5
EF>1;EG=>1;FG=>1

Q

Type3. AR=BR=,0,5 ; AB>1

Type 4. AQ= ,/0,5

Figure 4. Des cellules des deuxiéme, troisiéme et quatriéme types (tétraédres tel
EFGH, double cones ou doubles portions de cones accolés par leur base, secteur sphérique).

Dans les rangements de Kepler les cellules du second type sont des
« huitiémes d’octaédre régulier » : EF = EG=FG =1 ; EH=FH = GH = /0,5 . Les angles
en H sont droits.
Cells of the second, third and fourth types (tetrahedrons as EFGH, double
cones or part of double cone with a common circular basis, spherical sectors).
In the Kepler's packings the cells of the second type are “eighths of regular

octahedron”: EF =EG=FG =1 ; EH=FH=GH = J0.5 . The angles at H are straight.




/Q %B

i A

Type 4. AQ=,/0,5 ; Qisolé Type 3. AQ=AR =BR = /0,5
BQ < ,/0,5 < Qnonisolé; R isolé

Type 2. AQ = AR = BR = AS = BS =CS = ,/0,5

RC < /0,5 < R nonisolé ; Sisolé

Type 1. AQ=AR =BR =AS =BS =CS = /0,5
SD < 4/0,5 < S non isolé

Figure 5. Construction des quatre types de cellules dans le sens opposé : du quatrieme
type au premier.
Construction of the four types of cells in the opposite direction : from the
fourth type to the first.
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EH=FH=GH=\/o,5

/

EH=FH-GH<\05

A P\ =

Figure 7. Décomposition du tétraédre EFGH.
Decomposition of the tetrahedron EFGH.
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The function D(h, a) defined in (29)
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Figure 9. En fonction de I’angle h, le minimum et le maximum des fonctions
A(h, a, b, c) et rer + Teg+ Iy
In terms of the angle h, the minimum and the maximum of the functions
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Figure 10. Analyse des cellules du premier type.
Analysis of cells of the first type.
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The domain of parameters h and p.
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Figure 17. Pour p = 0,67 et en fonction de I’angle h, le minimum et le maximum des
fonctions A(p, h, a, b, ¢) et rep + reg + 1pp

For p=0.67 and in terms of the angle h, the minimum and the maximum of
the functions A(p, h, a, b, ¢) and 1ee+ reg + 15 .
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Figure 18. Pour p = 0,65 et en fonction de I’angle h, le minimum et le maximum des
fonctions A(p, h, a, b, ¢) et rer + reg + 15y

For p=0.65 and in terms of the angle h, the minimum and the maximum of
the functions A(p, h, a, b, c) and Ter+ Teg + Ity .
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Figure 19. Pour p = 0,63 et en fonction de I’angle h, le minimum et le maximum des
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Figure 20. Les fonctions ref + reg + 15 et ' + 2 dans les cas « dangereux » (les cas

ou A(p, h, a, b, c)<0).

The functions tef+ Teg + Iy and 'y + 2 in the “dangerous” cases (the

cases in which A(p, h, a, b, c) <0 ).
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Figure 21. En fonction de p, la limite inférieure et un minorant de la différence D entre

le volume disponible et le volume demandé.

In terms of the length p, the lower limit and a lower bound of the difference

D between the available volume and the required volume.






