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DEVELOPPEMENTS D'’EDGEWORTH DE DEUX ESTIMATEURS
D’UNE PROPORTION DE MESURES

Frédéric Bertrand & Myriam Maumy

Institut de Recherche Mathématique Avancée, Université Louis Pasteur.
Email : fbertran@math.u-strasbg.fr, mmaumy@math.u-strasbg.fr

Résumé

Nous établissons des développements d’Edgeworth de deux estimateurs d’une proportion
de mesures w. Le premier est construit a partir de la méthode du maximum de vrai-
semblance et le second a 'aide des estimateurs sans biais et de variance minimale. Ces
résultats sont motivés par leurs applications dans les laboratoires de controle ou dans
I'industrie chimique, pharmaceutique, agroalimentaire, etc.

Mots-clefs : Développements d’Edgeworth, Développements de Cornish-Fisher, Estimation
par maximum de vraisemblance, Estimation sans biais de variance minimale, Controle de
qualité.

Abstract

Edgeworth expansions of two point estimators of the proportion of measures.
We establish Edgeworth expansions for two point estimators of a proportion of experimen-
tal results . The first one is based on the maximum likelihood method and the second
one on the minimum variance unbiased estimators. These results are motived by their
counterparts in the official quality laboratories and in the industries of various sectors,
namely : chemistry, pharmacy, food processing, etc.

Keywords : Edgeworth FExpansions, Cornish-Fisher Expansions, Mazimum likelihood esti-
mator, Minimum variance unbiased estimator, Quality control.

1 Motivation

Un des problemes des laboratoires de contréle ou de I'industrie chimique, pharmaceutique,
agroalimentaire, etc, est l’estimation de la proportion d’une population de mesures se
situant entre deux limites. La littérature est relativement abondante sur ce sujet : citons
par exemple les articles de Boullion, Cascio, Keating (1985) et de Mee (1988) pour de plus
amples détails. Supposons qu’une série de mesures suive une loi normale de moyenne i, et
de variance o3, et que la proportion des mesures appartenant a l'intervalle [L, U] notée ,
est le parametre d’intérét. Par exemple, dans les laboratoires de controle, [L, U] représente
I’étendue des valeurs produites acceptables et 7 est alors la proportion d’unités conformes.
Dans le contexte qui nous intéresse, la moyenne iy, et la variance o3, de I'ensemble des
mesures prises sont supposées connues. Nous proposons ici deux estimateurs possibles



pour la proportion 7 et établissons des développements d’Edgeworth qui permettent de
construire des intervalles de confiance. Le recours a ces développements se justifie par
la faible taille des séries de mesures utilisées, souvent comprise entre 5 et 20, et par
conséquent, par le fait que les approximations asymptotiques ne sont plus valides dans ce
cas.

2 Notations

Soit {X; : 1 < i < n} une série de mesures d'une procédure analytique qui suit une loi
. 2 s . v 1 n
normale de moyenne i3 et de variance oj;. Désignons par X = = " | X; la moyenne
. 9 1 n =\ 2 . .. . .
empirique et s; = —5 > ", (Xi - X ) la variance empirique corrigée. Introduisons la
proportion 7w qui se définit par :

A — S\ _
=1 (g, 0% ZP[MT—A<X<MT+>\]:<D(M)_¢( + pr MM)’

OMm oM

(1)
ou ® désigne la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite, —\, A sont les
« limites d’acceptation », dont la valeur dépend de la norme utilisée, et ur représente la

« vraie valeur » connue de la moyenne de ’échantillon. Posons U = A\+pup et L = —A+pur.
m s’écrit alors : U ;
7 (a2 = @ (ﬂ) I (ﬂ) | @)
oM OM

A partir de (2), deux estimateurs de la proportion 7 sont proposés : le premier, noté 7,
est basé sur la méthode du maximum de vraisemblance (MLE) et le second, noté 7, est
sans biais et de variance minimale (MVUE).

La propriété de I'invariance du maximum de vraisemblance permet de définir ’estimateur
T ainsi :

(= s U-X L-X — s . 9 n
) o) o) () -t
(3)

En appliquant la méthode delta exposée, par exemple dans le livre de Iasnogorodski et
Lhéritier (2003), nous établissons le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 7™ — 7 renormalisé par \/n est asymptotiquement gaussien de variance
2
OMLE:

L’expression de I'estimateur 7, donnée dans 'article de Kolmogorov (1950), s’écrit :

— 2 - 2 .
=7 (X4) = G-%) (X5) B 0 si b <0
’ A o 7 (X ) = 1 osi bi>1
n—2 n—2

= JgMVUE (X,%> By, (%52,252)  sinon,

(4)



ot By, (%52, 152) = %[’”u%“‘u—u)%‘“du, b = §<1+I<: %) ot by =

1 X-U
L (1 + km>

Théoréme 2.2 7™ — 7w renormalisé par \/n est asymptotiquement gaussien de variance

2 2
Omvue — OMLE-

3 Quelques simulations pour 7 et 7

Nous présentons ici deux graphiques : le premier pour /n(7m — 7) et le second pour
Vn(m—mn),oun=0.95 \=0.15, = up — pur = 0 et par ordre décroissant des maxima
des courbes, la densité pour n = 10, n = 15, n = 20 et la loi normale limite lorsque n
tend vers I'infini. Ces estimations de la densité ont été obtenues a ’aide du logiciel Maple
version 10.0 et au moyen d’un noyau d’Epanechnikov et de 10000 réalisations de chacun
des estimateurs.

0.5 1 -1
t t

Nous avons également simulé 5000 réalisations de 7 et © pour 7 = 0.95, A = 0.15,
0 = pupy — pr = 0;0.10, n = 5;10; 20. Le tableau ci-dessous résume les résultats obtenus,
en rappelant que :

s, 1 & =<\ 3 . 3/2
Asymétrie = — ; (X; — X)" /Variance /

et

. Z (X; — 7)4 /Variance®.

=1

1
n—1

Aplatissement =



) 0 0.10

n 5 10 20 5 10 20
Biais 7 -0.0056  -0.0030 0.0017 0.0006 0.0005 0.0003
Variance 7 0.0042 0.0021 0.0012 0.0057 0.0027 0.0014
MSE 7 0.0042 0.0022 0.0012 0.0057 0.0027 0.0014
Asymétrie 7 -1.5591 -1.1598 -0.9218 | -1.7346  -1.3491 0.9778
Aplatissement 7 0.3362 4.2279 3.7981 5.5692 4.7208 3.8514
Biais 7 0.0012 0.0001 -0.0006 | -0.0011  -0.0008 0.0001
Variance 7 0.0057 0.0027 0.0013 0.0061 0.0026 0.0013
MSE 7 0.0057 0.0027 0.0013 0.0061 0.0026 0.0013
Asymétrie 7 -1.7886  -1.3489 -0.9403 | -1.7459  -1.3471 -0.9982
Aplatissement 7 0.8684 4.7930 3.8283 5.8648 4.8497 3.9674

Ces résultats et, plus particulierement les valeurs des coefficients d’asymétrie et d’apla-
tissement, nous amenent a des conclusions qui justifient les développements d’Edgeworth
proposés ci-apres.

4 Développements d’Edgeworth pour 7 et 7

Afin d’obtenir un développement d’Edgeworth pour 7, nous utilisons les résultats et les no-
tations du livre de Hall (1992). Soit { X, X1, ..., X,,} des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de loi N (par, 03). Introduisons X = (X, X?) et X =
(X, X2, X3 X*). Les expressions (3) et (4) permettent de dire que 7 et 7 dépendent de
X et de s./k. Mais nous pouvons aussi dire que 7 et 7 sont des fonctions de 1’échantillon
{(X;, X} :1<i<n}

Maintenant définissons la fonction Fy prp (resp. la fonction studentisée Fsprp) de la
facon suivante :

Fovee: (v,y) €R® = gurp(r,y)/omre €R (5)
Fsvre: (v,y,s,t) e RY — gMLExy/\/chLEmy,zt) R (6)

ot 02, (w, Y, 2, 1) = Yoy Y1y (0Gae/Oi-0gaiLe/0x;) (2, y) (6(i + §) — ()$(4)) , (k)
est la k—eme composante du vecteur (z,y,2,t) et gure(r,y) = gure(r,y — 2%) —
W([LM,O'%/[)-

Théoréme 4.1 Supposons que la fonction Fy ype (resp. Fsyrp) soit C% au voisinage
du point E [X] (resp. E[Xq]), que Fomre(E[X]) = 0 (resp. Fsyne(E[Xs]) = 0), que
E[||X]|°] < +o0 (resp. E[||Xsl||?] < +00) et que la fonction caractéristique x de X (resp.



Xs de Xg) satisfait la condition limjjg)|—qoosup |x(t)| < 1 (resp. limyjg)—ioosup |xs(t)| <
1). Supposons que oypp > 0. Alors

]P)[\/EF-,MLE (7, Sg//f2) < l’} = ®(x) + n71/2p1,.,MLE($)¢($> +n " poenine(z)o(2)
+0 (n_3/2) , (7)

uniformément en x € R et ot p1errE, P2emie sont définis par les équations (2.24) et
(2.25) page 48 dans le livre de Hall (1992), les coefficients ki onre, keonre, ksivmoe €l
ksymne sont définis dans Uarticle de Bertrand et Maumy (2007).

De facon similaire, nous obtenons un résultat pour 7. Nous introduisons la fonction
Fomvue (ou la version studentisée de cette statistique Fj pvpp) définie en remplagant
guLe par gyyvue dans les expressions (5) et (6). Toutefois un raffinement supplémentaire
est nécessaire puisque gm(x, y) et de ce fait Fo yvop(x,y) et Fsyvoe(z,y, s, t) dépen-
dent de n. Nous renvoyons au livre de Hall (1992) pour plus de détails.

Théoréme 4.2 Supposons que la fonction Fo pvure (resp. Fsyvur) soit O au voisinage
du point E [X] (resp. E[X{]), que Fo pvue(E[X]) =0 (resp. Fsuvur(E[X]) =0), que
E[||X]°] < 400 (resp. E[||Xs||’] < +00) et que la fonction caractéristique x de X (resp.
Xs de Xg) satisfait la condition 1imjg)|— oo sup |x(t)| < 1 (resp. limjjg)— o0 sup |xs(t)| <
1). Supposons que oyvyr > 0. Alors

P[\/ﬁFo,MVUE (77 si/kQ) < ﬂ = O(x) + n_l/zpl,o,MVUE(x)¢<I) + 1" 'pyervoe(z)d(z)

+0 (7)), (8)
uniformément en x € R et ol p1omvuE €t D2eomvur ont €t€ définis au Théoreme 4.1 et
ot k1,2,MVUE; kS,l,MVUE; k2,2,MVUE et k4,1,MVUE sont donnés par :

d d
kiomvue = kigmre, ko vmvoe = ko vie + 2 E E bo,ib2,j1ij 5

i=1 j=1
ksivvue = ksamie, kaivvoe = ks vie,

et ot les bo;, 1 <i<d, etles by, 1 <j<d, sont définis par l'équation (2.38) page 58
dans le livre de Hall (1992).
5 Développements de Cornish-Fisher

Nous souhaitons obtenir les deux quantiles de niveau « pour les deux estimateurs dont
nous avons obtenu un développement d’Edgeworth qui sont déterminés par :

w)'P =inf {z: P [VnFo e (X, s2/k%) < 2] > a}

bt



et
’LU(];/[VUE = inf {CIZ‘ P [\/EFO,MVUE (Y, 83/]@2) < .T} 2 Ck} .

Notons z, le quantile de niveau o d’une loi normale centrée réduite. Les équations (7) et
(8) permettent d’obtenir un développement de w, dans les quatre cas qui nous intéressent
en fonction de z, :

Wo = 2o + n_l/zpn,.,(za) + n_lpm?.,.(za) + ...+ n_j/zpjl,.,(za) + ...

ou pu,.,.(x) = —Pl,o,-(f) et P21,o,-($) = Pl,-,o(I)P'l,.,.(x) - %xpi.,.(x) - P2,-,o(l‘) OU P1e,e
et P2ee Ont été définis ci-dessus.

6 Conclusion et perspectives

Nous avons donc établi les développements d’Edgeworth de deux estimateurs d’une pro-
portion de mesures. Ces développements doivent maintenant étre testés sur des données
réelles provenant des secteurs d’applications évoqués dans la section 1. De tels résultats
seront présentés ultérieurement, ainsi que 'utilisation de techniques bootstrap, afin de ne
pas avoir a supposer les parametres pyy, pr et o3, connus.
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