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m
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ÒÔÓ�Õ*Ö_×=ØÚÙ(Û¼Ü�Ý°ÞMß�Ý_à�á

G = (V, E)
Û¼â�Ý�â¹ã�ä

X å_æ�ç ã*ßJäXÛ¼è�ã*â�â¹é�è�á¿ä¹á�Ý_ä·ã*Ýbè�á ç ã�ß¹ä¹ã�ê6ÛÚÜ
V \X

á�Ýbâ�Ýµé�Ü�Û æ§å ß¹ëìßXã�í¥Ý�äXÛ å Ü�âJá�ÛÚà±ä å ÝMíÚí�ë°ã�ëËîiã*ßXâ åMæ X ï%ð á�Ý�ä�Û¼â*ñ_Û æ y ∈ V \X
ñWäXá�ã�Ü

y
áiÝMâ�ò=Û¼ß¹ãLè&äXã*ò¿ã*ò=Þbã*â`ä å Ý_í¼ízë°ã�ë î?ã�ß�â åMæ X å ß�ä å Ü å Ü�ã åMæ äXá�ã�ë�ñiÝMÜ�ò�Ý_í¼í½ë°ã�ëËîiã*ßXâå_æ X

á�Ý ç ã°ò�ÛÚßXã*è�ä¹ã*òóãLò=ÞMãLâ¸ä å y å ß(Ü å Ü�ã åMæ äXá�ã�ëôò å�ïóõCö ã�ã3÷%Û¼ÞMé�ßXã�ø ï[ùwú ÛGû�ã�ßXã�ÜBäë°ã�ëËîiã*ßXâ
y
Ý_Ü�ò

y′ å_æ V \X
è*Ý_Ü�á�Ý ç ãËò=ÛÚû�ã�ßXã�ÜBä�ßXã�í¥Ý�äXÛ å Ü�âJá�ÛÚà�â·ä å ë°ã�ë î?ã�ß�â å_æ X

ñá å�ü ã ç ã�ß ï ÷ å ß°Û¼Ü�âQä�Ý_Ü�è�ã y
è*Ý_Üýá�Ý ç ã¿ò=ÛÚßXã*è�ä¹ãLò�ã*ò�ÞMã*âËä å ÝMíÚí`ë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ X ü á�ã�Ü

y′
á�ÝMâ¸ò=Û¼ß¹ãLè&ä¹ãLò�ãLò=ÞMãLâ·ä å Ü å Ü�ã å_æ äXá�ã�ë ï(ð á�ã/ë°ã�ë î?ã�ß�â å_æ X

è�Ý_Üxá�Ý ç ãËÝ_ßXî�ÛGäXßXÝMß¹þßXã�í¥Ý�ä¹Û å ÜiâJá�Û¼à�â,ä å ãLÝMè�á å äXá�ã�ßLñ�ÝMâ`è�ÝMÜ¿ä¹á�ã±ë°ã�ëËîiã*ßXâ åMæ V \X ïÿ ä6Û¥â�Ü å ä6áiÝ_ß�ò ä å â¹ã�ã�ä¹á�Ý_ä6Û æ X
Ý_Ü�ò

Y
Ý_ßXã�ä ü,å ò=Û¼â � å Û¼ÜBä6ë å ò=é�í¼ã*â*ñ�ä¹á�ã�ÜwÛ æâ å ë°ã ç ã*ßJäXã�ê å_æ Y

Û¼â¸Ý�Ü�ã*ÛÚÞbá�î å ß å_æ â å ë°ã ç ã�ß¹ä¹ã�ê åMæ X
ñ�äXá�ã�Ü Ý_í¼í ç ã�ß¹ä¹Û¥è�ãLâ å_æ Y

Ý_ßXãÜ�ã*ÛÚÞbáBî å ß�â åMæ Ý_í¼í ç ã�ß¹ä¹Û¥è�ãLâ åMæ X ï
ð á�ã�ßXã æ§å ß¹ãbñ Y è�ÝMÜ�îiã°è å Ü�â¹Û¼ò=ã*ß¹ãLò�é�Ü�ÝMë î�Û¼ÞMé å é�â¹íÚþä å îiã¿Ý���Ù����	��
�Õ
� å_æ X å ß/Ý���Õ
������Ù����	��
�Õ�� å_æ X ï ÿ æ P Û¼â/Ý�Ü å ÜbäXß¹Û ç Û¼ÝMí9à�ÝMßJäXÛGäXÛ å Üå_æ V
â¹é�è�á�ä¹áiÝ�ä�ãLÝMè�á�ë°ã*ë î?ã�ß å_æ P Û¥â�Ý3ë å ò�é�íÚãbñ?ä¹á�Û¥â å î�â¹ã�ß ç Ý�ä¹Û å Ü�ÞbÛ ç ã*âµß¹Û¥âJã ä å Ý

� ×�Õ
����Ù���������������ñ ü á�Û¼è�á�Û¥â·äXá�ã ÞbßXÝMà�á å_æ Ýbò � ÝMè�ã�Ü�è�ÛÚãLâ�îiã�ä ü ã*ã�Ü�ë°ã*ë î?ã�ß�â å_æ P ï õ]ö ã�ã÷%ÛÚÞbé�ßXã�� ï ù ð á�ã·â¹é�î�ÞMß�Ý_à�á�â%ÛÚÜ�ò�é�è�ãLòËî�þ ä¹á�ã�ë°ã�ëËîiã*ßXâ åMæ P ß¹ãLè å ßXò ä¹á�ã�ßXã�í¥Ý�äXÛ å Ü�â¹á�ÛÚàiâÛ¼Ü
G
ä¹áiÝ�ä·Ý_ßXã
Ü å ä·è�ÝMà=ä¹é�ß¹ãLò3î�þ�äXá�ã��Bé å äXÛÚã*Übä ïsð+å ÞMã�ä¹á�ã*ß*ñBä¹á�ã��bé å ä¹Û¼ã�ÜBä·Ý_Üiò æ Ýbè&ä å ßXâÞMÛ ç ã±Ý/ßXã�à�ßXã*â¹ã�ÜBäXÝ_ä¹Û å Ü å_æ G ï÷�é�ßJäXá�ã�ßsâ¹ÛÚë°à�í¼Û! iè�Ý_ä¹Û å Ü�è�ÝMÜ åMæ ä¹ã*Ü�îiã å î=äXÝMÛÚÜ�ãLò/îBþ/ò=ã*è å ë°à å â¹ÛÚÜ�Þ¸äXá�ã æ ÝMè�ä å ßXâ}ÝMÜ�òä¹á�ã"�Bé å ä¹Û¼ã�ÜBä,ßXã*è�é�ßXâ¹Û ç ã�í¼þ ï�ð á�ãËÓ°ÕLÖ�×=Ø!���(ÖMÙ�#�Õ�Ó$��Õ
%��&����Õ
�°Û¥â`Ý(é�Ü�Û'�Bé�ãMñ=è*Ý_Ü å Ü�Û¼è*Ý_í ü ÝWþä å ò å äXá�Û¥â�ä¹áiÝ�ä·Û¼ë/à�íÚÛ¥è�ÛÚä¹í¼þ3ßXã�à�ßXã*â¹ã�ÜBä�â�Ý_í¼ízà å â¹â¹ÛÚî�íÚã ü ÝWþ=â9äXá�ã(ò=ãLè å ë°à å â¹ã¸ä¹á�ã(ÞbßXÝMà�áÛ¼Übä å �bé å ä¹Û¼ã�ÜBä�â�Ý_Ü�ò æ ÝMè�ä å ßXâ ï ÿ ä�è*Ý_Ü�î?ã±ß¹ã*à�ß¹ãLâJã*ÜBä¹ã*ò3î�þ3Ý/ß å�å äXã*ò3ä¹ßXã�ã ï
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÷%ÛÚÞbé�ßXã(ø���Òwë å ò=é�í¼ã åMæ Ý_Ü�é�Ü�ò�ÛÚßXã*è�ä¹ã*ò�ÞMß�Ý_à�á�Û¥â9ÝËâJã�ä X å_æzç ã�ß¹ä¹Û¥è�ã*â,âJéiè�á°ä¹á�Ý_ä,ã*Ýbè�áç ã*ßJäXã�ê y ∈ V \X
á�ÝMâ`Ý(é�Ü�Û æ§å ß¹ë ßXã�í¥Ý�äXÛ å Ü�â¹á�ÛÚà�ä å ÝMíÚí�ë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ X ï ÷ å ß`Û¼Ü�âQä�Ý_Ü�è�ãMñã ç ã�ßXþËë°ã*ë î?ã�ß åMæ X Û¼â�Ý±Ü�ã*ÛÚÞbá�î å ß å_æ d Ý_Ü�ò°Ü å ë°ã�ëËîiã*ß åMæ X á�ÝMâ

d
Ýbâ9Ý±Ü�ã*ÛÚÞbá�î å ß*ñâ å äXá�ã�þ¿Ý_í¼ízá�Ý ç ã�ä¹á�ã(â¹ÝMë/ã
ßXã�í¥Ý�äXÛ å Ü�âJá�ÛÚà6ä å d ï

Factors
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U
W

Y
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Z

Quotient

÷%ÛÚÞbé�ßXã ��� ÿ æ A
Ý_Ü�ò

B
Ý_ßXã ò=Û¥â � å Û¼Übä
ë å ò=é�í¼ã*â*ñ�ä¹á�ã*Ü Û æ B

è å ÜBä�Ý_Û¼Ü�â�Ý3Ü�ã�Û¼ÞMá�î å ß å_æ Ýç ã*ßJäXã�ê±Û¼Ü A
ñ�ã ç ã*ß¹þ
ë°ã�ëËîiã*ß å_æ B Û¼â�ÝµÜ�ã�Û¼ÞMá�î å ß å_æ ã ç ã*ß¹þ¸ë°ã�ë î?ã�ß åMæ A ï ÿ Ü äXá�Û¥â%è*ÝMâ¹ãMñ

B
Û¼â �bÖ�� ��#�Ù ����ä å A ï Ò àiÝ_ß¹ä¹ÛÚä¹Û å Ü P å_æ G ü á�ã�ßXã ã*Ýbè�á ë°ã�ëËîiã*ß å_æ P Û¥â
Ý3ë å ò=é�í¼ãò=ã  �Ü�ã*â`Ý � ×�Õ
����Ù���� ��� � ���=ñ ü á�Û¥è�á6ò=ãLâ¹è�ß¹Û¼î?ã*â,ä¹á�ã±Ýbò � ÝMè�ã�Ü�è�ÛÚãLâ�ÝMë å Ü�ÞËë/ã*ë î?ã�ß�â å_æ P ïð á�ã �bé å ä¹Û¼ã�ÜBäLñ�ä å ÞMã�ä¹á�ã*ß ü ÛÚä¹á�äXá�ãËâ¹é�î�ÞbßXÝMà�á�â�Û¼Ü�ò=éiè�ã*ò�îBþ6ä¹á�ã Ü å ÜbäXß¹Û ç Û¼ÝMí+ë°ã�ëËîiã*ßXâå_æ P ñ�ÞMÛ ç ã�Ý�ß¹ã*à�ß¹ãLâJã*ÜBäXÝ�äXÛ å Ü å_æ G

ñsâJÛ¼Ü�è�ã�ä¹á�ã6ã*ò=Þbã*â åMæ G
è*Ý_Ü#î?ã3ßXã*è å�ç ã�ßXã*ò æ ß å ëä¹á�ã�ë ï

�



� å ò=é�í¥Ý_ß(ò�ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Üxä¹á�ã å ßXþ å ßXÛ¼ÞMÛ¼Ü�Ý�äXã*â æ ß å ë��
ÝMíÚí¥Ý_Û�� â ü�å ß�� ÝMî å é=ä
ä¹ß�Ý_Ü�â¹Û��ä¹Û ç ã å ßXÛ¼ã�ÜBäXÝ_ä¹Û å Ü
	��
Ý_í
����� ï ��� á�ß¹Û¼Ü�Þ/Ý_Ü�ò��·ÝMò�ã�ßXë°Ýbè�á�ã�ß�	 � �����iñ ��� á������+âJé�ß ç ã�þ/ä¹á�ãä å à�Û¥è ïð á�ã·è�í¼Ýbâ¹â åMæ #�Õ ��� � ��� % õ ÝMÜ�ò�â å ë°ã�ã�ê�ä¹ã*Ü�â¹Û å Ü�â�íÚÛ��Mã! 4
�ZâJàiÝ_ß�âJãbñ� 

4
�]ßXã*ò=éiè�Û¼î�íÚãbñbÝMÜ�ò
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�CäXÛ¼ò�þ ù 	#"%$ ö ��ø_ñ'& å�( ����ñ')+*,�.-�ñ/�0� ð -��1�9ÝMß¹ã°è�í¥ÝMâXâ¹ã*â ü á�ã�ßXã�Ý3ÞbßXÝMà�á Û¥â
é�Ü�Û'�Bé�ã�í¼þò=ã  �Ü�ã*ò î�þ ä¹á�ã�à�ß å à?ã�ß¹ä¹Û¼ã*â åMæ ÛGä�â�ë å ò�é�í¼ÝMß3ò=ãLè å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü ï Ò Þbß¹ãLÝ�ä�Ü�é�ë î?ã�ß åMæ2  3�]á�ÝMßXò å à=äXÛÚë°Û�4*Ý�äXÛ å Ü�à�ß å î�í¼ã�ë�â æ§å ßµÞbßXÝMà�á�â�è�Ý_Ü îiãËã*ÝMâ¹Û¼íÚþ�â å í ç ã*ò�Û æ Ý3â å í¼é=äXÛ å Ü�Û¼â��Ü å�ü Ü æ§å ßËã ç ã*ß¹þ �bé å ä¹Û¼ã�ÜBä ÞbßXÝMà�áóÛÚÜóäXá�ã�ë å ò=é�í¥Ý_ß ò�ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü ï ÿ æ ã ç ã�ßXþ �Bé å �ä¹Û¼ã�ÜBä Û¥â â¹ë�Ý_í¼íCñ ä¹á�Û¼âËÞMÛ ç ãLâ±Ý_Ü#ã65�è�ÛÚã*Übä/â å íÚé=äXÛ å Ü ï ÿ äXâ æ Ý_ë å é�â Ý_à�à�í¼Û¥è�Ý�äXÛ å Ü�â±Û¼Ü�è�í¼é�ò=ãä¹ß�Ý_ÜiâJÛÚä¹Û ç ã å ß¹Û¼ã�ÜBä�Ý�ä¹Û å Ü7	��
Ý_í
���1�»ñ ü ã*ÛÚÞbábäXã*ò�ë�Ý�ê=Û¼ë é�ë è�í¼Û'�bé�ãMñzÝ_Ü�ò�è å í å ßXÛÚÜ�Þ ï � å ò=é8�í¥Ý_ß�ò=ã*è å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü3Û¥â�Ý_í¥â å é�âJãLò3Û¼Ü¿ÞMß�Ý_à�á¿ò=ßXÝ ü Û¼Ü�Þ ï � ÝMÜ�þ�è�í¥ÝMâXâJãLâ�ñ�âJéiè�á¿Ýbâ,Û¼ÜBä¹ã*ß ç Ý_íÞMß�Ý_à�á�â å ß(à?ã�ßXë é�äXÝ�äXÛ å Ü#ÞMß�Ý_à�áiâ
á�Ý ç ã�â¹ÛÚë°à�í¼ã�ßXã*è å ÞMÜ�ÛGäXÛ å ÜóÝMíÚÞ å ßXÛGäXá�ë�â
é�â¹ÛÚÜ�Þ ë å ò+�é�í¥Ý_ß�ò=ãLè å ë/à å â¹ÛÚä¹Û å Ü õ âJã*ã7	 � å í��.9=ñ3:;$ ö -.-<� æ§å ß�Ýóâ¹é�ß ç ã�þ ù&ï ÷�ã ü ã*ß�ò=ÛÚßXã*è�ä¹ãLòýÞbßXÝMà�áè�í¥ÝMâXâ¹ã*â}Ý_ßXã;��Ü å�ü Ü½ñ_î�é�ä9ë å ò�é�í¼ÝMßsò=ã*è å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü°è*Ý_Ü/á�ã�í¼à�Û¼ÜËäXá�ã�Û¼ßsßXã*è å ÞMÜ�ÛGäXÛ å Ü õ â¹ã�ã	 ��= í
-��1� æ§å ß�ÛÚÜiâQä�Ý_Ü�è�ã ù&ïö�å ë/ã ü Û¼ò=ä¹á àiÝ_ß�Ý_ë°ã�äXã�ß�â·Ý_ßXã Ý_í¥â å è�í å â¹ã�í¼þ¿ß¹ã*í¼Ý_ä¹ã*ò�ä å äXá�ã/ë å ò=é�í¼ÝMß�ò=ãLè å ë°à å â¹Û��ä¹Û å Ü ï,ð á�ã è�íÚÛ'�Bé�ã6� ü Û¥ò�ä¹á å_æ Ý°ÞMß�Ý_à�á¿Û¥â`äXá�ã(ë�Ý�ê=Û¼ë é�ë å_æ è�í¼Û �Bé�ã�� ü Û¥ò�ä¹áiâ å_æ �Bé å äXÛÚã*ÜBäÞMß�Ý_à�á�â�Û¼Ü ä¹á�ãxë å ò�é�í¼ÝMß3ò=ãLè å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü ä¹ßXã�ã ï ",í¼Ýbâ¹â¹ã*â ü ÛÚä¹á;Ý  �Ü�ÛÚä¹ãxÜBé�ë î?ã�ß åMæà å âXâJÛ¼î�í¼ã��bé å ä¹Û¼ã�ÜBä�â�ä¹á�ã*ß¹ã æ§å ßXã¸áiÝ ç ã±Ý°î å é�Ü�ò=ãLò�è�í¼Û �Bé�ã�� ü Û¥ò�ä¹á õ � æ§å ß·è å ÞMß�Ý_à�áiâ�ñ8> æ§å ß 

4
�»â¹à�ÝMßXâ¹ãMñ+ 
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�]ßXã*ò=éiè�Û¼î�íÚãbñ�Ý_Ü�ò� 

4
�]ä¹Û¥ò=þ ù&ï� ÝMÜBþ#ÝMíÚÞ å ßXÛGäXá�ë�â åMæµç Ý_ßXÛ å é�âËè å ë°à�í¼ã�ê=ÛÚä¹Û¼ã*âËá�Ý ç ã¿Ý_à�à?ã*ÝMß¹ãLòzñsî?ã�ÞMÛ¼Ü�Ü�Û¼Ü�Þ ÛÚÜ ä¹á�ãø1-.�?9�� â ï�ð á�ã  �ß�âQä¸íÚÛ¼Ü�ã*ÝMß@�]ä¹Û¼ë°ã(Ý_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë ü Ýbâ·ÞbÛ ç ã�Ü�î�þA	 � ö -?��ñ � ö -?-<�»ñ ü á�Û¼è�á ü ÝMâ�Bé�Û¥èB�Bí¼þ æ§å íÚí å�ü ã*òýîBþ å äXá�ã�ß�í¼Û¼Ü�ã*ÝMß°ä¹Û¼ë/ãxÝ_í¼Þ å ßXÛÚä¹á�ë�â/ä¹áiÝ�ä3é�â¹ã �Bé�ÛÚä¹ã ò=ÛÚû�ã�ßXã�ÜBä3Ý_à8�à�ß å Ýbè�á�ã*â¸ä å ä¹á�ã3à�ß å î�í¼ã�ëC	�"%&�-���ñ ú � � 9�ø6� ï�ð á�ã�î?ã*âJä à�ßXã ç Û å é�â
äXÛÚë°ã�î å é�Ü�ò æ§å ßä¹á�ã ò=Û¼ß¹ãLè&ä¹ãLò�è�ÝbâJã±Û¥â

O(n2)
	 DE� � ö -��iñ � è<"%-.��� å ß O(m log n)

	 ú � � 9 �F� ï &·ã*ß¹ã ü ãà�ßXã*â¹ã�ÜBä·Ý_Ü
O(n + m)

�]ä¹Û¼ë°ã(Ý_í¼Þ å ßXÛÚä¹á�ë ïÒ ÞMß�Ý_à�á
G
è*Ý_Ü îiã�äXá å é�ÞMáBä å_æ Ýbâ�Ýxè å í å ßXÛÚÜ�Þ åMæ ä¹á�ã�ã*ò=Þbã*â å_æ ä¹á�ã�è å ë°à�í¼ã�ä¹ãÞMß�Ý_à�á ü ÛÚä¹á¿ä ü,å è å í å ß�â�ñ å Ü�ã±è å ßXß¹ãLâJà å Ü�ò�ÛÚÜ�ÞËä å ãLò=ÞMãLâ�ä¹á�Ý_ä�ÝMß¹ã±è å ÜBäXÝMÛÚÜ�ãLò�Û¼Ü G

ÝMÜ�ò
å Ü�ã·è å ßXßXã*â¹à å Ü�ò=Û¼Ü�Þµä å ã*ò=Þbã*â�äXá�Ý�ä9ÝMß¹ã`Û¼Ü�ÛGä�âsè å ë°à�íÚã*ë°ã�ÜBä ï}ð á�Û¥âsÝ_îiâQäXßXÝbè&ä¹Û å Ü°Ý ü Ý_ß�ò�âÜ å â¹à?ã*è�Û¥Ý_í âQä�Ý�ä¹éiâ`ä å G å�ç ã�ß�ÛÚäXâµè å ë°à�í¼ã�ë°ã�ÜBä�G�ä¹á�ã ë å ò=é�í¼ã*â·ÝMß¹ã
äXá�ã â¹ÝMë°ã å Ü�î å ä¹áÞMß�Ý_à�á�â ï ð á�ãIH � % � �&×�# �C× �XÙ % ÝMß¹ã Ý�ÞMã*Ü�ã�ß�Ý_í¼Û�4*Ý�äXÛ å Ü å_æ ÞMß�Ý_à�á�â �#Ý �<�ZâQäXß¹é�è�ä¹é�ßXã�Û¥â�Ýè å í å ß¹Û¼Ü�Þ åMæ äXá�ãËè å ë°à�í¼ã�äXã ò=Û¼ÞMß�Ý_à�á ü ÛÚä¹á k

è å í å ßLñ�ÛÚÜiâQäXã*ÝMò å_æ ä ü,åiï`ð á�Û¼â å î � ãLè&ä ü ÝMâÛ¼ÜbäXß å ò=éiè�ã*ò�îBþ�Ò ï D9á�ß¹ã*Ü æ ã�éiè�ábä±Ý_Üiò
� ï � å 4�ã*Ü�îiã*ß¹Þ�	 DJ��-.9MÝ�ñKDJ�!-?9_îL�]ñ ü á å ÞbÝ ç ãËÝÞMã*Ü�ã�ß�Ý_í¼Û�4*Ý�äXÛ å Ü åMæ ë å ò=é�í¥Ý_ß·ò=ãLè å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü3ä å �<�ZâQäXß¹é�è�ä¹é�ßXã*â ï",á�ã*ÛÚÜ½ñ+&µÝMî�Û¼î�Ý_Ü�ò � Ý_é�ßXã�ß�	#"%& � ��øM�zè�á�Ý_ß�ÝMè�ä¹ã*ß¹Û�4�ãLò(äXá�ãµà�ß å à?ã�ß¹ä¹Û¼ã*â}ä¹á�Ý_ä�Ý æ ÝMëN�Û¼íÚþ å_æ âJã�äXâ*ñ%â¹é�è�á#ÝMâ±ä¹á�ã�ë å ò=é�í¼ã*â å_æ Ý�ÞMß�Ý_à�á½ñ ë é�âJä á�Ý ç ã°ÛÚÜ å ßXò=ã*ß
ä å á�Ý ç ã�Ý�ò=ã6�è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü ä¹ßXã�ãËâ¹é�è�á ÝMâ�ä¹á�ã/ë å ò=é�í¥Ý_ß±ò=ã*è å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü ï ö é�è�á æ Ý_ë°ÛÚí¼Û¼ã*â±Ý_ßXãËè*Ý_í¼íÚãLò���
� ���&� �PO�Ù %�Ù��8Q���Ó �¦Ø ��Ù�% ï *�é�ß9Ý_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë ã�ê=à�í å ÛÚäXâ�äXá�ã·ë å ò=é�í¥Ý_ß9ò�ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü å_æ Ý��<�âJä¹ßXé�è&äXé�ß¹ãbñBÝbâ ü ã�í¼í?Ýbâ}äXá�ã æ Ýbè&ä9äXá�Ý�ä,ä¹á�ã�ÛÚÜBäXã�ß�âJãLè&ä¹Û å Ü åMæ ä ü,å à�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ãµâ¹ã�ä æ Ý_ë°Û¼íÚÛ¼ã*â9Û¼âÝ·àiÝ_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ã,â¹ã�ä æ Ý_ë°Û¼íÚþ ï/R ã�ò�ã ç ã*í å à Ý·à�ß å è�ãLò=é�ßXã æ§å ß  �Ü�ò�ÛÚÜ�Þ�ä¹á�ã9äXß¹ã*ã,ò=ãLè å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Üå_æ ä¹á�ã¸Û¼ÜBä¹ã*ßXâ¹ã*è�ä¹Û å Ü½ñ=ÞbÛ ç ã�Ü6ä¹á�ã
äXß¹ã*ã
ò�ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü�â åMæ äXá�ã
ä ü,å/æ ÝMë/Û¼í¼ÛÚãLâ ïð á�ã�Ü�ã�ê�ä6âJãLè&äXÛ å Ü ÞbÛ ç ã*â�îiÝMâ¹Û¼è�ò=ã  �Ü�ÛÚä¹Û å Ü�â6Ý_Ü�ò è å Ü�è�ã�à=ä�â ï ð á�ã�äXá�ÛÚß�ò â¹ã*è&äXÛ å Üà�ßXã*â¹ã�ÜBäXâ�ä¹á�ã ÝMíÚÞ å ßXÛGäXá�ë æ§å ß� �Ü�ò=Û¼Ü�Þ�äXá�ã ò=ãLè å ë/à å â¹ÛÚä¹Û å Ü¿ä¹ßXã�ã åMæ äXá�ã(Û¼ÜBä¹ã�ß�â¹ã*è&äXÛ å Ü åMæä ü�å à�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ã æ ÝMë/Û¼í¼ÛÚãLâ ï�ð á�ã æ§å é�ßJäXá�âJãLè&ä¹Û å ÜóÞbÛ ç ã*â(Ý�Ü å�ç ã�ísÝMÜ�ò#âJÛ¼ë°à�í¼ã3Ý_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ëæ§å ß�ò=ãLè å ë/à å â¹ÛÚä¹Û å Ü åMæ ä å é�ßXÜ�Ý_ë°ã*Übä�âsäXá�Ý�ä ü ã�éiâJã
Û¼Ü3äXá�ã
ë°ÝMÛÚÜ¿Ý_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë ï}ð á�ã  æ ä¹áà�ÝMßJä å_æ ä¹á�ã±à�Ý_à?ã�ß�ÞbÛ ç ã*â,ä¹á�ã(ò�ÛÚßXã*è�ä¹ã*ò6ÞMß�Ý_à�á¿ò=ãLè å ë/à å â¹ÛÚä¹Û å Ü�Ý_í¼Þ å ßXÛÚä¹á�ë ÛÚäXâ¹ã�í æQï

>
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$½ã�ä

G = (V, E)
îiãóÝ� iÜ�ÛGäXã Ö��&�¹Ù�#��ZÙ�Ö ��� � ��� õ§å ß�â¹ÛÚë°à�í¼þ Ö
������� ��� ù�ü ÛGäXá ç ã�ß¹ä¹ã�ê+�â¹ã�ä

V = V (G)
Ý_Ü�ò ÝMßXè6�»â¹ã�ä

E = E(G) ⊆ V (G) × V (G) ï &·ã�ßXã�Ý�ò=Û¼ÞMß�Ý_à�áýÛ¥âí åBå à�í¼ã*âXâ õ (u, u) /∈ E ù&ï �¸Û ç ã�Ü H ⊂ V
ñ�ä¹á�ã(ò=Û¼ÞMß�Ý_à�á �&��Ö�×�#�Ù�Ö6îBþ

X ⊆ V
Û¥â

G[X ] =
(X, E ∩ (X ×X)) ïsð á�ã±à�ÝMÛÚß (u, v)

Ý % �¦Ó ��ØÚÙ �
��#±Û æ (u, v) ∈ E
Ý_Ü�ò

(v, u) /∈ E
ñ�Ý_ÜÙ�Ö �BÙ/Û æ (u, v) ∈ E

ÝMÜ�ò
(v, u) ∈ E

ñ�Ý_Ü�ò Ý �?Õ����JÙ�Ö �BÙËÛ æ (u, v) /∈ E
ÝMÜ�ò

(v, u) /∈ E ï$½ã�ä
n(G)

ò=ã*Ü å äXã(äXá�ãËÜ�é�ëËîiã*ß å_æsç ã*ßJäXÛ¼è�ã*â å_æ G
ÝMÜ�ò

m(G)
ò=ã�Ü å ä¹ã ä¹á�ã/Ü�é�ë î?ã�ß å_æÝ_ß�è�â õ§ü ÛÚä¹á#ã*ò�ÞMã*â îiã*ÛÚÜ�Þ è å é�ÜBä¹ã*òxä ü Û¥è�ã ù&ï $½ã�ä n

Ý_Ü�ò
m
ò=ã�Ü å ä¹ã�äXá�ã*â¹ã ü á�ã*Ü G

Û¥âé�Ü�ò�ã�ß�âQä åBå ò ï$½ã�ä
N+(v) = {u|(v, u) ∈ E}

Ý_Ü�ò íÚã�ä
N−(v) = {u|(u, v) ∈ E} ï ÿ æ X

Û¥â°Ýë å ò=é�í¼ãMñ ü ã9ë�ÝWþ ü ßXÛÚä¹ã N+(X)
Ý_Ü�ò

N−(X) ï Òýò=Û¼ÞMßXÝMà�á è*Ý_Ü(î?ã,âJä å ß¹ãLò±ÛÚÜ O(n+m)â¹à�ÝMè�ãËé�â¹Û¼Ü�Þ �bÖ�� � #XÙ � #�%
�ZØ �'% �
ß¹ã*à�ßXã*â¹ã�ÜBäXÝ_ä¹Û å Ü 	#"%$ � ö 9�øM� ï ÒÔò=Û¼ÞMß�Ý_à�áxÛ¼â #�Õ
���?Ù�#��ZÙ�Ö�Û æä¹á�ã�ßXã±Û¼âµÜ å à�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û å Ü åMæ V
Û¼Ü�ä ü�å Ü å Ü8�»ã�ë°à=äQþ¿âJã�äXâ ü ÛÚä¹á�Ü å Ý_ß�è�â`î?ã�ä ü ã�ã�Ü¿äXá�ã�ë G�Ýë�Ý�ê=Û¼ë°ÝMí}è å Ü�Ü�ã*è�ä¹ã*òxâJé�î�ÞMß�Ý_à�áxÛ¼â
Ý #�Õ�Ó$��Õ��?Ù ��� ï Ò·Ü × �?Ö��&�¹Ù�#��ZÙ�Ö ��� � ��� õ§å ß±â¹ÛÚë°à�í¼þ����� ��� ù á�ÝMâ`Ü å â¹ÛÚë°à�í¼ã(Ý_ß�è ï Ò ���¹Ù�Ù±Û¥â�Ý�è å Ü�Ü�ã*è�ä¹ãLò6ò=Û¼ßXã*è&äXã*ò¿ÞMß�Ý_à�á6â¹é�è�á¿ä¹á�Ý_ä·ã ç ã*ß¹þç ã*ßJäXã�ê ã�ê�è�ã�à�ä å Ü�ã õ ä¹á�ã �XÕ*Õ�� ù Û¼â±ä¹á�ã å ß¹Û¼ÞMÛ¼Ü åMæ�å Ü�ã�â¹ÛÚë°à�í¼ã�Ý_ß�è ï Ò % ����
�ØÚÙ %�Ù �
Û¼â Ýò=Û¼ÞMß�Ý_à�á6âJé�è�á�ä¹á�Ý_ä

E = ∅
ñ�Ý #�Ø�� � ×�Ù õ�å ß`è å ë°à�í¼ã�äXã¸ò�ÛÚÞbßXÝMà�á ù Û¥â�Ý ò=Û¼ÞMß�Ý_à�á+ñBâ¹é�è�á�äXá�Ý�ä

E = {(u, v)|u 6= v}
ñ,Ý_Ü�ò Ý �ZÕ�× � � ��Ó�Ù����(Û¥â/Ý ò=Û¼ÞMß�Ý_à�á ü á�ã�ßXã6ä¹á�ã*ß¹ã¿Û¼â°Ý âJÛ¼ë°à�í¼ãÝ_ß�è�îiã�ä ü ã*ã�Ü¿ã*ÝMè�á¿à�ÝMÛÚß å_æ%ç ã*ßJäXÛ¼è�ã*â ï ÷ å ß å é�ß�à�é�ßXà å âJãLâ�ñ=Ý¿Ø �&�?Ù���� Õ
�¹ÖbÙ���Û¼â�ÝMÜ¿Ýbè�þ=è�í¼Û¥èä å é�ßXÜ�Ý_ë°ã�ÜBä ï Ò í¼Û¼Ü�ã*ÝMß å ß�ò=ã�ß`á�Ýbâ�ÝËé�Ü�Û �Bé�ã
ä å à å í å ÞbÛ¼è*Ý_ízâ å ßJä ï

��
&� '(���*)� +)� +,.-0/1��23 �45 "-6�

ð á�ã %7%�ÓËÓ�Ù � � � #6Ö
� 8µÙ �¹Ù � #�Ù åMæ ä ü�å â¹ã�ä�â
Û¼â A∆B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) ï°ð ü,å â¹ã�äXâ
X
ÝMÜ�ò

Y
ÕFO�Ù �&Ø!� �6Û æ äXá�ã�þ�Û¼ÜBä¹ã*ßXâ¹ã*è�ä*ñ=î�é=ä�Ü�ã*ÛGäXá�ã�ß`Û¥â`ÝËâ¹é�î�â¹ã�ä å_æ ä¹á�ã å äXá�ã�ß ï}ð á�Ý�ä`Û¥â�ñä¹á�ã�þ å�ç ã�ßXí¼ÝMà�Û æ X \ Y

ñ
X ∩ Y

ñ�ÝMÜ�ò
Y \X

Ý_ßXã
Ý_í¼í½Ü å Ü�ã�ë°à=äQþ ï$½ã�ä
V
îiã°Ý  iÜ�ÛGäXã�âJã�ä¸Ý_Üiò

F
Ý æ ÝMë/Û¼í¼þ õ â¹ã�ä ùµå_æ âJé�îiâJã�äXâ å_æ V ï $+ã�ä Size(F) =∑

F∈F
|F | ï F Û¥â � �¹Ù�Ù �ZØ �:9bÙ¸Û æ ∅ 6∈ F ñ V ∈ F ñ {x} ∈ F æ§å ß±Ý_í¼í x ∈ V

ñ+ÝMÜ�ò æ§å ß±Ý_í¼í
X, Y ∈ F

ñ
X
ÝMÜ�ò

Y
ò å Ü å ä å�ç ã*ß¹í¥Ý_à ï

;.<>=?=A@CBED ��ÙGF �
%�%�Ù3Ö
� � �����_Ó Õ Q � ��Ù %&×�
�%�Ù ���¹Ù�Ø!�
����Õ
� Õ�� � � �XÙXÙ �ZØ �:9bÙ Q���Ó �¦ØH% �'% �
���¹Ù�ÙJI

$½ã�ä(é�â±è�ÝMíÚísä¹á�ã &�ÝMâXâJã�ò=Û¥Ý_ÞbßXÝMë å_æ âJé�è�á#Ý æ Ý_ë°Û¼íÚþ ä¹á�ã æ ÝMë°ÛÚí¼þ � â �&� #�ØG× %���Õ�� ���¹Ù�Ù ïð á�Û¥â�ò�ã� �Ü�ãLâµÝ�àiÝ_ßXã�ÜBäµßXã�í¥Ý�ä¹Û å Ü å Ü�ë°ã�ë î?ã�ß�â åMæ F ñ�Ý_Üiò�Ý_í¼í å�ü â�éiâ·ä å âJà?ã*Ý?� åMæ ä¹á�ã% � 
�Ø��&� ��%`ÝMÜ�ò #�� �¦Ø¼Ö
�¹Ù � å_æ Ý/ë°ã�ë î?ã�ß åMæ F ïð á�ã æ§å í¼í å�ü ÛÚÜ�Þ°Û¥â ü ã*íÚí � �BÜ å�ü Ü �
;.<>=?=A@LKNM Q

F
�'%�� ���¹Ù�Ù��ZØ �:9bÙ3Q��_Ó �¦ØO%6Õ
� ÖbÕ�Ó �
�&�

V
�
�?Ö

X
�'%�� ��Õ
�?Ù�Ó$� �P% %&×�
�%�Ù��Õ Q

V
� ���
��ÖMÕLÙ %"�?Õ
��ÕFO�Ù��&Ø!��� �
�Q%ËÓ�Ù�Ó 
�Ù �
Õ@Q

F R �&��Ù�� X
�'% �/× ����Õ���Õ Q±Õ
��Ù(Õ
�¸Ó°Õ��¹Ù

% � 
�Ø��&� ��%��&�
F S % �&� #�ØG× %���Õ�� ���¹Ù�ÙJI

TVUXWYW[Z5\ $½ã�ä
Y
îiã6ä¹á�ã6íÚãLÝMâJä/è å ë°ë å Ü�Ý_Üiè�ã*âJä å ß åMæ X ï ÿ æ X

Û¥âËÜ å ä°Ý�é�Ü�Û å Ü åMæâ¹ÛÚî�í¼Û¼Ü�Þbâ*ñ?ä¹á�ã*Ü
X æ ÝMÛÚí¥â·ä å è å ÜBäXÝMÛÚÜxâ å ë/ã/è�á�Û¼í¼ò A å_æ Y

ä¹á�Ý_ä¸ÛÚä
ÛÚÜBä¹ã*ßXâ¹ã*è�äXâ ï¸ð á�ã�Ü Yå�ç ã*ß¹í¥Ý_àiâ A
ñ�Ý°è å ÜBäXßXÝbò=Û¼è�ä¹Û å Ü ï �

�



F
Û¥âsÝ % � �¹Õ�� �MØH% ���
� ���&� �PO�Ù Q���Ó �¦ØH% 	#"%& � ��ø6� õ Ý_í¥â å è*Ý_í¼íÚãLò¿ÖbÙ #�Õ_Ó ��Õ	% ��
�ØÚÙ"%�Ù ��Q��_Ó �¦ØO%î�þ�	 ��� á������ ù Û æ �

• V ∈ F
ñ
∅ 6∈ F

ñ�Ý_Ü�ò
∀v ∈ V

ñ
{v} ∈ F

• ∀X, Y ∈ F
ñ·Û æ X

Ý_Ü�ò
Y å�ç ã�ßXí¼ÝMà½ñ,ä¹á�ã*Ü X ∩ Y ∈ F

ñ
X ∪ Y ∈ F

Ý_Ü�ò
X∆Y ∈ F ïÿ Ü(äXá�Û¥â�à�Ý_à?ã�ß ü ã�Ýbâ¹â¹é�ë°ãsäXá�Ý�ä�ä¹á�ã,ã*ë/à�äQþ âJã�ä%Û¥â%Ü å äsÝ�ë°ã�ë î?ã�ß åMæ F ï Ò ë°ã�ë î?ã�ßå_æ Ý à�ÝMßJäXÛGäXÛ ç ã æ ÝMë/Û¼í¼þ F Û¥â`â¹ÝMÛ¼ò�ä å îiã % � �XÕ
� ��Û æ Ü åËå ä¹á�ã*ß,ë°ã*ë î?ã�ß å_æ F å�ç ã*ß¹í¥Ý_àiâsÛÚä*ñå äXá�ã�ß ü Û¥âJã�ÛGä�Û¥â ü ã*Ý?� ï S(F)

Û¥â�ä¹á�ã æ Ý_ë°Û¼íÚþ å_æ âJä¹ß å Ü�Þ/âJã�äXâ å_æ F ï}ð á å é�ÞMá F Û¥â�Ü å ä·Ýä¹ßXã�ã��]í¼Û��Mã æ Ý_ë°ÛÚí¼þMñ S(F)
Û¼â ï $½ã�ä T (F)

ò�ã�Ü å ä¹ã¸ä¹á�ã±Û¼Ü�è�íÚé�â¹Û å Ü6ä¹ßXã�ã å_æ S(F) ï
��� <>W UX<>= B���� F��
	�� R ��
 ��	������+Ù � F 
�Ù � % ���¹Õ
� �_ØO% ����� � �&���POWÙ�Q���Ó �¦ØH% ���?Ö�ØÚÙ��

X
�Ù �����&���ZÙ � � ��Ø �?ÕLÖMÙ¿Õ Q
T (F) � �&� ��#�� �¦ØÚÖ��¹Ù �

S1, S2, ..., Sk

I D ��Ù��
X

�'%�Õ@Q3Õ
��Ù3Õ@Q
� ��ÙEQ�Õ�Ø¦ØÚÕ � �&� � � � Õ �P% ��Ù�%��
• � W[=���� <��J<[\ � Õ
�
Ù6O�Ù �7% I ⊂ {1, . . . k} R %&×�# � � ���
�

1 < |I | < k R ⋃i∈I Si ∈ F

•
TVU"!&=?<[\#� Õ
� Ù�O�Ù��7%

I ⊂ {1, . . . k} R %&×�# � �&���
�
1 < |I | < k R ⋃

i∈I Si 6∈ F

:�þ $½ã*ë°ë°Ý���ñ_äXá�Û¼âsÛÚë°à�í¼ÛÚãLâ�ä¹áiÝ�ä,Ý
â¹ã�äsÛ¥âsÝ
ë°ã�ë î?ã�ß å_æ F ÛGû¿ÛGäsÛ¥âsÝ
Ü å ò=ã åMæ T (F)å ß·Ý/é�Ü�Û å Ü åMæ è�á�Û¼í¥ò=ß¹ã*Ü åMæ Ý°è å ë°à�í¼ã�ä¹ã
Ü å ò=ã±Û¼Ü T (F) ï2 å ä¹Û¥è�ã6ä¹á�Ý_ä Size(F)
è�ÝMÜ î?ã�ã�ê=à å Ü�ã�ÜBäXÛ¼ÝMí,Û¼Ü |V | õ ä¹á�ã�î å�å í¼ã*Ý_Ü æ Ý_ë°ÛÚí¼þ 2V

Û¼âà�ÝMßJäXÛGäXÛ ç ã ù î�é=ä°ä¹á�Ý_ä Size(S(F)) ≤ |V |2 ï ð á�ã�ßXã æ§å ßXã T (F)
Û¥â/Ýxà å í¼þBÜ å ë°Û¼ÝMí��Zâ¹Û 4*ãßXã�à�ßXã*â¹ã�ÜBäXÝ_ä¹Û å Ü å_æ äXá�ã æ Ý_ë°Û¼íÚþ ï

F
Û¥â·Ý � Ù � 9�ØO% ����� � �&���PO�ÙJQ��_Ó �¦ØH%6Û æ �

• V ∈ F
ñ
∅ 6∈ F

ñ�Ý_Ü�ò
∀v ∈ V

ñ
{v} ∈ F

• ∀X, Y ∈ F
ñ�Û æ X Ý_Üiò

Y å�ç ã�ßXí¼ÝMà½ñ_äXá�ã�Ü X ∩ Y ∈ F
ñ
X ∪Y ∈ F

ñ
X \Y ∈ F

ñÝ_Ü�ò
Y \X ∈ F ï

R á�ã*Ü X
ÝMÜ�ò

Y
Ý_ßXã å�ç ã�ßXí¥Ý_à�à�Û¼Ü�Þ¸ë°ã�ë î?ã�ß�â åMæ Ý±âJä¹ß å Ü�ÞMí¼þ(à�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ã æ ÝMë/Û¼í¼þMñbä¹á�ã*Üâ å Û¥â X∆Y

ñ½Ý_Ü�ò�ä¹á�Û¥â¸ë/ã*ë î?ã�ß å�ç ã*ß¹í¥Ý_àiâ X ï(ð á�ã*ß¹ã æ§å ßXãMñ X \ Y = X ∩ (X∆Y )
Û¥âÝ_í¥â å Ý�ë°ã�ëËîiã*ß å_æ äXá�ã æ ÝMë°ÛÚí¼þ ïxö ÛÚë°Û¼í¼ÝMß¹í¼þMñ Y \ X

Û¼âËÛÚÜ�ä¹á�ã æ Ý_ë°ÛÚí¼þ ïxð á�Û¼â ÛÚë°à�í¼Û¼ã*âä¹áiÝ�ä âJä¹ß å Ü�ÞbíÚþ�à�ÝMßJäXÛGäXÛ ç ã æ ÝMë°ÛÚí¼þ�Û¥â(Ý ü ã*Ý?��íÚþ�àiÝ_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ã æ Ý_ë°ÛÚí¼þMñ î�é=ä±äXá�ã�è å Ü ç ã�ß�âJãËÛ¼âÜ å ä�ä¹ßXé�ã ï
��� <>W UX<>= K$� F � 
�	��%��� Ù �

F

�Ù � � Ù��J9_ØH% ���
� ���&� �PO�Ù!Q��_Ó �¦ØO% R ØÚÙ � X


�Ù �
���&���»Ù � � �_Ø
�?ÕLÖMÙ3Õ Q

T (F) R ���?Ö¿ØÚÙ � S1, S2, ..., Sk


�Ù � ��Ù #�� �¦ØÚÖ��¹Ù � Õ Q
X
I D ��Ù �

X
�'%°Õ@Q/Õ��?Ù�Õ@Q

� ��ÙEQ�Õ�Ø¦ØÚÕ � �&� � � � �¹Ù�Ù �&% ��Ù %��
• � W[=���� <��J<[\ � Õ
�
Ù6O�Ù �7% I ⊂ {1, . . . k} R %&×�# � � ���
�

1 < |I | < k R ⋃i∈I Si ∈ F

•
TVU"!&=?<[\#� Õ
� Ù�O�Ù��7%

I ⊂ {1, . . . k} R %&×�# � �&���
�
1 < |I | < k R ⋃

i∈I Si 6∈ F

•
;&!(' <>@*U>\ D ��Ù��XÙ Ù�)��'% � %"�
� Õ��¹ÖMÙ � �&� �6Õ Q

{1, 2, ..., k}
%&×�#�� �&���
� � Q

I ⊂ {1, . . . k}�
�?Ö
1 < |I | < k R � ��Ù � ⋃

i∈I Si ∈ F
� 8 � ��ÙËÓ°Ù�Ó 
XÙ ��%ËÕ Q

I
�
�¹Ù #�Õ
��%�Ù�#�× � �PO�Ù

�&� �&��ÙËÕ��¹ÖMÙ � �&� � I
" å Ü ç ã�ß�âJã*íÚþbñ�îBþ $½ã*ë/ë�Ý���ñMÛ æ F Û¼â9Ý ü ãLÝ�� àiÝ_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ã æ Ý_ë°Û¼íÚþbñ Y ⊆ V

Û¼âsÝ(ë/ã*ë î?ã�ß
å_æ F ÛÚûýÛÚä(Û¥â(ã�ÛÚä¹á�ã�ß Ý�Ü å ò=ã åMæ T (F)

ñ+äXá�ã�é�Ü�Û å Ü åMæ Ý�â¹ã�ä åMæ è�á�ÛÚí¥ò=ßXã�Ü#è�á�Û¼í¼ò�ß¹ã*Ü åMæÝ�è å ë/à�íÚã�ä¹ã�Ü å ò=ã å_æ T (F)
ñ å ß
ä¹á�ã�é�Ü�Û å Ü å_æ Ý¿è å Ü�â¹ã*è�é=ä¹Û ç ã�â¹ã�ä å_æ è�á�Û¼í¼ò�ß¹ã*ÜxÛ¼Ü ä¹á�ãå ß�ò=ã*ß¹Û¼Ü�Þ å_æ Ý°í¼Û¼Ü�ã*ÝMß�Ü å ò�ã ï

�



��
�� ���X� )*�����[)�� ��-6�
Ò H � %����&×�# �C× �¹Ù 	 DE��-?9bÝ<��Û¥â3ÝóäXß¹Û¼à�í¼ã

G = (V, E, k)
ñ ü á�ã*ß¹ã V

Û¥â3Ý  iÜ�ÛGäXã ç ã�ß¹ä¹ã�ê+�â¹ã�ä*ñ
k ∈ N

ñ�Ý_Ü�ò
E : V × V 7→ {1, . . . k}

Û¼â(Ý�#�Õ_ØÚÕ
� �&� � æ é�Ü�è&äXÛ å Ü ï Ò �<�ZâQäXß¹é�è�ä¹é�ßXãÛ¥â %7%�ÓËÓ�Ù���� � #¿Û æ E(x, y) = E(y, x) ï 2 å ä¹Û¥è�ã�äXá�Ý�ä æ§å ß k = 2
Ý �<�ZâJä¹ßXé�è&äXé�ß¹ã¿Û¥â�Ýò=Û¼ÞMß�Ý_à�á+ñbÝ_Üiò�Ý(â¹þBë°ë°ã�äXß¹Û¥è$�F�»âJä¹ßXé�è&äXé�ßXã�Û¼â�Ý±ÞMß�Ý_à�á ü á�ã�Ü å Ü�ã å_æ äXá�ã�è å í å ß9è�í¼Ýbâ¹â¹ã*âsÛ¼âÛ¼ÜbäXã�ßXà�ßXã�ä¹ãLò Ýbâ+äXá�ã`ã*ò=Þbã*â�Ý_Üiò(äXá�ã å ä¹á�ã�ß}ÝMâ ä¹á�ã�Ü å Ü8�»ã*ò�ÞMã*â ï ÷�é�ßJäXá�ã�ßXë å ßXãMñ_Ý�í å�å à�íÚãLâ¹âë é�íGäXÛÚÞbßXÝMà�á

G = (V, E) ü á�ã�ßXã E
Û¼â�Ý(ëËé�íGäXÛ¼â¹ã�ä å_æ à�ÝMÛÚß�â åMæ½ç ã*ßJäXÛ¼è�ã*âsë�ÝWþ°î?ã�â¹ã�ã�Ü6ÝMâÝ �<�ZâQäXß¹é�è�ä¹é�ßXã

G = (V, E′, k)
ñ ü á�ã�ßXã E′

è å é�ÜBäXâ,ä¹á�ã
Ü�é�ëËîiã*ß åMæ ã*ò�ÞMã*â�î?ã�ä ü ã�ã*Ü�ä ü�åç ã*ßJäXÛ¼è�ã*â`Ý_Üiò k
Û¥â`ä¹á�ã±ë�Ý_ê�Û¼ë é�ë å_æ E ï

M ⊆ V
Û¼â·Ý¿Ó�Õ*Ö_×=ØÚÙ åMæ Ý �F�»âJä¹ßXé�è&äXé�ßXã (V, E, k)

Û æ ÛÚä·Û¥â�Ü å Ü�ã�ë°à=äQþ3ÝMÜ�ò
∀x, y ∈M ∀z /∈M E(x, z) = E(y, z) and E(z, x) = E(z, y)

ÿ Ü å äXá�ã�ß ü,å ßXò�â*ñ Ý�ë å ò=é�í¼ã�Û¥â Ý �F�»âJä¹ßXé�è&äXé�ßXã/Û¥â Ý�â¹ã�ä
X åMæ�ç ã�ß¹ä¹Û¥è�ãLâ
ä¹áiÝ�ä á�Ý ç ãÝ�é�Ü�Û æ§å ßXë ßXã�í¥Ý�äXÛ å Ü�â¹á�ÛÚàxä å ã*ÝMè�á z ∈ V \ X ï3ð á�ã � � �PO � ��Ø,Ó°ÕLÖ�×=Ø¼Ù %±Ý_ßXã

V
Ý_Ü�ò ÛÚäXâ

å Ü�ã6�»ã�í¼ã�ë°ã�ÜBä õ â¹ÛÚÜ�ÞMí¼ã�ä å Ü ù âJé�î�âJã�äXâ ï
��� <>W UX<>=
	 ����
���� 
 �
D ��ÙËÓ�Õ*Ö_×=ØÚÙ % Õ@Q�� H�� % ���&×�#��]× �¹ÙJQ�Õ
�&Ó � � Ù��J9_ØH% ���
� ���&� �PO�Ù%Q���Ó �¦ØH% ID ��ÙËÓ�Õ*Ö_×=ØÚÙ % Õ@Q�� %7%�ÓËÓ�Ù � � � #NH�� % ���&×�#��]× �¹Ù Q�Õ��&Ó � % � �¹Õ�� �MØH%"���
� ���&� �PO�Ù%Q���Ó �¦ØH% I
ð á�ã�ë å ò=é�í¥Ý_ß/ò=ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü åMæ Ý �F�»âJä¹ßXé�è�ä¹é�ßXã

H
Û¼â(ä¹á�ã�äXß¹ã*ã

T (H)
ÞMÛ ç ã�Üóî�þð á�ã å ßXã�ë >·Ý_Ü�ò ð á�ã å ß¹ã*ë � å ß ð á�ã å ßXã�ë øMñ�ò=ã*àiã*Ü�ò=Û¼Ü�Þ å Ü ü á�ã�äXá�ã�ß H

Û¼â%â¹þBë°ë°ã�äXß¹Û¥è ïÿ æ X Û¥â9Ý±Ü å Ü�ã�ë°à=äQþ�â¹é�î�â¹ã�ä åMæ V ñ�Ý_Ü�ò H
Û¼â�Ý �<�ZâJä¹ßXé�è&äXé�ß¹ãbñMí¼ã�ä

H [X ]
ò=ã�Ü å ä¹ãµä¹á�ãâ¹é�î�âJä¹ßXé�è&äXé�ß¹ã
Û¼Ü�ò=é�è�ã*ò¿î�þ

X
ñ�äXá�Ý�ä·Û¥â�ñ

X
ÝMÜ�ò�äXá�ã(è å í å ß¹Û¼Ü�Þ å_æ X ×X

ÞbÛ ç ã�Ü¿î�þ H ïÿ æ X Ý_Üiò
Y
Ý_ßXã`ò=Û¼â � å Û¼ÜBä}ë å ò=é�íÚãLâ å_æ H ñ�ä¹á�ã�Ü°Ý_í¼í=ë/ã*ë î?ã�ß�â å_æ X×Y

ÝMß¹ã`è å í å ß¹ãLòü ÛÚä¹á�äXá�ãµâXÝ_ë°ãµè å í å ß*ñBÝ_Ü�ò�ÝMíÚíië°ã�ë î?ã�ß�â åMæ Y ×X
ÝMß¹ã·è å í å ßXã*ò ü ÛÚä¹á°ä¹á�ã�âXÝ_ë°ãµè å í å ß ïÿ æ P Û¼âËÝ�à�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û å Ü åMæ V ü á�ã�ßXã�ã ç ã�ßXþ à�ÝMßJäXÛGäXÛ å Ü#è�í¥ÝMâXâ(Û¥â Ý�ë å ò=é�í¼ãMñ%ä¹á�ã � ×�Õ�� ��Ù ���Û¼Ü�ò=é�è�ã*ò�î�þ

P
Û¥âµä¹á�ã �F�»âJä¹ßXé�è�ä¹é�ßXã ü ÛGäXá�ä¹á�ã ë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ P ÝMâ ç ã�ß¹ä¹Û¥è�ãLâ�ñ?Ý_Ü�ò ü á�ã*ß¹ãæ§å ß X, Y ∈ P
ñ�äXá�ã(è å í å ß å_æ (X, Y )

Û¼â�ä¹á�ã(è å í å ß å_æ ä¹á�ã±ãLò=ÞMãLâ å_æ X × Y
ÛÚÜ

H ï$½ã�ä
M
îiã Ý�Ü å ò=ã å_æ T (H)

Ý_Ü�ò í¼ã�ä�$½ã�ä
M1 . . .Mk

î?ã�ÛÚäXâ6è�á�ÛÚí¥ò=ßXã�Ü ïìö Û¼Ü�è�ã
{M1, M2, ..., Mk}

Û¼âËÝ�à�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û å Ü åMæ äXá�ã ç ã�ß¹ä¹Û¥è�ãLâ å_æ H [M ] ü á�ã�ßXã�ã ç ã�ßXþ à�ÝMßJä(Û¥â Ýë å ò=é�í¼ãMñ�ÛÚäµò=ã� iÜ�ã*â�Ý �Bé å ä¹Û¼ã�ÜBä å Ü H [M ] ï $½ã�ä�é�â·è�ÝMíÚí�äXá�Û¥â M S % � ×�Õ
����Ù ��� �&� T (H) ïÒ �<�ZâQäXß¹é�è�ä¹é�ßXã Û¥â � � �¦Ó�Ù�Û æ ÛÚä¿á�Ýbâ å Ü�í¼þ ä¹ßXÛ ç Û¥Ý_í
ë å ò=é�í¼ã*â ï ÿ ä�Û¼â�Ý c
� #�Ø�� � ×�Ù¿Û æ

E(x, y) = c æ§å ß�ÝMíÚí x Ý_Ü�ò y ï ÿ äµÛ¥âµÝ (c, c′)
� å ß�ò=ã�ß·Û æ E(x, y) ∈ {c, c′} æ§å ßµÝMíÚí x Ý_Üiò

y
ñ�Ý_Ü�ò6äXá�ã±ß¹ã*í¼Ý_ä¹Û å Ü xRy

ÛÚû
E(x, y) = c

Û¥â�ÝËä å äXÝ_í å ß�ò=ã�ß ï
TVUXW � W�� ! � ! W '0B ����
���� 
 � � Ù��

M

XÙ � % ���¹Õ
� ��Ó�Õ*Ö_×=ØÚÙ/Õ Q � H�� % � �&×�# �]× �¹Ù

G
I

•
M Q

M
�'% � � �¦Ó°Ù � ��Ù � ×�Õ�� ��Ù ���`Õ Q M

�'% �"� � �¦Ó°ÙNH � %����&×�# �C× �¹Ù I
•
M Q

M
�'%�#�Õ_Ó ��ØÚÙ��ZÙ R �&��Ù��XÙËÙ�) �'%�� % c

%&×�# � �&���
� � ��Ù � ×�Õ
����Ù�����Õ Q M
�'% �

c
� #�Ø � � ×�Ù I

•
M Q

M
�'%µØ �&�?Ù���� � ��Ù �¹Ù±Ù�)��'% � %

c
�
�?Ö

c′
%&×�# � � ���
��� ��Ù � ×�Õ�� ��Ù ���sÕ Q M

�'% �
(c, c′)

�Õ
�¹ÖbÙ���I
$½ã�äµé�â·âXÝWþ�äXá�Ý�ä¸Ý�Ü å ò=ã±Û¥â c

� #�Õ�Ó$�?Ø¼Ù��ZÙ�Û æ ÛGä�â$�Bé å ä¹Û¼ã�ÜBä·Û¼â�Ý c
�Zè�í¼Û �Bé�ãbñ�Ý_Ü�ò

(c, c′)
�Ø �&��Ù ���,Û æ ÛGä�â �Bé å äXÛÚã*Übä·Û¥â�Ý (c, c′)

� å ß�ò=ã�ß ï

�



��
�� ����� ��4"����� - ��� 2 ��� �  ")� ��.���#/ �� "!#�����$���

ð á�ã±ë å ò=é�í¼ã*â åMæ ÝËÞbßXÝMà�á�Ý_ßXã å î=ä�Ý_Û¼Ü�ã*ò¿î�þ�äXß¹ãLÝ�ä¹Û¼Ü�Þ°ÛÚä�ÝMâ�Ý �F�»âJä¹ßXé�è&äXé�ßXã å Ü V ü ÛGäXáä ü�å è å í å ß�â�ñ å Ü�ã æ§å ß�ãLò=ÞMãLâ�Ý_Ü�ò å Ü�ã æ§å ß�Ü å Ü8�»ã*ò=Þbã*â ï ð á�ã¿à�ß å àiã*ßJäXÛÚãLâ åMæ ë å ò=é�í¼ã*âÝ_à�à�íÚþ6ä å ÞMß�Ý_à�á�âµÝMâµÝ3âJà?ã*è�Û¼ÝMí è�ÝbâJã ï :,þ� sß å à å â¹ÛGäXÛ å Ü#øMñiÛ æ M
Û¥â�Ý�Ý�í¼Û¼Ü�ã*ÝMßµÜ å ò=ã åMæ

T (G)
ñzä¹á�ã�Ü ÛGä�â �bé å ä¹Û¼ã�ÜBä±Û¥â¸Ý3ä å äXÝMí å ß�ò=ã�ßLñzÝ_Ü�òxÛ æ ÛGä±Û¥â±Ý6è å ë°à�í¼ã�äXã/Ü å ò�ã åMæ T (G)

ñä¹á�ã�Ü�ÛGä�â �Bé å äXÛÚã*ÜBä`Û¥â·Ý°è�í¼Û'�bé�ã å ß·Ý°âQä�Ý_î�í¼ã±âJã�ä ï Òìè å ë°à�íÚã�ä¹ã
Ü å ò=ã±Û¥â�Ý %�Ù � ��Ù�%��?ÕLÖMÙ`Û æÛÚäXâ �Bé å ä¹Û¼ã�ÜBä�Û¼â·Ý°è�íÚÛ'�Bé�ã±Ý_Ü�ò�Ý ��������Ø¦Ø¼Ù�Ø �?ÕLÖMÙ`Û æ ÛGä�â��bé å ä¹Û¼ã�ÜBä·Û¥â�Ý°âQä�Ý_î�í¼ã(âJã�ä ï2 å ä¹Û¥è�ãËä¹á�Ý_ä(Ý6ò=Û¼ÞMß�Ý_à�á á�Ýbâ¸Ý_ä¸ë å âQä 2n − 1
âJä¹ß å Ü�Þ6ë å ò=é�íÚãLâ�ñ ü á�Û¼í¼ã äXá�ã�ßXã�è�Ý_Üî?ã

2n
ò�ÛGû�ã�ßXã�ÜBä·ë å ò=é�í¼ã*â�Û¼Ü¿Ý�ò�ÛÚÞbßXÝMà�á õ e.g.

Ý�âJäXÝMî�í¼ã
â¹ã�ä ù&ïÒ ç ã�ß¹ä¹ã�ê v
#�× � %,Ýµâ¹ã�ä

S ⊂ V
Û æ v /∈ S

ÝMÜ�ò
S
Û¼â Ü å ä�Ý�ë å ò�é�íÚã å_æ G[S∪{v}] ï ð á�ãç ã*ßJäXÛ¼è�ã*â9ä¹á�Ý_ä·è�é=ä S

ÝMß¹ã�ÛGä�â�#�× ���ZÙ�� � %�Ù � ï M
Û¥â�ÝËë å ò�é�íÚã
Û æ ÝMÜ�ò å Ü�íÚþ�Û æ ÛÚäXâ�è�é=äJäXã�ß �»â¹ã�äÛ¥â`ã�ë°à=äQþ ï

	 È�ÉËÊ �`Ì��6��Ð9Ê Ñ�Í(É.Í�

�ËÊ Ì%Í(É��G��� � �(Ì+Ê Ñ&Ê Ñ��G��� ��Ê�� � � Ñ���Ñ
���
$½ã�ä

V
î?ãËÝ3âJã�ä�Ý_Ü�ò

Fa

ñ
Fb

î?ã(ä ü�å à�ÝMßJäXÛGäXÛ ç ã æ Ý_ë°Û¼íÚÛ¼ã*â å Ü V ï·ð á�ã �&���»Ù ��%�Ù # ����Õ
� åMæ
Fa

Ý_Ü�ò
Fb

Û¥â
F = Fa ∩Fb

ñBäXá�ã æ Ý_ë°Û¼íÚþ åMæ â¹ã�ä�âsäXá�Ý�ä�Ý_ßXã·ë°ã�ë î?ã�ß�â åMæ î å ä¹á æ ÝMë/Û¼í¼ÛÚãLâ ï
;.<>=?=A@ 	 D ��Ù��&���»Ù ��%�Ù�#�����Õ
�óÕ Q � � Õ % � �XÕ
� �MØH% ���
� ���&� �PO�Ù%Q���Ó �¦Ø ��Ù % �'% � %����¹Õ�� �MØH%"����� �
���&� �PO�ÙJQ��_Ó �¦ØO% I
TVUXWYW[Z5\ $+ã�ä

Fa

ÝMÜ�ò
Fb

î?ã�äXá�ã�ä ü�åóæ Ý_ë°Û¼íÚÛ¼ã*â ï ÿ æ X
Ý_Ü�ò

Y
ÝMß¹ã å�ç ã�ßXí¼ÝMà�à�Û¼Ü�Þë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ Fa ∩ Fb

ñ%ä¹á�ã*þóÝMß¹ã�ë°ã*ë î?ã�ß�â å_æ Fa

ñsâ å X ∪ Y
ñ
X ∩ Y

ñ}Ý_Ü�ò
X∆YÝ_ßXã ë°ã*ë î?ã�ß�â åMæ Fa ï
ð á�ã/âXÝ_ë°ã Û¥âµä¹ßXé�ã åMæ Fb

ñ½â å X ∪ Y
ñ
X ∩ Y

ñzÝMÜ�ò
X∆Y

ÝMß¹ãë°ã�ëËîiã*ßXâ åMæ Fa ∩ Fb ï �ð á�Û¥â�âJé�ÞbÞMãLâQä�â6Ýýî�Û¼Ü�Ý_ßXþ å à?ã�ß�Ý�ä å ß å Ü;ò=ãLè å ë/à å â¹ÛÚä¹Û å Ü äXß¹ã*ã*â å�ç ã*ß6ò å ë°ÝMÛÚÜ V ï�¸Û ç ã�Ü
ä ü�å ò=ãLè å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü¸ä¹ßXã�ã*â Ta

ÝMÜ�ò
Tb å_æ âJä¹ß å Ü�ÞbíÚþµà�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ã æ ÝMë/Û¼í¼ÛÚãLâ å Ü(ò å ë�Ý_Û¼Ü

V
ñ¸í¼ã�ä

Ta ∧ Tb

ò=ã*Ü å äXã äXá�ãóà�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ãxä¹ßXã�ã å_æ F(Ta) ∩ F(Tb)
ñ ü á�Û¼è�á)ã�ê=Û¥âQä�â6î�þ$½ã*ë°ë°Ý > ïÿ Ü�äXá�Û¥â�âJãLè&ä¹Û å Ü+ñ ü ã¸ÞMÛ ç ã�ÝMÜ6ÝMíÚÞ å ßXÛGäXá�ë æ§å ß�è å ë/à�é=ä¹Û¼Ü�Þ Ta ∧ Tb

ã�5�è�Û¼ã�ÜBä¹í¼þMñ�ÞMÛ ç ã*Üà�ÝMßJäXÛGäXÛ ç ã�ä¹ßXã�ãLâ Ta

Ý_Ü�ò
Tb å Üóä¹á�ã¿â¹ÝMë°ã3ò å ë�ÝMÛÚÜ V ï ÿ Üóä¹á�ã6ß¹ãLâQä åMæ ä¹á�Û¥âËâ¹ã*è�ä¹Û å Ü½ñí¼ã�ä

Fa

ÝMÜ�ò
Fb

ò=ã�Ü å ä¹ã/ä¹á�ã/àiÝ_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ã æ Ý_ë°ÛÚí¼Û¼ã*â
ßXã�à�ßXã*â¹ã�ÜBä¹ãLò�î�þ Ta

ÝMÜ�ò
Tb

ñ+ÝMÜ�ò í¼ã�ä
I = Fa ∩ Fb ï�¸Û ç ã�Ü�Ý�à�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ã
äXß¹ã*ã T

ñ�í¼ã�ä
F(T )

î?ã±ä¹á�ãËà�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ãËâJã�ä æ Ý_ë°Û¼íÚþ6ä¹á�Ý_ä�ÛÚä�ßXã�à�ßXã6�â¹ã�ÜBäXâ ï $+ã�ä S(T )
ò�ã�Ü å ä¹ã�äXá�ãµâJä¹ß å Ü�Þ±ë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ ä¹áiÝ�ä æ ÝMë/Û¼í¼þ ï}ð á�Ý�ä,Û¼â*ñ S(T )

Û¥â � éiâQää¹á�ã(âJã�ä å_æ Ü å ò�ã*â å_æ T ïÿ æ S ⊂ V
Û¥â±Ý¿é�Ü�Û å Ü å_æ�å Ü�ã å ß
ë å ßXã°âJÛ¼î�í¼ÛÚÜ�ÞBâ
ÛÚÜ Ta

ñ½äXá�ã�Ü í¼ã�ä
Pa(S)

î?ãËäXá�ã�Û¼ßà�ÝMß¹ã*Übä ï Pa(S)
Û¼â
äXá�ã3â¹ë�Ý_í¼íÚãLâQä Ü å ò�ã å_æ Ta

äXá�Ý�ä/è å ÜBä�Ý_Û¼Ü�â S
ÝMâ(Ý�à�ß å àiã*ß(âJé�î�âJã�ä ï$½ã�ä

Pb(S)
î?ã(ò=ã  �Ü�ã*ò¿Û¼Ü¿ä¹á�ã(âXÝ_ë°ã ü ÝWþ å Ü Tb ï�¸Û ç ã�Ü/Ý_Ü°Ý_ßXî�ÛÚä¹ß�Ý_ßXþ
â¹ã�ä æ ÝMë°ÛÚí¼þ S å_æ âJé�îiâJã�äXâ å_æ ò å ë�ÝMÛÚÜ V

ñMí¼ã�ä�äXá�ã ÕFO�Ù��&Ø � � ���������

O(S)
ò�ã�Ü å ä¹ãËä¹á�ã°ÞMß�Ý_à�á ü á å â¹ã ç ã�ß¹ä¹Û¥è�ãLâ�ÝMß¹ã ä¹á�ã°ë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ S ÝMÜ�ò ü á å âJãËã*ò=Þbã*âÝ_ßXã
ä¹á�ã(à�Ý_Û¼ß�â

{(A, B)|A
Ý_Ü�ò

B
ÝMß¹ã å�ç ã�ßXí¼ÝMà�à�Û¼Ü�Þ°ë°ã�ë î?ã�ß�â åMæ S} ï·ð á�ã è å Ü�Ü�ã*è&äXã*òè å ë°à å Ü�ã�ÜBäXâ åMæ O(S)

Ý_ßXã,�BÜ å�ü Ü¿Ýbâ�ä¹á�ã3Õ�OWÙ �&Ø!� � #�Õ�Ó$��Õ
�?Ù ��� % ï
;.<>=?=A@�� M Q

C
�'% �
� Õ�OWÙ �&Ø!��� #�Õ�Ó$��Õ��?Ù ���,Õ@Q

S
���?Ö

X
�'% � %�Ù���� �����,ÕFO�Ù �&Ø!� � % ⋃

C R� ��Ù �
X
ÕFO�Ù �&Ø!� � % %�Õ_Ó°Ù

S ∈ C
I

TVUXWYW[Z5\ ö ÛÚÜiè�ã X å�ç ã*ß¹í¥Ý_à�â ⋃ C ñbÛGäsÛ¥â}Ü å ä9è å Übä�Ý_Û¼Ü�ã*ò/Û¼Ü°ÝMÜ�þ(ë°ã�ë î?ã�ß å_æ C ï}ö é�à�à å âJã
X å�ç ã*ß¹í¥Ý_à�â�Ü å ë°ã*ë î?ã�ß åMæ C ï $+ã�ä {A,B}

î?ã±ä¹á�ã(à�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û å Ü åMæ ë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ C ä¹á�Ý_ä

�



Ý_ßXã�ò=Û¥â � å ÛÚÜBä æ ß å ë X
ÝMÜ�ò#è å Übä�Ý_Û¼Ü�ã*òóÛ¼Ü X

ñ�ßXã*â¹àiãLè&ä¹Û ç ã*íÚþ ï�ö ÛÚÜiè�ã X å�ç ã�ßXí¼ÝMà�â ⋃
C
ñã*Ýbè�á å_æ A Ý_Üiò

B
Û¥â Ü å Ü�ã*ë/à�äQþ ï 2 å ë°ã�ë î?ã�ß å_æ A å�ç ã*ß¹í¥Ý_àiâ(Ý_Ü�þóë°ã�ë î?ã�ß åMæ B ñè å ÜBä¹ß�ÝMò=Û¥è&äXÛÚÜ�ÞËä¹á�ã(ÝMâXâJé�ë°à=äXÛ å Ü3äXá�Ý�ä C Û¥â·ÝMÜ å�ç ã�ßXí¼ÝMà3è å ë/à å Ü�ã�ÜBä ï ��¸Û ç ã�ÜËâQäXß å Ü�ÞMí¼þ
à�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û ç ã9ä¹ßXã�ã*â Ta

Ý_Üiò
Tb

ñMíÚã�ä
O(Ta, Tb) = {

⋃
C|C

Û¥â�Ý_Ü å�ç ã�ßXí¥Ý_àè å ë°à å Ü�ã�ÜBä åMæ S(Ta) ∪ S(Tb)} ï V
Ý_Ü�òwÛGä�â¿â¹Û¼Ü�ÞMí¼ã�ä å Ü â¹é�î�â¹ã�ä�â6ÝMß¹ã�ë°ã*ë î?ã�ß�â åMæ

O(Ta, Tb) ï :�þ
$½ã*ë°ë°Ý �iñ½Ü å ë°ã�ëËîiã*ßXâ åMæ O(Ta, Tb) å�ç ã*ß¹í¥Ý_à½ñzâ å ÛGä(Û¥â±Ý¿ä¹ßXã�ã��]í¼Û �bãæ Ý_ë°Û¼íÚþbñ=Ý_Ü�ò3Ü å Ü å ò=ãLâ å_æ Ta å ß Tb å�ç ã�ßXí¥Ý_à�Ý(ë°ã*ë î?ã�ß å_æ O(Ta, Tb) ï 2 å ë°ã�ëËîiã*ß åMæ
I å�ç ã*ß¹í¥Ý_à�â,Ý/Ü å ò=ã å_æ Ta å ß å_æ Tb

ñ�â å î�þ $+ã�ë°ë�Ý �iñ=Ü å ë°ã�ë î?ã�ß åMæ I å�ç ã*ß¹í¥Ý_à�â�Ý_Ü�þë°ã�ëËîiã*ß
O(Ta, Tb) ïsð á�Û¥â`ÞMÛ ç ã*â�äXá�ã æ§å í¼í å�ü ÛÚÜ�Þ/î�þ $½ã*ë°ë°Ý � �

;.<>=?=A@�� � OWÙ �7% �?ÕLÖMÙxÕ Q
Ta

���?Ö
Tb R

���?Ö�Ù�OWÙ �7%óÓ°Ù�Ó 
XÙ ��Õ Q
I R �'% �ó× ����Õ
� Õ@Q

% � 
�Ø��&� ��%��&� �&� #�ØV× % ��Õ
� � �XÙXÙËÕ Q
O(Ta, Tb)

I

$½ã�ä
A = {S|S ∈ O(Ta, Tb)

Ý_Üiò
S
Û¥â±Ý6Ü å ò=ã åMæ Ta å ß Pa(S)

Û¥â¸Ü å ä±à�ßXÛÚë°ã/ÛÚÜ
Ta}.

$+ã�ä
B
îiã¿ò=ã� �Ü�ã*ò#Ý_ÜiÝ_í å Þ å é�â¹íÚþ å Ü Tb ï ÿ æ Ta

Ý_Ü�ò
Tb

ÝMß¹ã�âJä¹ß å Ü�ÞMí¼þ à�ÝMßJäXÛGäXÛ ç ãä¹ßXã�ãLâ�ñ�äXá�ã�Ü�í¼ã�ä
U(Ta, Tb) = A ∩ B ï$½ã�ä

RU

îiãóäXá�ã æ§å í¼í å�ü Û¼Ü�Þ ß¹ã*í¼Ý_ä¹Û å Ü å Ü)ë°ã�ë î?ã�ß�â å_æ U(Ta, Tb)
� æ§å ß X, Y ∈

U(Ta, Tb)
ñ

XRUY
ÛGû

Pa(X) = Pa(Y )
ñ

Pb(X) = Pb(Y )
ñ,ÝMÜ�òýÜ�ã�ÛÚä¹á�ã*ß å_æ ä¹á�ãLâJãÜ å ò=ãLâ`Û¼â�à�ß¹Û¼ë°ã ï",í¼ã*Ý_ßXí¼þMñ

RU

Û¼â�Ý_Ü�ã �bé�Û ç Ý_í¼ã�Üiè�ã(ßXã�í¥Ý�äXÛ å Ü ï $+ã�ä S(Ta, Tb) = U(Ta, Tb) ∪ {
⋃
D|DÛ¥â�Ý_Ü�ã �Bé�Û ç Ý_í¼ã�Ü�è�ã
è�í¼Ýbâ¹â�Û¼Ü RU} ï

��� <>W UX<>= � M Q
Ta

���?Ö
Tb

���¹Ù � ��Ù ÖMÙ�#�Õ�Ó$��Õ
%��&����Õ
� � �XÙXÙ�%
Õ@Q %����¹Õ�� �MØH% ����� � �&���POWÙJQ���Ó �
�¦Ø ��Ù�% R �&��Ù�� S(Ta, Tb)

�'% � ��Ù�%�Ù���Õ Q ��Õ*ÖbÙ % Õ Q
T (I)

I

TVUXWYW[Z5\ ö é�à�à å â¹ã X ∈ O(Ta, Tb)
Û¼â�Ý°ë/ã*ë î?ã�ß å_æ I ï�ð á�ã�Ü�ÛÚäµë éiâQä·î?ãËÝ°Ü å ò=ã åMæ

Ta å ß¸Ý�é�Ü�Û å Ü å_æ è�á�Û¼í¥ò=ß¹ã*Ü å_æ Ý6ò=ã�Þbã�Ü�ã*ßXÝ_ä¹ã±Ü å ò=ã/Û¼Ü Ta

ñ?á�ã�Ü�è�ãMñ�î�þ $+ã�ë°ë�Ý ��ÛGä¸Û¼âÝ°ë°ã�ëËîiã*ß å_æ A ï·ö Û¼ë°ÛÚí¥Ý_ßXí¼þMñ�ÛÚä�Û¥â·Ý�ë°ã�ëËîiã*ß å_æ B ñ�â å ÛÚä�Û¥â·Ý�ë°ã*ë î?ã�ß åMæ A ∩ B ï Xå�ç ã*ß¹í¥Ý_àiâ ü ÛÚä¹á�Ü å ë°ã�ëËîiã*ß å_æ I ñ�á�ã*Ü�è�ã
ÛÚä·Û¼âµÝËÜ å ò�ã åMæ TI ïÿ æ X ∈ I Û¼â�Ý±Ü å ò=ã å_æ Ta å ß åMæ Tb

ñBä¹á�ã�Ü½ñ=â¹ÛÚÜ�è�ã
X å�ç ã�ßXí¼ÝMà�â�Ü å å ä¹á�ã*ß9Ü å ò=ã å_æ Taå ß Tb

ÛÚä}Û¼â%äXá�ã·â å íÚã`ë°ã�ëËîiã*ß å_æ ÛGä�â�ã �Bé�Û ç ÝMíÚã*Ü�è�ã�è�í¼Ýbâ¹â*ñ�á�ã�Üiè�ã·Ý¸ë°ã�ë î?ã�ß åMæ O(Ta, Tb) ïÒ·Ü�þ°ë°ã�ëËîiã*ß
Z åMæ I ä¹áiÝ�ä,Û¥â,Ü å ä,Ý ë°ã�ë î?ã�ß å_æ O(Ta, Tb)

ëËé�âQä�îiã¸Ý±é�Ü�Û å Ü å_æ ë å ßXãä¹áiÝ_Ü å Ü�ã�ÝMÜ�ò æ ã ü ã*ß�ä¹á�ÝMÜ�Ý_í¼í�è�á�Û¼í¼ò=ßXã�Ü å_æ â å ë°ã`ò�ã�ÞMã*Ü�ã�ß�Ý�äXã`Ü å ò=ã Ya

ÛÚÜ
Ta

Ý_Ü�òËë å ßXãä¹áiÝ_Ü å Ü�ã°Ý_Ü�ò æ ã ü ã�ß¸ä¹áiÝ_ÜxÝMíÚí}è�á�Û¼í¥ò=ß¹ã*Ü åMæ â å ë°ã/ò�ã�ÞMã*Ü�ã�ß�Ý�äXã Ü å ò=ã Yb

ÛÚÜ
Tb

ñzá�ã*Ü�è�ãä¹á�ã�é�Ü�Û å Ü å_æ â å ë°ã¸âJé�î æ Ý_ë°ÛÚí¼þ å_æ äXá�ã¸ã �Bé�Û ç ÝMíÚã*Ü�è�ã¸è�í¥ÝMâXâ åMæ RY

è å ß¹ßXã*â¹à å Ü�ò=Û¼Ü�Þ±ä å YaÝ_Üiò
Yb ï D ç ã�ßXþ3é�Ü�Û å Ü å_æ ë/ã*ë î?ã�ß�â å_æ äXá�Û¼â·ã �Bé�Û ç ÝMíÚã*Ü�è�ã(è�í¼Ýbâ¹â·Û¼â·Ý°ë°ã*ë î?ã�ß åMæ I ñiâ åÛ æ Z
Û¥â¸Ý�Ü å ò=ã å_æ T (I)

ñ�ÛÚä¸ëËé�âQä
î?ã ë éiâQä
îiãËä¹á�ã é�Ü�Û å Ü å_æ äXá�ãËã*ÜBä¹Û¼ß¹ãËã �Bé�Û ç ÝMíÚã*Ü�è�ãè�í¥ÝMâXâ`ä å Ý çMå Û¥ò å�ç ã�ßXí¥Ý_à�à�Û¼Ü�Þ å äXá�ã�ß�âJé�è�á�é�Ü�Û å Ü�â ï`ð á�Û¥â·Û¥â·Ý_í¥â å âJé85�è�ÛÚã*Übä �9Û æ Z
Û¼â·ä¹á�ãé�Ü�Û å Ü åMæ ä¹á�ã6ã�ÜBä¹Û¼ß¹ã�ã �Bé�Û ç ÝMíÚã*Ü�è�ã3è�í¼Ýbâ¹â*ñ%Ü å ë°ã�ëËîiã*ß å_æ I å�ç ã�ßXí¼ÝMà�â Ya å ß Yb

ñ}ÝMÜ�òä¹á�ã�ßXã æ§å ßXã
Ü å ë°ã�ë î?ã�ß åMæ I å�ç ã�ßXí¼ÝMà�â Z
ñ=á�ã*Ü�è�ã

Z
Û¥â·Ý/Ü å ò=ã å_æ T (I) ï �

R ã¸Ü å�ü ò=ãLâ¹è�ß¹Û¼îiã(â å ë°ã
î�ÝbâJÛ¥è
Ý_í¼Þ å ßXÛÚä¹á�ë°Û¥è·ä åBå í¼â ï
;.<>=?=A@���� �PO�Ù � � ���¹Ù�Ù��ZØ �:9bÙ,Q���Ó �¦ØH%

F R �&� � � 9MÙ�% O(Size(F))
���¦Ó°Ù �ZÕ #�Õ
��% � �&×�# �

�&� % �&� #�ØG× %���Õ�� ���¹Ù�ÙJI
TVUXWYW[Z5\ ÿ æ V Û¼âsä¹á�ãµò å ë�Ý_Û¼Ü½ñ Size(F) = Ω(|V |)

ñ�âJÛ¼Ü�è�ã
V ∈ F ï�ö�å ßJä9ä¹á�ã·ë°ã*ë î?ã�ß�âå_æ F î�þ�â¹Û 4*ã ï}ð á�Û¥âsä�Ý��MãLâ O(Size(F))

ä¹Û¼ë/ã ü á�ã*Ü3é�â¹ÛÚÜ�Þ ß�ÝMò=ÛÚê�â å ßJäLñBâ¹ÛÚÜiè�ã�ä¹á�ã
âJÛ�4�ãLâÝ_ßXã(Û¼Ü�ä¹á�ã ß�Ý_Ü�Þbã*â æ ß å ë ø±ä å |V | 	#"%$ � ö 9�ø6� ïµð á�ã*Ü½ñ�è�ßXã*Ý�äXã Ý�í¼Û¼âJä*ñ æ§å ßµã*Ýbè�á x ∈ V
ñ

å_æ äXá�ã�ë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ F äXá�Ý�äËè å ÜBäXÝMÛÚÜ x
ñ}ÛÚÜ�Ýbâ¹è�ã�Ü�ò=Û¼Ü�Þ å ßXò=ã*ß å_æ â¹Û 4*ã ï�ð á�Û¥â è�ÝMÜ#îiãÝMè*è å ë/à�íÚÛ¥âJá�ã*ò�î�þ ç Û¥â¹ÛGäXÛÚÜ�Þ6ã*Ýbè�á Y ∈ F
ÛÚÜ ò�ã*âXè�ã�Üiò=ÛÚÜ�Þ å ß�ò=ã*ß å_æ â¹Û�4�ãMñ�Ý_Üiò æ§å ß�ã*Ýbè�á

x ∈ Y
ñ?ÛÚÜiâJã*ßJäXÛÚÜ�Þ�Ý�à å ÛÚÜBä¹ã*ß·ä å Y

ä å äXá�ã æ ß å ÜBä åMæ x
� âµíÚÛ¥âJä ï·ð á�Û¥â�ä�Ý��MãLâ O(Size(F))

�



ä¹Û¼ë°ã ï)ð á�ã�Ü½ñ ç Û¼â¹ÛÚä�ã*ÝMè�á ë°ã�ëËîiã*ß x å_æ V
ñ`à�é�äJä¹Û¼Ü�Þ�Ýóà�ÝMß¹ã*ÜBä°à å Û¼ÜBä¹ã*ß æ ß å ë ã*Ýbè�áë°ã�ëËîiã*ß å_æ x

� â�í¼Û¼âJä·ä å ÛGä�âµâ¹é�è�è�ã*âXâ å ß�Û¼Ü x
� â�í¼Û¼âJäµÛ æ ä¹á�ã*ß¹ã±Û¥âJÜ � ä�ÝMíÚßXã*Ýbò=þ å Ü�ãMñiÝbâ�ä¹á�ãLâJãÝ_ßXã¸ä¹á�ã(è�áiÝ_Û¼Ü åMæ Ý_Üiè�ã*âJä å ßXâ åMæ {x} ï �2 ã�ê�ä*ñ_è å Ü�â¹Û¼ò=ã*ß ÒµíÚÞ å ßXÛGäXá�ë8ø ü á�Û¥è�á(Û¼â ÞMÛ ç ã*Ü±ÛÚÜ 	 ö à�Û�- ���»ñ_Ý_Ü�ò ü á�Û¼è�á ü ãsßXã�à�ß å ò=é�è�ãá�ã*ß¹ã æ§å ß`è å ë/à�íÚã�ä¹ã�Ü�ã*âXâ ï �¸Û ç ã�Ü¿Ý_Ü�Û¼Ü�è�íÚé�â¹Û å Ü�äXß¹ã*ã å Ü6ÝËò å ë�Ý_Û¼Ü V

Ý_Üiò3Ý_Ü6Ý_ßXî�ÛGäXßXÝMß¹þ
X ⊆ V

ñWÛÚä  iÜ�ò�â+ä¹á�ã,ë°Ý_ê=ÛÚë�Ý_íbë°ã�ë î?ã�ß�â å_æ F ä¹á�Ý_ä%Ý_ßXã9â¹é�î�â¹ã�ä�â å_æ X ï ð á�ã�Ý_í¼Þ å ßXÛÚä¹á�ëßXé�Ü�â`Û¼Ü
O(|X |)

ä¹Û¼ë°ãMñ ü ÛÚä¹á�í¼ÛÚÜ�ã*Ý_ß �]ä¹Û¼ë/ã
Û¼Ü�ÛÚä¹Û¥Ý_í¼Û 4LÝ�ä¹Û å Üiâ`àiã*ß æ§å ß¹ë°ã*ò å Üiè�ã ï
� ' ��� � �sÒµÜ�ÛÚÜ�è�íÚéiâJÛ å Ü6ä¹ßXã�ã T å Ü V

Ý_Ü�ò¿Ý_Ü�Ý_ßXî�ÛÚä¹ß�Ý_ßXþ�âJé�îiâJã�ä
X åMæ V� � ����� � � ð á�ã
ë�Ý�ê=Û¼ë°ÝMízÜ å ò=ã*â N1, . . . Nk å_æ T

â¹é�è�á¿ä¹á�Ý_ä
Ni ⊂ X� <�� !('

Z WQUX< @	� � ØÚÙ�� Q
N = {x}

Õ Q
T R x ∈ X 
 Wë�Ý_ß��

N< ' 
Z WQUX< @	� � �?ÕLÖMÙ
N
Õ@Q

T
%�×�#�� � ����� ��Ø¦Ø �&� %�# � �¦ØÚÖ
�XÙ��

S1, . . . Sk

�
�XÙ±Ó �
�59bÙXÖ 
 W� Ü�ë°ÝMß �
S1, . . . Skë�Ý_ß��

N< ' 
< ' 
Ò·í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë ø � � Ý_ß��3äXá�ãËë�Ý_ê�Û¼ë�Ý_í Ü å ò=ã*â å_æ Ý_Ü ÛÚÜ�è�íÚéiâJÛ å Ü�äXß¹ã*ã(ä¹áiÝ�ä¸ÝMß¹ãËâJé�îiâJã�äXâ åMæ
X ⊆ V

$½ã�äsÝ_Ü/ÛÚÜ�è�íÚéiâJÛ å ÜËä¹ßXã�ã`î?ã"�&���&� � �_Ø �
�LÙ�Ö�Û æ ã*Ýbè�áËÜ å ò�ã`è*Ý_ßXß¹Û¼ã*â%Ý¸à�Ý_ßXã�ÜBä�à å ÛÚÜBäXã�ßLñMÝ¸íÚÛ¥âQäå_æ à å Û¼ÜBä¹ã�ß�â�ä å ÛGä�â,è�á�ÛÚí¥ò=ßXã�Ü½ñBÝ_Ü�Û¼Ü�ÛGäXÛ¼ÝMíÚÛ�4�ãLò  �ã�í¥ò æ§å ß,ë�Ý_ß��BÛ¼Ü�ÞiñMÝ±ßXã*è å ßXò åMæ á å�ü ë�Ý_Ü�þè�á�Û¼í¼ò�ß¹ã*ÜxÛÚä(á�ÝMâ*ñ+ÝMÜ�òóÝ_Ü ÛÚÜ�ÛÚä¹Û¥Ý_í¼Û�4�ã*ò  �ã*í¼ò æ§å ß±ßXã*è å ß�ò=Û¼Ü�Þ6á å�ü ë�Ý_Ü�þ åMæ ÛÚäXâ(è�á�Û¼í¥ò=ß¹ã*ÜÝ_ßXã
ë�Ý_ß��Mã*ò ï%ð á�ã±Ü�ã�ê�ä·íÚã*ë°ë°Ý æ§å íÚí å�ü â`ã*ÝbâJÛ¼íÚþ æ ß å ë Ò·í¼Þ å ßXÛÚä¹á�ë ø ï
;.<>=?=A@�� ��� � � � H � � �POWÙ � �
� �&���&� � �_Ø �
�LÙ�Ö �&� #�ØV× % ��Õ
� � �¹Ù�Ù�Õ@Q � � �¹Ù�Ù �ZØ �:9bÙ %�Ù�� Q��_Ó �¦ØO%
F
Õ
� ÖMÕ�Ó �
�&�

V
�
��Ö � %�Ù��

X ⊆ V R �&� � � 9MÙ�% O(|X |)
���¦Ó°Ù �ZÕ�� �?Ö �&��Ù3Ó ��) �¦Ó ��ØÓ�Ù�Ó 
�Ù���% Õ Q

F
� ���
���
�XÙ %&×�
�%�Ù � %±Õ@Q

X R �
��Ö � ��Ù � �¹Ù �&���&��� ��Ø �
�LÙ � ��Ù � �¹Ù�Ù I
� W UXW �(�&@*U��0B � �POWÙ � �&��Ù�ÖMÙ�#�Õ�Ó$��Õ	% �&� ��Õ�� ���¹Ù�Ù�Õ Q � % � �XÕ
� �MØH%������ � �&���POWÙ!Q���Ó �¦ØH%

F
Õ
�ÖMÕ_Ó ���&�

V
�
��Ö

X ⊆ V R �&� ���J9bÙ % O(|X |)
���¦Ó°Ù �»Õ3ÖMÙ �»Ù �&Ó �&��Ù � ��Ù �&��Ù�� X ∈ F

I

TVUXWYW[Z5\
X
Û¥â Ý�ë°ã�ëËîiã*ß åMæ F ÛGû ÛÚäËÛ¥â Ý�Ü å ò=ã å_æ ä¹á�ã6ò=ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å ÜóäXß¹ã*ã å ßËÝé�Ü�Û å Ü å_æ è�á�Û¼í¼ò=ßXã�Ü å_æ Ý3è å ë°à�í¼ã�ä¹ã Ü å ò=ã ï :,þ $½ã*ë°ë°Ý���ñ ü ãËë°ÝWþ  �Ü�ò�ä¹á�ãËë°Ý_ê=ÛÚë�Ý_íÜ å ò=ãLâ å_æ äXá�ã ò=ãLè å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü�ä¹ßXã�ã
äXá�Ý�ä
Ý_ßXã(âJé�îiâJã�äXâ åMæ X

ñiÝMÜ�ò ç ã�ßXÛ æ þ3äXá�Ý�äµÛ æ ä¹á�ã�ßXãÛ¥â`ë å ß¹ã¸äXá�Ý_Ü å Ü�ã åMæ äXá�ã�ë�ñ=äXá�ã�þ¿âJáiÝ_ßXã¸Ý°è å ë°à�íÚã�ä¹ã±à�ÝMß¹ã*ÜBä ï �

��� <>W UX<>= � ��� � � � � � � �PO�Ù�� � %�Ù��JQ��_Ó �¦ØO%
S
Õ
�)ÖMÕ�Ó �
�&�

V R �&� � � 9MÙ�%
O(|V | +

Size(S))
���¦Ó°Ù �ZÕ�� ��Ö � ��Ù/ÕFO�Ù��&Ø!��� #XÕ_Ó ��Õ
��Ù���� %(Õ Q

S
I

ð á�ã�Ý_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë¿ñ ü á�Û¼è�á°Û¥â}âQäXßXÝMÛÚÞbáBä æ§å ß ü Ý_ß�ò
ä å Û¼ë°à�íÚã*ë°ã�ÜBä*ñ� �Ü�ò�â�äXá�ã·è å ë°à å Ü�ã�ÜBäXâü ÛÚä¹á å é=ä°Ýbè&äXé�Ý_í¼íÚþóè å ë°à�é=ä¹Û¼Ü�Þ ä¹á�ã å�ç ã*ß¹í¥Ý_àóÞMß�Ý_à�á ï ÷%Û¼Ü�ò=Û¼Ü�Þ äXá�ã3é�Ü�Û å Ü åMæ ã*ÝMè�á åMæä¹á�ã*â¹ã
è å ë°à å Ü�ã*Übä�â�é�âJÛ¼Ü�Þ�Ý_Ü¿Û¼Ü�ÛGäXÛ¼ÝMíÚÛ�4�ãLò3î å�å í¼ã*ÝMÜ6Ý_ßXß�ÝWþ åMæ â¹Û 4*ã |V | ÞMÛ ç ã*â O(Ta, Tb) ïð á�ã æ§å í¼í å�ü ÛÚÜ�Þ°Û¥â�ä¹á�ã±ë�ÝMÛÚÜ�ßXã*â¹é�íGä åMæ ä¹á�Û¼â·â¹ã*è�ä¹Û å Ü ï
��� <>W UX<>= ��� �POWÙ �xÖbÙ #�Õ_Ó ��Õ	% �&����Õ
� � �¹Ù�Ù�%

Ta

�
��Ö
Tb

Õ Q"% ���¹Õ
� �_ØO%$���
� ���&���POWÙEQ���Ó �¦Ø ��Ù�%Õ
� ÖbÕ�Ó �
�&�
V R �&� ���J9bÙ % O(Size(S(Fa)) + Size(S(Fb)))

� �¦Ó�Ù �ZÕ�� ��Ö
T (I) = Ta ∧

Tb

I

-



TVUXWYW[Z5\ :�þ ð á�ã å ß¹ã*ë �=ñiä¹á�ã î å é�Ü�ò�Û¥â å î�â¹ã�ß ç ãLò æ§å ß� �Ü�ò�ÛÚÜ�Þ3ä¹á�ã å�ç ã*ß¹í¥Ý_à�è å ë/à å �Ü�ã*Übä�â åMæ äXá�ã Ü å ò�ã*â S(Fa) ∪ S(Fb) å_æ Ta

Ý_Ü�ò
Tb ï·ð á�ã(é�Ü�Û å Ü å_æ ã*Ýbè�á�è å ë°à å Ü�ã*ÜBäÛ¥â(ã*ÝbâJÛ¼í¼þ æ§å é�Ü�ò ü ÛÚä¹á�Û¼Üóä¹á�ã6î å é�Ü�òóé�â¹Û¼Ü�Þ Ý�î å�å í¼ã*Ý_Ü#ÝMß¹ß�ÝWþ å_æ â¹Û 4*ã O(|V |)

äXá�Ý�ä Û¥âÛ¼Ü�ÛGäXÛ¼ÝMíÚÛ�4�ãLò å Ü�è�ãbñ�Ý_Ü�ò3íÚã æ ä`Û¼Ü6ÝMÜ3Û¼Ü�ÛÚä¹Û¥Ý_í¼Û 4*ã*ò3âJäXÝ_ä¹ã±Ý æ äXã�ß�ã*Ýbè�á3é�Ü�Û å Ü å à?ã�ß�Ý�äXÛ å Ü ï%ð á�Û¼âÞMÛ ç ãLâ O(Ta, Tb) ï :�þ $½ã*ë°ë°Ý,��ñ ü ã�ë°ÝWþ  iÜ�ò±äXá�ã`ÛÚÜ�è�íÚéiâJÛ å Ü ä¹ßXã�ã å_æ O(Ta, Tb) ü ÛGäXá�Û¼Üä¹á�ã±î å é�Ü�ò ï:�þ
" å ß å í¼í¼ÝMß¹þ øMñzÒ·í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë�øËè�ÝMÜ î?ãËéiâJãLò�ä å ä¹ãLâQä
ã*Ýbè�á Ü å ò=ã/Û¼Ü�ä¹á�Û¼â�ä¹ßXã�ã æ§å ßë°ã�ëËîiã*ßXâ¹á�Û¼à Û¼Ü
A
Ý_Ü�ò æ§å ß±ë°ã*ë îiã*ßXâ¹á�Û¼àóÛÚÜ B Û¼ÜxäXÛÚë°ã�í¼Û¼Ü�ã*ÝMß±ÛÚÜ Size(O(Ta, Tb))

ñ
ü á�Û¥è�á6ÞbÛ ç ã*â U(Ta, Tb) ï

R ã ë�ÝWþ äXá�ã�Ü;Ü�é�ë î?ã�ß3ä¹á�ã ë°ã�ë î?ã�ß�â åMæ U(Ta, Tb) æ ß å ë�ø�ä å O(n) ï ÒµíÚÞ å �ßXÛGäXá�ë�ø/è*Ý_Ü�äXá�ã�Üxîiã°é�â¹ã*ò�ä å  �Ü�ò
Pa(X)

ÝMÜ�ò
Pb(X) æ§å ß¸ã*ÝMè�á X ∈ U(Ta, Tb)

Û¼Ü
O(Size(U(Ta, Tb))

ä¹Û¼ë/ã ïsð á�ã±Ü�é�ë î?ã�ß�í¥Ý_î?ã�í¥â å_æ Pa(X)
ÝMÜ�ò

Pb(X)
ÞbÛ ç ã¸Ý°àiÝ_ÛÚß åMæÛ¼ÜbäXã�Þbã�ß�â�ñbã*ÝMè�á æ ß å ë ø�ä å O(n)

G=ß�ÝMò=ÛÚê/â å ß¹ä¹Û¼Ü�Þ±äXá�ã·ë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ U(Ta, Tb)
ÝMè�è å ß�ò=Û¼Ü�Þä å äXá�Û¥â°ÜBé�ë î?ã�ß�à�ÝMÛÚß�ÞbÛ ç ã*âËä¹á�ã�ã �Bé�Û ç ÝMíÚã*Ü�è�ã�è�í¼Ýbâ¹â¹ã*â åMæ RU ïwð á�ã�é�Ü�Û å Ü åMæ ã*Ýbè�áã �Bé�Û ç Ý_í¼ã�Ü�è�ã±è�í¥ÝMâXâ�è�Ý_Ü�î?ã æ§å é�Üiò6Û¼Ü�íÚÛ¼Ü�ãLÝ_ß`ä¹Û¼ë°ã(é�â¹ÛÚÜ�Þ°ÝMÜ�ÛÚÜ�ÛÚä¹Û¥Ý_í¼Û�4�ã*ò¿î å�å í¼ã*Ý_Ü�Ý_ßXß�ÝWþå_æ â¹Û 4*ã O(|V |) ï �

� � Í�Î¿Ï �
�±Ì Î ��Ð�Í ���xÍG� Ñ�Ê Ñ�Í É Í�
ýÊ Í(Ï6Ì%É � � ��ÉËÊ �
ÒIQ�� #��ZÕ
� �
� �&� � ��Ù �&Ó/× � ��� ��Õ��

σ åMæ Ý±ÞMß�Ý_à�á G
Û¥â,Ý±í¼Û¼Ü�ã*ÝMß å ß�ò=ã�ßXÛ¼Ü�Þ å_æ V (G)

â¹é�è�á°ä¹áiÝ�äã ç ã�ßXþxâJä¹ß å Ü�Þ�ë å ò=é�í¼ã åMæ G
Û¼â/Ý æ ÝMè�ä å ß õ Û¼ÜBä¹ã*ß ç Ý_í ù
åMæ σ ï ÒµÜ�ã�ëËîiãLò�ò=Û¼Ü�Þ åMæ T (G)ÞMÛ ç ãLâ°Ý æ Ýbè&ä å ßXÛ 4*ÛÚÜ�Þ à?ã�ßXë é=ä�Ý�ä¹Û å Ü+ñ � é�âJä�î�þ�ß¹ãLÝMò=Û¼Ü�ÞxÛGä�â�íÚãLÝ ç ãLâ æ ß å ë í¼ã æ ä�ä å ß¹Û¼ÞMáBä ï" å Ü ç ã�ß�âJã*íÚþbñK"�Ý_à?ã�í¼íÚãbñK&µÝMî�Û¼î�Ý_Ü�ò � å ÜbäXÞ å í� �ã*ß 	�"%&�ò � 9 ��� ÞbÛ ç ã(Ý_Ü O(n + m)

ÝMíÚÞ å �ßXÛGäXá�ë æ§å ß`ßXã�ä¹ßXÛ¼ã ç ÛÚÜ�Þ T (G)
ñ�ÞMÛ ç ã�Ü6Ý æ Ýbè&ä å ß¹Û�4�Û¼Ü�ÞËàiã*ß¹ëËé=äXÝ_ä¹Û å Ü ï}ð á�ã
Ý_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë äXá�Ý�äü ã(ÞMÛ ç ã(Û¼Ü�äXá�Û¼â¸â¹ã*è&äXÛ å Ü æ§å ß$ �Ü�ò=Û¼Ü�Þ3ä¹á�ãËë å ò=é�í¼ÝMß�ò=ãLè å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü å_æ Ý°ä å é�ßXÜ�ÝMë/ã*ÜBäò å ã*âËâ å îBþóè å ë°à�é=ä¹Û¼Ü�Þ Ý æ ÝMè&ä å ßXÛ 4*ÛÚÜ�Þ�àiã*ß¹ëËé=äXÝ_ä¹Û å Ü�Ý_Üiò ä¹á�ã*Ü�ë�Ý���ÛÚÜ�Þ�é�â¹ã å_æ ä¹á�Û¼âßXã*â¹é�íGä ï$½ã�ä,âXÝWþ(ä¹áiÝ�ä�Ý æ ÝMè&ä å ßXÛ 4*ÛÚÜ�Þ±àiã*ß¹ëËé=äXÝ_ä¹Û å Ü�Û¥â ��Ù�� Q�Ù�# �iÛ æ Ý_í¼í�ë å ò=é�í¼ã*â å_æ G ñbÜ å ä � éiâQää¹á�ã(âQäXß å Ü�ÞËë å ò=é�í¼ã*â*ñ�ÝMß¹ã¸ÛÚÜBäXã�ß ç ÝMí¼â`Û¼Ü¿ä¹á�ã å ßXò�ã�ßXÛÚÜ�Þ ïÒ æ Ýbè&ä å ßXÛ 4*ÛÚÜ�Þ�à?ã�ßXë é�äXÝ�äXÛ å Ü�ã�ê=Û¥âQä�â æ§å ß ã ç ã�ßXþxÞbßXÝMà�á½ñ%î�é=ä°Ý�ßXã �Bé�Û¼ß¹ã*ë/ã*ÜBä æ§å ß/Ýà?ã�ß æ ã*è&ä æ Ýbè&ä å ßXÛ 4*ÛÚÜ�Þ à?ã�ßXë é=ä�Ý�ä¹Û å Ü ä å ã�ê�Û¥âJä°Û¥â/ä¹áiÝ�ä�Ý_í¼í�Ü å ò=ã*â åMæ äXá�ã�ë å ò�é�í¼ÝMß�ò=ã6�è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü�î?ã�à�ßXÛÚë°ã å ß/íÚÛ¼Ü�ã*ÝMß ï ÒµíÚí�ä å é�ßXÜ�Ý_ë°ã*Übä�âËÝbò=ë°ÛGä�Ý àiã*ß æ ãLè&ä æ ÝMè�ä å ßXÛ�4�Û¼Ü�Þà?ã�ßXë é=ä�Ý�ä¹Û å Ü ï°ð á�ã æ ÝMè&ä å ßXÛ 4*ÛÚÜ�Þ6à?ã�ßXë é=ä�Ý�äXÛ å Ü è å ë°à�é=äXã*ò î�þ�ä¹á�ã�ÝMíÚÞ å ßXÛGäXá�ë åMæ ä¹á�Û¼ââ¹ã*è&äXÛ å Ü6Û¥â·Ý/à?ã�ß æ ã*è&ä å Ü�ãMñ�Ý æ Ýbè&ä�ä¹áiÝ�ä ü ã¸ë�Ý?�Mã
é�â¹ã åMæ Û¼Ü�ÝËí¥Ý�äXã�ß·â¹ã*è�ä¹Û å Ü ïð á�ã°Ý_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë é�â¹ã*â�Õ��¹ÖMÙ �¹Ù�Ö ���
� ���&� ��Õ����¹Ù � �?Ù�Ó�Ù����µÝ_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë 	  ð ����� ï ÒµÜ Õ�� �ÖMÙ �¹Ù�Ö ���
� ���&� ��Õ�� Û¥â¸Ý�í¼Û¼âJä
P åMæ Ü å Ü8�»ã�ë°à=äQþ�ÝMÜ�ò�à�ÝMÛÚß ü Û¼â¹ã6�Zò=Û¥â � å ÛÚÜBäµâ¹é�î�â¹ã�ä�â õ #�Ø!�
%�%�Ù�% ùå_æ Ý°âJã�ä V

ñ ü á å âJã
é�Ü�Û å Ü6Û¥â V
ñ ü ÛÚä¹á�Ý/ä å äXÝMí å ß�ò=ã�ß å Ü3äXá�ã(è�í¥ÝMâXâJãLâ ïÒ�ä`ã*ÝMè�á6âQäXã�à½ñ=é�à6ä å ä¹á�ß¹ã*ã�Ü�ã ü è�í¥ÝMâXâ¹ã*â�Ý_ßXã�â¹é�î�âJä¹ÛÚä¹é=äXã*ò æ§å ß�Ý_Ü å í¥ò å Ü�ã ï Dsë°à=äQþè�í¥ÝMâXâ¹ã*â`Ý_ßXã
Ü å ä�Û¼Ü�âJã*ßJäXã*ò ï

� W U UX<�� � ' < � � WQZ � � < @�� �[W U !(� � =�\ ð á�ã/è å ß¹ßXã*è�ä¹Ü�ãLâ¹â åMæ äXá�Û¥â�ÝMíÚÞ å ßXÛGäXá�ë�Û¥âµÝ�è å Ü8�â¹ã �Bé�ã�Üiè�ã å_æ ä¹á�ã æ§å íÚí å�ü ÛÚÜ�ÞËäXá�ßXã�ã
ÛÚÜ ç Ý_ßXÛ¥Ý_ÜBäXâ �
� '���@*U !&@�' � B � Õ�� ��Ø¦Ø

0 ≤ i ≤ n R Pi

�'% �
��Õ
�XÖMÙ �¹Ù�Ö ���
� ���&� ��Õ���Õ Q
V

����O �&� � �
�`ØÚÙ��	% �
i
%��&� �_Ø¼Ù��ZÕ
� #�Ø!�
%�%�Ù�%�I

� '���@*U !&@�' � K �+Ù �
i

�Ù �&��Ù #�× � �¹Ù ��� % �ZÙ ���
��Ö

C
�
�Q% #�Ø �	%�%ËÕ Q

Pi

���FO �&� �6Ó�Õ
�¹Ù � ���
�Õ
��Ù O�Ù � �»Ù�)>I
•
M Q

C
�'% �?Õ�� � ��Ù6ØÚÙ Q��]Ó°Õ
%���#�Ø!�	%�%6Õ@Q

Pi R
�&��Ù�� �&��Ù #�Ø!�
% %6Õ�� � ��Ù6ØÚÙ Q��(Õ Q

C
�'% �

%��&� �_Ø¼Ù��ZÕ
� #�Ø!�
%�%
{vj} R j < i

I � × � �&��Ù��&Ó�Õ
�XÙ R C ⊂ N+(vj)
I

ø�9



� ' ��� � �sÒ)ä å é�ßXÜ�ÝMë/ã*ÜBä G = (V, E)� � ����� � �sÒ)àiã*ß æ ãLè&ä æ Ýbè&ä å ß¹Û�4�Û¼Ü�Þ°à?ã�ßXë é=ä�Ý�ä¹Û å Ü Pn å_æ G� <�� !('
$+ã�ä

v1 . . . vn

î?ã(Ý_Ü�þ å ßXò=ã*ß¹Û¼Ü�Þ å_æ V
P0 ← {V }Z WQU

i ������� ��� � n 
 W$½ã�ä
C
î?ã
ä¹á�ã(è�í¥ÝMâXâ åMæ Pi−1

â¹é�è�á3äXá�Ý�ä
vi ∈ C

Pi = Pi−1 ü á�ã�ßXã C
Û¼â�ßXã�à�í¥ÝMè�ã*ò�î�þ

C ∩N−(vi) ] {vi} ]C ∩N+(vi)< ' 
< ' 
 ÒµíÚÞ å ßXÛGäXá�ë � ��Ò à?ã�ß æ ã*è�ä æ ÝMè�ä å ßXÛ�4�Û¼Ü�ÞËà?ã�ßXë é�äXÝ�äXÛ å Ü Pn å_æ G

•
M Q

C
�'% ��Õ
� �&��Ù � ���	� �]Ó°Õ
%���#�Ø!�	%�% Õ Q

Pi R
� ��Ù � � ��Ù #�Ø �	%�% Õ
� � ��Ù � ��� � ��Õ@Q

C
�'%��

%��&� �_Ø¼Ù��ZÕ
� #�Ø!�
%�%
{vk} R k < i

I � × � � ��Ù �&Ó°Õ��¹Ù R C ⊂ N−(vk)
I

� '���@*U !&@�' � 	 � Õ�� ��Ø¦Ø
0 ≤ i ≤ n R � ��Ù����
� ��� ��Ø%Õ��¹ÖMÙ � Pi

���	% ��Ø �&�?Ù��
� Ù�) �»Ù ��% ��Õ�� �&���
�
�'% �"��Ù�� Q�Ù�# � Q�� #��ZÕ
� �
� �&� � ��Ù �&ÓË× ���
����Õ
� I
ÿ Ü ç Ý_ßXÛ¼ÝMÜbä >¿Û¼â(ã �Bé�Û ç ÝMíÚã*ÜBä±ä å ä¹á�ã æ§å í¼í å�ü Û¼Ü�Þ � ü á�ã*Ü�ã ç ã�ß M

Û¼â(Ý¿ë å ò=é�í¼ã å_æ ä¹á�ãä å é�ßXÜ�Ý_ë°ã�ÜBäLñ�ä¹á�ã�ë°ã*ë î?ã�ß�â å_æ Pi

ä¹áiÝ�äsÛ¼ÜbäXã�ß�âJãLè&ä
M
ÝMß¹ã�è å Ü�â¹ã*è�é=ä¹Û ç ã�ÛÚÜ/äXá�ã å ß�ò=ã�ßXÛ¼Ü�Þå Ü Pi

ñ�ÝMÜ�ò å Ü�í¼þ�ä¹á�ã  �ßXâJä·Ý_Ü�ò¿í¥ÝMâJä å_æ äXá�ã*â¹ã(è�ÝMÜ å�ç ã�ßXí¼ÝMà ü ÛÚä¹á M ïð á�ã�à�ß å�å_æ?å_æ ä¹á�ã  ißXâJä}ä ü,å Û¼Ü ç Ý_ßXÛ¼ÝMÜbä�â%Û¼â9ã*ÝMâ¹þ ï $½ã�äsé�âsà�ß å�ç ã,ä¹á�ã�ä¹á�Û¼ß�ò ï%ð ßXÛ ç Û¥Ý_í¼íÚþ
P0
è*Ý_Ü�î?ãËã�ê�ä¹ã�Üiò=ã*ò�ä å Ý3àiã*ß æ ãLè&ä æ ÝMè�ä å ßXÛ�4�Û¼Ü�Þ�à?ã�ßXë é=ä�Ý�ä¹Û å Ü ï $+ã�ä
é�â�â¹é�à�à å â¹ã(äXá�Ý�ä

Pi−1
ÝMí¼â å è*Ý_Ü ï $+ã�ä M

î?ã¸ÝËë å ò�é�íÚã ï9ö Û¼Ü�è�ã Pi

ò=ÛÚû�ã�ß�â æ ß å ë Pi−1 å Ü�í¼þ�Û¼Ü3äXá�ã¸è�í¼Ýbâ¹â
C
ä¹á�Ý_äµè å Übä�Ý_Û¼Ü�â vi

ñ�ÛÚä·Û¼â·è�íÚãLÝ_ß�äXá�Ý�ä å é�ß·à�ß å�å_æ ò=ã*ÝMí¼â å Ü�í¼þ ü ÛÚä¹á C ∈ Pi−1 ï $½ã�ä Caî?ã
C ∩N−(vi)

ÝMÜ�ò
Cb

îiã
C ∩N+(vi) ïsð á�ã�ßXã±Ý_ßXã�äXá�ßXã�ã±è�ÝbâJãLâ �ø ï ÿ æ C ⊆M

ñ�ä¹á�ã�Ü¿ä¹á�ã±Û¼Ü ç Ý_ßXÛ¼ÝMÜbä`Û¥â�âQäXÛÚí¼í�ä¹ßXé�ã æ§å ß M
Ü å ë°Ý_äJäXã�ß�á å�ü C

Û¼â�â¹à�í¼ÛGä ï
� ï ÿ æ M ⊂ C

ñ=äXá�ã�Ü
•
ÿ æ vi ∈ M

ñ�ä¹á�ã*Ü
M
è�Ý_Ü å�ç ã�ßXí¼ÝMà å Ü�í¼þ�ä¹á�ã(ä ü�å è�í¥ÝMâXâJãLâ Ca

Ý_Ü�ò
Cb

ñ?ÝMÜ�òè å ÜBäXÝ_Û¼Ü�â�äXá�ã(è�í¥ÝMâXâ {vi}
î?ã�ä ü ã�ã*Ü3äXá�ã�ë�ñ?â å ä¹á�ã±Û¼Ü ç Ý_ßXÛ¼ÝMÜbä�Û¥â�ä¹ßXé�ã ï

•
ÿ æ vi /∈M

ä¹á�ã�Ü½ñ�â¹ÛÚÜiè�ã
M
Û¼â�ÝËë å ò=é�íÚãbñ M ⊆ Ca å ß M ⊆ Cb

ò=ã�à?ã�Ü�ò�ÛÚÜ�Þ
å Ü ü á�ã�ä¹á�ã*ß M ⊆ N+(vi) å ß M ⊆ N−(vi) ï

> ï ÿ æ M å�ç ã*ß¹í¥Ý_àiâ C
ñbä¹á�ã�Ü

M
ÛÚÜBäXã�ß�âJãLè&äXâ�ã*ÛGäXá�ã�ß9ä¹á�ã�è�í¥ÝMâXâ å Ü°äXá�ã·í¼ã æ ä åMæ C ñ å ßsä¹á�ãè�í¥ÝMâXâ å Ü¿ÛGä�â·ßXÛÚÞbábä ï Ò�è�è å ß�ò=ÛÚÜ�ÞËä å ÿ Ü ç ÝMß¹Û¥Ý_ÜBä �=ñ=äXá�Û¥â·è�í¥ÝMâXâ`Û¼âµÝ�âJÛ¼Ü�ÞMí¼ã�ä å Ü�è�í¥ÝMâXâ�ñâ¹ÝWþ

{w} ï ö é�à�à å â¹ã ü ÛGäXá å é=ä±í å âXâ åMæ ÞMã*Ü�ã�ß�Ý_í¼ÛÚäQþ6äXá�Ý�ä w
Û¼â�ä å ä¹á�ãËßXÛÚÞbáBä åMæ C ïð á�ã�Ü C ⊆ N−(w) ï

•
ÿ æ vi /∈ M

ñ�ä¹á�ã�Ü
M ⊂ N+(vi) õ î?ã*è�ÝMé�â¹ã M

Û¼â/Ý�ë å ò=é�í¼ã6è å ÜBäXÝMÛÚÜ�ÛÚÜ�Þ
w ∈ N+(vi) ù&ï,ö�å M ∩ C = M ∩ Cb ï,ö ÛÚÜ�è�ã Cb

Û¥â�í å è*Ý�ä¹ãLò å Ü¿ä¹á�ã±ßXÛÚÞbáBäå_æ {vi}
ñ�äXá�ã±ÛÚÜ ç Ý_ßXÛ¥Ý_ÜBä·âQäXÛÚí¼í½á å í¼ò�â ï

•
ÿ æ vi ∈ M

ä¹á�ã*Ü
∀x ∈ Cb

ñ
w ∈ N+(x)

ÝMÜ�ò
vi ∈ N−(x) ï Òµâ {vi, w} ⊂

M
ñ
x ∈ M õ ÛGä±è�ÝMÜ�Ü å ä¸è�é=ä±Ý�ë å ò=é�í¼ã ù ñiäXá�é�â Cb ⊂ M ï M

è�Ý_Ü å�ç ã�ßXí¥Ý_àå Ü�íÚþ Ca

ñiÝ_Ü�ò¿è å Übä�Ý_Û¼Ü�â {vi}
Ý_Ü�ò

Cb

��äXá�ã±Û¼Ü ç ÝMß¹Û¥Ý_ÜBä�âQäXÛÚí¼í½á å í¼ò�â ï
��� <>W UX<>= �
	 Ø �BÕ
� �&� ��Ó�� #XÕ_Ó ��× �»Ù�% � ��Ù � Q�Ù # �!Q�� #��ZÕ
� �
� �&� � ��Ù��&Ó/× � ��� ��Õ�� Õ Q �
�Q%
�ZÕ�× � � �_Ó°Ù ��� �&�

O(n + m)
� �¦Ó�ÙJI

øbø



TVUXWYW[Z5\ ð á�ã3è å ßXß¹ãLè&ä¹Ü�ã*âXâ�Û¥â ò�ÛÚßXã*è�ä¹í¼þ ÞMÛ ç ã*ÜóîBþ ÿ Ü ç Ý_ßXÛ¼ÝMÜbä�â°ø�Ý_Ü�ò > ï Ò�ä(äXá�ã nthâJä¹ã�à+ñ�ÝMíÚí�è�í¥ÝMâXâ¹ã*â9ÝMß¹ã�âJÛ¼Ü�ÞMí¼ã�ä å Ü½ñ=â å ä¹á�ã å ßXò=ã*ß9Û¥âsä å ä�Ý_í ï}ö ÛÚÜ�è�ã�ã ç ã*ß¹þ ç ã*ßJäXã�ê vi

Û¥â9éiâJãLò
å Üiè�ãMñ=ÝMÜ�ò3â¹ÛÚÜiè�ã
è å ë°à�é�ä¹Û¼Ü�Þ Ca

Ý_Ü�ò
Cb

ä�Ý��bã*â
O(n)

ä¹Û¼ë°ãMñ�ä¹á�ã ü á å íÚã¸à�ß å è�ã*âXâ9äXÝ��bã*â
O(n2)

ä¹Û¼ë°ãMñ ü á�Û¼è�á�Û¥â`íÚÛ¼Ü�ã*ÝMß·âJÛ¼Ü�è�ã G
á�ÝMâ

Θ(n2)
ÝMßXè*â ï �

� � Í�Î¿Ï �
�±Ì Î ��Ð�Í ���xÍG� Ñ�Ê Ñ�Í É Í�
 Î6Ñ�Ì ��Ð9Ê ��Î �±Ì � ��� �
ÿ æ G = (V, E)

Û¥â·Ý°ò=ÛÚÞbßXÝMà�á ï $½ã�ä�é�â·ò=ã  �Ü�ã
ä¹á�ã æ§å í¼í å�ü Û¼Ü�Þ°Ý_é=ê=Û¼íÚÛ¥Ý_ßXþ å î � ãLè&ä�â �
ð á�ã�é�Ü�ò=Û¼ß¹ãLè&ä¹ãLò/ÞMß�Ý_à�á Gs = (V, Es)

âJéiè�á äXá�Ý�ä
{u, v} ∈ Es

Û æ Ý_Ü�ò å Ü�íÚþ(Û æ (u, v) ∈
E or (v, u) ∈ E

ð á�ã é�Ü�ò�ÛÚßXã*è�ä¹ã*òwÞMß�Ý_à�á Gd = (V, Ed)
ñ¸âJé�è�áwä¹á�Ý_ä

{u, v} ∈ Ed

Û æ ÝMÜ�ò å Ü�íÚþ Û æ
(u, v) ∈ E and (v, u) ∈ E ï

$½ã�ä
H
Ý_Ü�ò

H ′
îiã�ä ü,å â¹þBë°ë°ã�äXß¹Û¥è �F�»âJä¹ßXé�è&äXé�ßXã*â å Ü�ò å ë�Ý_Û¼Ü V ï $+ã�ä H ∧ H ′

ñò=ã*Ü å äXã äXá�ã/ä ü,å âQäXß¹éiè&ä¹é�ß¹ã å Ü ò å ë�Ý_Û¼Ü V ü á�ã*ß¹ãËä ü,å Ý_ß�è�â¸á�Ý ç ã(ä¹á�ã°âXÝ_ë°ãËí¼ÝMîiã*í}ÛGûä¹á�ã�þ3áiÝ ç ã�ä¹á�ã(âXÝ_ë°ã
í¼ÝMîiã*í½Û¼Ü6î å äXá H
ÝMÜ�ò

H ′ ï
��� <>W UX<>=�� M Q

H
���?Ö

H ′
���¹Ù�% %�Ó/Ó�Ù���� � # H � % � �&×�# �C× �XÙ %±Õ
� ÖbÕ�Ó �
�&�

V R � ��Ù �
T (H ∧H ′) = T (H) ∧ T (H ′)

TVUXWYW[Z5\ $+ã�ä
F
îiã3ä¹á�ã3ë å ò=é�íÚãLâ å_æ H

ÝMÜ�ò
F ′
î?ã�ä¹á�ã3ë å ò=é�í¼ã*â åMæ H ′ ï :�þxä¹á�ãò=ã  �Ü�ÛÚä¹Û å Ü�â*ñ M ⊆ V

Û¥â�Ý�ë å ò=é�í¼ã åMæ î å ä¹á H
ÝMÜ�ò

H ′
ÛÚû æ§å ß x ∈ V \M

ñ?ÝMíÚí ã*ò=Þbã*âî?ã�ä ü ã�ã�Ü x
ÝMÜ�ò

M
á�Ý ç ãËäXá�ã�âXÝ_ë°ã�è å í å ß
Û¼Ü H ∧ H ′ ï6ð á�ã�ßXã æ§å ß¹ãbñzä¹á�ã�ë å ò=é�í¼ã*â åMæ

H ∧H ′
Ý_ßXã
F ∩ F ′

ñ ü á å âJã±ò=ãLè å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü3äXß¹ã*ã
Û¼â T (H) ∧ T (H ′) ï �ö Û¼Ü�è�ã�é�Ü�ò�ÛÚßXã*è�ä¹ã*òËÞMß�Ý_à�á�â ÝMß¹ã`Ý¸âJà?ã*è�Û¼ÝMí�è�ÝMâ¹ã å_æ â¹þ�ë/ë°ã�ä¹ßXÛ¼è��<�ZâJä¹ßXé�è&äXé�ß¹ãLâ�ñ ü ã,ë�ÝWþò=ã  �Ü�ã¸ä¹á�ã(â¹þ�ë°ë/ã�ä¹ßXÛ¼è �<�ZâJä¹ßXé�è&äXé�ß¹ã
H(V, EH) = Gs ∧Gd ï $½ã�ä·é�â`ÝMâXâJé�ë°ã¸ä¹áiÝ�ä`ä¹á�ãè å í å ßXâ åMæ ã*ò�ÞMã*â åMæ H

Ý_ßXã
ÛÚÜiò=Û¼è*Ý�äXã*ò ü ÛGäXá6äXá�ã æ§å í¼í å�ü ÛÚÜ�Þ°í¥Ý_î?ã�í¥â �
• EH(u, v) = 0

Û æ {u, v}
Û¥â·Ý°Ü å Ü8�]ãLò=ÞMã õ {u, v}

Û¥â·Ý°Ü å Ü8�]ãLò=ÞMã±Û¼Ü�î å ä¹á Gs

ÝMÜ�ò
Gd ù�ï

• EH(u, v) = 1
Û æ {u, v}

Û¥â·Ý_Ü¿ã*ò=Þbã õ {u, v}
Û¥â�Ý_Ü�ãLò=ÞMã
Û¼Ü6î å äXá Gs

ÝMÜ�ò
Gd ù�ï

• EH(u, v) = 2
Û æ (u, v) å ß (v, u)

Û¥â�Ý/âJÛ¼ë°à�íÚã±ÝMßXè õ {u, v}
Û¥â`Ý_Ü6ã*ò=Þbã¸Û¼Ü

Gs

î�é=äÜ å ä�Û¼Ü Gd ù�ï
ö Û¼Ü�è�ã ä¹á�ã/ã*ò�ÞMã*â å_æ Gd

ÝMß¹ãËÝ6â¹é�î�â¹ã�ä å_æ äXá�ã ãLò=ÞMãLâ åMæ Gs

ñ�ä¹á�ã*ß¹ãËÛ¼â¸Ü å è å í å ß æ§å ßã*ò�ÞMã*â�äXá�Ý�äµÝMß¹ã¸Û¼Ü
Gd

î�é=ä·Ü å ä�ÛÚÜ Gs ï:�þ ð á�ã å ß¹ã*ë ��ñ
M
Û¼â�Ý/ë å ò=é�í¼ã åMæ H Û æ Ý_Üiò å Ü�íÚþ�Û æ ÛGä�Û¥â�ÝËë å ò=é�í¼ã å_æ î å ä¹á GsÝ_Üiò

Gd ï
;.<>=?=A@�� � OWÙ �7%�Ó�Õ*Ö_×=ØÚÙËÕ@Q

G
�'% ��Ó�Õ*Ö_×=ØÚÙ/Õ Q

H
I

TVUXWYW[Z5\ ö é�à�à å â¹ã X ⊂ V æ Ý_Û¼í¼â�ä å î?ã�Ý3ë å ò=é�í¼ã åMæ Gd å ß Gs ï ð á�ã�Ü ä¹á�ã*ß¹ã°ã�ê�Û¥âJä
x1, x2 ∈ X

Ý_Üiò
y ∈ V \X

â¹é�è�á6ä¹á�Ý_ä*ñ=Û¼Ü
Gd å ß Gs

ñ
y
Û¥â`Ý Ü�ã�Û¼ÞMá�î å ß å_æ x1

î�é=ä�Ü å äå_æ x2 ï ÿ æ ä¹á�Û¥â�á�Ý_à�à?ã�ÜiâµÛ¼Ü Gs

ñ?ä¹á�ã�Ü
(x1, y) å ß (y, x1)

Û¥â�ÝMÜ Ý_ß�è å_æ G
ñ�î�é=ä¸Ü�ã�ÛÚä¹á�ã�ß

(x2, y)
Ü å ß (y, x2)

Û¥â,ÝMÜ�Ý_ß�è åMæ G ñ=ÝMÜ�ò X æ Ý_Û¼í¥âsä å î?ã¸Ý±ë å ò=é�í¼ã å_æ G ï ÿ æ ÛÚä,á�ÝMà�àiã*Ü�âÛ¼Ü
Gd

ñsäXá�ã�Üýî å ä¹á å_æ (x1, y)
Ý_Ü�ò

(y, x1)
ÝMß¹ã¿Ý_ß�è�â å_æ G

ñ,î�é=ä å Ü�ã å_æ (x2, y)
Ý_Üiò

(y, x2) æ Ý_Û¼í¼â�ä å î?ã(Ý_Ü�ÝMßXèMñ�ÝMÜ�ò X
ÝMÞbÝMÛÚÜ æ Ý_Û¼í¼â�ä å îiã(Ý/ë å ò=é�í¼ã å_æ G ï �

ø	�



� W UXW �(�&@*U�� K D ��Ù �¹Ù Ù�) �'%�� %�� � �X% �ZÕ�Õ
�¹ÖbÙ�� � ��Ù # � �¦ØÚÖ
�¹Ù � Õ@Q±Ù � # � �?ÕLÖMÙ��&�
T (H)
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� ���
� � ��Ù �¹Ù %&×=Ø ���&� ��ØÚÙ�� Q Õ��¹ÖMÙ � �'% ��Q�� #��ZÕ
� �
� �&� � ��Ù �&ÓË× ���
����Õ
�xÕ@Q

G
I

TVUXWYW[Z5\ $+ã�ä
X
îiã�Ý�è å ë°à�í¼ã�äXã�Ü å ò=ã å_æ T (H)

ñ ÝMÜ�ò íÚã�ä
S = {S1, S2, ..., Sk}

îiãÛÚäXâ�è�á�Û¼í¼ò�ß¹ã*Ü ï $½ã�ä
FX

ò�ã�Ü å ä¹ã¿ä¹á�ã¿äXß¹ã*ã6�»íÚÛ��Mã æ Ý_ë°Û¼íÚþ å Ü ò å ë�Ý_Û¼Ü S ü á å âJã�ß å�å ä°Û¼â
S
ñ ü á å âJã�í¼ã*Ý ç ã*â(ÝMß¹ã {Si|Si ∈ S}

ñ}Ý_Ü�ò ü á å âJã3ÛÚÜBä¹ã*ß¹ÜiÝ_ísÜ å ò=ãLâ ÝMß¹ã {S ′|⋃S ′ Û¼âËÝâJä¹ß å Ü�Þ¸ë å ò�é�íÚã åMæ G} ï}ö Û¼Ü�è�ã`Ü å ë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ FX å�ç ã*ß¹í¥Ý_à+ñLÛÚä}Û¼â}Ý�äXß¹ã*ã6�»íÚÛ��Mã æ Ý_ë°Û¼íÚþ å Üò å ë°ÝMÛÚÜ S ï ÿ æ {S1, S2, ..., Sk}
Û¥â å ß�ò=ã�ßXã*ò ÝMè�è å ß�ò=Û¼Ü�Þ�ä å äXá�ã�Û¼ß(ò=ã�à�ä¹á8�� �ß�âQä å ß�ò=ã�ßXÛ¼Ü�Þå_æ ä¹á�ã
Û¼Ü�è�í¼é�â¹Û å Ü3äXß¹ã*ã åMæ FX

ñ�Ý_í¼í�é�Ü�Û å Ü�â åMæ è�á�Û¼í¼ò�ß¹ã*Ü å_æ X
äXá�Ý�ä·Ý_ßXã
âQäXß å Ü�Þ ë å ò=é�í¼ã*âå_æ G ü Û¼í¼í î?ã/è å Ü�â¹ã*è�é=ä¹Û ç ã ï :�þ�$+ã�ë°ë�Ý ��ñiã ç ã�ßXþ�âQäXß å Ü�Þ�ë å ò=é�íÚã å_æ G

Û¥â�Ý�Ü å ò=ã åMæ
T (H) å ß�Ý/é�Ü�Û å Ü å_æ è�á�ÛÚí¥ò=ßXã�Ü åMæ Ý/ò=ã�Þbã�Ü�ã*ßXÝ_ä¹ã�Ü å ò=ã åMæ T (H)

ñ=â å ÝMà�à�í¼þ�ÛÚÜ�Þ°â¹é�è�á6ÝMÜå ß�ò=ã*ß¹Û¼Ü�Þ·Ý�ä%ã ç ã�ßXþ¸ò=ã*ÞMã*Ü�ã�ß�Ý�äXã}Ü å ò=ã åMæ T (H) ü ÛÚí¼íbÛ¼ë°à å âJã�Ý æ ÝMè�ä å ß¹Û�4�Û¼Ü�Þ·à?ã�ßXë é=ä�Ý�äXÛ å Üå_æ G å Ü¿ä¹á�ã±í¼ã*Ý ç ã*â ï �*�é�ß9ÝMíÚÞ å ßXÛGäXá�ë à�ß å è�ã�ã*ò�â}î�þ å ßXò�ã�ßXÛÚÜ�Þ¸äXá�ã�è�á�Û¼í¥ò=ß¹ã*Ü å_æ Ü å ò=ãLâsÛ¼Ü T (H)
ä åËå î=ä�Ý_Û¼ÜÝ æ Ýbè&ä å ß¹Û�4�Û¼Ü�Þ�à?ã�ßXë é=ä�Ý�äXÛ å Ü å_æ G Û¼Ü(íÚÛ¼Ü�ãLÝ_ßzäXÛÚë°ã ï " å ëËî�Û¼Ü�ÛÚÜ�Þ�ä¹á�Û¥â ü ÛÚä¹á(ä¹á�ã�Ý_í¼Þ å ßXÛÚä¹á�ëå_æ 	#"%&µò � 9 ���+ÞbÛ ç ã*â`Ý/íÚÛ¼Ü�ã*ÝMß@�]ä¹Û¼ë°ã±Ý_í¼Þ å ßXÛÚä¹á�ë æ§å ß�ë å ò=é�í¼ÝMß·ò=ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü å_æ G ï$½ã�ä

X
îiã
Ý 9��»è å ë°à�í¼ã�ä¹ã å ß¸ø6�Zè å ë/à�íÚã�ä¹ã·Ü å ò=ã å_æ T (H)

ñ�ÝMÜ�ò�í¼ã�ä
S1, S2, ..., Sk

îiãÛÚäXâ±è�á�Û¼í¼ò�ß¹ã*Ü�ä¹áiÝ�ä(Ý_ßXã ë å ò=é�í¼ã*â åMæ G ï $+ã�ä RX

î?ã/ä¹á�ã°ßXã�í¥Ý�äXÛ å Ü å Ü {S1, S2, ..., Sk}ü á�ã*ß¹ã SiRXSj

ÛÚû
N+(Si)∩ (V \X) = N+(Sj)∩ (V \X)

Ý_Üiò
N−(Si)∩ (V \S) =

N−(Sj) ∩ (V \X) ï ",íÚãLÝ_ßXíÚþbñ RX

Û¼â�ÝMÜ¿ã �Bé�Û ç ÝMíÚã*Ü�è�ã
ßXã�í¥Ý�ä¹Û å Ü ï
;.<>=?=A@�� M Q

X
�'% � � � #�Õ�Ó$�?ØÚÙ �ZÙ Õ
����� #�Õ�Ó$�?ØÚÙ �»Ù��?ÕLÖMÙ/Õ Q

T (H)
�
�?Ö

Y
�'% � % � �¹Õ�� �Ó�Õ*Ö_×=ØÚÙ3Õ@Q

G
�&���
�$�'% ��× ����Õ
�ýÕ@Q # � �¦ØÚÖ
�¹Ù � Õ@Q

X
���?Ö �?Õ
�$% � �¹Õ�� � �&�

H R �&��Ù�� Y
�'%

� ��Ù × ����Õ
� Õ Q �_Ø¦Ø � ��Ù Ó°Ù�Ó 
�Ù ��%±Õ@Q �
�óÙ � × �PO
��ØÚÙ � #�Ù #�Ø �	%�%ËÕ Q RY

I

TVUXWYW[Z5\ ö é�à�à å â¹ã X
Û¥â 9F�Zè å ë°à�í¼ã�äXã ï Y

Û¼â�Ý/à�ÝMßXÝMíÚí¼ã�í�Ü å ò=ã å_æ ä¹á�ã±ë å ò=é�í¥Ý_ß�ò=ãLè å ëN�à å â¹ÛGäXÛ å Ü�ä¹ßXã�ã å_æ G ï±ð á�ã°è å Ü�Ü�ã*è�ä¹ãLò�è å ë/à å Ü�ã�ÜBäXâ C1, . . . Ck å_æ G[Y ]
Ý_ßXã(ë å ò=é�í¼ã*âå_æ H ï X

Û¥â�ÝËà�ÝMßXÝMíÚí¼ã�í?ë å ò�é�íÚã å_æ Gs

Ý_Üiò
Ci

Û¼â`è å Ü�Ü�ãLè&ä¹ãLò�Û¼Ü Gs[Y ]
ñ�â å Ü å ë å ò�é�íÚãå_æ Gs å�ç ã*ß¹í¥Ý_àiâsÛÚä ï Ci

Û¥â,ä¹á�ã*Ü¿ÝËÜ å ò=ã å_æ äXá�ã¸ë å ò=é�í¼ÝMß`ò�ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü åMæ H ñBä¹áiÝ�ä`Û¼â
RX

�»ã �Bé�Û ç Ý_í¼ã�ÜBä`ä å Cj ïð á�ã*ß¹ã æ§å ßXãMñ Y
ë é�âJä�îiãóÝ é�Ü�Û å Ü åMæ è�á�Û¼í¼ò=ßXã�Ü å_æ X

ä¹á�Ý_ä�ÝMß¹ãxë å ò�é�íÚãLâ å_æ G
ñë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ Ý6â¹Û¼Ü�ÞMí¼ã RX

ã �Bé�Û ç Ý_í¼ã�Ü�è�ã/è�í¼Ýbâ¹â*ñzÝ_Ü�ò½ñ+âJÛ¼Ü�è�ã Y
Û¼â
Ü å ä±âQäXß å Ü�Þ6Û¼Ü H

ñ½ÛGäë éiâQä°îiã6ä¹á�ã6é�Ü�Û å Ü å_æ ë å ß¹ã�ä¹á�ÝMÜ å Ü�ã¿è�á�Û¼í¥ò ï#ð á�ã6é�Ü�Û å Ü åMæ ã ç ã*ß¹þ#â¹é�î æ ÝMë/Û¼í¼þ åMæë°ã�ëËîiã*ßXâ å_æ Ý_Üxã �Bé�Û ç ÝMíÚã*Ü�è�ã/Û¥â¸Ý¿ë å ò=é�í¼ã åMæ G[X ]
Ý_Ü�ò á�ÝMâ¸Ü å è�é�äJä¹ã*ßXâ å é=äXâ¹Û¼ò�ã åMæ

X
ñ?â å ÛÚäµÛ¥â·Ý�ë å ò=é�í¼ã å_æ G ï Y

ë é�âJä å�ç ã*ß¹í¥Ý_à¿âJéiè�á�Ý°é�Ü�Û å Ü�Ý_Üiò3äXá�ã�ßXã�î�þ æ Ý_Û¼ízä å îiãâJä¹ß å Ü�Þ/ÛÚÜ G
é�Ü�í¼ã*âXâ`ÛGä·Û¥â`äXá�ã±é�Ü�Û å Ü å_æ Ý_í¼ízë°ã�ë î?ã�ß�â å_æ ä¹á�ã±ã �Bé�Û ç ÝMíÚã*Ü�è�ã±è�í¥ÝMâXâ ïÿ æ X Û¥â
ø6�Zè å ë°à�í¼ã�äXãMñ�äXá�ã�Ü Y

Û¼â�Ý°â¹ã�ßXÛÚãLâ`ë å ò�é�íÚã åMæ G
ÝMÜ�ò å_æ Gd ï Òìè�á�ÛÚí¥ò Ci åMæ

Y
ÛÚÜ6ä¹á�ã±ë å ò=é�í¼ÝMß`ò�ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü6ä¹ßXã�ã å_æ G

Û¥â`Ü å ä·è å Ü�Ü�ãLè&ä¹ãLò3Û¼Ü Gd

ñ=ä¹á�ã*ß¹ã æ§å ßXã�Ü åë å ò=é�í¼ã å_æ Gd å�ç ã*ß¹í¥Ý_à�â,ÛÚä ïsð á�ã*Ü6äXá�ã(âXÝ_ë°ã
à�ß å�åMæ á å í¼ò�â ï �

;.<>=?=A@CB�� � Ù��
X


�Ù ��H�� #�Õ�Ó$�?Ø¼Ù��ZÙ ��Õ*ÖbÙ�Õ Q
T (H) R Ø¼Ù�� S1, S2, ..., Sk


XÙ �&� % #�� �¦Ø��Ö
�XÙ�� R �
�?Ö3ØÚÙ � S = {s1, s2, ..., sk}

XÙ �
� 
 �&�����
�7% �XÙ � �¹Ù %�Ù �����
���POWÙ�%JQ��¹Õ_Ó

S1, S2, ..., Sk R�¹Ù�%���Ù�# � �PO�Ù�ØO% I M Q
(s1, s2, ..., sk)

�'% � ��Ù � Q�Ù # �'Q���# �ZÕ
� �
� �&� � ��Ù �&ÓË× ���
����Õ
��Õ Q
G[S] R �&��Ù��Ù�OWÙ �7% %�×�
 Q���Ó �¦ØH% Õ@Q

{S1, S2, ..., Sk} �
��Õ	%�Ù�× ����Õ
� �'% ��Ó°ÕLÖ�×=Ø¼Ù�Õ Q

G
ÓË× % �$
�Ù #�Õ
���

%�Ù�#�× ���POWÙ �&�
(S1, S2, ..., Sk)

I

TVUXWYW[Z5\ ÿ æ M Û¥â9Ý(ë å ò=é�íÚã åMæ G äXá�Ý�ä,Û¼â,Ý±é�Ü�Û å Ü åMæ è�á�ÛÚí¥ò=ßXã�Ü å_æ X ñbä¹á�ã*Ü M ∩S
Û¥â9Ýë å ò=é�í¼ã åMæ G[S] ï}ö ÛÚÜiè�ã (s1, s2, ..., sk)

Û¥â�Ýµà?ã�ß æ ã*è�ä æ Ýbè&ä å ß¹Û�4�Û¼Ü�Þ�àiã*ß¹ëËé=äXÝ_ä¹Û å Ü åMæ G[S]
ñ

M ∩S
Û¥â`è å Ü�âJãLè�é=äXÛ ç ã·Û¼Ü�ä¹á�Û¥â å ß�ò=ã�ßXÛ¼Ü�Þ�ñbá�ã�Ü�è�ã M

Û¥â,è å Ü�â¹ã*è�é=ä¹Û ç ãµÛÚÜ (S1, S2, ..., Sk) ï
� ð á�Û¥â`ÞMÛ ç ãLâ�ÝMÜ�Ý_í¼Þ å ßXÛÚä¹á�ë æ§å ß  �Ü�ò=Û¼Ü�Þ°ä¹á�ã±ë å ò=é�í¼ÝMß·ò=ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü å_æ G

�

ø�>



ø ï ÷ Û¼Ü�ò Gs

Ý_Ü�ò
Gd

ÝMÜ�ò
H

� ï ÷ Û¼Ü�ò�ä¹á�ãËë å ò=é�í¼ÝMß¸ò=ãLè å ë/à å â¹ÛÚä¹Û å Ü�â T (Gd)
ÝMÜ�ò

T (Gs) å_æ Gd

Ý_Ü�ò
Gs

é�â¹ÛÚÜ�Þ
å Ü�ã å_æ ä¹á�ã(ÝMíÚÞ å ßXÛGäXá�ë�â å_æ 	 � ö -?-=ñ "%&�-���ñ ú � � -.-<� ï

> ï ÷ Û¼Ü�ò T (H) = T (Gs) ∧ T (Gd)

� ï Ò�ä/ãLÝMè�áI9��»è å ë°à�í¼ã�ä¹ã¿Ý_Ü�òwø6�Zè å ë°à�í¼ã�äXã3Ü å ò=ã X
ñ å ßXò=ã*ß(äXá�ã�è�á�ÛÚí¥ò=ßXã�Ü â å äXá�Ý�äã*ÝMè�á6ã �Bé�Û ç Ý_í¼ã�Ü�è�ã
è�í¼Ýbâ¹â åMæ RX

Û¥â·è å Ü�âJãLè�é=äXÛ ç ã ï
� ï Ò�ä ã*Ýbè�á �F�»è å ë°à�í¼ã�äXã�Ü å ò=ã Y

ñ}â¹ã�í¼ã*è&ä/Ý_Ü#Ý_ßXî�ÛÚä¹ß�Ý_ßXþ âJã�ä
S å_æ ßXã�à�ßXã*â¹ã�ÜBä�Ý�ä¹Û ç ãLâæ ß å ë ä¹á�ãËè�á�Û¼í¼ò�ß¹ã*Ü ï *�ßXò=ã*ß�ä¹á�ã è�á�Û¼í¼ò=ßXã�Ü åMæ Y

ÝMè*è å ß�ò=Û¼Ü�Þ/ä å Ý�àiã*ß æ ãLè&ä æ Ýbè&ä å ß �Û 4*ÛÚÜ�Þ°à?ã�ßXë é=ä�Ý�äXÛ å Ü åMæ G[S]

� ï�ð á�ã�ßXã*â¹é�íGäXÛÚÜ�Þ#íÚãLÝ æ±å ß�ò=ã�ß å_æ T (H)
Û¼â6Ý æ ÝMè&ä å ßXÛ 4*ÛÚÜ�Þ#àiã*ß¹ëËé=äXÝ_ä¹Û å Ü å_æ G

î�þ
$½ã�ë°ë�ÝMâ0-�Ý_Üiò ø�9 ï � â¹ãËäXá�ã�Ý_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë å_æ 	#"%&µò � 9 ���9ä å  �Ü�ò ä¹á�ã�ë å ò=é�í¥Ý_ßò=ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü å_æ G ï

Ò·í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë > � � å ò=é�í¥Ý_ß·ò�ã*è å ë°à å âJÛÚä¹Û å Ü å_æ Ý°ò=ÛÚÞbßXÝMà�á

��
�� � �.2 �$4"-��  +)��3������4�� �  5�
Ò)íÚÛ¼Ü�ãLÝ_ß,ä¹Û¼ë/ã
î å é�Üiò æ§å ß ö äXã�à ø�Û¥â,ä¹ßXÛ ç Û¥Ý_ízÝ_Üiò�ä¹á�ã¸í¼Û¼Ü�ã*ÝMß9äXÛÚë°ã
î å é�Ü�ò�â æ§å ß ö ä¹ã�àiâ >Ý_Üiò �°Ý_ßXã
ÛÚë°ë°ã*ò�Û¼Ý_ä¹ã æ ß å ë äXá�ã(è�ÛÚä¹ãLò6ßXã*â¹é�íÚäXâ ï Ò�ä·ã*ÝMè�á6Ü å ò=ã Y å_æsö ä¹ã*à��=ñ ü ã¸ë�ÝWþè�á�ÝMß¹Þbã�ä¹á�ã�è å âJä åMæ  �Üiò=ÛÚÜ�Þ äXá�ã�àiã*ß æ ãLè&ä æ ÝMè�ä å ßXÛ�4�Û¼Ü�Þxà?ã�ßXë é�äXÝ�äXÛ å Ü åMæ G[S]

ä å ä¹á�ãè å ß¹ßXã*â¹à å Ü�ò=Û¼Ü�Þxã*ò=Þbã*â å_æ G
Ý�ä�Ý è å âJä å_æ O(1)

àiã*ß°ã*ò=ÞbãMñ9î�þ ð á�ã å ßXã�ë � ïýð á�ãLâJãã*ò�ÞMã*â±ÝMíÚí9á�Ý ç ã Y
ÝMâ¸äXá�ã�Û¼ß(í¼ã*ÝbâQä è å ë°ë å ÜóÝ_Ü�è�ã*âJä å ß±Û¼Ü T (H)

ñ â å Ü å ã*ò=Þbã å_æ G
Û¥âè�á�ÝMß¹Þbã*ò/ë å ßXã�ä¹á�ÝMÜ å Ü�è�ã ï ÿ ä,ßXã�ë�ÝMÛÚÜ�â}ä å ò�ã�ßXÛ ç ã�ä¹á�ã�íÚÛ¼Ü�ãLÝ_ß}äXÛÚë°ã¸î å é�Ü�ò�â æ§å ß,âJä¹ã*à�â%>Ý_Üiò � ï

��� B	� B 
 �J<�� 	

��� <>W UX<>= � � Ù��
G


XÙ �3Ö������ � ��� ���?Ö
M

� ��Ù�%�Ù ��Õ@Q �&� %"% ���¹Õ
� ��Ó�Õ*Ö_×=ØÚÙ�%
I
∑

M∈M

|M | ≤ 2m + 3n

� × � �&��Ù��&Ó�Õ
�¹Ù�� Q
G

�'% #�Õ
����Ù�#��ZÙ�Ö R � ��Ù �
∑

M∈M

|M | ≤ 2m + 2n

TVUXWYW[Z5\ $+ã�ä
ρ(G)

îiã�ä¹á�ã�â¹é�ë ∑
M∈M

|M | ï ",íÚãLÝ_ßXíÚþ æ§å ß Ý å Ü�ã�� ç ã�ß¹ä¹ã�ê ò�ÛÚÞbßXÝMà�á
ρ(G) = 1 ï $+ã�äµéiâµâ¹é�à�à å â¹ã±ä¹á�ã(ä¹á�ã å ßXã�ë á å í¥ò�â æ§å ß�ò=Û¼ÞMß�Ý_à�áiâ`é�à�ä å n− 1 ç ã*ßJäXÛ¼è�ã*â*ñÝ_Üiò3í¼ã�ä

G
îiã(Ý°ò=Û¼ÞMß�Ý_à�á6á�Ý ç Û¼Ü�Þ n ç ã*ßJäXÛ¼è�ã*â ïÿ æ G
Û¥â
Ü å ä(è å Ü�Ü�ãLè&ä¹ãLòzñzäXá�ã�Ü G

á�Ýbâ
k ≥ 2

è å Ü�Ü�ã*è�ä¹ã*ò è å ë°à å Ü�ã�ÜBäXâ G1 . . . Gk ïð á�ã å ßXã�ë -°Ý_à�à�íÚÛ¼ã*â�ä å ã*ÝMè�á+ñ�â å �
∀ 1 ≤ i ≤ k, ρ(Gi) ≤ 2mi + 2ni

� å ß¹ã å�ç ã�ßLñMÝ(âJä¹ß å Ü�Þ(ë å ò�é�íÚã å_æ G Û¥â,ã�ÛÚä¹á�ã*ß�Ý(âJä¹ß å Ü�Þ(ë å ò�é�íÚã å_æ {Gi}
ñ
i ∈ {1 . . . k}

ñ
å ß6ä¹á�ã ç ã*ßJäXã�ê+�ZâJã�ä V (G) ï D9ÝMè�á;Ý_ß�è å_æ G

Ý_à�à?ã*ÝMßXâ3ÛÚÜ;ã�ê�ÝMè�ä¹í¼þ å Ü�ã Gi

ñ�â å äXá�Ý�ä∑
i mi = m ï

ø1�



ρ(G) = n + ρ(G1) + . . . + ρ(Gk)

≤ n + 2m1 + 2n1 + . . . + 2mk + 2nk

≤ 2m + 3n

ÿ æ G
Û¥â(è å Ü�Ü�ãLè&ä¹ãLòzñ+í¼ã�ä Gi 1 ≤ i ≤ k

îiã°äXá�ã�ë�Ý�ê=ÛÚë�ÝMísâQäXß å Ü�Þ�ë å ò=é�íÚãLâ å_æ G ïD9Ýbè�á å Ü�ã±á�ÝMâ`í¼ã*âXâ�ä¹áiÝ_Ü n ç ã�ß¹ä¹Û¥è�ã*â*ñ=â å
∀ 1 ≤ i ≤ k, ρ(Gi) ≤ 2mi + 3ni

ð á�ã*ß¹ã�Ý_ßXãËä ü,å ��ÛÚÜiò�â å_æ Ý_ß�è�â¸Û¼Ü G
�
äXá�ã ∑

mi

Ý_ß�è�â�ä¹áiÝ�ä Ý_ßXã/ÛÚÜBä¹ã*ß¹ÜiÝ_í�ä å�å Ü�ã Gi

ñÝ_Üiò�äXá�ã
m′ = m−

∑
mi �

ã�ê�ä¹ã*ß¹Ü�ÝMí��
Ý_ß�è�â � å Û¼Ü�Û¼Ü�Þ/ä ü,å Gi

� â ï
ø ï ÿ æ ã ç ã�ßXþ Gi

á�Ýbâ,Ý_ä�í¼ã*ÝbâQä,ä ü,åËç ã�ß¹ä¹Û¥è�ãLâ�ñbä¹á�ã�Ü¿ã ç ã*ß¹þ ç ã*ßJäXã�ê å_æ G Û¼â�ÝMò � ÝMè�ã*ÜBä9ä åÝ�ä�íÚãLÝMâJä`ä ü,å ã�ê�äXã�ßXÜ�Ý_í½ÝMßXè*â�ñ=â å m′ ≥ n ï ∑
mi ≤ m− n ï

ρ(G) = n + ρ(G1) + . . . + ρ(Gk)

≤ n + 2m1 + 3n1 + . . . + 2mk + 3nk

≤ 4n + 2
∑

mi

≤ 2n + 2m

� ï *µä¹á�ã*ß ü Û¥âJã å Ü�ã Gi õ â¹ÝWþ G1 ù á�Ýbâ å Ü�í¼þ å Ü�ã ç ã�ß¹ä¹ã�ê ï G Û¥â`è å Ü�Ü�ã*è�ä¹ãLò�Ý_Ü�ò½ñBÛ æ ÛÚäXâÛÚÜBä¹ã*ß¹ÜiÝ_í}Ý_ß�è�â
Ý_ßXã/ß¹ã*ë å�ç ã*òzñ G ß¹ã*ë°ÝMÛÚÜiâ¸è å Ü�Ü�ã*è&äXã*ò ï°ð á�ã*ß¹ã æ§å ßXã m′ ≥ n − 1 ï∑
mi ≤ m− n + 1

ρ(G) = n + ρ(G1) + ρ(G2) + . . . + ρ(Gk)

≤ n + 1 + 2m2 + 3n2 + . . . + 2mk + 3nk

≤ n + 1 + 2
∑

mi + 3(n− 1)

≤ n + 1 + 2m− 2n + 2 + 3n− 3

≤ 2n + 2m
�

� W UXW �(�&@*U�� 	 � �ZÙ ��� ���J9bÙ %
O(n + m)

� �¦Ó�ÙJI
TVUXWYW[Z5\ ð á�ã·âJÛ�4�ãLâ åMæ Gd

Ý_Ü�ò
Gs

Ý_ßXã
O(n+m)

ñBâ å äXá�ã�ß¹ãLâJé�íGä æ§å í¼í å�ü â Û¼ë°ë°ã*ò=Û¥Ý�äXã�í¼þæ ß å ë ð á�ã å ßXã�ë�â �°Ý_Ü�ò�- ï �

��� B	� K 
 �J<�� �
÷ å ß ö ä¹ã*à �iñ ü ã
ëËé�âQäµè å ë°à�é=äXã¸ä¹á�ã
ã �Bé�Û ç Ý_í¼ã�Ü�è�ã±è�í¥ÝMâXâJãLâ åMæ RX

Ý�ä�ãLÝMè�á 9��»è å ë°à�í¼ã�äXãå ßµø6�Zè å ë°à�í¼ã�äXã`Ü å ò=ã X å_æ T (H) ï ÷ å ß}äXá�Û¥â�ñBÛGä�âJé85�è�ã*â�ä å Û¼ò=ã*ÜBä¹Û æ þ äXá å â¹ã�ë°ã�ë î?ã�ß�â åMæå_æ äXá�ã è�á�Û¼í¼ò�ß¹ã*Ü {S1, S2, ..., Sk} åMæ X
äXá�Ý�ä�ÝMß¹ã±ë å ò=é�í¼ã*â å_æ G

ñ?ÝMÜ�ò6ä å Þbß å é�à6ä¹á�ãLâJãÝMè*è å ßXò=Û¼Ü�ÞËä å ä¹á�ã�Û¼ßµÝMò � Ýbè�ã*Ü�è�Û¼ã*â ü ÛÚä¹á ç ã*ßJäXÛ¼è�ã*â`Û¼Ü V \X ïÒ â å í¼é=ä¹Û å Ü ä å äXá�Û¥â±à�ß å î�í¼ã�ë å Ü é�Ü�ò=Û¼ß¹ãLè&äXã*òóÞMß�Ý_à�á�â ü Ýbâ" �ßXâJä(ÞMÛ ç ã*ÜxÛ¼Ü 	 ö à�Û
- ���Ý_Üiò�Û¼â�Ý �Mã*þ¿âJä¹ã*à�Û¼Ü�ä¹á�ã/Ý_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë�â åMæ 	 � ö -?-=ñ ú � � -?-�� ï ÿ ä�âµÞbã�Ü�ã*ßXÝMíÚÛ�4*Ý_ä¹Û å Ü6ä å Ýò=Û¼ß¹ãLè&äXã*ò�ÞbßXÝMà�á
G
éiâJÛ¼Ü�Þ6ä¹á�ã°ò=ã*è å ë°à å â¹ÛGäXÛ å Ü�ä¹ßXã�ã TH åMæ H

Û¥â
âQäXßXÝMÛÚÞbábä æ§å ß ü ÝMßXò½ñiÝMâü ã
â¹á å�ü Ü�ã�ê�ä ï R ã±à�ßXã*â¹ã�ÜBä`ä¹á�ã*ÛÚß·Ý ç Ý_ßXÛ¥Ý�ä¹Û å Ü å_æ ä¹á�ã(è å ë°à�é=ä�Ý�äXÛ å Ü6ë°ã�äXá å ò ïð á�ã ÝMíÚÞ å ßXÛGäXá�ë Û¥â�Þbã�Ü�ã*ßXÝMí�ä å ÝMÜ�þ Û¼Ü�è�í¼é�â¹Û å Ü ä¹ßXã�ã T
ñ`Ü å ä � é�âJä TH ï 2 é�ë î?ã�ßä¹á�ã¿ã*íÚã*ë°ã�ÜBäXâ å_æ V æ ß å ë ø3ä å n

Û¼Ü�ä¹á�ã å ßXò�ã�ß åMæ í¼ã æ ä �Cä å �»ß¹Û¼ÞMáBä/ÝMà�à?ã*Ý_ß�Ý_Üiè�ã�Û¼Ü ÝMÜÝ_ßXî�ÛÚä¹ß�Ý_ßXþ3ã*ë î?ã*ò�ò=Û¼Ü�Þ å_æ T ï¸ð á�Û¥âµÞbÛ ç ã*â¸Ý æ ÝMè�ä å ß¹Û�4�Û¼Ü�Þ�à?ã�ßXë é=ä�Ý�äXÛ å Ü σ ï D,ÝMè�á�Ü å ò=ãå_æ T å è�è�é�à�Û¼ã*âsÝ æ Ýbè&ä å ß åMæ σ ï $+ã�ä le(X)
îiã·ä¹á�ã$ �ßXâJä å è�è�é�ß¹ßXã�Üiè�ã å_æ Ý ç ã�ß¹ä¹ã�ê å_æ X ÛÚÜ
ø<�



σ
ÝMÜ�ò

re(X)
ä¹á�ã�í¼ÝbâQä å è*è�é�ßXßXã�Ü�è�ã ï ÿ æ Ý(Ü å ò=ã X å_æ T á�ÝMâ,Ý è�é�äJä¹ã*ß�ä å ÛÚäXâ,í¼ã æ ä`ÛÚÜ3ä¹á�ãå ß�ò=ã*ß¹Û¼Ü�Þ�ñzí¼ã�ä lc(X)

ò=ã*Ü å äXã/ä¹á�ã°äXá�ã�Ü�é�ë î?ã�ß±í¥Ý_î?ã�í åMæ äXá�ã�íÚã æ ä¹ë å âJä å_æ ÛÚäXâ(è�é=äJäXã�ß�â�Gå äXá�ã�ß ü Û¥âJã�íÚã�ä lc(X) = le(X) ï ÿ æ ÛGä`á�Ýbâ�Ý/è�é�äJä¹ã*ß�ä å ÛGä�â`ß¹Û¼ÞMáBä*ñBí¼ã�ä rc(X)
ò=ã*Ü å äXãµäXá�ãßXÛÚÞbábäXë å âJä å_æ ÛGä�â9è�é�äJä¹ã*ßXâ1G å ä¹á�ã�ß ü Û¼â¹ãMñbíÚã�ä rc(X) = re(X) ï 2 å ä¹ã�äXá�Ý�ä X
Û¥â9Ý
ë å ò=é�í¼ãÛÚû

lc(X) = le(X)
Ý_Ü�ò

rc(X) = re(X) ï
;.<>=?=A@CBQB

le(X) R re(X) R lc(X)
�
�?Ö

rc(X)
#��
� 
�Ù #XÕ_Ó ��× �»Ù�Ö R Q�Õ
� ��Ø¦Ø �?ÕLÖMÙ�%

XÕ Q
TH R

�&�
O(n + m)

� �¦Ó�ÙJI
TVUXWYW[Z5\ " å ë/à�é=ä¹Û¼Ü�Þ re(X)

Ý_Üiò
le(X)

è�ÝMÜ�î?ã/ò å Ü�ã î å ä¹ä å ëN�»é�à ï ÿ æ X
Û¼â¸Ý�í¼ã*Ý æ ñ

lc(X) = rc(X) = σ(x) ï Dsí¥âJãbñ
lc(X)

ÝMÜ�ò
rc(X)

è*Ý_Ü îiã�è å ë°à�é=äXã*ò é�â¹ÛÚÜ�Þóä¹á�ãæ§å í¼í å�ü ÛÚÜ�Þ/ßXã*è�é�ß¹ßXã�Ü�è�ã�ßXã�í¥Ý�äXÛ å Ü�â*ñ ü á�ã�ßXã S1, . . . Sk

Ý_ßXãµäXá�ã(è�á�Û¼í¼ò=ßXã�Ü å_æ X
�

lc(X)=min
σ

(lc(S1) . . . lc(Sk), lc({re(S1), le(S2)}) . . . lc({re(Sk−1), le(Sk)}))

rc(X)=max
σ

(rc(S1) . . . rc(Sk), rc({re(S1), le(S2)}) . . . rc({re(Sk−1), le(Sk)}))

ð á�ã�à�ß å�å_æsæ§å ß rc(X)
Û¥â¸ä¹áiÝ�ä

lc(X) = minσ(rc({σ(i), σ(j)}) | le(X) ≤ i 6= j ≤
re(X)) ï Ò�â±Ý ç ã�ß¹ä¹ã�ê�è�é=äXâ {σ(i), σ(j)}

äXá�ã�Ü ÛÚä
è�é=äXâ
{σ(c), σ(c + 1)}

ñ
i ≤ c < j

ñ
ü ã á�Ý ç ã �

lc(X) = minσ(rc({σ(i), σ(i + 1)}) | le(X) ≤ i < re(X))
÷�Ýbè&ä å ß¹Û�4�Û¼Ü�Þã*Ýbè�á

Si

ÞMÛ ç ã*â,äXá�ã±ß¹ãLâJé�íGä ï9ö Ý_ë°ã
à�ß åBåMæ+æ§å ß lc(X) ïÒ ç ã�ß¹ä¹ã�ê x
ñ9à�ß¹ãLè�ãLò=ã*òóî�þ

y
ÝMÜ�òóäXßXÝMÛÚí¼ã*òóî�þ

z
Û¼Ü

σ
ñ}Û¼âËé�â¹ã*ò ä ü Û¥è�ã � å Ü�ã�äXÛÚë°ãæ§å ß·ä¹á�ã è å ë°à�é=ä�Ý�äXÛ å Ü åMæ äXá�ã(Ü å ò=ã(ä¹á�Ý_äµÛ¼â�ä¹á�ã(í¼ã*ÝbâQäµè å ë°ë å Ü�Ý_Üiè�ã*âJä å ß å_æ x

Ý_Üiò
y
ñÝ_Üiò å Ü�ã(ä¹Û¼ë°ã æ§å ßµäXá�ã°íÚãLÝMâJä¸è å ë°ë å Ü ÝMÜ�è�ãLâQä å ß åMæ x

Ý_Ü�ò
z ï±ð á�ãN�Mã�þ�à å Û¼ÜBä åMæ ä¹á�ãè å ë°à�íÚã�ê=ÛGäQþ�Ý_ÜiÝ_í¼þ�â¹Û¥â·Û¥âµä å â¹á å�ü ä¹áiÝ�ä lc({x, y})

Ý_Ü�ò
rc({x, y})

è�Ý_Ü îiã°è å ë/à�é=ä¹ãLòÛ¼Ü
O(|N+(x)|+ |N−(x)| + |N+(y)|+ |N−(y)|)

ä¹Û¼ë°ã ïð å ò å ä¹á�Û¼â*ñ½ß�ÝMò=ÛÚê â å ßJä¸ä¹á�ã/ãLò=ÞMãLâ å_æ G
ÝMè*è å ß�ò=Û¼Ü�Þ�ä å σ

ñ ü ÛGäXá ç ã�ß¹ä¹ã�ê åMæ,å ß¹Û¼ÞMÛ¼ÜÝMâËäXá�ã�à�ßXÛÚë�Ý_ßXþ �Mã*þ�Ý_Ü�ò ò=ãLâQäXÛÚÜ�Ý_ä¹Û å Ü ç ã*ßJäXã�ê ÝMâ/äXá�ã�âJãLè å Ü�ò�Ý_ßXþ7�Mã*þMñ9Û¼Ü å ß�ò=ã�ßËä åÞMã�ä
N+(x)

Û¼Ü�â å ßJäXã*ò å ß�ò=ã*ß å_æ ò=ã*âJä¹Û¼Ü�Ý_ä¹Û å Ü ç ã*ßJäXã�êóÝ�ä(ã*Ýbè�á ç ã�ß¹ä¹ã�ê x ï�ð á�Û¼â±äXÝ��bã*â
O(n + m)

ä¹Û¼ë°ã 	�"%$/� ö 9�øM� ï �·ã ç ã*ßXâ¹ã�ä¹á�ã±ß å í¼ã*â åMæ à�ßXÛÚë�ÝMß¹þ3ÝMÜ�ò¿âJãLè å Üiò�Ý_ßXþ �Mã*þ3Ý_Ü�òâ å ß¹ä
ÝMÞbÝ_Û¼Ü�ä å Þbã�ä N−(x)
ÛÚÜóâ å ßJäXã*ò å ß�ò=ã�ß å_æ�ç ã�ß¹ä¹ã�ê å_æ,å ß¹Û¼ÞMÛ¼Ü�Û¼Ü O(n + m)

ä¹Û¼ë/ã ï
lc({x, y})

Û¼â±ä¹á�ã  �ß�âJä ç ã�ß¹ä¹ã�ê å_æ (N+(x)∆N+(y)) ∪ (N−(x)∆N−(y)) ï Òµâ±ä¹á�ãLâJãí¼Û¼âJäXâ�ÝMß¹ã±â å ß¹ä¹ã*ò6ÝMè*è å ß�ò=Û¼Ü�ÞËä å σ
ñ�ÛÚä·Û¼â�ãLÝMâ¹þ°ä å  �Üiò ï rc({x, y})

Û¥â�ä¹á�ã±í¥ÝMâJä ç ã�ß¹ä¹ã�ê å_æä¹á�ã*â¹ã±íÚÛ¥âQä�â ï �÷ å ß�ÝËÜ å ò=ã Y
äXá�Ý�ä�Û¥â�Ý ë å ò�é�íÚã å_æ G Ý_Ü�ò6è�á�Û¼í¼ò å_æ ÝN9F�Zè å ë°à�í¼ã�äXã å ß�ø��»è å ë°à�í¼ã�ä¹ãÜ å ò=ã X åMæ TH

ñ�í¼ã�ä
S+(Y )

îiã
N+(Y ) \X

Ý_Ü�ò�Ý
S−(Y )

îiã
N−(Y ) \X ï S+(Y )Ý_Üiò

S−(Y )
è�Ý_Ü6îiã±è å ë°à�é=äXã*ò�î�þ°ä�Ý���ÛÚÜ�ÞËÝ_Ü�þ ç ã�ß¹ä¹ã�ê y ∈ Y

Ý_Ü�ò3à�ßXé�Ü�Û¼Ü�ÞËã*íÚã*ë°ã�ÜBäXâ
å_æ X æ ß å ë ÛÚäXâ`Ýbò � ÝMè�ã�Ü�è�þËí¼Û¼âJä ïsð ü�å è�á�Û¼í¼ò=ßXã�Ü å_æ X ÝMß¹ã

RX

�]ã �Bé�Û ç ÝMíÚã*Übä�ÛGû�äXá�ã�þ�á�Ý ç ãä¹á�ã¿âXÝ_ë°ã3í¼Û¥âQä�â ï ö Û¼Ü�è�ã3äXá�ã6í¼Û¥âQä�â/ÝMß¹ã¿â å ßJäXã*ò�Ýbè�è å ß�ò=ÛÚÜ�Þ�ä å σ
ñ9Ýxà�Ý_ß¹ä¹ÛÚä¹Û å Ü�ßXã� iÜ�ÛÚÜ�ÞÝ_í¼Þ å ß¹ÛÚä¹á�ë é�â¹ÛÚÜ�Þ�äXá�ã�Û¼ß  �ß�âJä(ã�í¼ã�ë°ã�ÜBä*ñ ä¹á�ã�Ü ä¹á�ã6âJãLè å Üiòzñ ÝMÜ�òóâ å�å Üxé�ÜBäXÛÚí9ä¹á�ã�í¥ÝMâJä*ñâ¹ã�à�ÝMßXÝ_ä¹ã*â,äXá�ã(è�á�Û¼í¼ò=ßXã�Ü å_æ Ý 9F�Zè å ë/à�íÚã�ä¹ã å ß±ø6�Zè å ë°à�íÚã�ä¹ã
Ü å ò=ã X
ÛÚÜBä å RX

è�í¥ÝMâXâ¹ã*â ï
;.<>=?=A@CB*K � �ZÙ�� � ���J9bÙ�%

O(n + m)
� �¦Ó�Ù I

TVUXWYW[Z5\ $½ã�ë°ë�Ý�øbøËÞbÛ ç ã(äXá�ã äXÛÚë°ã°î å é�Ü�ò æ§å ß±ò=Û¥â¹è�ß¹Û¼ë°ÛÚÜiÝ�ä¹Û å Ü å_æ ë å ò=é�í¼ã*â ï(ð á�Ý�ää¹á�ãËí¼ã�Ü�ÞMä¹á�â å_æ äXá�ã S+
Ý_Ü�ò

S−
í¼Û¼âJäXâ¸âJé�ë/ë°ãLò å�ç ã*ß�Ý_í¼í+Ü å ò�ã*â å_æ äXá�ã(äXß¹ã*ã Û¥â O(m)æ§å í¼í å�ü â�ã*ÝMâ¹Û¼íÚþ æ ß å ë ä¹á�ã æ Ýbè&ä}ä¹áiÝ�ä}ä¹á�ã·âJé�ë ∑

x∈V |S
+({x})|+ |S−({x})| å_æ í¼ã�Ü�ÞMä¹á�âå_æ íÚÛ¥âQä�â6Ý_ä3äXá�ãxí¼ã*Ý ç ã*â3Û¼â m

ñµÝ_Ü�ò;Ý�ä¿ã*ÝMè�á ÛÚÜBä¹ã*ß¹ÜiÝ_í¸Ü å ò=ã X
ñ·ä¹á�ã íÚã*Ü�Þ_äXá�â å_æ ÛÚäXâí¼Û¼âJäXâ�ÝMß¹ã�Ý_ä�ë å âJä�á�Ý_í æ¸åMæ ä¹á�ã�â¹é�ë å_æ íÚã*Ü�Þ_äXá�â å_æ äXá�ã�ÛGä�â3è�á�Û¼í¥ò=ß¹ã*Ü'� â°íÚÛ¥âQä�â ï)ð á�Ý�äÛ¥â�ñ}Û æ C(X)

ò=ã*Ü å äXã*â ä¹á�ã¿è�á�Û¼í¼ò=ßXã�Ü åMæ X
ñ
|S+(X)| ≤ (1/2)

∑
S∈C(X) |S

+(S)|
Ý_Üiò

|S−(X)| ≤ (1/2)
∑

S∈C(X) |S
−(S)| ï

ð á�ã3ÝMíÚÞ å ßXÛGäXá�ë Û¼â íÚÛ¼Ü�ã*ÝMß Û¼Ü#ä¹á�ã6í¼ã�Ü�ÞMä¹á�â å_æ äXá�ã S+
ÝMÜ�ò

S−
í¼Û¥âQä�â�ñ}â å ÛGäËäXÝ?�Mã*â

O(n + m)
ä¹Û¼ë°ã
ä å  �Üiò3äXá�ã RX

è�í¥ÝMâXâ¹ã*â ï �

ø��
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