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Familles fuchsiennes d’équations aux
(q—)différences et confluence.

Anne DUVAL et Julien ROQUES.

25 juin 2007

Résumé
On commence par présenter une méthode de résolution d’une famille de systemes fuchsiens
d’opérateurs de pseudo-dérivations associées a une famille a deux parametres d’homographies
qui unifie et généralise les cas connus des systemes différentiels, aux différences ou aux g¢-
différences. Nous traitons ensuite dans cette famille des problemes de confluence que 'on
peut voir comme des problemes de continuité en ces deux parametres.
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1 Introduction

1.1 Problematique

L’étude locale des trois types de systemes linéaires suivants :

1. différentiel : Y'(z) = A(x)Y (),

2. aux g¢-différences : Y(qz) = A(x)Y (x), ol ¢ est un nombre complexe non nul de module
différent de 1,

3. aux différences : Y(z — 1) = A(z)Y (),
ol z est une variable complexe et A(x) une matrice de fonctions, fait apparaitre de grandes
similitudes. Nous nous restreindrons dans ce qui suit a 1’étude locale de ces systemes au
voisinage de l'infini qui est le seul point fixe, sur la sphere de Riemann, de la translation
x — x — 1 et I'un des deux points fixes de I’homographie x — qz.

Une matrice T'(x) inversible au voisinage de 'infini définit une « transformation de jauge »,
c’est-a-dire associe & la matrice A(x) la matrice B(z) du systeéme que vérifie X (z) = T'(x)Y (z)
lorsque Y (x) vérifie le systeme de matrice A(z). On a :

1. B(x) =T(x) "t A(x)T(z) — T(z)"'T"(z) dans le cas différentiel,
2. B(z) = T(qx)"*A(x)T(x) dans le cas des g-différences,
3. B(z) =T(z —1)"tA(z)T(x) dans le cas des différences.

Enoncons quelques résultats sous une forme faisant ressortir le parallélisme.

1. Supposons que A(z) est la somme d’une série > A;z~ 571, & coefficients dans I'anneau

M,,(C) des matrices constantes de dimension n x n, convergente dans un voisinage de
Pinfini. Le systeme différentiel de matrice A(x) est fuchsien. Il est en outre non résonnant
si deux valeurs propres distinctes de la matrice Ay ont une différence non entiere. Dans
ce cas, il existe une (unique) transformation de jauge tangente & I'identité donnée par
une série :
T(x)=1+ Z Tox™*°
s>1

convergente au voisinage de I'infini, telle que B(z) = Agz~*.

2. Supposons que A(z) est la somme d’une série Y ., Asz™*%, a coefficients dans I’anneau
M,,(C) des matrices constantes de dimension n x n, convergente dans un voisinage de
Pinfini, avec Ay inversible. Le systéme aux g¢-différences de matrice A(x) est fuchsien. Il
est non résonnant si deux valeurs propres distinctes de Ag ne sont pas congrues modulo
q” et dans ce cas une (unique) transformation de jauge tangente & I'identité le transforme
en le systéme de matrice constante Ag, (voir [@] p. 1033 ou le probleme est traité au
voisinage de 0; on s’y rameéne par le changement de variable z — 1/z).

3. Afin d’obtenir des résultats analogues pour les sytémes aux différences il convient de
remplacer les séries de puissances par les « séries de factorielles ». On suppose A(x) =

1
1 —|—Z A, . Le domaine naturel de convergence d’une telle série est un
= z(x+1)---(x+9)

demi-plan vertical Rz > 0 que I'on peut considérer comme un voisinage de +00. Comme
dans le cas différentiel, le systeme est dit non résonnant si deux valeurs propres distinctes
de Ag ne sont pas congrues modulo Z. Dans ce cas il existe une (unique) transformation
de jauge tangente & l'identité donnée par une série de factorielles convergente T'(z) =



1
I+ ;) T, @) (@t telle que B(x) =1 — 1’4}1. Remarquons que le systeme aux

différences défini par B(z) peut s’écrire :
(x = DY (z) =Y (z—1)] = AY (z).

Dans chaque cas, résoudre le sytéme revient alors & résoudre un systeme a coefficients con-
stants, ce qui se fait en réduisant cette matrice sous forme normale de Jordan puis en intro-
duisant une famille de « caracteres » et de « logarithmes » adaptés a chaque cas.

Par ailleurs ces trois familles de systémes sont reliées entre elles par des propriétés de
« confluence ». En effet en notant o, (resp. 7,) Uopérateur agissant sur une fonction f par

oqf(x) = f(qz) (resp. Tnf(z) = f(z + h)), on a:
. og—1d d
;Lml (qq— 1z T dr

et :

i Th — id - d
oo b dz

L’étude de ces confluences, en liaison avec la théorie de Galois, a été menée récemment par
J. Sauloy ([id]) pour la premiere famille et par le second auteur ([f]) pour la seconde. Ces
deux auteurs montrent comment réaliser les deux étapes (transformation de jauge pour se
ramener au cas constant et détermination d’un systeme fondamental de solutions dans le cas
constant) d’une fagon suffisamment canonique pour qu’un passage a la limite soit possible.
Dans le premier cas le parametre complexe ¢ est de module strictement plus grand que 1 et
tend vers 1 sur une spirale logarithmique : ¢ = ¢§ ot |go| > 1 et € est un réel positif que 'on
fait tendre vers 0. Dans le second cas h est réel positif et tend vers 0.

Un autre type de confluence a été considéré par le premier auteur dans [E] : on part de la famille
d’opérateurs définis par 41 f(x) = f(gz + 1), et on étudie la convergence limy 1 041 = 7
notée 7. Il s’agit cette fois d’un phénomene de confluence d’opérateurs associés a une famille
d’homographies a deux points fixes confluant vers une homographie & un point fixe. Rap-
pelons le fait bien connu que tout systéme Y (¢(z)) = A(z)Y () ol ¢ est une homographie
de la sphere de Riemann distincte de l'identité, se ramene par changement de variable ho-
mographique soit & un systéme aux g-différences (si ¢ a deux points fixes) soit & un systeme
aux différences (si ¢ a un point fixe). Ainsi le systéme Y (qz + 1) = Ay(x)Y (x) devient un
systéme aux g¢-différences si on effectue le changement de variable x — (¢— 1)z + 1. Au niveau
de l'opérateur, la confluence précédente est seulement une spécialisation en ¢ = 1, mais cette
spécialisation n’est pas possible dans les solutions obtenues par le changement de variable

indiqué. Dans 'article cité I’étude de cette confluence est faite en remarquant qu’il est pos-
s

sible d’exprimer toute série convergente a l'infini en une série de la forme ag + Z e
= (@4)s

ou (r;q)s = Hj;é(l — ¢z (voir [P] p. 344). En supposant que g est réel et tend vers 1 par
valeurs supérieures, on montre dans [J] qu’apres une telle écriture suivie du changement de
variable indiqué, les solutions obtenues tendent vers celles du systeme aux différences limite.
Dans le présent travail nous généralisons et unifions ces trois articles en considérant une
famille de systeémes associés & la famille d’opérateurs oq p f(x) = f(gz + k). Nous montrons
qu’il est possible, sous certaines hypotheses, de définir une solution canonique pour le systeme :

Y (qz + h) = AP (2)Y (z).

Celle-ci est obtenue en résolvant chaque systéme de la famille en les deux étapes indiquées :
par une transformation de jauge tangente & l'identité définie par une série appropriée (séries
de (g, h)-factorielles) convergente dans un domaine convenable, on se rameéne au cas d’un



systeme a coefficients constants que l'on résout a I’aide d’une famille adaptée de fonctions.
De plus ces deux étapes sont menées en controlant la dépendance en (g, h). Cette étude
aboutit au résultat énoncé dans le Théoreme m, section . Ensuite on étudie les trois types
de confluence : (¢,h) — (q0,0) (g0 > 1), (g,h) — (1,ho) (ho > 0) et (g,h) — (1,0). Les
conclusions obtenues sont I'objet du Théoreme é, section @

Indiquons le plan de l'article. Apres avoir donné les définitions et notations utiles, nous
énoncons les deux théoremes principaux de notre article. Un premier paragraphe étudie les
séries de (g, h)-fractorielles. Chacun des deux paragraphes suivants est consacré a la preuve
de 'un des théoremes.

1.2 Notations

Dans tout ce travail g est un réel supérieur ou égal a 1 dont l'inverse est noté p et h est
un réel positif ou nul.

Rappelons, pour ¢ # 1 et A € C, la notation de Jackson :

On note @ =]1,+00[x]0,+00[, QF =[1,400[x [0,+00[ et QF = QT \ {(1,0)}.
Pour (q,h) € QT et s € N*, nous introduisons la fraction rationnelle suivante :
= [s 1

T gzt M) @ at 1)

—J0 — —
On écrit aussi x W0 1 et on abrege x i en e et o i, en 2~ ¥l Remarquons que
xfo[s]q —q 3(3271):675.

Afin de faire ressortir les analogies mentionnées dans 'introduction, si (¢, h) # (1,0), il
sera utile de remplacer 'opérateur o4, par la pseudo-dérivation :

A Jt;flt —id Op,—ph — 1d
= — = .
o) -z (p—1)z—ph

Cet opérateur vérifie la « formule de Leibniz » suivante :

Agn(fo)(@) = op—pnf(@)Agng(x) + g(x)Agnf(2)
= 0p—phg(T)Agnf(z) + f(2)Agng(x).

L’analogue de l'opérateur « fuchsien » x% est alors opérateur :
péh = p(:L' — h)Aq_’h.

On convient naturellement que 16y = x%. Le résultat suivant est une généralisation immédiate
de la Proposition 1.1 de [ .

Lemme 1. La fraction rationnelle zih[s]q est un vecteur propre de pdp pour la valeur propre
—[slq-



Nous envisageons dans ce travail des familles de systémes aux (g, h)-différences :
2O0nY (z) = A@M ()Y (z), (¢,h) e AcC QF (1)

ot A" (z) est une série de la forme :
+o0 X
Al () = ZAngh)x_h[é]q
5=0

avec AYM € M, (C). De telles séries sont appelées séries de (g, h)-factorielles formelles &
coefficients dans M, (C).

Des conditions suffisantes de convergence de ces séries sont données au paragraphe 2 et

rendront naturelles les définitions qui suivent.
%| > A - %| lorsque
(g,h) € Q est prolongée & Q7 en convenant qu’elle signifie R(x) > R(\) sig=1,h > 0 et

|z] > |A] si h = 0. Pour A € C, on note :

Pour A,z € C, la signification habituelle de l'expression |z —

Veh(\) = {:c eC|

z - L’ > ’)\ . } |

I—gq I—gq
Notons que la famille (V(q’h) ()\)) \er+ Constitue un systéme fondamental de voisinages de oo
sauf si h # 0 et ¢ = 1 ou il s’agit de voisinages de 4oc0.

On suppose choisies une norme notée || - | sur M, (C) et une norme | - | sur C" telles que
si A e My(C) et X € C", on ait |[AX]| < ||A|||X]. Par commodité on supposera aussi que
[|I]| =1, si I désigne la matrice identité.

La définition suivante fixe le cadre technique dans lequel nous nous placerons.
Définition 1. Soient C et A deux réels positifs et A C Q. Une famille de matrices (A(q’h) (z))

est dite fuchsienne (C,\) sur A si, pour tout (q,h) € A, la matrice Ala:h) (x) est une série de
(g, h)-factorielles a coefficients dans M, (C) :

(gh)EA

Al () = ZAgQ»h)x_h[s]q

s>0

et si, pour tout s > 1 :

-1
Hqu,h)H < Cqs—l ()\h[sl]q) .

Une famille de systémes ([]) est dite fuchsienne (C,\) sur A si :

1. pour tout (q,h) € A, la matrice I 4+ (1 — q)A((Jq’h) est inversible,

2. la famille de matrices (AR (:I:))(q nyen €5t fuchsienne (C, \) sur A.

Elle est dite non résonnante si, pour toute valeur propre c de A((Jq’h), q°c — [s]q nest valeur

propre de Aéq’h) pour aucun entier s # 0.

En particulier, chaque systeme d’une telle famille fuchsienne est fuchsien dans les sens
classiques : lorsque h = 0, la définition coincide avec celle de systeme fuchsien en co au sens
habituel et lorsque ¢ = h = 1 c’est la définition d’un systeme de premieére espece en +oo de
lik

Notons que la condition d’inversibilité de la matrice I+ (1 — q)A((Jq’h) assure que la matrice
du systeme (fll) écrit sous la forme Y (g + h) = B(x)Y (z) est inversible, en accord avec le fait
que 04, est un automorphisme. Elle est évidemment réalisée si ¢ = 1.



Remarquons que la condition de non-résonnance ne fait pas intervenir la valeur de h.
Lorsque ¢ = 1, c’est la condition classique : deux valeurs propres distinctes ne différent pas
d’un entier non nul. Lorsque ¢ > 1, en remarquant que pour é € C, ¢°[é]q + [s]q = [s + €|q, on

(g,h)

voit qu’en notant les valeurs propres de Ay"" sous la forme ¢ = —[—¢y, ce qui est licite vue

la condition d’inversibilité indiquée, la non-résonnance équivaut a ce que ¢ et d ne sont pas
congrus modulo Z lorsque ¢ # d. On retrouve bien la condition de non-résonnance rappelée
plus haut.

Nous terminons cette section en introduisant la famille de fonctions que nous utiliserons
pour résoudre les systemes & matrice constante.

Pour tout « € C, si s € N*, on pose (z;p)s = Hj;é(l — p’x) et on définit
(3p)oo = lim (x;p)s.
5§—00

Nous utiliserons aussi la fonction theta de Jacobi suivante dont les propriétés de base sont

rappelées en :
O,(x) = _(~1)"g~ T e
neZ
Pour o € C*, on note 0, »(x) = O,(a~'x).
Nous noterons I' la fonction Gamma d’Euler.
Définition 2. Pour (q,h) € QT et c € C, on note e(q’h)( ) la fonction :

o\ (1=p)F +pP) .
St >1,h>0
(1p) (1 =p)% +p);p)o 1
peldte—§) C ae1lh>0
e (@) =4 " T 3) T
@q(ac) .
a7 si g>1,h=0
6%‘10( ) )
(—z)° si (q,h) = (1,0)

. , . L . . 1,0
Dans le dernier cas, on suppose fixée une détermination du logarithme et on abrége eg ) en

ec.
Pour tout entier k > 0, on pose :

(g;h) _ 1 3 Jh
Soient 7 > 1 un entier et E;; la matrice carrée élémentaire de dimension r dont tous

les éléments sont nuls sauf celui situé sur la ligne i et la colonne j qui vaut 1. On note
r—1

N, = Z E; 1. Pour c € C et (¢,h) € QF, on définit les matrices r X r :
i=1

£(q7h) Zg 4, h)

et :
.
Aﬁ?r’h) = —[—coIr + 1 (¢ 1)
—q
Soient ry,--- , 7, des entiers strictement positifs de somme n et c¢1,- -+, ¢, des nombres

complexes, on note :

J(qah) diag (AP ... Al@h)

C1,7T1? P TCmTm

Soit P une matrice constante inversible et A(()q’h) = PJéq’h)P’l.



Définition 3. Avec les notations précédentes, on définit les matrices n X n :

gJéq,h) (x) = diag (E(q’h) (x), - ,£(q7h) (z))

C1,71 Cm;T'm

et :
EA[()QJL) (:C) = PEJéq,h) (z)Pil.

1.3 Les deux théorémes.

Une transformation de jauge de matrice F'(z) transforme le systeme ,0,Y (z) = A(z)Y (z)
en le systeme de matrice :

AT (z) = F(px — ph) " [A(2) F(2) — ponF ().

Il s’agit de la matrice codant le systéme obtenu & partir de ,6,Y () = A(z)Y (z) par le
changement de fonction inconnue X (z) = F(x)Y (z). Nous utiliserons des transformations de
jauges développables en séries de (g, h)-factorielles tangentes & l'identité, c’est-a dire de la
forme :

FOM (@) = T+ ZFS@,%*JSL_

s>1

Enoncons le premier de nos deux résultats principaux.

Théoréme 1. Soit A une partie bornée de QF. Soit une famille fuchsienne non résonnante

(C,\) sur A de systemes ([l) ou :

A () = ZAngh)xih[s]q.

s>0
On suppose que, pour tout (q,h) € A, il existe P4 € GI,,(C) telle que :

P(q,h)JO(qﬁh) _ Aéqﬁh)P(%h)

ou :
(¢:h) _ 7 q;h) (q,h
JO - dlag (Aglﬂ“l’ T ’Acm,’r’)m)
avec c1, - -+ , Gy des nombres complexes vérifiant c; —c; € Z* et r1,--- , 1y des entiers stricte-

ment positifs tels que r1 + - - + rpy = n. Si les familles (P(q’h))(q e et ((P(q’h))il)

(g,h)eA
sont bornées, alors :

1. pour tout (q,h) € A, il existe une unique transformation de jauge formelle tangente
Videntité F(@M) (z), définie par une série de (q, h)-factorielles de terme constant I, telle

(a,h)
que (A(q’h))F () = Aéq’h),

2. il existe (C', \') tels que la famille (F(q*h)(x))(q men €t fuchsienne (C', \'),

3. les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
a) pour toute matrice P € Gl,,(C), F(9") (2)PE (4.n (x) est une matrice fondamentale
J
0
de solutions dans V@M (X') du systeme ([]) si et seulement si PJéq’h) = A((Jq’h)P,

(b) la matrice :
Xc(g;f)(x) = Flah) (ZC)EA(q,h) (x)
0

est, dans V(@M (X)), une matrice fondamentale de solutions de ([l]), indépendante

du choix de la matrice P conjuguant qu’h) a sa forme normale.



Définition 4. La famille de matrices (Xég,}h) (m))( mea définie dans le théoréme précédent
q,n)€
est appelée solution canonique de la famille (m)
Avant d’énoncer des propriétés de confluence pour les fonctions, décrivons le comportement
de leurs domaines de définition. Pour A\ > 0 fixé, la famille V(@")(\) vérifie les propriétés
suivantes de continuité en un point du bord de Q7 :

1. Pour g > 1 fixé, la famille V(9%0-")(\) croit lorsque & | 0 et U Vo) () = {|z] > A} =
h>0
V(qo’o)()\). Notons que cette limite est indépendante de gqg > 1 et que le résultat est
valable si (¢, h) — (go,0) avec go > 1.

2. Pour ho > 0 fixé, la famille V(@"0)(\) décroit lorsque ¢ | 1 et () V@) (X) = {Re >
q>1
A} = V(Lo ()), Cette fois encore le résultat persiste si (g, h) — (1, hg) avec hg > 0.

3. La famille V(@?)()\) décroit avec thl. Chaque V(@")()\) contient le demi-plan Rz > .

Si A’ C A, lintersection des V(@™ (\) pour (¢,h) € A’ est un voisinage de oo si et

seulement si la famille (q% est bornée. Lorsqu’on fait I’hypothese suivante :

R ACROINY

(H)  (¢,h) — (1,0) de sorte que

A

ot £ € [0, +00], alors V(@) (X) a pour limite {|z + £| > X\ 4 £} si £ est fini et {Rz > A}
si £ = +00. On note Vz(\) ce domaine limite.

Nous étudierons la confluence des solutions (i.e. la continuité en les parametres (g, h))
dans les trois cas suivants :
C1 (q,h) tend vers (qo,0) avec gg > 1,
C2 (q,h) tend vers (1, hg) avec hg > 0,
C3 (g, h) tend vers (1,0) et 'hypothese H est satisfaite.
Enon@ons le deuxieme résultat principal de cet article.
Théoréme 2. Soit une famille (|l)) vérifiant les hypothéses du théoréme E dont on reprend

les notations. Soit (qo, ho) € ANOQT. On suppose que :
1. pour tout s > 0, AP o une limite A, lorsque (q,h) € A tend vers (qo,ho) de telle
sorte que l’on soit dans l'une des situations C1, C2 ou C3 et, dans ce dernier cas, on
suppose £ € R,

2. il existe des matrices de conjugaison P(®") telles que, quand (q,h) — (qo, ho), P
converge vers une matrice conjuguant A((Jq“’ho) a Jéq“’h“).
Alors :

1. la série de (qo, ho)-factorielles :

Afw) = Y Ao oo

s>0

converge
~ dans V(9020 (\) dans les cas C1 et C2,
- dans V() dans le cas C3,

2. sile systéme auz (qo, ho)-différences défini par A(x) est fuchsien et non résonnant, alors

C1 en posant h, = (1 — po)py, la suite (Xc(g%’h"’)(:c)) converge vers X§§%’O) (x),
>0

n

uniformément sur tout compact de {|z| > N} \ (¢ + hoN*),



C2 la famille X &P (x) tend vers Xc(i;lh“)(x), uniformément sur tout compact de {Rx >
NI\ (¢ + hoN*),
C3 la famille X &Y (x) tend vers x50 (x), uniformément sur tout compact de Vy(N')\
RT.
Notons que dans le cas C1 la famille des caracteres n’admet pas de limite lorsque A tend

vers 0. En revanche, le théoreme E, section assure que cette famille est normale et donne
I’ensemble de ses valeurs d’adhérence.

2 Quelques propriétés des séries de (¢, h)-factorielles

Nous donnons ici quelques propriétés des séries de (g, h)-factorielles i.e. des séries de la

forme 2520 Asxih[s]q.

2.1 Conditions suffisantes de convergence
On a déja remarqué que z_“[s]q = q’ﬁzﬂ. Les séries de (g, 0)-factorielles sont donc
les séries de puissances en x~!. Lorsqu’il n’est pas vide, leur domaine de convergence absolue
est de la forme V(%0 ()\) pour un réel positif \.

Les séries de (1, 1)-factorielles sont les séries de factorielles. Leur domaine de convergence
absolue, 571l est non vide, est de la forme V(11 (\) pour un réel positif A (voir [{] par exemple).

Enfin, les séries de (g, 1)-factorielles sont étudiées dans [ (p. 351) ou elles sont appelées
« séries de factorielles mixtes ». Toujours sous réserve de converger en au moins un point,
elles convergent absolument dans un domaine V(%) ()\) pour un réel positif \.

Pour tout entier s > 1 et tout h > 0 :

Lorsque h # 0, le changement de variable  +— § transforme donc une série de (g, h)-factorielles
en une série de (g, 1)-factorielles. On en déduit qu'une série de (g, h)-factorielles qui converge
en un point, converge absolument dans un domaine V(%) (\) pour un réel positif \.

Par ailleurs, il résulte de [[j] pour les séries de factorielles et de [[] (Proposition 2.8) pour
les séries de (g, 1)-factorielles que I'on peut énoncer le résultat général suivant.
Proposition 1. Soit (A@") (x))(%h)e/\ une famille fuchsienne (C,\) sur A C QF. Pour tout
(q,h) € A la série de (q,h)-factorielles AWM (z) converge absolument dans V@M (\) et sa
somme est une fonction holomorphe.

Une fonction a & valeurs complexes, définie et holomorphe sur V(") ()), est dite dévelop-
pable en série de (g, h)-factorielles s’il existe une suite de nombres complexes (as)s>0 et un
réel X > 0 tels que, pour tout z € V(@) (\) :

R
a(z) = Zasx a,
s=0

Lorsqu’il existe, un tel développement est unique. L’ensemble des fonctions développables en
séries de (g, h)-factorielles est noté O;q’h).

Notons qu’il s’agit d’'un anneau commmutatif unitaire et integre pour l'addition et la
multiplication usuelles des fonctions. De plus, ’application :

—+oo +oo
a(z) = Zasx W € Ogcq’h) — a(x) = Zasx W, € C[l=™1]]
s=0 5=0



est un monomorphisme d’anneaux mais pas un épimorphisme.

1
L’exemple de base est la fonction \ (A € C) qui admet le développement en série de

(g, h)-factorielles convergente dans V(@) ()\) :

1 > N
— = qu_l ()\ h q) T hoa (2)
s=1

Remarquons que si A est réel positif cette série est a coefficients réels positifs, ce qui permet
de l'utiliser comme série majorante.

2.2 Formule de translation.

La combinatoire des séries de factorielles (formelles) est rendue possible par 'existence
d’une « formule de translation » permettant d’exprimer une série en 2~/ comme série en (x+
p)~1¥l. Un résultat analogue (formule d’homothétie) existe pour les séries de (g, 1)-factorielles

X

(B p. 352) et le changement de variable z — # permet de l'obtenir pour les séries de (g, h)-
factorielles avec h > 0. On prouve en effet que, si A(x) = Ap + Z ASx_h[s]q, alors :

s>1
s—1 A — 8]
A(px — ph) = Ao—l—Zq A, +s—1]Zhs_k k S EA
s>1 k=1 [k —1]!
ou0)!l=1et[j]l=4lsiqg=1, [j]' = ?c 1[k]q si j > 1 (notation de Jackson).

S h = 0, cette formule se verlﬁe sans recourir & une formule de translation.

2.3 Produit

Lorsque h # 0, la formule de multiplication donnée ci-dessous permet d’exprimer le produit
de deux séries de (g, h)-factorielles formelles comme une série de méme nature. Ces formules
figurent dans ] dans le cas (1,1), dans [ff] (Proposition 2.9) dans le cas (g, 1) et la formule

ci-dessous en résulte
—+oo

Soient A(x ZA x b et B(z ZB x b deux séries formelles de (g, h)-

s=0
factorielles. Leur prodult est la série formelle :

= -
— CSZE h™ q

avec :
CO - AOBO; CS = AOBS + ASBO —|— Z hqu+ijci,j,kAiBj, s Z 1
(4,5,k)EJs
ou :
Js={(i,5,k) | i,5>1, k>0, i+j+k=s}
et :

o= LR U= 1)
e [0 = 1]!5 — 1!k
Notons que, pour tout i, 7, ¢; ;0 = 1 et que cette formule se simplifie en I’habituelle lorsque
h=0.
Lorsque les séries A(x) et B(x) convergent, leur produit converge au moins dans le plus
petit de leurs domaines de convergence.
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2.4 Inverse

Pour les séries de (g, h)-factorielles & coeflicients dans C, nous ferons usage du résultat
suivant ([H]).
= -l
Proposition 2. Soient A\, u des réels positifs et a(x) =1 — Zasx na yne série de (g, h)-
s=1

1
— [s—1
factorielles dont les coefficients sont des nombres complexes vérifiant |a,| < pg*™* <)\ W ]"> ,

+oo
alors b= 1/a est une série de (q, h)-factorielles de la forme b(z) =1+ stx_h[slq avec
s=1

-1
o — [s—1]
R O I

3 Preuve du Théoréeme 1

Ce paragraphe est consacré a la preuve du théoreme EI

Comme indiqué plus haut, pour résoudre un systeme aux (g, h)-différences fuchsien, on se
ramene au cas constant par une transformation de jauge convenable. On étudie d’abord un
systéme de matrice constante (en x) non résonnante, puis on montre 'existence d’une unique
transformation de jauge ramenant a ce cas. En vue de ’étude ultérieure de la confluence, cette
deuxieéme étape est réalisée en famille (famille fuchsienne).

3.1 Cas d’une matrice constante

Résoudre un systeme a matrice constante, revient a résoudre les deux familles d’équations
suivantes :

Pony(x) = f[fc]qy(x) (« équation des caracteres ») (3)
et :
5 g(q,h)( ) = —[—c g(q,h) +i )7 ln q fcg(q’h)( ) (« équation des 1 ith )
pOnley (x 7 en_;(®)  (« équation des logarithmes »).
j=1

(4)

3.1.1 Caracteres et logarithme

Les fonctions el?" )( ) définies dans I'introduction sont méromorphes sur C lorsque (g, h) #
(1,0). Rappelons quelques propriétés fondamentales des fonctions spéciales utilisées pour les
construire (& savoir : la fonction I', le symbole de Pochhammer et la fonction ©,). La fonction
I' est méromorphe sur C, sans zéros, & poles simples aux entiers négatifs et vérifie I'(x +
1) = zI'(x). La fonction (7;p)s est entiere, s’annule aux points ¢V et vérifie (z;p)e =
(1 — 2)(px;p)so- La fonction ©4(x) est holomorphe sur C* et vérifie O4(qx) = qrO,4(z).
Rappelons aussi la formule du triple produit de Jacobi :

O4(x) = (13 D)oo (5 2) 00 (P2 ™15 ) oo

qui montre que O,4(x) a pour ensemble de zéros ¢%. Ces propriétés permettent d’établir la
proposition qui suit.
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Proposition 3. Pour (q,h) € Q% et ¢ € C, la fonction egq’h) (x) est solution de l’équation

des caractéres (). Si ¢ = —s est un entier négatif, on a :
() = (1) .

SiceN, e&q"h)(x) est un polynéme de degré c.
Enfin, si ¢ € N et si (q,h) # (1,0), les poles de el (x) sont simples et situés aux points
sutvants :

(i) hlc+N*]g ={hlc+n]s|neN*} sig>1eth>0,

(i) c+Z sig>1eth=0,

(i11) h(c+N*) sig=1 et h > 0.

Remarquons que ce choix de caracteres se spécialise en celui de [E] lorsque h = 1, celui
de [E] lorsque ¢ = 1 et celui de [@] lorsque h = 0, en remarquant dans ce dernier cas que
la valeur propre est ici notée ¢°. De plus, & constante pres, lorsque ¢ # 1 et h # 0, cette
solution de (E) coincide avec la solution canonique utilisée dans @] pour résoudre 1’équation
aux g-différences en ¢ (réguliere en 0) obtenue & partir de (B)) apres le changement de variable
t=1+(qg—1)%.

Ces fonctions permettent, comme on le verra plus bas, de résoudre les systemes & matrice
constante semi-simple. Pour traiter le cas général on s’appuie sur le résultat suivant qui
s’obtient par dérivations successives par rapport a c de (E), en convenant que, si ¢ = 1,

. InMq —
=1 et, pour j > 2, ;,fq ¢ =0.

Proposition 4. Pour tout ¢ € C et tout entier k > 1, les fonctions Kiq,’ch) (x) vérifient la
famille d’équations /ﬂ)
Si g =1, la formule se réduit a la relation :

1000 () = et (@) + 65 ()

et la famille de solutions choisie est celle utilisée dans [E] La spécialisation h = 1 correspond
3 I'une des deux familles utilisées dans [[f] (celle notée Ly). La spécialisation h = 0, ¢ > 1
donne une famille différente de celle utilisée dans [@] et dont le lien avec cette autre famille
« naturelle » est étudié dans [[]. Enfin la spécialisation (¢, h) = (1,0) correspond 4 la famille
habituelle des logarithmes puisque :

Ing

—C
117

k —XT
(140 ) = 2D (e

3.1.2 Solution canonique (cas constant)

Rappelons la convention %q_c = 1siq = 1. Avec les notations de 'introduction, posons :

Y q —N,..
NTj: 1*q(q ]_ITj)' (5)
r—1 -hlj )
En remarquant que ¢~V — I, = g (fl)quNj, on déduit des formules (f) et () la propo-
Jj=1

sition suivante dont la preuve est laissée au lecteur.
Proposition 5. Pour tout r > 1, la matrice r X r :

(@) @) L@ e G ()

(q;h) (g,h) (g,h)
ﬁgq;_h) (.T) _ 0 EC,O (‘r) Ec,l (‘T) £c77__2($)
0 0 &% (@)
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est un systéeme fondamental de solutions du systéme de dimension T :
pOrY () = Ag?f«h)y(x)-

Reprenons les notations de la définition E
h)

Lemme 2. Toute matrice constante qui commute avec J(q’ commute avec € q.n) ().
q 0 J,
0]

Démonstration. Commencons par montrer que les matrices constantes qui commutent avec
Jéq’h) sont exactement celles qui commutent avec la forme de Jordan habituelle qui correspond

a des blocs de la forme —[—c|,I + N, . Si ¢ = 1, les deux formes normales coincident et il
n’y a rien a prouver.
Si ¢ > 1, partageons une matrice P qui commute avec Jéq’h) en P = (Pji)i<jk<m OU

Pj . est une matrice 7; X ri. Elle commute avec Jéq’h)
[—cilq # [—cklq et N, ; Pik = Pjr Ny, lorsque [—¢jlg = [—cklq, 0l aussi, pour tout entier
i>1, N Pk = P]kN Dans ce cas, si ¢ est tel que ¢¢ = ¢% = ¢, on déduit de (H) que :

si et seulement si P;j; = 0 lorsque

ri—1 .o
! 1 - (=)' &
N, = ——1In(I,, —1)¢N,.) = — - N* 6
; ™ n(l; — (¢ — 1)g°Ny;) g ;:1 - . (6)
et donc aussi :
N
N, P; = — 7N1P
itk lnq; )
1 (a—1'¢" , <
— E —————P;pN; = PjiN,,.
Ing i b R

i>1

La matrice Ej(q,h) (x) est diagonale par blocs correspondants a ceux de Jéq’h), le j-ieme
“0

bloc étant :

L0 (@) = P (@)L, + 30 40D ()N

Elle commute avec P si et seulement si pour tout k,j on a Eg’rﬂ (2)Pj = PjpL%") (2).
Lorsque [—c;]q # [—cklq cette relation est claire puisque Pj; = 0. Lorsque [— cj]q = [—ck]q,
elle se déduit aisément des relations N, Pj = PNy, . O

Soit Aéq’h) la matrice du systeme (EI) Puisqu’elle est inversible, on peut supposer que ses
valeurs propres sont écrites sous la forme —[—c1]q, - -+ , —[—¢n]q (répétées s’il y a plusieurs blocs
de Jordan pour une méme valeur propre) et qu’elles vérifient la condition de non résonnance

qui s’écrit maintenant ¢;—c; ¢ Z*. La relation (E) permet de prendre Jéq’h) pour forme normale
de A(()q’h), c’est-a-dire de supposer qu’il existe P € GL,,(C) telle que A(()q’h) = PJéq’h)P’l. La
matrice suivante :

PEJéq,h) (:C)P_l

est clairement un systeme fondamental de solutions du systeme défini par A(()q’h). Voyons ce
qu’il en est de la dépendance de ce systeme fondamental par rapport & la matrice de passage
P.

Lemme 3. Si P, et P, sont deux matrices conjuguant Aéq’h) a Jéq’h)

, alors :

Png(()q,h) (m)Pfl = PQEJ(()q,h) (.T)P{l

13



Démonstration. L’hypothese implique que la matrice P~ 1P, commute avec Jéq’h) et donc,

d’apres le lemme E
Pf1P25Jéq,h) () = gJéq,h) (:L')Pflpg

ou encore :
Png(()q,h) (m)Pfl = PQEJ(()q,h) (.T)P{l

O

Cela montre que & ,w.n (x) est effectivement indépendante des matrices conjuguantes

choisies et justifie la définition E : dans le cas d’un systeme de matrice constante, on ap-
pelle solution canonique la matrice € ,,n) (x).
0

3.2 Transformation de jauge

Nous allons maintenant établir I'existence d’une (unique) famille de transformations de

jauge tangentes & Iidentité ramenant la famille de systemes () & une famille de systeémes &
coeflicients constants, ce dernier cas ayant été traité dans la section précédente. Cela se réalise
en plusieurs étapes et le théoreme qui suit est un outil essentiel.
Théoréme 3. Soit A une partie bornée de QF. Considérons une famille () fuchsienne non
résonnante (C, \) sur A. On note Céq’h) Uinverse de la matrice I+ (1— q)A((Jq’h) et on suppose
qu’il existe a > 0 tel que, pour tout (q,h) € A, ||C’(gq’h)|| < a. La non résonnance implique
que, pour tout s > 1, Uopérateur défini sur M, (C) par : U — (Aéq’h) + [s]4D)U — quAéq’h)
est inversible. On note ZS”” son inverse et on suppose qu’il existe M > 0 tel que pour tout
s> 1 et tout (q,h) € A, Uopérateur qu’h) soit de norme inférieure ou égale a M.

Alors, pour chaque (q,h) € A, il existe une unique transformation de jauge F(@h) (x)
développable en série de (q,h)-factorielles, tangente a lidentité, qui transforme le systéme
précédent en celui de matrice constante qu’h) autrement dit : (A(q*h))F(q'h) = qu,h). De plus,
il existe C' >0 et N > 0 tels que la famille (F(q*h)(x))(q,h)e,\ est de type (C', \').

Le cas h = 0 et ¢ = 1 est le classique théoreme concernant les systemes différentiels
fuchsiens. Les trois spécialisations h =1 oug=1 (et h > 0) ou h =0 (et ¢ > 1) donnent les
résultats établis dans [E], [ ou ] et la preuve qui suit reprend la méme démarche.

3.2.1 Un résultat préliminaire

La preuve du théoreme [l repose sur la proposition suivante.
Proposition 6. Soit une famille (El) fuchsienne (C, X) sur A. On suppose que, pour tout s > 1,

—[s]q n'est pas valeur propre de la matrice A(()q’h). Soit Uy un vecteur non nul de C™. Pour

tout (q,h) € A, le systeme (I]) a une solution qui est une série (formelle) de (q, h)-factorielles
(a,h)

de terme constant Uy si et seulement st Uy appartient au noyau de Ay""’. Une telle solution
-1
est alors unique. De plus, si b = sup ([s] I+ A((Jq’h)) est fini, la famille formée
s21,(¢,;h)€A 1

par ces solutions est de type (Cb|Up|, Cb+ N).

+oo
Démonstration. Notons AN (z) = Zqu’h)z W, et cherchons Y (4" (z) sous la forme
s=0

—+oo
Y@ (@) = Uy + 3 yamy bl

s=1
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Partie formelle. D’apres la formule du produit :
A ()Y (@h) (g Zcqh):C W,

avec Céq’h) = Aéq’h)Uo et, pour s > 1:

C§¢Z7h) — quvh)ys(qﬁ) +qu’h)U0 + Z hquﬂjci,j,kqu’h)yj(q’h).

(i,4,k)€Js
D’autre part, puisque :
+oo
- [s]
Y (@) = 3 (i, x80g
s=1

Y (@) est solution de ([I) si et seulement si ses coefficients vérifient :

quv% —0
,[s]qy q;h A(q,h)y ah) 4 A q; h)UO + Z hkq k+1jc A(q’h)Y(q’h)
(1,4,k)€Js
ou encore :
A(()q’h)Uo -0
—([s]gI + ALMy @) = g@h 4 S g, AZ(_q,h)Yj(q,h)_
(i,4,k) €T

(

Il est donc nécessaire que Uy soit dans kerAOq’h). Comme, par hypothese, la matrice [s],I +

A(()q’h) est inversible, le systeme se résout de proche en proche :

vl — _ ([S]q[ n Aéq,m) a4 S REgEHG APy (o)
(i,9,k)€Js
Ceci termine I'aspect formel de la proposition.
Partie convergente. Etablissons maintenant, sous ’hypothese indiquée, la convergence de
cette solution.
Notons : al®") = [|AY™M |, ug = [Up| et, ¥s > 1, y{@" = [y @7,
De I'équation récurrente ci-dessus et de la deﬁmtlon de b, on déduit, pour s > 1, les majora-
tions :

- h h
Y@M < b | ale) gy + Z hqu+wcm7ka§q >y](q )
(i.4,k)E s

Introduisons la suite définie récursivement par :

ziq’h) = bagq’h)uo

qu,h):b agq’h)uo—i— Z qk“jhkcw,k (q,h) J(_th)
(4,5,k)EJs

(@:h) zgq’h). Notons :

(qh Z (a,h) 4

de sorte que, pour tout s > 1, ys

15



et :
+oo
a(@M) () = Zagq,mx*h[s]q_
s=1

La relation suivante est une conséquence immédiate de la récurrence définissant z(4") (z) :
20 () = bluga'®M (z) + o PP (2)2( 0P ().

On en déduit :
buga'sM () 1
(qvh) — 07 [ 1- .
i (z) 1 — ba(@h)(z) o ( 1 — bala:h) (x)>

et il ne reste qu’a appliquer la proposition E pour obtenir :

-1
2P < Chugg®™* (()\ + Cb)_h[s_l]q)

([l
Lorsque Aéq"h) = 0, le systemes est « régulier ». En appliquant le résultat précédent a la
base canonique (g1, -+ ,&,) de C™, on obtient le

Corollaire 1. Soit ,6,Y (z) = A@PY () une famille de systémes réguliers, de type (C,\)
sur A. Ces équations admettent chacune un systéme fondamental de solutions, tangent a
Uidentité, formé de séries de (g, h)-factorielles. La famille ainsi définie est de type (C',C' + )

avec C' = C' max |e;].
1<i<n

3.2.2 Preuve du théoréme [

Notons F(@M(z) =T+ 7% Fs(q’h):cih[s]q la transformation de jauge cherchée. La condi-
tion qu’elle doit vérifier s’écrit :

AR @) O (@) — 3, F ) () = PO (p — ph) AT (7)
ou encore :

—1)ax —ph
O F@h) () {[Jr wqu,h)] _ [A(q,h) (2) F@M) (z) — PO () 40M)] |

p(z—h)
D’autre part, si a € C est tel que b =1+ (1 — g)a # 0, la formule () permet d’écrire, en
1 h
posantd:% et u= % =(1+q¢d)h:
(p— 1)z —ph -t z—h 1 qah
1 -_ = — = — |1 —_— =
{J’ px—h) be—(tah b " be—(tah
1 qdh 1 o —s=u T -
= -1 = — |1 dh s h q h g
[ - e S ()
= 1 14+ quhs(d_[s]q)_lxih[s]q
b

s>1

-1
— [s—1

Cette derniére égalité s’obtient en remarquant que, puisque p = (14+gd)h, on a dh (u Wl ]‘?))

hs(df[s]q)fl.
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Dans ces expressions, qui sont des polynoémes en d, on peut remplacer le nombre complexe
d par la matrice :
D(()th) _ Céqqh)A(()qﬁh),

et donc a par A((Jq’h) et 1/b par Céq’h). On obtient le développement suivant :

[y =D phA@,h)] o io clah) " all,
(0] - S
p((E - h) s=0

avec, pour s > 1 :

s—1
ch = wec I (qu(()q,m T [k]ql) _
k=0

L’équation (ﬂ) peut se mettre sous la forme :

— 1)z —ph !
PO (@) = [AD) (@) F(2)(@1) — PO () A | [1 L o= Dz—ph ; (x)f h)p Alah)

et s’interpréter comme un systéme aux (g, h)-différences de dimension n
appliquer la proposition E En effet :

2 auquel on peut

+oo
=[]
pOn FOM () = Zqu,h)(F(th) (x))z » e

5=0
oit L™ est Topérateur linéaire agissant sur M, (C) par :

L () = AT - UG o,
et, pour s > 1:

LMWy = AlMuci®™ (AU - uAFt ol 1

+ Z hquﬂjq’jykAl(,q,h)ch(qﬂh)_
(i,3,k)EJs

L’opérateur linéaire L(()q’h) admet 0 pour valeur propre et I est un vecteur propre associé.

Pour tout s > 1, —[s], n’est pas valeur propre de Léq’h) : cela résulte de ’hypothese de non

résonnance puisque ’égalité L(()q’h)(U) = —[s]4U équivaut a :

h h h s h
AFPU — UAFY = ~[s] U + (1 - ) AF"™) = ~[s],U + (¢° = YU AF"
et donc aussi a :

(G 4 [l 1)U = ¢ UAG" = 0.
De plus 'hypothese faite permet de majorer uniformément sur A la norme de lopérateur
(LM 4 [s],1d)~" qui s’exprime en fonction de I'opérateur L™ et de la matrice I + (1 —
q)A((Jq’h) dont la norme est bornée par hypotheése. Ensuite, puisque ||D6q’h)|| < Ca, on déduit
de la formule donnant C%™ 1a majoration :

s—1 .
|C{M|| < ah®q® T](¢*Ca + [k],) = ah’q® ((Ca)—[s]q) _
k=0
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. . . . h
D’otut Iestimation suivante pour la norme de qu' )

~s—11 \ 7t -1
ILEP | < Cag*™! (A 5 ”q) +2Cah’* ((Ca) M)+

-1
P — [i—1 .
I S T C ) IR (ORI
(4.3, k)€Js
En utilisant la formule du produit, le développement (E) et la formule écrite plus haut avec

u = (1+ qCa)h, on voit que la série Z Hqu’h)Hz_h[S]q admet pour série majorante la série
s>0
qui constitue le développement en série de (g, h)-factorielles de la fonction :

1 Cah
Ca(2+ )(an)-
T — A T—p
Il s’ensuit que la famille L{*" est fuchsienne (C", N") avec N = max(A, (1+BCa)B) si B est

un majorant de A. Nous sommes donc en mesure d’appliquer la proposition ﬂ et cela termine
la démonstration du théoreme .

3.3 Fin de la preuve du théoréme [il

La preuve du théoreme EI se fait maintenant de la maniere suivante. On a déja remarqué
que la condition ¢; — ¢; ¢ Z assure la non résonnance. Un calcul facile montre ensuite
que la matrice C’(()q’h) est conjuguée a la matrice diag (¢t tNr .. gemTrmTNem) et la
premiere hypothese du théoreme B est satisfaite des qu’il existe une famille bornée de conju-
gaisons. L’opérateur qu’h) est I'inverse d’un opérateur qui s’écrit (toujours & conjugaison
pres) U — diag (B, -+ ,Bp) ou Bj = ¢ %[s]U + NT].U - qSUNTj et la deuxiéme hy-
pothese découle du fait que [s]; et ¢° tendent vers U'infini avec s. Les autres affirmations
du théoreme sont conséquences des résultats du paragraphe précédent et de la remarque suiv-

(a,h) (1
ante. Si F(@h) (2)PE jam (x) est solution de ([lf), alors Alam) T @P Jéq’h) et, puisque
9

F@M ()

P
Al@h) ALM cela implique AS™M " = J{M | ce qui équivaut a PJS"" = AleM p,

4 Preuve du Théoréeme 2

11 s’agit ici d’étudier la continuité en (g, k) de la solution canonique obtenue au théoréme
m lorsqu’on suppose que la matrice A(®") (x) est continue (en un sens & préciser) en un point
(go, ho)- Nous traitons ce probléme lorsque (go, ko) est un point de la frontiere de QF, c’est-
a-dire lorsque gy = 1 ou hy = 0. Dans ce cas il est habituel de parler plutot de confluence.

La forme de la solution canonique indique qu’on peut ici aussi séparer le probleme en deux
parties que nous aborderons successivement : la confluence de la transformation de jauge d’une
part et celle de la partie « log - car » provenant de la matrice constante d’autre part.

4.1 Confluence de la partie log - car

. . = 1s . N N .
La famille des « monémes » <x h*“a | qui sont les caracteres correspondant a c¢ entier

négatif, est continue sur Q. C’est également le cas de la famille de polynomes (e,(;q’h)(x)) ol
¢ € N. Par contre, lorsque ¢ n’est pas entier, nous verrons que la famille des caracteéres choisis
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et des logarithmes associés n’a pas de limite en certains points du bord de Q*. On rencontrera
cette situation dans le cas C1 ; en revanche, on énoncera une propriété de « normalité » et on
déterminera ’ensemble des valeurs d’adhérence. L’absence de limite n’est pas un phénomene
surprenant car la définition de egq’h) (x) pour ¢ > 1, h > 0 provient du cas h = 0 par
I'utilisation du changement de variable homographique ¢ = (¢ — 1)% + 1. Ce changement de
variable n’a pas de limite (qui soit un changement de variable) en un point du bord de Q*
autre que (1,0). Lorsque (qo, ho) = (1,0), il faut supposer que ‘J;hl a une limite si 'on veut
que le changement de variable en ait une.

Signalons un autre probleme. L’équation o,y(x) = ¢°y(x) admet aussi la solution, indépen-
dante de ¢, mais ramifiée : z¢. La fonction ¢-périodique qui relie les deux caracteres s’exprime
a laide de la fonction K(z,t) introduite par De Sole et Kac dans [@] Cette remarque est
I'objet du lemme ci-dessous. Nous reprenons les notations suivantes de [@] Pour a,t € C, on
note :

(=)o
(—p'a;p)ec’

Sit € C et sion a choisi une détermination du logarithme de x # 0, on pose :

(1 —l—a); =

t

K(z,t) = at (1 + %) (1 + pa);t.

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :
1. K(z,t+1) =p'K(z,t),
2. K(gx,t) = K(x,t) si I'on suppose arg(gx) = argx. Autrement dit, comme fonction de
x, K(x,t) est une ¢ - constante,
3. K(z,t) = K(%, 1 —t) si on impose arg% = —argx de sorte que (%)t =a ¢,

n(n—

4. sin€Z, K(x,n)=p 2 ot est donc indépendant de z.

Lemme 4. Pour g >1 :

1
00 (2) = (—2) K (~=,¢) = (~2)°K (~a, 1 - ¢).
x
Démonstration. Par définition :
eéq.,O) (:C) _ @,](:C)
©g,q¢(x)
et en utilisant la formule du triple produit :
e@0)(z) = (73 P)oo (P/7;P) oo

(P23 P) oo (P1 ¢/ 25 P) oo

= (1-a) (1 B 3);0

T
1

= (fx)CK(—E, ¢)=(—x)°K(—z,1 —c¢).

Avec cette notation, pour ¢ > 1 et h > 0on a:
h (&
(a:h — _ e

x

en posant z = (1 —p)§ + p.
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4.1.1 Confluence des caracteéres

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au probléme suivant. Soit (go, ho) un point du bord de

Q. La fonction e' ’h)(x) tend-elle vers la fonction eéqo’h”)(x) lorsque (g, h) tend vers (qo, ho) ?

Constatons tout d’abord que lorsque qo > 1 et hy = 0 la réponse est négative. Reprenons les
notations précédentes et définissons, pour p = 1/q fixé, le réel £ par la condition h = (1 — p)p$
de sorte que h — 0 si et seulement si & — +00. On a :
— — C
el (@) = p—pte—p)=p°(1—p @—p'))
¢

ce K(—52%m.0)

— C
= p = (—p~* (@ —p'*%))
1 pE+l
e )
13
K(- p1+& c)
— ) 1 C
_ ocp;o+1 . (—(m —p +£))
(1 — _I_p1+§)p
{&}

41 -
(1-55),
en désignant par {¢} € [0,1] la partie fractionnaire de ¢. En utilisant le fait que p¢ — 0

quand £ — 400, on voit que le dénominateur tend vers 1 et que le facteur (—(m —pite ))C

tend vers le caractére (—z)°. Une condition nécessaire a 'existence d’une limite est alors que
: o . -1
§ — 400 de sorte que {{} ait une limite. Or, méme dans ce cas, le facteur K (—2——,c) est

g-constant mais non constant. Il n’aurait donc pas été plus intéressant de faire un autre choix
de caracteres pour les opérateurs aux ¢-différences.
En utilisant le lemme @, il vient :

(fp—{ﬁ}(:C _ p1+£))*c

el (z) = —— (—(z — p1+5))c (00 (p=1& (z — p'tE))
P
(1-=5),
et donc :
plée
(@) = ——F a9 (O (o ), )
pEt1
(1= ),

Cette expression montre qu’il n’y a pas de limite si £ — 400 mais que, si £ = & + n avec &
fixé dans [0, 1] (ou si, plus généralement, (£,,),>1 est une suite telle que {&,} tend vers {&}
lorsque n tend vers l'infini) il y a une limite quand n — +o00 qui vaut :
(9,0
peefs) (o) = poe Sl
eZg (@)

Le méme calcul montre aussi I’absence de limite dans le cas C3 sous ’hypothese H avec
£=0.

Ces propriétés « négatives » donnent de l'intérét au résultat de normalité qui figure dans
le théoreme suivant. Nous commencons par énoncer un lemme dont la preuve se trouve dans
2 (p. 1045).

Lemme 5. Soient p un réel tel que 0 < p <1,a€ C, b€ C\p™N. On pose d = |a —b]| et
n= Suelg |1 —p®b|. Alors, pour tout s €N :

- ﬂ 1 )
<exp(——).
nl—p

(a;p)s
(b;p)s
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Théoréme 4.

C1 Pour tout € > 0, la famille (efﬂ"”‘) (z)) est normale sur C \ g§RT.
0<h<e

Si & €[0,1] la suite (eﬁqo’h")) ot hyy = (1= po)p*™ (po = 1/q0) tend vers

n>0
(90,0)
N(qoﬁg)( ): fe eqomg _ Ececfg (m)
“ * Po (C] 0 (40,0
90,P5Pg € ¢ (x)

uniformément sur tout compact de C\ g§R™. Réciproquement si la suite (efﬂ"’h") (z))

converge lorsque h,, — 0, il existe £ € [0,1] tel que sa limite soit é£q°’5)(x).

n>0

C2 Pour tout ¢ € C, la famille (eéq"h))( heo converge uniformémement sur tout compact
q;h)e

de C\ (c+ hoN*) vers eltho),

C3 On suppose £ #£ 0. Pour tout c € C, la famille (egq’h))(q neo- converge uniformémement
sur tout compact de C\R™ vers e..
Démonstration.
C1 Rappelons I'égalité :
(— i, o :
(i) = e (i)

c+1 0\ —C
1— -k
o—plTe
0 Po

ou le réel & est défini par h = (1 — po)pg. Soit K un compact de C\ ¢§R*. Puisque
& — +o0 lorsque h — 0, il existe A; > 0 tel que, pour tout £ > A; et pour tout = € K,

€41
fp(l))—+5 < 1/2. On en déduit qu’il existe M7 > 0 tel que pour tout € > Aj et pour tout
r € K, ——2——— < M. D’autre part, puisque K est un compact de C \ R

P A
o pitE

ro

et que pg tend vers 0 avec h, il existe Ay > 0 et 6 € ]0, 7| tels que pour tout & > A

{&}
Pq c)
— 17e¢ 40
Py

et pour tout z € K, |arg( > 6. Ainsi, puisque py < pég} < 1, il existe un

x

£}
p;}ﬁg pour tout & > Ay et pour tout x € K. Il

compact K’ de C\ g§R* contenant

r—

existe donc My > 0 tel que pour tout £ > A, et tout x € K,

S A4§.()n

péﬁ}
K(*Z_p[l)ﬁ ,€)
(go,

en déduit que la famille des fonctions e h), h > 0 petit est uniformément bornée sur
K. Cela prouve la normalité.

Les deux autres assertions sont des conséquences immédiates de la formule (E) Pour la
réciproque, il suffit d’utiliser le fait que la suite des {£,} admet toujours au moins une
valeur d’adhérence.

C2 Lecas h = hg = 1 est traité dans [E] On emploie la méme méthode. On fait le changement

de variable : & = hlu], qui permet d’écrire el 3 Taide de la fonction I', de Jackson

définie par :

1) = [y = 09
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En effet, en remarquant que :

ui

= (1*p)%+p: (1*p)qq

1 —u —u
+p=pp " —-1)+p=p"",

—1
on a : I )
(1) (z) = pe=2 te—u
e (x
Ip(1—w)
En utilisant le développement en produit infini de la fonction I', dans le demi-plan
Rz >0: ( 1y
1— pn z
[p(z) =
: nl;Il (1 —prts)(1 —pn)=—t
on obtient le développement :
1— n+1\ ¢ 1 — pn—u
(gq,h) _ jcC p p
e = 1 (F5) T
n>1

Le terme général de ce produit s’écrit aussi :

() P - () s

h —, terme général de I'expression en
n+c—3

n+1\°
et tend, quand ¢ — 1%, vers
n

Fl+c—%)

ri-1) . Les arguments de convergence sont alors ceux de [fi] par

produit infini de

exemple.
C3 La convergence unifome sur tout compact du disque unité, lorsque ¢ tend vers 1 par
valeurs réelles positives, de z — ﬁ vers z — (1 — z)° est une conséquence classique

du théoréme g-binomial (ol on a utilisé la détermination principale du logarithme).

De plus, la famille des z +— (éff;;" , p < 1 est normale sur C \ [1,+o0] : cela résulte

du lemme E On en déduit que z — (}S’ff ;T converge uniformément sur tout compact

de C\ [1,+oo] vers z — (1 — 2)¢ lorsque ¢ — 17 et le résultat suit dans le cas ol
h

—— —{#£0.

q—1

O

On peut calculer la moyenne des caractéres obtenus par passage a la limite dans le cas
C1 (en les considérant comme paramétrés par o = pg). Nous pouvons envisager deux types
de moyennes : celle obtenue grace a une g-intégrale et celle calculée a l'aide d’une intégrale
classique (mesure de Lebesgue). Rappelons que, si a et b sont deux nombres réels positifs avec
b > a et si f est une fonction & valeurs complexes définie sur [0,b], alors la g-intégrale de f

entre a et b est donnée par :
b a
/ fle)dya— [ fla)do

b
| #@ya
= Zf (p°b)p® — (1 —p) pra

Dans notre cas un calcul élémentaire donne la valeur explicite suivante pour la g-moyenne :

6110

/ 0° 5 ()0 = (1~ po) g () = (1~ po)el8o”)(z).

Po qo,0pg © q0,Pg

c
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En ce qui concerne la seconde moyenne, qu’on note ¢ :

! B4, ! _
o(x) :/ ace%(z)da = (fx)c/ K(—tz™ ' c)dt
P g,ap™ ¢ P

nous ne savons pas en faire un calcul explicite. Soulignons cependant qu’elle satisfait I’équation
différentielle suivante qui la relie au résultat précédent :

J@) = Sp) - LelaO(a)

€T

et qu’elle n’est pas définie sur C* ni méme sur son revétement universel mais seulement sur
le revétement universel de C* \ ¢°+Z.

4.1.2 Confluence des logarithmes

En remarquant que elah) (x) est holomorphe en ¢, on peut échanger les dérivations suc-

cessives en c et les opérations de passage a la limite. Reprenant alors les divers arguments de
la preuve du théoréme ff on établit la proposition suivante.
Proposition 7. Soit k un entier strictement positif.

C1 Pourtoute > 0, la famille (Egz’h)(:c)) est normale sur C\g§R™. La suite (Zi?;;’h"’))

0<h<e n>0

ot hy, = (1 — po)py tend vers ESE’O), uniformément sur tout compact de C\ g§R™.

C2 La famille (Eg?,’ch))(q o converge uniformémement sur tout compact de C\ (c + hoN*)
vers KS,’C}IO). 7

C3 Sit #0, la famille (ﬂg?’;h))(q,h)eg converge uniformément sur tout compact de C\R™T

(1,0)
vers Ec,k .

4.2 Confluence de la transformation de jauge

Pour établir le théoreme , il reste a étudier la partie transformation de jauge. On remarque

=1\

d’abord qu’en passant  la limite dans les relations || A" | < Cgs—1 </\h données

par les hypotheéses du théoreme E et en utilisant la continuité en (¢, h) € Q* du majorant,
on obtient la premiere affirmation du théoréme grace a la proposition m L’hypothese que le
systéme aux (qo, ho)-différences de matrice A(x) est fuchsien signifie que la matrice Cy =
I — (go — 1)Ap appartient & Gl,(C). Si ce systéme est non résonnant, on peut appliquer le
théoreme [ & la famille A’ = A U {(qo, ho)} en posant A(®-70)(z) = A(z). 1l existe donc une
transformation de jauge F(20:70)(z) telle que ARt Ap. La preuve du théoréeme E est
alors conséquence du résultat suivant qui établit la continuité de la transformation de jauge.
Théoréme 5. Sous les hypothéses du théoréme @, l'unique transformation de jauge F(®M) (),
(g,h) € A donnée par le théorémeﬂ converge vers l'unique transformation de jauge F(q"’h")(a})
tangente a lidentité qui conjugue le systéme aux (qo, ho)-différences de matrice A(z) a la
matrice constante Ag. La convergence est uniforme sur tout compact de V(q“*h“)()\’) dans les

cas C1 et C2, de Vy(N') dans le cas C3.
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Démonstration. Le théoreme [l donne des constantes C7, X > 0 telles que, si F@"(z) =
I+ ZFS(q’h)x_h[s]q, on ait, pour tout (gq,h) € A :

s>1
-1 -1
HFs(q,h)” <Olgs? ()\/h[sl]q) < g’ (}\/h[s]q)
et donc :

sl T ’w+h ]
F(th) q

Cette majoration permet de traiter chaque cas comme suit :
cas C2 Le changement de variable x «— hix permet d’appliquer le théoreme 3.1 de [E]
0

cas C1 Soient g1 > go un majorant de {q | (¢, A\) € A} et R > X . Pour tout z tel que |z| > R et

tout entier k£ > 0, Uinégalité triangulaire renversée jointe & 'inégalité | — [ ] ¢ < ﬁ’
q

implique que |z + hg=*[k],| > R — -1 7. Supposons que € > 0 est assez petit pour que

R—ql—}ll > 0sih<e. Alors, enposantfi— ﬁ,ona

"N +hlkl, N+ hq K], < N+ hk < N +er
|¢*z + hikly|  |x+hg kk]y] = R—hk ~ R—ek

=p<l1

si € est assez petit. Ainsi, on peut majorer le terme général de la série F(¢")(z) par M p®
et le résultat s’en déduit par convergence dominée.

cas C3 Le cas £ € RT se traite comme le cas C1 en remplagant X par X' —¢ (supposé positif). Le

cas { = 400 se traite quant a lui comme le cas C2. En effet, on a ’estimation suivante :

¢"N+ [K] q"\ + [K]
h™ g q

< :
¢*z+ [k | ¢"Ra+[K]
h™ “q q

et on remarque que le majorant obtenu est indépendant de h : on termine maintenant
la preuve par les mémes raisonnements que pour le cas C2.

O

Signalons les points suivants. Le cas traité dans @] est le cas C2 avec h = 1. Le cas traité
dans [§] est le cas C3 avec ¢ = 1 et donc £ = +o0. Le cas traité dans [[[J] est le cas C3 avec
h=10et donc £ =0.

Notons pour terminer que le théoreme E s’applique en particulier lorsqu’on déforme le
systeme non résonnant de matrice :

= Z Asx_ho[s]qo

s>0
ol la série converge dans V(90:70)(\) en la famille de systémes de matrice :
AP (@) = 4G 4 S 457
s>1
ou, si :

Ay = Pdiag (A%;h0) ... Alao-ho)y p=1

Cm; Tm

alors :

A(qﬁ) Pdiag (Aloh) ... Aleh) y p=1

C1,T1) 7T TCmsTm
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