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LA CONJECTURE DE KASHIWARA-VERGNE
[d’apreés Alekseev et Meinrenken |

par Charles TOROSSIAN

INTRODUCTION

En 1978, M. Kashiwara et M. Vergne ont conjecturé dans [KV] une propriété remar-
quable et universelle sur la série de Campbell-Hausdorff d’une algebre de Lie réelle g de
dimension finie. Cette propriété conjecturale admet comme corollaire 1'isomorphisme
de Duflo entre le centre de l'algebre enveloppante de g et les invariants de 1’algebre
symétrique. Cette conjecture a été démontrée en toute généralité par A. Alekseev et
E. Meinrenken en 2005 et publiée en 2006 a Inventiones [AMOG].

Ce texte se décompose de la fagon suivante; on rappelle dans un premier temps
des résultats élémentaires sur la formule de Campbell-Hausdorff et la symétrisation.
On introduit ensuite la conjecture de Kashiwara—Vergne, en expliquant ses origines
et ses conséquences. La troisieme section est consacrée a la preuve d’Alekseev et
Meinrenken. On a résumé, dans l'appendice, la construction de Kontsevich pour la
quantification des crochets de Lie qu’il nous a semblé nécessaire de rappeler pour une
bonne compréhension du texte.

Je remercie A. Alekseev, B. Keller, D. Manchon, F. Rouviéere et M. Vergne pour leurs
commentaires, suggestions et améliorations lors de la relecture de ce texte.

1. FORMULE DE CAMPBELL-HAUSDORFF ET SYMETRISATION

1.1. La formule de Campbell-Hausdorff

Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur R. D’apres le théoreme de Lie, il
existe un groupe de Lie réel G, connexe et simplement connexe d’algebre de Lie g et
une application exponentielle notée exp, qui définit un difféomorphisme local en 0 € g
sur G.

Il en résulte que l'on peut lire la loi de groupe de GG en coordonnées exponentielles.
C’est la fameuse formule de Campbell-Hausdorff. En d’autre termes, pour X, Y proches
de 0 dans g, il existe une série en des polynomes de Lie, convergente et a valeurs dans
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g, notée Z(X,Y) telle que 'on ait
expy(X) g expy(Y) = exp,y (Z(X,Y)).

Les premiers termes de la série de Campbell-Hausdorff sont bien connus et s’écrivent

(1) Z(XY) = X +Y + LX)+ XX V] + V[V X])+

2 12
1 1

Il existe de nombreuses expressions de Z(X,Y") en terme de crochets itérés (cf. § 5.1)
ou écrites de maniere récursive (cf. [Va] page 118). Une difficulté majeure concernant
la formule de Campbell-Hausdorff est qu’il n’existe pas de base de ’algebre de Lie libre
qui soit particulierement commode pour effectuer des calculs(t). La quantification de
Kontsevich donne une autre facon d’écrire la formule de Campbell-Hausdorff comme
rappelé en § 4.2.

1.2. Symétrisation et application exponentielle

La symétrisation 3 est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre 1’algebre
symétrique de g notée Slg] et 'algebre enveloppante de g notée U(g); c’est une
version du théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt. La symétrisation commute a 1’action
adjointe (resp. aux dérivations adX) et vérifie la condition pour X € g,

B(XT™) = X"
On en déduit la formule, pour X; € g,

B(Xi--X,) = % > Xowy Xogny.
oESn
Il existe plusieurs fagons de voir 'algebre S[g]; comme algebre symétrique, comme
algebre des fonctions polynomiales sur g*, comme algebre des opérateurs différentiels
invariants par translation sur g (ie. a coefficients constants) et enfin comme algebre
pour la convolution des distributions de support 0. On peut voir U(g) comme ’algebre
enveloppante universelle, ’algebre des opérateurs différentiels invariants a gauche sur
G et enfin ’algebre pour la convolution des distributions supportées par l'origine de G.

La formule de Taylor énonce que 1'on a 1'égalité de distributions formelles e* = dx,
avec 0x la masse de Dirac au point X. On a donc dans une complétion adéquate
de U(g) :

X X"
(2) Box) = pBle”) = Z P Oexpy (X) s

n>0

(DLes bases de Hall, par exemple sont définies de maniere récursive. Par ailleurs il existe une base
qui permet d’écrire la formule de Campbell-Hausdorff en utilisant des combinaisons a coefficients
complexes [Kly].
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Ol dexp, (x) est la distribution ponctuelle au point expy(X) dans G.

La symétrisation envoie donc la distribution dy sur la distribution 5expg( x) ; c’est donc
application exponentielle au niveau des distributions, car on a (expg).(dx) = dexp, (x)-

On peut ramener, via 'application 3, le produit de U(g), en un produit associatif dans
S[g]. Cest I'étoile produit de Gutt® [Gu], réalisant la quantification par déformation
de l'algebre de Poisson S[g]. On a donc pour w,v dans S[g]

(3) w * =7 (B(w)B(v)).

Gutt

Comme distribution de support 0 on aura donc

LEMME 1.1. — Pour w,v des éléments de Slg], 57 (B(w)B(v)) correspond a la distri-
bution de support 0 € g définie pour f, fonction test sur g, par la formule :

(B (Bw)B(v)), ) = (w(X) @v(Y), [(Z(X,Y))).

1.3. Le centre de 1’algebre enveloppante et I’isomorphisme de Duflo

Comme la symétrisation [ commute aux dérivations, c¢’est aussi un isomorphisme
d’espaces vectoriels de S[g]? sur U(g)? (les invariants pour I’action adjointe).

Dans [Du77] en utilisant les idéaux primitifs dans 1’algebre enveloppante, Duflo mon-
tre que pour toute algébre de Lie de dimension finie sur un corps de caractéristique
nulle, S[g|® et U(g)? sont isomorphes comme algébres et exhibe un isomorphisme. Ce
résultat généralise celui de Dixmier [Dix] dans le cas nilpotent, de Duflo dans le cas
résoluble [Du70] et d’Harish-Chandra [HC] dans le cas semi-simple et s’inscrit dans
I’esprit de la méthode des orbites initiée par Kirillov.

On notera par j(X) le déterminant jacobien de la fonction exp, (cf. § 5.2), a savoir
la fonction définie par

‘ 1 —e X ad X sinh(ad%)
(4) J(X) = dety <W) = exp <—trg 5 ) det, (TZ :

2

Cette fonction va intervenir de maniere cruciale dans la suite.

Notons S[[g*]] 'algébre des séries formelles en les éléments de g*. La série formelle j2
est donc dans S[[g*]]. C’est donc un opérateur différentiel sur g* d’ordre infini & coeffi-
cients constants que I'on note j2 (). La formule de Duflo s’écrit alors pour P € S[g],

1

(5) 1(P) =6 (j*(O)P).

(2)Cest & dire que 'étoile produit s’exprime comme un série formelle d’opérateurs bi-différentiels sur
g* a coefficients polynomiaux.
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C’est clairement un isomorphisme d’espaces vectoriels de S[g] sur U(g), qui commute
aux dérivations adX.

THEOREME 1.2 ([Du77]). — L’application ~ ci-dessus est un isomorphisme d’algébres
de S[g]® sur U(g)®.

Ce théoreme est non trivial. Dans [Ko] Kontsevich montre par un argument d’homo-
topie que S[g|? et U(g)? sont isomorphes comme algébres et en déduit qu’il s’agit de
I'isomorphisme de Duflo® : ce résultat s’étend automatiquement aux super-algebres de
Lie et Kontsevich montre que les algebres de cohomologie H (g, S[g]) et H(g,U(g)) sont
isomorphes®. Dans [PT] on vérifie qu’il s’agit encore de la formule de Duflo étendue &
la cohomologie®. On dispose donc d'une démonstration qui n’utilise pas la théorie des
représentations.

Afin d’étendre l'isomorphisme de Duflo aux germes de distributions invariantes,
Kashiwara et Vergne suggerent dans [KV] une méthode basée sur une déformation de la
formule de Campbell-Hausdorff. Ces techniques sont connues aujourd’hui sous le voca-
ble “méthode de Kashiwara—Vergne”. En quelque sorte on cherche a lire I'isomorphisme
de Duflo sur la formule de Campbell-Hausdorff.

2. LA CONJECTURE COMBINATOIRE DE KASHIWARA-VERGNE

2.1. Notations

Soient (e;);—1.. a4 une base de g, (ef)i=1. 4 la base duale et X = 2?21 x;e;. Pour
X +— A(X) une fonction réguliere de g dans g (c’est a dire un champ de vecteurs sur
g) on désigne le champ adjoint associé par

d

(6) X, A - 0x = S (e, [X, A(X)]) 2

° Ox;
i=1

On note aussi dx A la différentielle de A en X ; ¢’est une application linéaire de g dans g.

2.2. Enoncé de la conjecture combinatoire

Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur R. Pour X,Y € g on note Z(X,Y)
la série de Campbell-Hausdorff définie par

Z(X,Y) =log (expg(X) éexpg(Y)) .

®)1’argument utilise la forme a priori de I'isomorphisme obtenu comparé & celui de Duflo.
(UEn degré 0 on retrouve les algebres d’invariants S[g]® et U(g)®.
®)Ce résultat est aussi cité dans [Sh] comme un travail en commun avec Kontsevich, mais non publié.
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Dans tout ce qui suit nous travaillons au niveau des séries formelles mais des argu-
ments élémentaires montrent que toutes les séries formelles que nous manipulons sont
convergentes dans un voisinage de (0, 0).

La conjecture combinatoire de Kashiwara—Vergne [KV] s’énonce de la maniére suiv-
ante :

THEOREME 2.1 (Conjecture KV 78). — Notons Z(X,Y) la série de Campbell-
Hausdorff. 1l existe des séries F(X,Y) et G(X,Y) sur g & g sans terme constant
et a valeurs dans g telles que 'on ait

(7)) X +Y —log(expy(Y) - expy(X)) = (1 — e ) F(X,Y) + (e*¥ = 1)G(X,Y)

et telle que l’identité de trace suivante soit vérifiée

1 X Y Z(X)Y
(8) trg(adX o OxF'+adY 00y G) = —trg< aad ad adZ(X,Y) 1) |

9 edX_1+€adY_1_eadZ(X,Y)_l_

Remarque 2.2. — La conjecture porte sur l'existence d’un couple (F,G) de solutions
universelles(® vérifiant les équations ci-dessus. Par ailleurs, si un tel couple convient
alors le couple

(G(_Y> _X)7 F(_Y7 _X))

est aussi une solution. On peut donc rechercher des solutions symétriques c’est a dire
vérifiant G(X,Y) = F(-Y,—X). Pour de telles solutions on s’apergoit facilement que
les termes a l'ordre 1 en Y sont uniquement déterminés [AP], ce qui peut faire espérer
I'unicité d'une solution symétrique(™.

Remarque 2.3. — L’équation (7) peut se résoudre completement dans ’algebre ten-
sorielle engendrée par X,Y. Puis en utilisant I'idempotent de Dynkin (cf. § 5.1) on
peut exhiber toutes les solutions de (7) (cf. [B]). La difficulté majeure de cette conjec-
ture est donc ’équation de trace (8).

Remarque 2.4. — Les équations (7) et (8) forment un systeme affine a coefficients ra-
tionnels. Si on dispose d’une solution a coefficients réels, alors il existera une solution
a coefficients rationnels. Expliciter une solution rationnelle est un probleme intéressant
que l'on peut poser.

(6)Cest & dire des éléments d’une complétion de 1’algebre de Lie libre universelle engendrée par X, Y.
L’algebre de Lie libre sur un espace vectoriel V' est naturellement graduée ainsi que son algebre en-
veloppante, qui est 1’algebre associative libre sur V'; par exemple, ’élément [X,Y] = XY — Y X est de
degré 2. La complétion consiste & considérer les séries de termes homogenes dont les degrés tendent
vers l'infini [Se].

(M) Ce point est encore conjectural.
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2.2.1. La solution conjecturale de Kashiwara—Vergne. — Dans leur article, Kashiwara
et Vergne proposent un couple symétrique (F°, G°) de séries de Lie universelles et
montrent, dans le cas résoluble, que ce couple vérifie la condition de trace (8). Nous
suivons 'article [Rou86] qui propose une réécriture de ce couple conjectural.

Notons ¢ la fonction analytique au voisinage de 0 définie par

Soit Z(t) = Z(tX,tY’) et posons
. 1 1 — e—tadX
F (X, Y) = (/0 m Ow(adZ(t))dt) (X +Y)
et GY(X,Y) = F'(-Y, —X). Posons alors
FYX,Y) = % (FYX,Y) + Y FY (=X, -Y)) + i (Z(X,Y) - X)
et GO(X, Y) = FO(—Y, —X).(S)

Par construction (cf. [KV], [Rou86]) ce couple (F° G°) vérifie la premicre
équation (7). Dans leur article Kashiwara et Vergne conjecturent que (F°, G°) vérifie
I'équation de trace (8) et vérifie ce fait dans le cas des algebres de Lie résolubles.

2.2.2. Historique des résultats. — Dans [Rou81|, Rouviere vérifient la conjecture dans
le cas sl(2, R) pour le couple (F° GY) ci-dessus.

En 1999 dans [Ve] Vergne démontre la conjecture dans le cas quadratique, c’est a
dire pour une algebre de Lie munie d’une forme bilinéaire invariante et non dégénérée ;
les algebres réductives mais aussi g @ g* avec g quelconque, sont quadratiques. L’article
[Ve] suit les idées de [AMO0] concernant l'isomorphisme de Duflo pour les algebres
de Lie quadratiques. Dans [AMO02] Alekseev et Meinrenken proposent, toujours dans
le cas quadratique, une solution différente en utilisant la géométrie de Poisson et le
“Moser trick”. Toutefois dans [AP] il est montré que ces solutions du cas quadratique
ne sont pas universelles, c’est a dire qu’elles ne résolvent pas la conjecture pour toutes
les algebres de Lie.

Enfin A. Alekseev et E. Meinrenken [AMO6] ont démontré en mai 2005 la conjecture
combinatoire en utilisant une déformation de la série de Campbell-Hausdorff décrite
dans [To] et résultant de la quantification de Kontsevich [Kol. Le lien avec le couple
conjectural (F° GY) n’y est cependant pas abordé.

®) Ecrivons pour simplifier z = adX et y = adY . Des calculs fastidieux dans les années 80, mais que
Pon peut maintenant effectuer sur ordinateur montrent que les premiers termes s’écrivent (jusqu’a

lordre 4) : FO(X,Y) = iY + 2—14xY - ﬁﬁY — 418y:rY - %z?’Y - ﬁyzQY + ﬁfx}/ +...
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2.3. Origine et conséquences de cette conjecture

Cette égalité sur les traces peut sembler étrange mais elle est une conséquence na-
turelle de I'intégration par partie. Expliquons un peu tout ceci ce qui motivera le lecteur.

2.3.1. Transport de la convolution. — Un des buts de 'article de Kashiwara—Vergne
est de démontrer, pour les distributions invariantes, le transport du produit de convo-
lution par I'application exponentielle.

Plus précisément il s’agissait de montrer le résultat conjectural ) suivant assurant
que 'on peut transporter la convolution sur g en la convolution sur GG. Ce point est
important car les caracteres des représentations irréductibles sont des solutions propres
pour le centre de U(g) et exprimés en coordonnées exponentielles deviennent alors des
solutions propres des opérateurs différentiels invariants & coefficients constants!?).

Ce théoreme fut démontré par la suite dans [ADS], [AST], [Mo] comme corollaire de
la quantification de Kontsevich.

THEOREME 2.5 ([ADS], [AST], [Mo]). — Soient w et v deux germes de distributions
invariantes au voisinage de 0 dans g et vérifiant une certaine condition de support (V)
afin d’assurer un sens a la convolution. On a

2 (X)j2(Y)
3 (Z(X,Y))

avec f une fonction C* dans un voisinage de 0 et a support compact.

(9) (w®w, FZX,Y))) =(wev, f(X+Y))

DEFINITION 2.6. — On appellera fonction de densité le quotient

DXy o 210 )
O PEXY)

2.3.2. Déformation par dilatation. — L’idée de base de I'article [KV] est de considérer
la déformation naturelle de l'algebre de Lie g qui consiste a remplacer le crochet
[X,Y] par ¢t[X,Y] pour ¢t € [0,1]. La série de Campbell-Hausdorff est changée en
Z(X)Y) = %Z (tX,tY). Remarquons que cette expression est bien définie pour ¢t = 0
et on obtient Zy(X,Y) =X +Y.

On déduit de la différentielle de 'application exponentielle (cf. §5.3), que I’équation (7)
est équivalente a ’équation différentielle suivante

(10) %Zt(X, Y)=[X,F(X,Y)] - 0xZ(X,Y) + [Y,G(X,Y)] - Oy Z,( X, Y),

9)Conjecture aussi formulée par Rais.

(101 *évaluation sur une orbite définit alors un caractere pour S[g]e.

(1) On peut demander par exemple que les supports asymptotiques de u en 0 (resp. v), noté C,, (resp.
Cy), vérifient C,, N —C, = {0}.
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ol on a noté Fy(X,Y) = 1 F(tX,tY)12.

sinh %

Notons ¢(X) la fonction det, (E) En utilisant la formule®3)

Infg () = 3 P

NI
N[

on trouve facilement [KV] :
ad X 1 )

(11) I ; (tX) = %trg (exp(t adX)—1 ¢

tX)—j
(tX) 5,7

Compte tenu de la déformation en le parametre ¢, il suffit de démontrer qu’on a 1’égalité
pour tout ¢ € [0, 1],

2t X)jE(tY)

L’idée est maintenant simple, il suffit de demander que la dépendance en ¢ soit triviale,

(12) (w®v f(Z(X,)Y)))y=(w®uv, (X+Y)).

c’est a dire que la dérivée par rapport a t soit nulle.

2.3.3. Calcul de la dérivée en t. — Notons D(X,Y) la fonction de densité
JE(EX)j2 (1Y)
j2(tZ(X,Y))

On peut remplacer j par g dans cette formule, la fonction de densité reste la méme. On

Dy(X,Y) = D(X,tY) =

a facilement compte tenu des équations (10) et (11),

9
ot

1 dX dY dZ,(X,Y 1
Dt<XvY):§trg< a L _adZ(X)Y)

etadX _ 1 ' gtadY _ | otadZi(X)Y) _ 1 ¢

(13)

) Dy(X,Y)+

[Xu Ft<X7 Y))] ' 8Xl)t<)(7 Y) + [Y7 Gt<X7 Y))] ’ aYl)t<)(7 Y)

Pour simplifier on va noter :

(14) T(X.Y) - %trg ( adX adY’ adZ(X,Y) 1) .

cadX _ + eadY _ 1 padZ(X)Y) _ 1

Par conséquent le premier terme du second membre de (13) est %T(tX ,tY"). Ce calcul
se justifie comme suit; le premier terme dans le membre de droite (13) résulte de la
dérivée par rapport a t dans les termes j %(t) et le second terme résulte de la dérivée
en t dans Z;. Plus précisément compte tenu de (10) il vient que pour toute fonction ¢
on a

0
(12)Comme F(0,0) = (0,0) cette expression est bien définie pour ¢ = 0.
(13)Voir §5.2 pour les nombres de Bernoulli b,,.
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Le champ de vecteurs [ X, Fy(X,Y)] - Ox + [V, F,(X,Y)] - Oy agit trivialement sur la
fonction jz(¢X)j2(tY) car cette derniere est invariante en chaque variable sous 'action
adjointe,n par conséquent la dérivée du terme en Z; s’écrit bien comme annoncée.

On peut maintenant terminer le calcul de la dérivée dans (12). II vient

(16) (DX, Y)I(ZX.Y)) =
(1. P Y] 0+ Y. GUX Y] - 0 ) (DX Y )T (Z4(X, V) +
%T(tX, tY)D«(X,Y) f(Z:(X,Y)).

On est donc amené & calculer 'action & droite**) du champ de vecteurs [X, F}(X,Y)] -
Ox + [Y, F,(X,Y)] - Oy sur la distribution w ® v. Compte tenu de l'invariance de cette
distribution on a,

(17) we o([X, (XY )] 0x + [V, F(X V)] - 0y ) =
—w® v(trg(adX 0 0x Fy(X,Y) +adY o 0y Gi(X, Y)))

Pour conclure au transport de la convolution dans (9) il suffit de demander que 'on ait
pour tout ¢ :

1
(18) ;T(tX, tY) — trg(adX o Ox Fy(X,Y) + adY 0 9y G4(X,Y)) = 0.
La conjecture combinatoire de Kashiwara—Vergne est précisément cette

égalité.

Remarque 2.7. — Si 1’égalité (7) (ou bien (10)) est vérifiée, alors I’équation (8) est
équivalente a 'équation (19) suivante

0
(19) £DuX,Y) = ([X. F(X,Y)] - 0, + [V, Gi(X,Y)]- 0, ) DX, Y )+
(trg (adX 0 Oy F(X,Y) + adY o 9y Gy(X, Y))) Di(X,Y).
2.8.4. Isomorphisme de Duflo. — On déduit comme cas particulier du transport de la

convolution (9) le corollaire suivant :
COROLLAIRE 2.8. — Le théoréeme 2.5 généralise [’isomorphisme de Duflo.

(9 En effet les distributions sont plutét un module & droite sur les champs de vecteurs. Cette action
a droite n’est utilisée qu’a cet endroit du texte.
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PREUVE — En effet pour P, Q € S[g]? considérées comme des distributions invariantes
de support 0 et pour toute fonction test f, on a d’apres le théoreme 2.5 appliqué a

72,
(P®Q,j3(X)j2(Y)[(Z(X,Y))) = (PR Q,(;2 )X +Y)) = (j2(0)(PQ), f).

On a donc

NI

(O)P ® j2(0)Q, F(Z(X,Y))) = (jZ(D)(PQ), f ).

Et d’apres le lemme 1.1, le membre de gauche correspond a ’élément

57 (8 (34 @P) 8 (i40)Q)) .

(J

tandis que le membre de droite correspond a j%(ﬁ)(PQ). On en déduit que I'on a bien
la formule de Duflo sur les éléments invariants,

(72 0)(PQ)) = 5 (7*@)P) 5 (7#(9)Q) -

3. PREUVE DE LA CONJECTURE COMBINATOIRE DE
KASHIWARA-VERGNE

On explique dans cette section les deux résultats principaux de [AMO06], & savoir la
preuve de la conjecture de Kashiwara—Vergne et 1’extension de ’isomorphisme de Duflo
a toute la cohomologie comme corollaire. Le texte suit essentiellement ’article [AMO6].

On pose dans un premier temps des définitions utiles.

3.1. Notations

3.1.1. Application de Duflo sur les distributions. — On fixe un voisinage symétrique
U de 0 dans g sur lequel exp, est un difféomorphisme sur son image U = expg(Z/{ ). On
suppose j > 0 sur Y. L’application de Duflo sur les distributions a support compact

Duf = (expy)s 03%: DSy (U)  — Dl (U),

comp comp

3M2(X)512(

est alors bien définie. On rappelle que l'on a noté D(X,Y) = SR (X Y;;) la fonction

de densité.
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3.1.2. Produit m. — On fixe alors un voisinage O de 0 dans g suffisamment petit, tel
que expy(O)exp,(O) C U et tel que la série de Campbell-Hausdorff Z définisse une
fonction réguliere de O x O dans U.

La convolution des distributions a support compact dans expg((’)) est alors bien

définie et on peut remonter le produit de convolution de G via I'application de Duflo

/

romp(O) ; c'est la formule du théoréme 2.5. On note ce produit

en un produit sur D,

(20) m=20D: D, (0x0) — D,..(U).
3.1.3. Déformation par dilatation m;. — Utilisons la déformation du crochet de Lie :

[X,Y]: = t[X,Y] et notons g; cette nouvelle algebre de Lie. Pour ¢ = 0 on trouve le
crochet trivial, et pour ¢ # 0 c¢’est une algebre isomorphe a g.

La série de Campbell-Hausdorff pour g, s’écrit Zy(X,Y) = 1 Z(tX,tY) et la fonction
de densité vaut Dy(X,Y) = D(tX,tY). On en déduit comme précédemment un produit

mg sur D, (+O)
‘ , 1 1 , 1
my = (Zt)* © Dt . ,Z)comp(z(9 X ;O) - Dcomp(gu)'
3.1.4. Dérivée de Lie. — La dérivée de Lie de 'action adjointe sur les fonctions f €

C>(g) est définie pour v € g par
(L(v))(X) = [X,v] - Ox f-

(15)

Si u est une distribution et f une fonction test, alors par définition on a

(L(e;j)u, f) = —(u, L(e;) f). Une distribution est dite invariante sur elle est annulée par
les L(e;) pour i = 1,...,n10),

Soit X — A(X) = Ai(X)er + ... + A,(X)e, est un champ de vecteurs sur g.
Alors la dérivée de Lie L(A) vaut ), A;L(e;) sur les fonctions et ). L(e;) o A; sur les
distributions.

3.1.5. Structure de Lie sur C™(g X g,¢g X g). — On définit une structure de Lie
[, JLie sur les fonctions C*°(g X g, g X g) en demandant que

f=(F(X,Y),GX)Y)) — Z=[X FXY) 0x+][Y,GX,Y) 0

soit un morphisme lorsqu’on munit les champs de vecteurs sur gx g du crochet standard.

(511 n’y aurait pas de signe — si on prenait ’action & droite.
(16)On rappelle que (e;); est une base de g.
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Explicitement on a pour 3,7 € C*(g X g, g X g) en utilisant la dérivée de Lie L(/3)

du champ de vecteurs sur g x g('”) |

18,7 Lie = L(B)y = L(7)B + [6,V]gxe-

3.2. Reformulation de la conjecture

Dans leur article Alekseev et Meinrenken utilisent une reformulation plus géométrique
de la conjecture de Kashiwara—Vergne.

Pour cela il est commode d’utiliser la base de g x g et les dérivées de Lie de 'action
adjointe de g x g. On notera (é;);—1,.._2, une base de g x g (on prend deux copies de la
base ¢;) et L(é;) la dérivée de Lie de I'action de g x g sur D, (O x O).

comp

3.2.1. Deuz reformulations équivalentes de la conjecture de Kashiwara—Vergne. — Soit
BeC®(Ox0,gxg), tel que 5(0,0) = 0. On suppose que (3 est un couple vérifiant la
conjecture de Kashiwara—Vergne. Utilisons la base ci-dessus et écrivons

B = (F(X7 Y)aG(Xa Y)) = Z ﬁléz
1<i<2n

et B = LA(X 1Y) = (F(X,Y),G/(X,Y)) = ¥ pié.

1<i<2n

Premiére reformulation : Les équations (7) et (8) sont équivalentes aux équations
(10) et (19) ( cf. § 5.3 et la remarque 2.7 ) que 'on peut écrire de maniere plus condensée
en utilisant les dérivées de Lie sur les fonctions :

(21) &2y = ( > @;L(e})) Z,

1<4i<2n

(22) aD,= Y LE)BD) = ( > L@) Oﬁf) D.

1<i<2n 1<i<2n

Deuxiéme reformulation : L’idée astucieuse de [AMO6] est de constater que ces
équations peuvent se condenser en une seule. La preuve est élémentaire et consiste a
vérifier assertion sur les distributions de dirac 6, , au point (p,q) € g x g.

PROPOSITION 3.1. — Les équations (7) et (8) sont équivalentes a I'équation suivante
ot la dérwée de Lie porte sur les distributions

(23) Oymy = —my o ( Z ﬁfL(éi)> :

1<i<2n

(7 La dérivée de Lie est pour I'action adjointe de g x g sur les fonctions.
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Notation : On notera V() l'opérateur agissant sur les distributions > BiL(é;).

1<i<2n
La conjecture de Kashiwara—Vergne s’écrit donc plus simplement
Oymy = —my o V().
Remarque 3.2. — Comme on le constate ce n’est pas la dérivée de Lie L(5;) sur les dis-

tributions qui intervient mais Uopérateur sur les distributions V(3;) = 3,0, i L(é:).
Toutefois on vérifie (cf. [AMO6]) que 1'on a la relation importante suivante pour 3, €

C*(O x0O,gxg),

V([ﬁaW]Lia) = [V<ﬁ>7 V(7>]7

c’est a dire V' est un homomorphisme de Lie.

3.3. Equation de courbure nulle

Dans [To] on définit, grace a la quantification de Kontsevich (cf. Appendice A § 4.3),
une déformation Z,(X,Y) (resp. D,(X,Y)) de la série de Campbell-Hausdorff (resp.
de la fonction de densité).

On écrit maintenant ces équations de déformation en termes analogues a la propo-
sition 3.1. D’apres § 4.3 théoreme 4.3, il existe une fonction 7, € C*(O x O,g X g)
analytique en u € [0, 1], vérifiant 7,(0,0) = (0,0) et donnée par des séries de Lie uni-
verselles convergentes et il existe une déformation m, (définie comme en (20) avec Z,
et D, ) du produit sur les distributions telles que 'on ait

Pour u = 0 on retrouve mgy le produit standard dans g et pour u = 1 on retrouve le
produit m. Il est important de remarquer que la déformation m, n’est pas un produit
associatif, contrairement a m;.

En considérant le parametre de déformation par dilatation ¢ € [0, 1] on en déduit que
I'on a aussi par dilatation

(24) Oy = =Mt © V(Yut)
avec 7, (X,Y) = 17 (X, tY) et my, définie comme en (20) avec 1Z,(tX,tY) et

D, (tX,tY). On a Mgy = Mg et Myt = my.

L’idée de Alekseev et Meinrenken est de construire a partir de la solution -, une
solution f; de la proposition 3.1. Pour cela il faut résoudre une équation de courbure.
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PROPOSITION 3.3. — [l existe une série de Lie uniwerselle 3, a valeurs dans g X g
convergente dans un voisinage de (0,0), telle que By = (0,0) et vérifiant I’équation

OuBut — O Yur + [But, Yu,tlLie = 0.
On a ﬁu,t(Xa Y) — %/Buﬂf:l(tX, tY)

PREUVE — (C’est une équation différentielle en w linéaire avec second membre. Il
y a donc unicité et l'assertion sur la dilatation résulte de 'égalité 7,.(X,Y) =
%fyu,tzl(tX, tY). On peut résoudre formellement cette équation en utilisant les
résolvantes('® . On trouve facilement

But = E / dug ... duyadyy, ¢ - - - adyu, 1O Yue t-
n>0 Y 0Suo<ur <...<unp<u

A partir de cette expression on montre la convergence et d’apres la définition du

crochet [ | Jri § 3.1.5 il est clair que 'on ne manipule que des séries de Lie.
Remarque 3.4. — Une autre facon de voir 1’équation de courbure est la suivante. On
résout formellement dans le groupe de Lie associé a la structure de Lie [ |, |pse,

I'équation 0y,g(u,t) = —g(u,t)y.: avec condition initiale ¢(0,t) = 1. On a alors facile-
ment

ﬁu,t = _g(uat)_latg(uat)'
3.4. Solution d’Alekseev et Meinrenken a la conjecture de Kashiwara—
Vergne

On conclut maintenant par le théoreme suivant qui résout la conjecture de
Kashiwara—Vergne.

THEOREME 3.5 ([AMO06]). — La série de Lie universelle 3,—1; = (F;(X,Y), Gi(X,Y))
résout la conjecture de Kashiwara—Vergne.

PREUVE — Le formalisme de la remarque précédente est tres pratique pour comprendre
la preuve. Le point clef est que 'on a la formule suivante,

My = moo V(g(u,t)).

En effet les deux membres coincident pour u = 0 et vérifient la méme équation
différentielle (24). On a en effet

(25) Oy (mooV(g(u,t))) =mgo V(dug(u,t)) =
—mg o V(g(u,t)vur) = — (mo o V(g(u, 1)) o V(7ur)

car V' est un homomorphisme d’algebres de Lie pour [ , |-

(8)On pourrait utiliser aussi les séries de Magnus.
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Comme on a (3,; = —g(u,t) *d,g(u, t), on en déduit

825@ = _n/lu\,t o V(ﬁu,t)
Or on a m/uz\lt = my il vient donc I’équation 0ym; = —my o V() avec By = By—14. Ceci

résout la conjecture de Kashiwara—Vergne d’apres la reformulation de la proposition 3.1.

3.5. Prolongement de I’isomorphisme de Duflo en cohomologie

Considérons le morphisme d’algebres de Lie, ¢ : ¢ — g X g donné par l'injection
diagonale. L’application duale ¥* s’étend aux algebres extérieures;

v Neee)=As o Ao — Ao

C’est le produit dans 'algebre extérieure A g*.

Si M est un g-module, on notera dp, la différentielle de Chevalley-Eilenberg sur
M A\g* et C(g, M) le complexe des cochaines. Comme d’habitude on notera par
H(g, M) l'algebre de cohomologie.

Considérons D, (O x O) comme un g x g-module et D, (O) comme un g-module.
Notons M; = m; ®¢*. C’est une application de complexes de C (g x g, D p (O X 0))
dans C (g, Dy, (0)). On a

oM, = Omy @ Y~.
Dans [AMO06] on montre que V(f) ® ¢*, qui est une application de complexes de
C (g xg,D., (O x (9)) dans C (g, D .. (O x O)), est homotopiquement triviale.

comp comp
Plus précisément on a(l?)

V(B)@y" =1 ®¢")o[d,uB)]
avec t(B) = >, Bit(é;) et (&) la dérivation de l'algebre extérieure A(g* @ g*) donnée
1<i<2n
par la contraction. Comme on a dym; = —my o V(f3;) il vient alors

OM; = —(my o V(53)) @¢" = —(my @ 1) o (1@ ") o [d, 1(B)] = —M; o [d, (5)].
I 'égalité
O My = —M; o [d, 1(53})]

peut se comprendre comme une troisieme reformulation de la conjecture de Kashiwara—
Vergne dans le complexe des cochaines.

Cette égalité montre que l'application de Duflo se prolonge en un morphisme
d’algebres de H(g, S[g]) dans H(g,U(g)), précisant ainsi I'isomorphisme démontré dans
[Ko]. On retrouve le résultat de [PT].

(9Tci intervient le fait que 3 est une application g-équivariante.
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4. APPENDICE A

La formule de Kontsevich pour la quantification formelle des variétés de Poisson,
montre que 'on peut donner une expression pour la série de Campbell-Hausdorff en
utilisant tous les crochets possibles a la différence de la formule de Dynkin (cf. § 5.1).

4.1. Quantification de Kontsevich

Dans cette section, afin de faciliter la compréhension de la déformation utilisée dans
[AMO6], on va rappeler brievement la construction de Kontsevich pour la quantification
formelle des variétés de Poisson dans le cas du dual des algebres de Lie.

4.1.1. Variétés de configurations. — On note C,,,, l'espace des configurations de n
points distincts dans le demi-plan de Poincaré (points de premiere espeéce ou points
aériens ) et m points distincts sur la droite réelle (ce sont les points de seconde espece
ou points terrestres ), modulo l'action du groupe az + b (pour a € R** b € R). Dans
son article [Ko] Kontsevich construit des compactifications de ces variétés notées C, ..
Ce sont des variétés a coins de dimension 2n — 2+ m. Ces variétés ne sont pas connexes
pour m > 2. On notera par U;Q la composante qui contient les configurations otu les
points terrestres sont ordonnés dans I'ordre croissant (ie. ona 1 <2 < --- < m).

Iris

FIGURE 1. La variété 6270.

4.1.2. Graphes et graphes géométriqgues. — On note par G, o I'ensemble des graphes
étiquetés®?) et orientés (les arétes sont orientées) ayant n sommets de premiere espece
numérotés 1,2, --- ,n et deux sommets de deuxieme espece 1,2, tels que :

i- Les arétes partent des sommets de premiere espece. De chaque sommet de premiere
espece partent exactement deux arétes.
ii- Le but d’une aréte est différent de sa source (il n’y a pas de boucle).

iii- Il n’y a pas d’aréte multiple.

Dans le cas linéaire qui nous intéresse, les graphes qui interviennent de maniere non
triviale (on dira essentiels), sont tels que les sommets de premiére espéce ne peuvent
recevoir qu’au plus une aréte. Il en résulte que tout graphe essentiel est superposition
de graphes simples de type Lie (graphe ayant une seule racine comme dans Fig. 2 ) ou

(20)Par graphe étiqueté on entend un graphe I' muni d’un ordre total sur ’ensemble Er de ses arétes,
compatible avec I'ordre des sommets.
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de type roue (cf. Fig. 3 pour un exemple).

e

exp(X) exp(Y)

FIGURE 2. Graphe simple de type Lie et de symbole T'(X,Y) = [[X, [X, Y]], Y].

7
\I
-

—
N

exp(X) exp(Y)

FIGURE 3. Graphe de type roue et de symbole I'(X,Y) = trg(adXad[X, Y]adYadY).

Les graphes simples essentiels de type Lie n’ont pas de symétries. Par conséquent les
graphes de G, » étiquetés associés a un graphe géométrique de type Lie (graphe orienté
associé pour lequel on oublie I'étiquetage) sont au nombre de n!2".

Les graphes simples de type roue peuvent admettre des symétries. On notera mr le
cardinal du groupe de symétries de I'.

4.1.3. Fonction d’angle et coefficients. — Soient deux points distincts (p,q) dans le
demi-plan de Poincaré muni de la métrique de Lobachevsky. On note

q—p
(26) én(p,q) = Arg (—_)

q—p
la fonction d’angle de Cyo dans S'. Cette fonction d’angle s’étend en une fonction
réguliere A la compactification Coq .
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Si I' est un graphe dans G,, o, alors toute aréte e définit par restriction une fonction
d’angle notée ¢, sur la variété 5;2. On note Er l'ensemble des arétes du graphe I'. Le
produit ordonné

(27) Qr = /\ do.

ecFEr

=+ o : .
est donc une 2n-forme sur C,, , variété compacte de dimension 2n.

DEFINITION 4.1. — Le poids associé a un graphe I' est par définition

1
2 = — Qp.
(28) wr = o [ O

4.2. Nouvelle formule de Campbell-Hausdorff

Si I est un graphe simple de type Lie, on notera I'( X, Y') le mot dans 'algebre de Lie
libre associée (cf. Fig. 2 pour un exemple). Plus généralement si I' est simple de type
roue alors I'(X, Y') sera une fonction de trace (cf. Fig. 3 pour un exemple).

THEOREME 4.2 ([Kal, [AST]). — La série de Campbell-Hausdor(f peut s’écrire en ter-
mes de graphes sous la forme d’une série convergente au voisinage de (0,0)

(29) ZX,Y)=X+Y+> > wl(X)Y).
n>1 I" simple
géométrique

de type Lie (n,2)
La fonction de densité s’écrit alors comme série convergente au voisinage de (0,0)
wr
(30) D(X,Y) = exp ( Yrpx, Y)).
nzzl Pgﬂe mr

géométrique
de type Roue (n,2)

4.3. Déformation de Kontsevich

On construit une déformation 2-dimensionnelle de la série de Campbell-Hausdorff
en déformant les coefficients via un parametre £ € Cy. Pour I' € G,, 2 notons C¢ la
pré-image de ¢ dans l'espace de configurations C,, 12 et

1
wr(§) = (2m)2n /66 Qr.

On définit les déformations Z¢(X,Y) et D¢(X,Y) en remplacant dans les formules du
théoreme 4.2 le coefficient wr par sa déformation wr(§). Ces déformations sont régulieres
et admettent comme conditions aux limites pour ¢ = (0, 1)

Zon(X,)Y)=Z(X,Y) et Dp1(X,Y)=D(X,Y),

(21) Cette position sur 'axe réel correspond & un coin de Ca.
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et pour £ = o une position sur iris?? (cf. Fig 1)
ZJX,Y)=X+Y et Do(X,Y)=1

Cette déformation est controlée par des équations différentielles provenant de ’action
tangente du groupe G c’est a dire les champs adjoints qui interviennent dans le conjec-
ture de Kashiwara—Vergne. Ce controle provient essentiellement de la formule de Stokes
comme utilisée dans [Ko].

THEOREME 4.3 ([To]). — Il existe des séries de Lie universelles F¢(X,Y) et G¢(X,Y)
explicites construites en termes de diagrammes, convergentes dans un voisinage de (0, 0)
et qui sont des 1-formes réguliéres sur Caq telles que l'on ait :

(31) deZe(X,)Y) = (X, Fe(X, Y)| - OxZe(X,Y) + Y, Ge(X, Y) - Oy Ze(X,Y)
et

(32) deDe(X,Y) = ([X, Fe(X, V)] Ox + [Y, Ge(X, V)] - Oy ) De( X, Y )+
(trg(ﬁng(X, Y)oadX + dyGe(X,Y) o ady)> De(X,Y).

Remarque 4.4. — Pour £ générique la déformation Z; ne définit pas une loi associative.
Par exemple, la déformation le long de la paupiere de Cy fait intervenir des polynomes
de Bernoulli (cf. [To]).

Remarque 4.5. — On peut montrer [AT] que la connexion ¢ := (Fg, G¢) est plate, c’est
a dire que Don a deye + 2[7e, Vel ie = 0, pour le crochet défini §3.1.5.

Remarque 4.6. — Grace a la quantification de Kontsevich on construit les déformations
vérifiant les équations (10) et (19). En suivant un chemin comme dans Fig. 4 de liris
jusqu’au coin, on définit donc des déformations Z,(X,Y), D,(X,Y) pour u € [0,1] et
une fonction v, = (F,, G,) définie dans un voisinage de (0,0) a valeurs dans g x g.

Remarque 4.7. — On peut étendre toutes ces constructions au cas de la série de
Campbell-Hausdorff avec n arguments Z (X7, Xs, ..., X,) en considérant un parametre
de déformation dans C, 9. On a encore un controle par des équations différentielles
comme dans le théoreme 4.3. La méthode de Alekseev-Meinrenken s’étend sans

probleme et résout le probleme de Kashiwara—Vergne avec n arguments posé dans [B].

CERA

FIGURE 4. Chemin de liris jusqu’au coin

(22)Cela correspond & une concentration des deux points selon un angle o.
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5. APPENDICE B

On regroupe dans cet appendice quelques résultats complémentaires sur la formule
de Dynkin et on précise certains calculs utiles pour la compréhension de ce texte.

5.1. La formule de Dynkin

Il existe de nombreuses facons d’écrire la série de Campbell-Hausdorff. On peut
notamment écrire les développements que l'on obtient en calculant la dérivée de
I’application exponentielle puis en intégrant a nouveau. Nous allons ici rappeler une
autre formule due a Dynkin.

Pour simplifier, on note comme ci-dessous les crochets successifs normalisés :
1

* —
n

X0 Xole = —[X0, [Xoy oo [Xot, Xl -

et
[XI”,...,X;"]*: [\)(1,...,X14,...,Xn...X,L]*

Vv
T1 Tn

On obtient alors la célebre formule de Dynkin.

PROPOSITION 5.1. — On a la formule

<_1)m—1 [Xm’ yao, . .. Xpm qu]*
33) Z(X,Y = X +Y + g — E
(33) Z( ) plgi! . pwlgn!

m
m>2 pit+qi>0

Rappelons comment on obtient cette formule : notons Lxy l'algebre de Lie libre
engendrée par X,Y (#®) et Assy y I'algébre associative libre engendrée par X, Y. Plagons
nous dans l'algebre enveloppante U(Lx y) qui rappelons-le s’identifie & Assx y (cf. [Se]).
On calcule formellement

Xpry4
Ko =S 2L
p! q
2,q>0

puis en utilisant le développement de
(_l)m—l
Inz = —(z=1)"
S EN e,
m>1
on trouve formellement

Z(X,Y)zzﬂ o XXy

lgq! P
o1 s Prd e PmiGme

On utilise alors une caractérisation des éléments de 1’algebre de Lie libre dans I'algebre
associative libre due a Dynkin ([Se] §4.4) : un élément

a=> coXo X, Xa,

(23)On appellera aussi polynoéme de Lie en X, Y ou élément de type Lie, tout élément de L X,Y-
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d’ordre n est dans Ly y si et seulement si

a=> calXay, Xan, s Xl

Remarque 5.2. — La formule de Dynkin n’utilise que des crochets itérés.

5.2. La différentielle de ’application exponentielle

A partir de la formule de Dynkin on peut mener un calcul explicite sur les termes a
l'ordre 1 en y (voir [Po], page 103) ce qui permet de retrouver les nombres de Bernoulli
b,. Ce calcul n’est pas évident, mais il est faisable. Rappelons que la série de Bernoulli
est donnée par

bpz™ x v x? ot a®
(34) ; n! et —1 2 i 12 720 * 30240

Les b, pour n > 3 impair sont nuls.

En calculant la série Z(X,Y) a lordre 1 en Y, on déduit la formule bien connue

suivante :
1 1
Z(X,Y)=X+Y + 5[X, Y]+ E[X, (X, Y]]+ (mod Y?)
adX
EX—FWY (modYQ)
On en tire la formule
1— efadX )
expy(X) exp, —ax Y | =expy(X + Y + mod Y7),

et on conclut que la différentielle de I'application exponentielle s’identifie a I’endomor-
phisme

1 — efadX

Y ——F75—Y
(35) = :

(24)

si on utilise la multiplication a gauche'** pour identifier g avec 1'espace tangent en

expy(X).
5.3. Equivalence entre les équations (7) et (10) pour Z,;(X,Y)

Dans cette sous-section nous expliquons comment on passe de I'équation (7) a
"équation (10). On suit les références [KV] et [Rou86].

On fait un calcul a 'ordre 1 en €, comme dans une dérivée pour
Zy(X 4 €[ X, B, Y + €[Y, Gy]).

adX _q
adX

€

Y.

(298i on utilisait la multiplication & droite on trouverait ¥ —
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D’apres la formule de la différentielle (proposition 35) pour l'application exponentielle
on a :

o efath

adtX
exp,(tX) exp,

(36) expy(tX + e[tX, Fy]) = expy(tX) exp, (e [tX, Ft])

VRS

e(1— e*ath)Ft>.

De méme on a

expy(1Y + eltY, Gi)) = expy (e = 1)G, ) expy(tY).

On en déduit alors

(37)
expy (tZ(X + e[ X, F)].Y + €Y, Gy])) = exp,(tX + €[t X, F]) exp,(tY + €[tY, Gy]) =

expy(tX) exp, (6(1 — e XY B (Y — 1)Gt> expy(tY).

L’équation (10) dit que 'on a
Zi( X + e X, BLY +€]Y,Gy]) = Zy(X,Y) + €0, Zy(X,Y) = Z11 (X, Y).
Dans ce cas, en utilisant la formule
expg(tY)Zt(X, Y) expg(—tY) =Z(Y, X),
le membre de gauche de (37) s’écrit
(33)  expy(tZue(X,Y)) = expy((t + €) Zuso(X, V) expy(—eZ(X, V) =
expg((t +€)X) expg((t +e)Y) expg(—eZt(X, Y)) =
exp,(tX) exp, (EX +eY —eZ (Y, X)) exp,(tY).
En comparant avec le membre de droite de (37) on se trouve que 'on a & 'ordre 1 en e :
X+Y - Z(Y,X) = (1 — e F(X,Y) 4 (M — 1)Gy(X,Y)

qui est exactement 1'équation (7).

Réciproquement si ’équation (7) est vérifiée alors on aura

1
(1— e + (e - 1)G, =X +Y — n log (expy(tY) expy(tX)) .

En remplagant ce terme dans (37) on retrouve avec le terme de droite de (38) ce qui
permet de remonter le calcul et de conclure que 'on a

Zt+e(X,Y) = Zt(X + G[X, F’t],y + E[Y, Gt])7
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c’est a dire
KZy(X,Y) = ([X,F]-0x + [Y,Gy] - Oy) Z(X,Y),
qui est bien I’équation (10).
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