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ANALYSE DE STABILITE DE LA CONVECTION NATURELLE
THERMOSOLUTALE DANS UN MILIEU DE DARCY

Haikel Ben Hametf® Rachid Bennac&rHabib SammoudaThierry Langlet
2LEEVAM, 5, mail Gay Lussac, Neuville sur Oise, 9308ergy-Pontoise, France
PLETTM, Faculté des Sciences de Tunis 1002-Tunisie
¢IUT d’Amiens, chemin du Thil, Amiens France
: haikel.benhamed@u-cergy.fr

Résumé: Ce travall traite l'influence de l'effet de Soselr la convection naturelle dans un
milieu de Darcy cartésien, saturé par un fluidealver et soumis a un gradient vertical de
température appliqué sur les parois horizontakss autres parois sont adiabatiques. Toutes
les frontieres sont imperméables a la masse. Aiosis abordons I'étude linéaire de la
stabilité du mélange. La prévision des nombres d@eRiques pour la convection naturelle
est faite sur la base d'un probleme de valeursr@spdéduit d'une analyse linéaire numeérique
de stabilité 2D marginale et transitoire basédaunéthode des éléments finis. Nous donnons
des diagrammes de stabilité en fonction des paraméée contrble du probleme.

Mots clés: convection naturelle, stabilité linéaire, elémdints, effet Soret, Darcy.

1 ANALYSE DE STABILITE LINEAIRE

1.1 Méthode numérique

Le systeme a étudier consiste a la prise en codipte cavité poreuse rectangulaire de
rapport d’aspectA =L/ H' saturée par un fluide binaire. Nous considéronadmbre de
Darcy de I'écoulement trés réduda=10"de facon a anéantir les effets visqueux prés des
parois. En conservant I'hnypothese des faibles gradide température, comme nécessaire
pour la validation de I'approximation de Boussindacglensité est donnée par :

P :po[l_ﬁT( I _Tol)_:gN (C'_C'o)] (1)
Les variables adimensionnelles suivantes sons@ds.
(x,z)=(x.z)/ H T :(J- ~T,)/4T" C=C'/4C * U,ZLI,Z/" V,:_aw' 2)
(U,W) = (UI,WI) H‘/V AT _Tchaud _Tfroid AC'= _ATICOD /D ay ox'

L’équation de continuité est la condition d’existend’'une fonction de courany/. Les
équations adimensionnelles décrivant le probleméi€tsont données par :

Dzw:—Pr‘lRTai(T+N.c)

X
al+aial_aial:|]2'r
% %u5c %6Pic 1
£—+—————:—(DZC—D2T)
ot 0z dx 0dx 0z Le

Dans le but de faciliter I'usage de la formulatieariationnelle, nous allons

décomposer la solution générale en la somme d'olnéean conductive et convective :
W=y +yt,x,z) (¢ =y +pe”F(x,2) 4. =0
— _ c~ 4
T=TcH0(t,x,2) = T=T.+6, & QG x.¥ {Tc =C.=1-z ®
C =C. +¢(t,x,2) C =C. +@e” H(x,2
Il est convenable de décomposer les solutions abires spatio-temporelles en un
produit d’'une exponentielle temporelle et de fomsi spatiales. Les fonctiohs G et H

décrivent les profils de la fonction de courantJaleempérature et de la concentration juste au
moment de la perte de stabilité de la solutionyéeifient les mémes conditions aux limites

3)
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gue leurs grandeurs correspondantes. Le pararpégst le taux d’accroissement de la
perturbation.

1.2 Stabilité marginale p=0

On introduit les expressions (4) dans le systéemet®n faisant les transformations
variationnelles et apres considérablement d’alg@bres obtenons les équations matricielles
gouvernantes suivantes :

wo[KI{ R :;Pf_lR‘[ B(6{G +N&o{H})
!//o[ﬂ{F}:ﬁo[K]{Q (5)

wlB(A +21KG=2] (A

Ou [B] et [K] sont deux matrices carrées d’ordre m, décrivaspectivement les
intégrales du terme de transport, la fonction deaat, et les coefficients de la température et
des especes. {F}, {G} et {H} sont des vecteurs innas de dimension m. lan=4n, ou len
est le nombre total des noeuds. Les matrices él@mes correspondantes sont données ci-
dessous. Les fonctions; (x,y) définies sur le domaine de calcul comme les fonstide base,

sont les fonctions d'interpolation de forme d’Heemi

e a i e _
(B, Nixijss = f —a':'( N2 (K)ijes = j ONON d2 (6)
Q Q

Les intégrales ci-dessus sont évaluées en utilis&lgorithme d'intégration de Gauss.
Nous notons qu’introduit les conditions aux limitéans les matrices d’assemblages sans
altérer les dimensions des matrices. En combimasydtéme (5) on obtient :

QN+ KB H-P(R)" 4=0=((# N+ LY Fag= ()
Du point de vue mathématique I'équation (7) admet golution non triviale si et
seulement si le déterminariE —Al1,| est nul. Ceci nous conduit & chercher toutes désuvs

propres/;. Notons que les valeurs propres obéissent a itégztla la relation d’ordre (9).
A=Pr(R)* PV - — <|A<.gld] 1gjpkm.sn (8)
Ou A, est le rayon spectral de la matridg].[Vu que les nombres de Ra sont

inversement proportionnels aux valeurs propreglua petite valeur qui génere la perte de
stabilité de I'écoulement sera obtenue a partiragon spectral de la matricg][

1.3 Stabilité transitoire p£0
Dans la formulation variationnelle, les fonctionpasalest, v et w admissibles

comme fonctions test sont arbitraires et non cosmlee maniére explicite. Elles doivent
vérifier les mémes régularité et conditions auxitls que la solution. Dans ce cas rien
n'interdira de prendre les solutioRgx,y),G(x,y) etH (x,y) comme fonctions admissibles.
Ainsi la forme intégrale faible des équations shittaux équations linéaires :

Y%PM+y, K, ==Pr" RB (4 + Ng)

ogpM+y, B=6, Pr'K, 9)
egPM +y, B=Sc* (@K, -6K )
M :[QFZdQ:jgede:ngde , B:jgg—i Fd2 K:jgm Gl H® (10)
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2 RESULTATS ET INTERPRETATIONS

La convection naturelle en fluide binaire sousfliience de l'effet Soret dépend
trivialement du mélange caractérisé par le nombereedet du taux de séparatidh) qui sont
les parameétres essentiels déterminant le seuitatdige. En prenant le rayon spectral de la
matrice E, on retrouve une valeur qui tend asynpiement vers une constante qui ne
dépend que de la finesse du maillage et du rapfmspect de la cavité. Cette valeur peut étre
positive signifiant un chauffage par le bas, ouatiég signifiant un chauffage par le haut.
Physiqguement cette valeur devra étre la constaatdadconvection naturelle purement
thermique dans un milieu de Darcy, égalR’ & 47 = 39.4784176. Nous pouvons construire les
courbes de stabilité neutre en fonction de I'élamm@ du canal (figure 1). Pour un rapport
d’aspect inférieur ou égal a l'unité, un écoulemamtnocellulaire symétrique s’installe,
néanmoins pour les cavités élancées cette symedticorisée. En augmentant le rapport
d’aspect nous remarquons le passage du nombre yleigkaDarcy critique par plusieurs
maximas et minimas locaux. Les maximas sont atgiotr les valeurs d¢ = A, =,/n(n+1),

en ce méme moment la transitionrdan+1 rouleaux arrive. Donc pour ces rapports d’aspect
une solution multiple est possible. Les minimast satteints pour les valeurs entiéres du
rapport d’aspect. La dissipation de I'énergie méapaa est de plus en plus importante quand
une solution multiple pourrait s’installer. Enrioduisant I'effet Soret I'expression dgyr
critiqgue, sera donnée par (11).

i RS =R°/(1+ N( 12+ L9) 1)(
A=025 N=0
1,3_ ! HﬁNZO,Ol
e N=001
404 w convection purement
12 | themique NEO—
2,04
= _l/jl_ ] Branches instables
1] | ey B T 1 S
“c 00 ¢y T
14 W h ..2-:::::: 7 20]  Banches 4aBs
A 40.-
09 b 5 p 5 = 0 Effet Soret N=0,055 Le=3
Figure 1: Influence du rapport d'aspect et Figure 2: Diagramme de bifurcation de la
du taux de separation N sur le convection naturelle avec effet Soret.

SiN=0 alors :R® = RS, /1 donc lel du dénominateur correspond a la pondération de
la force d'origine calorifigue. Le terndx(1+Le)correspondra nécessairement a la
pondération de la force d'origine solutale dandilan total des forces de volume. Cette
guantité signifie la somme barycentrique de la dodtorigine double diffusive quantifiée
parN xLe et de la force dorigine l'effet Soret quantifi§gar N. Connaissant ces
interprétations, il est clair quelse est tres grand 'action de I'effet Soret sera fedisle sur la
stabilité du systéme. Par contre son action esttald plus importante lorsques se réduit a
des valeurs voisines de".0Le dénominateur qui ne doit pas s'annuler de tpdim vue
mathématique afin de préserver I'existence de tectfon, pourra-t-il donner en s’annulant
une signification dans la physique ? Dans ce casRi sera égal a linfini, condition
suffisante pour affirmer qu'au voisinage de ce pgimécis il n’y aura jamais d'état
supercritique (voir figure 4). On traduira cettendiion par :

1+N(1+Le=0= N=-¥(t L¢- Le-( N J I (2)
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La figure 4 montre bien gu’au voisinage du poirfidéar (12) la valeur supercritique
a une pente mur, et les autres bifurcations quorgedéfinies ultérieurement auront lieu.
Lorsque le taux de séparation est négatif, il @ginme stabilisant, puisque les forces
solutales poussent vers le bas les composantsluesdpnses. L'aspect du mouvement du
fluide évolue d’'un état monocellulaire dans lesitémsvverticales vers un état ou plusieurs
ondes peuvent s’installer pour les cellules longt@ame le montre la figure 1. Le systéme
bifurque vers deux solutions possibles avec undiardp nulle dans le cas de la convection
thermique et avec une amplitude finie quand lese®rsolutales ne sont pas négligées. Les
figures 1 et 2 montrent également la translationladealeur supercritique lorsqu’on tient
compte de l'effet solutal. Les constanfek B, K, , Ky et K, sont déduites des matrices
élémentaires dont les intégrales (16) sont calsuééec la méthode d’intégration de Gauss.
En combinant les équations (9) on aboutit a unatimu polynomiale fonctiop.

p* = (2ps-p1).p~(p3-p,)=0 (3)

:W,p1 - (NLete Lg- R( ke Lp ;p= 4Re e R+ (N ke))t °F

Dans le cas op=0 on se ramene a la stabilité marginale, on retréexeression (11).
Le nombreR™ caractérise la transition de I'écoulement convestéifionnaire vers un autre
oscillant. La solution de I'état de repos deviargtable pour des perturbations a amplitudes
finies si on part d’'un état sous critique et poes gerturbations infinitésimales si on part d’'un
état supercritique. La borne inférieure de la catiga oscillatoire est déduite du cas ou le
parameétrep peut prendre des valeurs complexes. La valeullatstie sera déduite de la
conditionp? + p, =0. Les nombresR>"qui marquent le passage de la convection oscillante

vers le mode direct, doivent vérifier I'équationymmiale (15).

Po

0
RTHopf - Rrsurstab — R (1+ € Le) (4)
(NLe+¢ Le)
21+ N(Le+1 4ele
R—? _ 2RT RHOpf 1+ d ( )) + (RHOpf )2 1_ . - O (5)
(NLe+eLe)(1+eLe) (1+eLe
. Régme 1 IR Rédi
0 .. Sous-critiqul i 4RT cgme.
o] 1 RTSc)uscr oscillatoire
o R, /R 1 ;
sgime di Régi .\
7 N ] djgrl;?)is N= ’1 : R gigg:;itique
6 N A
5] Rsvr ] (Ry IR) >0 : chaufiage parle%:sLe+ELe\ n\‘&g
4 Régime RSuP i -2 q 1
oscillatoire T Reglme L N
*] Régime ] Supercnthue 1o sup Régime
24 S Stationnaire R! Hopf Ry du repos
] Régime du repos \ RTH"P' \ -4
° 1 1‘0 100 Reglme
Le oscillatoire Rp IR)<0 : chauffage par le haut
Figure 3: Différentes zones définissant les
modes de convection en fonction du Figure 4: Différentes zones définissant les
nombre de Lewis : N=-0.1 et0.5 modes de convection : Le=3&t0.7

La figure 3 illustre sur des lieuR(Le, les différentes zones délimitées par les courbes
d’équations (11), (14) et (15). On distingue trees principales, une zone de repos, une
zone de convection stationnaire, une zone de ctioveoscillante et le reste du plan est le
champ du mode direct ou les oscillations croienhd’maniere exponentielle. Dans la figure
4 nous donnons un diagramme général de stabilif®restion du rapport de la compétition
des forces volumiques thermiques et solutales daesonfiguration stabilisante et une autre
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déstabilisante. On distingue que les lieBRXN) sont divisés en quatre parties, la ou les forces
thermiques et solutales sont coopérantes danssessabilisantR<0, N<0), ou déstabilisant
(R>0, N>0) ; ou ces derniéres sont en compétitierplan est divisé en des zones a différents
modes de convection détaillées sur la figure. lgmdi de bifurcation sous-critique a été
obtenue par simulations numériques directes saode a volumes finies.

3 CONCLUSION

Le présent travail traite I'influence de I'effet 1@b sur la stabilité d’'un mélange binaire
en milieu de Darcy. La stabilité a été étudieeie@arisant les équations de Navier stokes par
une méthode de Galerkin, et puis on recherchanimiedes propres de I'opérateur linéaire
obtenu. L'effet d’élancement de la cavité n'a pt&s régligé. Des diagrammes généraux de
stabilité ont été présentés en fonction du nomlerd.el de N et de. Notons que chaque
triplet de ces variables a des diagrammes propl@s l2a valeur ajoutée de ce travail est nous
permettre de prédire, en fonction des variablgsrdbleme, le mode de convection qui pourra
s’'installer dans un mélange binaire saturant uremie Darcy.

NOMENCLATURE X,Z systeme de coordonnéés,z’)/H’, m
Symboles Symboles G_rgcs ’ _

A rapport de forme Be coeﬁ!c!ent d expansion solutd.!mol

a diffusivité thermiquek/(oc), m2/s BGr coefﬂ(-:u,ent d’expapsmn thermiquiémol

C concentration adimensionnelle 3 porosité normalisée

D diffusivité solutalemz?/s A valeur propre

D’ coefficient de thermodiffusion v viscosité cinématique du fluide

g accélération de pesantem?/s Yo densité du fluide

H’ hauteur de la cavitép w fonction de courant

L longueur de la cavité 7 perturbation de la fonction dét

Le nombre de Lewis/D @ perturbation de la concentration

N taux de séparatioNl =R,/ R. Exposants et indices

Pr nombre de Prandtl [ 1" inverse d'une matrice

R Darcy-Rayleigh normalisé ' variable dimensionnelle

Rr nombre de Rayleigh-Darcy e matrice élémentaire

T température adimensionnelle C état purement diffusif

uw  vitesses adimensionnelles 0 état de référence
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