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Entiers agatoires, ensembles de Sidon, déndins le
groupe de Bohr et ensembles d’analyécit

Jean-Pierre Kahane et Yitzhak Katznelson

(Note présentée aux Comptes rendus de I'Académie des&xs)

Résumé On sélectionne des entiensau hasard indépendamment les uns
des autres, avec la probabilii#, et on étudie les propriétés de la sufite
obtenue en distinguant deux cas : si limsupna, < o, A est p.s. un
ensemble de Sidon non-dense dans le groupe de Bohr ;sidimm, = o,

A est p.s. dense dans le groupe de Bohr et n’est pas un enseenBidah,
et, de plus, c’est un ensemble d’analyticité.

Random sequences of integers, Sidon sets, density in the Bghoup,
and sets of analyticity

Abstract. We study properties of a sequentebtained by a random se-
lection of integers, wheren € A with probability o, independently of the
other choices. We distinguish two cases : if limsugna, < o, Ais a.s. a
Sidon set, non-dense in the Bohr group ; if iim, nag, = 0, thenAis a.s. a
set of analyticity and is dense in the Bohr group.

Abridged English version

The work described in this Note deals with harmonic-analgtoperties of random
sequences of positive integers : that of being a Sidon sett af @nalyticity, dense,
or non-dense in the Bohr grol (the Bohr compactification of the integers, the dual
group ofTy, the circle endowed with the discrete topology.)

A sequence\ C Z is a Sidon set itg(A) = A(N\), that is : every sequend@,, }jcn
which tends to 0 a$\| — = is the restriction to\ of f for somef € LY(T). Ais a
set of analyticity if only analytic functions operate A4A\), that is, every functiori
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SELECTION ALEATOIRE . .. 2

defined orR such thaf o ¢ € A(A) for every real-valued € A(A) is analytic in some
neighborhood of 0.

Random sequences provide classes of sequences for whrehishastatistical
answer to some long standing open problems :
a. Thedichotomy problem : is every sequendecC Z is either a Sidon set or a set of
analyticity?
b. Can a Sidon set be denseBf?

The class of random sequences studied in this work is diftérem those appear-
ing in earlier work, [IL], [B], [B]. We consider sets obtairfedm a sequence = {wp},
0 < w, < 1 by introducing independent Poisson variabfgsvith parametersv,, or
Bernoulli zero-one variable8, with probability P(8, = 1) = w, = (1— e ") and set
N =Ay(w) ={n:B,=1} (or A= {n: &, > 1}). Notice that the sequences defined by
{&n} are the same and have the same statistics as those giy&n byt the Poisson
variables give different weights to some of the selectedtgpivhich simplifies some
computations.

For “reasonably regular” sequences of parameters we absatistical dichotomy:

Theorem 1. If nw, = O(1) thenAis a.s. a Sidon set and is non-denséin
Theorem 2. If lim,_. NW, = oo thenA is a.s. a set of analyticity denselh

Observe that “reasonable regularity” is needed. The ciamditm,, . "W, = c in
Theorem 2 cannot be replaced by limsup nw, = o : if wy = 1/2 forne {3},
andw, = 1/nfor all othern, the sequencA obtained is a union of two Sidon sets, and
hence Sidon.

Cette note fait suite a des travaux anciefis, [[l], [B], [Blatifs aux ensembles
de Helson et de Sidon d’'une part, aux ensembles d’ana@yttit la densité dans le
groupe de Bohr d’autre part, qui ont introduit le procégpedé aujourd’hui sélection
aléatoire. Nous allons rappeler le sens de ces termes.

Nous partirons d’'une suite positive = {w,} et nous lui associerons une suite
aléatoire\ = A\y (w) (w € Q, espace de probabilité) de 'une des maniéres équikesden
gue voici :

1) AN={neN:&, > 0}, ou &, sont des variables aléatoires (v.a.) indépendantes,
suivant des lois de Poisson de paramétvgs= E (&)).

2) A = {n e N:B, > 0}, ou f3, sont des variables de Bernoulli indépendantes,
d’espérances, =1—e " =P(B,=1).

Dans les énoncés qui suivent, on peut éamreaussi bien quev,. La définition 1
est utile dans certaines démonstrations.
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Théoreme 1. Si w, = O(%) (n — o), il est presque & queA est un ensemble de
Sidon, non-dense dans le groupe de BBhr

Théoreme 2. Silimp_,. NW, = oo, il est presque queA est un ensemble d’analytiéit
(donc n’est pas un ensemble de Sidon), dense Bans

Ces résultats sont & comparer aux deux problemes taujoaverts :

1) (probleme de “dichotomie”) une partie d& est-elle nécessairement soit un
ensemble de Sidon, soit un ensemble d’'analyticité ?

2) (probleme de I'adhérence dafisd’'un ensemble de Sidon) un ensemble de
Sidon dan¥ est-il toujours non-dense daBs? On sait, ], que s'il existe un ensem-
ble de Sidon dont 'adhérence daBscontient un ouvert non vide, alors il existe un
ensemble de Sidon dense dahs

G étant un groupe abélien localement compact, on désign&(fs) I'algébre des
fonctions continues suB qui sont transformées de Fourier de fonctions integsable
le groupe duall". Si A est un fermé dan&, A(E) désigne I'algébre des restrictions
aE desf € A(G). SiE estun compact et qu&(E) = C(E), espace des fonctions
continues suk, on dit queE est un ensemble de Helson. Quahast discret et que
A(E) = cp(E), espace des fonctions définies &uet tendant vers 0 & I'infini, on dit
gueE est un ensemble de Sidon. Dans la suite, on s'intéresseaa®-=< T, R, Z, ou
B.

Les fonctions analytiqueB(z) operent dané\(G), c’est-a-dire qud-o f € A(G)
lorsque f € A(G) et quef prend ses valeurs dans le domaineFde Inversement,
les seules fonctions définies sur un voisinage réel de @p@ient dang\(G) sont
les fonctions analytiques (nulles en 0Gin’est pas compact). On dit que est un
ensemble d’analyticité si cela a lieu en remplagaf@®) par A(E). Ni les ensembles
de Helson ni les ensembles de Sidon ne sont ensembles dieité@ly

B, le compactifié de Bohr d8, est le groupe dual d&y (T discret). Sa topologie
est la moins fine qui rende continus les caract@res (3,t) ; une sous-base en est la
famille des ensembldd(t,n,{) ={B:|(B,7)—{|<n}, 1€T,n >0, et|{|=1.

Schéma des démonstrations.

Siw=w +w" (w, =w,+w/), la réunion de\,, et~ indépendants a la méme
loi queAy. On renforce le théoreme 1 en augmentantgsel le théoreme 2 en les
diminuant.

Preuve du theoreme 1. On prendw, = &. Sia est assez petit(log 3 < 1 suffit),
N\ est un ensemble quasi-indépendant, c'est-a-dire s&@i®relinéaire a coefficients
—1,0,1 non tous nuls entre ses élements. En générast p.s. une réunion finie
d’ensembles quasi-indépendants, qu’on sait étre umarieade Sidon.
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La non-densité résulte de la proposition suivantea sst assez petio( < a(¢)),
il existe p.s. un ensemble densetd#ansT tel que|[—¢, €] contienne tous les points
de At sauf un ensembile fini.

Pour démontrer la proposition, on part de la fonction glard’integrale 1 et de
support[—¢, €], soit f, et d'un intervallel C T, et on étudie la martingale positive

N

Yy = /Iﬂl(f(nt))f" exp(—%(f(nt) —1)dt.

Sous la conditioror < €2, elle converge dank?(Q), et cela donne le résultat voulu.
\oici les étapes de calcul : on pokg(t) = SN, %nzmt et on vérifie que

E(W) = //II eXP,éoa fi fln(js+kt)dsdt
J
PN 1
< B <// expa fj kaN(js+kt)dsdt)
jk£0 IxI

PP, f e -1 -
avecpy! = fj (3 jkz0 fif) . En majorantff;., par [fr, ., etln(t) par 109 +
C on obtient

/Pik

2 £ f 1
(1) E (YY) g/Texpa jéo f; fx(log sint +C)dt,

et cette integrale est bornée quang o fj fi < 1.

Preuve du theoreme 2. On suppose lif, NW, = 0. Posong\y = AN[1,...,N]. Si
A était un ensemble de Sidon, on aulféi| = O(logN) (N — ), ce qui, p.s., n'est
pas le cas.

Preuve queA est un ensemble d’analyticie. Elle s'inspire de [[1]. Quitte &
diminuer lesw,, on suppose qu’'a partir d’'un certain rang ils sont constant chaque
intervalle joignant deux multiples successifs d'une pange de 2 donnée. On sait
que, pour tout < ¢ < 1 et toutr > 0 assez grand, il existg € A(T) réelle telle que
[@lacT) <r et |ue'? lpm(ry < €, ol estla mesure de Haarfek(T) I'espace des
pseudomesures, dual é€T). Il s’agit, pour deg arbitrairement grands, de montrer
gu'il existe, avec une probabilité arbitrairement vogsife 1, une partie finid,, une
mesurer; portée pav\, et une fonction réellgy; € A(R), telles que|| ¢ ||aw) < Cr et
|| T €% lemr) < CllTr|lsnr) €, C > 0 etc € (0,1) étant des constantes absolues.

Lidée est de choisity = S éndn, la somme étant prise sur un ensemblele
valeurs den dépendant convenablement det comportant des plages de constance
pourw,. L'étude déterministe consiste a obtenir ces inégslguand on remplace
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para; = E (T;) = S Wnon, et I'etude probabiliste vise a montrer qi(a; — ;)% lPm(R)
est négligeable au regard (I8 |onr)e '

Preuve de la densié dansT. Elle est inspiree de][2][][3]. Voici la proposition
cle : siwy =2 etall| > 1 (I un intervalle surT), il est presque sOr que, pour tout
irrationnelt € T, AtN1 #£ @. Cette proposition admet une version multidimensionelle,
dans laquelle l'irrationndl € T est remplacé par un géneratéwr TS, et qui entraine
la densité danB.

Pour établirAt NI £ @ pour toutt, I'idée est de se ramener a un ensemble fini de
valeurs dd, quitte a réduird. Les étapes de la preuve sont les suivantes :

1) on approché par un intervalle intérieud, a distancel des extrémités de

2) on approchel, dansL!(T) par une fonction continué, 0< f < 1

3) on approche uniformémeiitpar un polynome trigonométrique, de defgré

4) on approchél par un ouverG = {t:Vj € {1,2,...,k} |sinmjt| > J} et on vérifie

que pour urf arbitrairement proche de|l| et pour unC =C(,9d) finion a
JoP(ANtNJ=2)dt <CNP

5) on choisitM = % et on veérifie qu'il existe ud € T tel que

P(AN(® +mM ) NI =2) <CMN P =0o(1)(N — =)
+mM-1eG

6) on approche toute G donné par u® +mM~1 € G qui en est & distance d, d’ou
P(AtNl =) =0.
Remarques sur les suites d’entiers dans le groupe de Bof.

Différents criteres de densité et des exemples sont&odans|[3].

Les ensemblek de Hartman et Ryll-Nardzewski forment une classe paréceli
d’ensembles de Sidon, et leur adhérence darest un ensemble de Helson. |l a
été conjecturé que tout ensemble de Sidon soit uneag@umie d’ensembles,. |
s’ensuivrait que I'adhérence d'un ensemble de Sidon soénsemble de Helson dans
B, [B].

En complément du probleme 2, on peut donc se demandedkérance dang
d’'un ensemble de Sidon est nécessairement un ensembldste HEst-ce nécessairement
un ensemble de mesure de Haar nulle ?

En ce qui concerne les entiers aléatoires, le theoréngpdnd a la question de
non-densité, mais laisse ouverte la question de la mesuradr de I'adhérence de la
suite .
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